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ohae  Vtmi»  Uetbe«,  ixaSt  Hnk  Am«  Itedkemdnft  gegeben  iraN«,  wie  dar  Mi- 
B«  «letMi  Th«ll  «fainefc—adg  kIii  BtlfecaatlMlie  Bew«haer  wm  d«c»  phyricallidw« 

Aushängeschild  gelange  ;  um  aber  den  Onind  davon  i-eeht  MltckaBlicfc  BadMll  wm 
künoen,  sehe  ich  mich  bewogen,  etwas  weiter  auszuiioien.  — 

Zu  jener  Zeit,  wo  ich  den  Anhang  zu  der  1837  in  Berlin  von  mir  herausgegebe- 
om  «falvanlicfeeii  Kette*  MArleb,  tnt  eiir  der  Qedeeke  «ieht]|r  ee^;«g;eaf  ee  minM 
sich  der  Bau  des  phy-sischen  Körpers  in  solcher  Weis«  auffassen  lassen,  dass  mit  jeeee 
Eigenschaften  des  materiellen  Raumerfüll^^nden ,  die  wir  vorzugsweise  als  ihm  ang^e- 
hörige  tn's  Auge  zu  fassen  gewohnt  sind,  zugleich  and  nothweudigerweise  auch  alle 
die  fegeben  aeien,  wehJie  wir  wie  Me  daUa  aielir  wie  letne  Glete,  dte  Iba  wia 
xa  Z«Ai  heimsuchen,  vorzusteliea  plegten,  und  wufiir  man,  wenn  nicht  ausser  doch 
neben  dem  Körper  liegende  Ursachen  erdacht  hat,  die  als  massenlose  nnd  doch  selbet- 
atändige  Naturdinge  onter  den  Namen  Licht,  Wärme,  Eiectrtcität,  u.  s.  w.  la 
der  Pbyeik,  wlew«U  aklit  ehae  Wlderepracli  voa  eiazeinea  Sliaiaibereditigten ,  dee 
Bfligemdit  eriaagt  habea.  IHe  hebe  Bedeutung  des  fiedankens ,  eile  diese ,  eigent- 
Wrh  h\m  mi»  tttiR  soTber.  um  wahrgenommene  Erschein Tni^-f^n  be{|;ieiferi  /ti  können,  in  die 
Aus»eawclt  Jiiueingetrageuen  Verstandeserze ngnisse  als  solche  darzustellen,  die  in  der 
Weaeabeit  dee  Kdiyen  Ibra  ebJeellTe  WarKl  iadea,  aad  ete  eben  dedarch  la  ibrar 
VerUadaaf  aad  .fogeaiell^iiea  Abbiaglgbelt  ^aac»  •«  Icraeb,  eder  aach  nur  den 

Weg  zu  dieser  Kenntnis«  aii/tibnlinfti  ,  Üpss  Ihn  zwar  nie  In  mir  zur  völligen  Ruhe 
kommen  j  allein  die  nichts  weniger  als  aufiuunterodea  Erfahrungen,  welche  ich  gicicb 
UA  BMtaeia  evatea  Tenacbe,  dee  fiiagenwnd  der  Male  *m  veHaMea  aad  ftel  G»- 
aCbaiaaie  Ibr  saaafUiiea,  fen  Bjiberea  der  Wlaeeaeebaft  sa  Madiea  ttelegeabett  g9- 
nug  erhalten  hatte,  —  Erfahrungen,  in  Folge  der  ich  jahrelang  ein  lebhaftes  GrfTihl 
von  den  verschiedenartigsten,  mit  dem  Gebären  verbundenen  Wehen  überall  mit  mir  her- 
■Btrng,  welches  jegUchen  sich  annihernden  geistigen  Erzeugangatrieb  sehen  von  alcb 
afeaawebee  gaae  gcetgaet  wir,  —  ee  wie  die  b«M  aaebier  erfolgte  gdaaUche  UbIb> 
derung  meiner  vorigen  Lebensverhältnisse  hatten  ihn  sehr  in  den  Hintergrund  gcdrfingt, 
aad  meiae  Ihitigkeit  aaf  Usae  Beekweleaagen  iber  dte  ateht  ebea,  wie  ee  scbeinra 
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mochte,  grosse  Gehaltlosigkeit  des  bereits  in  die  Welt  Gesetzten,  und  auf  dessen 
Relnerhaltang  in  seiner  urspriinglirhen  höchst  einfachen,  und  schon  darum  allein  mit 
grosser  Wahrscheinlichkeit  der  Natur  abgeborgten  ,  Gestalt  beschränkt. 

Zehn  Jahre  später  gab  das  auf  dem  Zueignungsblattc  berührte  Ereignisa  meinem 

aiiraii|i;lirlu'ii  ^Vissrnsdiirsti' ■  drsst'ii  (jliit  in  Bcriilii  iiiij;  mit  iti'in  .  bfkaiiiitlich  j(';;liche 
Hitze  veraehrenden,  Eise  des  conventioneilen  Lebens  schier  Iiis  .111  f  N'uU  {;e»uiikcii 
war,  seine  anfängliche  Stärke  wieder,  und  mit  ihm  trat  jener  hnlbhe;;iabcne  Gedanke 
zum  z\>citon  Malt-  in  den  \  ukUi '^rund.    Sein  seitdem  in  meiner  Seele  statt  ■gehabtes 
Hegen  und  Pflegen  Hess,  was  bis  dahin  blos  Hoffnung  war,  zur  Ueberzeugung  an- 
wachspii ,  dass  er  kein  leerer  Traum  jjpwescii  spi.    Hier  mm.  niif  dem  Wege  zu  sei- 
ner Kiitvvickelung  eifrig  \<irw;trt.s  schicitriid ,  Rcricth  ich  aii  die  Stellt',  wo  ich  anneh- 
roen  zu  dürfen  glaubte,  dass  zuvor,  will  man  nicht  noch  weit  entfernt  vom  Ziele 
Btehen  bleiben,  der  Zweig  der  Mathematik,  —  welcher  in  den  Stand  setzt,  räumliche 
und  dvnamisrhe  Beziehun»en  am  srhii-fwinkligen  Coordinafensysfeme  mit  der  gleichen 
Lt'itlilij^kcit  uud  Allgcuieinheit  /.u  vordilgen,  wie  aui  rcclitwiukligen ,  —  vollständig 
nusf^ehildct  werden  müsse,  in  welcher  Beziehung  mir  neben  dem,  was  mein  Bruder 
fiir  das  cbfiu-  System  gtthan  hat,  nur  noch  die  verdienstlichen  Anfange  bekannt  wa- 
ren, welche  im  fistcn  Sujuileiuentbaiide  zu  „KlugeTs  mathematisrhcin  Wiirtf  1  bu< hc" 
unter  dem  rVrtikel  Cuordinatt^iis)  Mtem  gefunden  wei'dcti.  Aus  dem  bestreben,  diese 
Lücke  ans/ufiillen,  giengen  Fri'ichtc  von  vorzugsweise  mathematischer  Art  hervor,  de- 
ren rineu  Thcil  rier  vorliege lulf  Hand  y.u  Tai;c  IVirdt'rl.    Indessen  ,  da  diese  Resultate 
ganz  allein  im  Grübeln  über  den  inuern  Bau  des  natürlichen  Kiirpcrs  ihre  Vcranlas- 
aung  fanden,  und  deren  Veröffentlichung  wieder  nur  aus  dem  Grunde  geschieht,  um 
in  der  Folge  zur  Förderung  des  gleichen  Ztveckes  Dienste  thun  zu  können,  sie  sonach 
mit  dem  physicalischen  Objecte  die  Glieder  eines  Leibes  ausmachen,  so  hielt  irh  es 
für  angemessen,  diesen  Umstand  dadurch  kund  zu  geben,  dass  ich  den  Hauptzweck, 
den  physicalischen,  im  Haupttitel  „Beiträtre*  zur  Molecnlar-IMiy.sik*  ausspreche,  und 
den  besondern  Inhalt  de»  Bandes  jedesmal  nur  im  Kehentitel  anzeige.    Mit  diewem 
ersten  Uaiide  nut'  g:lei<  l.er  Linie  steht  der  knuimendc  zweite,  wek  lier  die  l)\iiamik  am 
»chiefwinkligeu  ('ttordinatensystcme  im  Grundrisse  liefern  wird,  worauf  erst  spater  die 
eigentlich  physicalischen  llntersuchungcn  in  dem  gleichen  Gewände  folgen  werden. 
IIa  der  /.^veite  Itaiid  die  l)>i>aniik  des  phywisthen  k<>r|ier.s  auf  den  bisher  libliehen 
<iniiidla;:eii  aufbaut,  und  nur  das  Mittel,  an  web  bis  sicli  der  Hau  aiiklint.  das  Coor- 
diiiateiis> steui  u;iuilieli.  ei»  anderes  ist,  so  uird  sieh  tiierduiTli  der  liitcrsehicd  y.wi^ 
sehen  diesen  Unindla^en  und  den  später  einZufulirenden  um  so  deutiicher  und  schon 
von  selber  herausstellen. 

Ein  Durchgehen  dieses  ersten  Bandes  wird  zu  der  Ueberzeugung  führen,  daas 
die  in  ihm  gegebenen  Gesetze  der  Ortsbestimmungen  im  schiefwinkligen  Coordinaten- 
sT!«teroe  eih  eben  so  vollständiges  und  abgerundetes  Ganzes  bilden,  wie  die  im  recht- 
wiukligcn,  daSK  es  also  nicht  aus  einer  Art  von  Schaingefiihl  geschah,  wesahalb  sich 
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jene  in  einiger  Entfernung^  von  diesen,  ihren  Scliwestem,  aafgestellt  habea.  Im  Ge- 
gentheile  {gesellt  sicli  bei  jenen  tu  ihrem  darchweg;  ebenmiUsIgen  Kdrperbaue  noch 
ein  ganz  eigenthümlicher  Reiz,  der  ans  der  angleich  grossem  Mannigfaltigiceit  ihrer 
Formen  hervorgeht.  —  Die  zum  sichern  Arbpften  !m  rechtwinkligen  Sjsteme  prfnrdpr- 
lichen  Mittel  verhalten  sich  zu  denen  Im  schiefvvinkligeii  Systeme  wie  der  Ilausratii 
eines  schlichten  und  unbegüterten  Hannes  zu  dem  eines  epalenten  und  prachtlieben- 
den. So  wie  im  hüiislicheii  Leben  die  einfachere  Einrichtnng  Ar  alltn<^tiche  Zwecke 
die  natürlichere  ist,  und  darum  ein  Anrecht  hat,  der  zusammengesetzteren  nicht  eher 
als  bei  atissergewfihniichea  Vorgängen  aus  dem  Weg  gehen  zu  müssen  ;  gleichwohl 
aber  der,  welcher  an  die  letztere  einmal  gewöhnt  wordeu  Ist,  diese  nicht  gern  mehr 
Ton  sich  lisst:  eben  so  ist  in  de«  meisten  Fällen  das  Arbelten  Im  rechtwinkligen  Co- 
ordinatensysteme  das  empfehlenswertherc,  und  erst  da,  wo  die  besonderen  Daten  einer 
Anfgahe  zum  Gebrauche  des  schiefwinldigen  gleichkam  nöthigen ,  macht  sich  dessen 
Veberlegcnheit  recht  fühlbar;  demnngeacbtet  aber  wird  sich  der  mit  dem  letzteren 
vertraut  gewordene  Analyst  auch  da  noch  zu  dessen  Benützang  hingezogen  fühlen, 
wo  es  VorthcUe  zu  gewähren  nicht  mehr  im  Stande  ist. 

Den  Hanptbestandtheil  des  vorliegenden  Bandes  macht  dessen  erster  Abschnitt 
aus,  der  vom  Piincte  und  von  der  Richtung  handelt,  auf  welchen  aach  verhältniss- 
mässig  der  grösate  Fletsa  gerwhtet  worden  Ist.  Anfiiiglich  schien  derselbe  lange  Zeit 
hindurch  meinen  Bcmiihiingen  unubersteiglichc  Mindernisae  in  den  Weg  legen  zu  wot» 
len,  bis  mich  endlich  die  vielen  mlsslungenen  Versuche  selber  dahin  brachten,  mit 
dem  schiefwinkligen  Coordiwatensysteme  gleichzeitig  immer  noch  ein  zweites,  von  dem 
ersten  in  bestimmter  Weise  abhängiges ,  in  die  Betrachtungen  aufzunehmen  '"j ,  dem 
ich  den  IVamen  Polarsystem  gegeben  habe,  well  es  sich  zu  dem  ursprünglichen  ge- 
nau 80  verhält,  wie  das  Folardreieck  zu  demjenigen  andern  sphärischen  Dreieck,  auf 
welches  es  sich  bezieht.  Von  da  »b ,  nnd  nachdem  noch  die  keineswegs  geringe 
Schwierigkeit  der  vielfachen  Bezeichnungen  beseitigt  war,  entfaltete  sich  der  Inhalt 
dieses  ersten  xVbschnitt«  mit  Leichtigkeit  in  seiner  ganzen  Fülle  ;  er  ist  viel  reicher 
als  der  entsprechende  Abschnitt  beim  rechtwinkligen  CoordinatenBvateme ,  und  verlangt 
daher  auch  einen  gröasern  Raum,  was  indeaseri  von  allem  nach  ihm  Kommenden  bei 
Weitem  nicht  mehr  in  dem  gleichen  Maasae  gilt.  Obwohl  nämlich  dieser  Abschnitt 
ungleich  mehr  Relationen  in  sich  aufnimmt,  als  das  rechtwinklige  System  geben  kann, 
so  werden  die  aus  ihnen  hervorgehenden  Resultate  im  Allgemeinen  doch  keineswegs 
zusammengesetzter,  wohl  aber  sind  die  hier  auftretenden  mehrerlei  Formen  im  Stande 
auf  eihige  Stellen  der  bisherigen  analytischen  Geometrie  ein  unverhofftes  Licht  za 
werfen. 


*)  Dco  reichhalit{«a  AofMts  de*  Herra  Dr.  Haedeakanp  ia  Graaert'«  Arcbir  (Theil  9.  XII.), 
aatdi  Khneller  aaf  d!e  Fährte  biite  bringeo  kÖDoen,  babe  ich  eni  an  Ende  des  Draci^es  diera  Ban- 
dw  SV  Gesicht  bdutnuaea. 
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Gebraucktw^ae  v«o  jenem  an  Bebpielen  zu  erläoleni,  und  «ndemdieüs  den  spätem 
Banden  voraiiarbeiten ,  wobei  soIrTic  Bcfraclitimfpn  iiberp-aiisri'n  worden  sFiid ,  wpifhe 
an  allen  Parallel -Cüordiiintcut>ysteuion  völlig  die  gleichen  bleiben,  und  daher  von  de- 
JIM  an  TsditwiBklif^eii  Systeme  befaitt>t  gewonteaen  In  Mldtle  tMk  anteMdicMea. 
Mam  wird  schon  im  Eweltea  und  noch  mehr  im  drittel  Abeclndtte  nit  Vergnfigee  b«> 
mortpii ,  wie  sich  Fragen  über  fISrbeii  tsnd  f  inien,  auch  wenn  es  srh-M»  ciitlcfrencre 
t»ind,  aui  schiefniiiUigeo  Systeme  fast  mit  derselben  I<eidrtigfceU  und  kürze  wie  im 
seelitiriokligen  beMtweiiM  luaeo ,  wm  mIwii  «fo  Meier  Ver|;leic1h  des  lahetts  Mit 
-deia  geriagm  daau  verbMUiehlea  Raaaie  «a  dl«  Baad  gebea  kaaa,  ««M«!  wcaa  auMi 
bedenkt,  da.ss  hier  nllrs  in  floiipt-Iten,  zuweilen  sojjnr  in  \ icrf^rJipii  Formen  gegeben 
ist,  und  dass  eine  erste  Bearbeitung  oiine  Zweifel  nicht  gleich  überall  den  beste« 
Weg  gelraien  baken  wird.  Dabei  Wfrd  «bi  alftena  Bag^ea  ia  dl«  8adie  dea  B«- 
wala  Üercni  kSaaen,  data  ateiae  Abaidil  airgaada  die  war,  dca  llegcaatead  ia  sSf- 
litlisfer  Kürze  abzumachen,  da  meiner  Metnutif;;  nach  j^^rösstc  Kürze  ni(!it  immer  mit 
grösster,  dem  Neulinge  vor  Allem  Moth  thuender,  Einsicht  in  den  Uegonstand  Iland  ia 
Hand  geht,  und  ich  nicht  ausschliesslich  einen  schon  völlig  ausgebildeten  Leser  vor 
1  Aagen  batte.  Daraair  wird  mmm  aach  jede  cfacelae  Aalgabe  imaier  nur  anf  die  diree« 

teste  und  ungesuchteste  Weise  angegrlflcn  finden ,  so  wie  ich  mir  allerwärts  eine 
möglichst  gfeichartif^e  Bchandlnpg^  verwandter  Gegensfiiiidc  zum  Ziele  setzte :  auch 
liabe  Ich  es  nicht  veraiiumt ,  die  verschiedenen  Gleichunguformeu  einzeln  aufzut»(eilen, 
obfleidi  dies*  vielfiicb  aa  «eraieldefl  gvwesea  wire,  wtewdtl  aeeb  laelaeBi  Daffiriial- 
tea  Mieht  ohne  Beeinträchtigung;  der  Deutlichkeit ,  wenigstens  bei  dieser  ersten  Vor- 
führung des  GceeiiKtniides.  Ich  habe  übLMhaupt  mehr  auf  die  umständliche  Anzeige 
der  verscbledeneu  Mittel  und  Wege  als  auf  Kürze  der  Darstellung  mein  Augenmerk 
ferlefctet,  Indesi  tek  den  Leser  bi  die  Bitte  der  Backe  klaetn,  aidtt  auMcn  beraai 
fUnen  wollte.  Anf  diese  Weise  aber  glaube  leb  scÜMt  ür  den  ersten  Anfanger  in 
der  analytischen  Geometrie  vtTf<t;Mullich  [^pnup:  «jeworden  7ti  sein,  ja  ich  gebe  mich 
der  .HafluMUg  hin,  dadurch,  da«H  ich  Ihm  die  Gegenstände  überall  nur  in  ihrer  natür- 
Bebataa  Belenektaag  vorfikre,.  sdkst  aol^  StaiHea  ibn  im  gutca  Xacbte  «eben  tm 
Isasea,  die  ihm  anderwirta  vidleidrt  aocb  «na  dner  Seite  her  dnakel  g<ebliabea  sind, 
vorausgesetzt  jedoeh ,  dnss  er  sich  durch  dfc  Mehrheit  der  Dinge  ttirlif  irre  mnchen 
lasse.  Was  in  dieser  Beziehung  mir  cigeuthümlicb  angehört,  nag  der  Kundige  sich 
sdber  sagen ;  es  ist  nlebt  meine  Abciekt  wrf  daijgletckeB  Nakeassckeii  irgead  '«tae« 
Aaspniek  xa  befriaden.  Steeage  ta  dar  DsMtellaag  wird  sun,  deak  idi«  Dickt'  ver- 
missen, obgleich  ich  nach  dem  Vorgange  meines  Bruders  den  von  Lagrangr  j^cebne- 
teil  W  t>^ ,  den  man  gegenwärtig  im  Verdachte  der  l'nbrauchbarkeit  zu  erhalten  sich 
Uübe  zu  gehen  scheint,  betreten  habe  ^  und  hierauf^ ein  Gewicht  zu  legen,  werde 
ick,  ungeaditet  ao  vtder  und.  In  so  weil  sie  von  Vebersetsem  berrühren,  issserlieb 
•dir  starker  VIdewprSdte,  dard  eiae  inaere,  Isafe  Sttmiae  sagetrleben.  Pieser  aa- 
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t&rlichste  Weg  macht  allcrdiug!»  bei  Audnahnien  von  der  Regel  besondere  llaassnali* 
■teil  erfiirdeilldl ;  es  will  ml«b  Jedoch  liedinken,  «1*  ol»  auch  jeder  •■der«,  erkltMtet- 
tere  Weg  am  Ende  immer  doch  auch  aaf  die  glelehe  Anforderung,  die  in  der  Natur 

der  Sactn-  ihren  Grund  zw  haben  scheint.  zurFickkommcn  niiissfr  ;  di'rcn  zpibr  irkcUc 
Einstreuung  au  einzelnen  Stellen  der  Hiiuptstraasc  aber  iBt  jcdciiialis  dem  Uebciblick 
nicht  gunstig.  Die  Convergei»  der  lUihen  bei  «UgeuelMn  BetmdrtangeD  Im  Auge 
behalten  zu  wollen,  ist,  auch  wenn  ea  überiianpt  nölhig  wäre,  hier  schon  damni 
uberflüssip,-,  weil  dfe  M-iändiilfchen,  n«rh  deren  Potenzen  die  RHIirn  fortscIiiTlteii, 
stets  nnr  onendlicb  tcleine  Werthe  anzunehmen  brauchen ,  die  Reiben  also ,  so  lauge 
nicht  Jene  Anenabnen  eintreten,  notfawendtgemeiie  convergiren,  und  zwar  im  hAeh- 
aten  Grade,  so  dass  sie  aufhören  Reihen  an  aeln. 

Iii  Fällt-n  ,  wo  die  analytische  Ccomptrie  nm  schk'fwiuklin^fii  ri<ordi!if»t('ni<,  «♦«■■np 
doppelte  Formen  in  sich  aufzunehmen  aus  irgend  einem  U runde  abgehalten  wird,  nud 
dedi  ix»  KMitungsglelchuDgen ,  —  wie  Ml  die  Bedlngung^gleichungen  swiichen  dra 
FtojeotlonaaaUeu  einer  mebtnngp  an  drei  bellebtfren  Azen  genannt  habe,  —  aleb  nicht 
entschlagen  kann,  werden  !lire  Reihnuiiijsei-f^ebnisse  zuletzt  vcmickelter  als  ani  recht- 
winkligen Systeme.  Um  Beispiele  dieser  Art  nicht  zu  übergeben,  habe  ich  niie)i  den 
'vierten  Abschnitt  beigefugt,  welcher  der  am  wcuigsteu  ausgearbeitete  ist,  uud  von 
den  Unlen  bad  Fliehen  der  aweiten  Ordnung  handdt.  In  m»  weit  man  blaa  die  Um« 
formung  ihrer  Gleichungen  in's  Auge  fasst ;  um  aber  sicher  die  hier  aufsteigenden 
Unbequemlichkeiten  nfcht  zu  verdecken,  habe  Ich  die  Frlelchteningen ,  welche  solche 
Betrachtungen  aus  der  ISatur  der  beröhreudeu  Geraden  und  Ebenen  schöpfen  können, 
au  bcNifitsen  nnterlwaen,  wodarch  der  Vertbell  eines  etiilcem  Rervortretens  der  neuen 
Formen  erreicht  weiden  konnte.  In  diesem  Abschnitte  hat  sich  eine,  melnea  Wissens 
bisher  noch  unbehandelt  "ebliehene  und  dorli  .sehr  bemerkeuswcrthe  Efn'enschaft  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  geltend  gemacht,  teeren  Durchführung  iu  dem  letzten  l'aragra- 
phen  ttnd  Ton  einem  andern  fiesichtspuncte  ans  lehoa  IHUier  tiiells  In  Vr.  SSI.  bia 
Nr.  337.  fhellH  in  \r.  230.  versucht  worden  ist.  Diese  Ourchführung  ist  zwar  noch 
ziemlich  ungelenk,  allein  ich  glaube  nicht,  dass  die  analytische  Geometrie  ini  ifrlit- 
Winkligen  Systeme  sie  ohne  Weiteres  ia  viel  geschmeidi<!:erer  Weise  wird  geben  k<ia- 
nen ;  vielmehr  rermnifbe  Ich,  daaa  an  einem  lelebtem  Gange  derselben  Im  rechtwinkli« 
gen  wie  im  schiefwinkligen  Syateme  noeb  einige  Kwiachimglieder  ndthig  sind ,  deren 
Man^^el  «ohl  Schuld  gewesen  sein  mn^,  warum  die  fragliche  Eigeuschaft  bisher  noch 
nicht  zur  Sprache  gekommen  ist.  Die  Resultate  der  Aufgabe,  von  welcher  hier  die 
Rede  fat,  ahid  von  sehr  clgcDthümlicher  Art  and  namentlidi  bi  inen  Rcahrtcttnaen  so 
nnerwaitet,  daia  man  a»  einigen  Stdien  vorgefallene  Rechnnngalehler  au  vermndien 
geneij^t  sein  dürfte.  Obgleich  die  von  mir  gegebene  Losun«;  ilir  Ziel  sdiier  mi's 
Ende  vcrfolf^t,  so  deutet  doch  schon  die  unvollständige  und  unglcichfürmige  Art  der 
Einsammlung  ihrer  verschiedenen  Ergebnisse  darauf  bin,  dass  hier  noch  eine  ergiebige 
Tftchlese  an  erwarten  atcht}  idi  habe  Anatand  genommen,  aaf  einen  Hegenatand,  der 


Digitized  by  Google 


4 


Vonnr^ 


ndwn  neinen  elgeadidieB  ZMe  lag,  noch  melr  Zeil  so  vwmeuim,  Ära  Thefl  dtemr 
ViterMClHiBg ,  welcher  sich  mit  deo  DiMCtralglelchungen  befasst,  und  der  im  letsleo 
Paragraph  unter  dem  Buchstaben  A)  geg;<>ben  worden  ist,  habe  ich  noch  etwas  weiter 
fortgeführt,  als  der  eigentliche  Zweck  der  Aufgabe  es  verUngte,  um  auf  den  PuncC 
n  konunen,  wo  Ht  irftiMfep  Verwickdiiiig<ra  am  told^liikllgra  Syttcne  i«  Ver- 
gleich zum  rechtwinkligen,  <U  wo  elesdtSge  Foneen  geliywekt  wef^lee,  akh  ent 
lecht  augenfällig  zeigen. 

Der  zweite  Qand,  dessen  einzcluu  Abschnitte  fast  alle  bereits  überarbeitet  vor- 
liegen und  der,  obgleich  er  am  echtefwiBUfgen  CoordiMateesyftene  elek  fortUMet,  tok 
der  UdMrigen  Mechanik  Im  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  nur  wenig  abweicht, 
wird  diesem  bald  nachfolgen  können.  Zu  einer  ähnlichen  Vorbf-rhfstlninmng  der  Zrit 
IfJLua  it^  nidd  hinsichtlich  des  dritten  Baadea  nicht  verbinden,  well  geJiäuftc  Herufs- 
geaeUlto  wir  ein  gleicbm^sigea  rorlarlielten  aamdglich,  und  Sdirtftra  aelaer  Art  jede 
irobeNflniif  doch  «nffilMki  imwiea.  Harana  kaan  f ndeaaea  iem  fuWkum  kaia  Hach- 
theil  er^vachsen,  indem  er,  der  dritte  Rmifl.  m;r) .  -ivetni  mir  Gott  das  Leben  dazu 
achenkt,  auch  nwek  e^^  vicr|^,  «^hen  so  ivic  acbon  jeder  der  zwei  ersten,  stet«  eiaea 
In  aich  abgcscliloaaewm  la^wll  lie^oapapco  wInL 

ScUleaail^  daxf  tek  dra  Dank  ni^  veraekwaigoa,  waMwa  wir  Mdo,  wd»  La- 
ser und  ich,  dem  vom  inafheinatische.n  Publikum  aus  melirern  <>;ewichtlgpn  Abhandinn- 
gen  bereits  vortheilhaft  gekannten  Professor  Ulliierr,  einem  Sihüler  unserer  An.stalt, 
auf  den  sie  stolz  sein  d^rf,  meinen^  jetzigen  Collegeu  uud  Freunde,  für  die  grosse 
■übe  und  Soiffidt  ackalden,  womit  4f raeUw  den  Dmek  dca  vorllegeadcn  Baadea  iliai^ 
wachte,  und  mit  wissrnschaftUeinHi  Ucberblickc  eine  Correctheit  in  ihm  zu  8tanda 
brachte,  die  bei  einem  Wtrite  dlMar  äjtt  ao  ackwierig  zn  erreickea  und  dock  ao  wfti^ 
schenswcrtb  ist. 

Marnberf ,  in  JoU  IMI.  * 


Der  WerÜMMT. 
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iSniiiflrlM  der  »nal^  tischen  €«eometrle  im  belieblgren 

.  CooriUiMiteiiiii^steflie« 


r  Erster  Absclinift. 

DanstcUug  der  Funete  ui  lUcJUimgeB  in  beliebigen  Cotriliiltigysleiiie. 

I   t  '  •■• 

Begriff  iet'  RNjediMMyilMi  Mi  zuickst  vmem  BgiUiilia  iv  PiiieHlim  Mi 

1)  Denkt  iium  sich  diin-h  einen  mM  dank  iMUiie  fest  vcrkiittpn«0'PMikt  dem  wir  den 
Nmien  der  Projcctionsspilzc  gt'bofi.  in  imabÄndcrlirliPr  Wdso  eine  Ebene,  die  wir  die 
Projectionsebcne  nennen,  und  gleichzeitig  une  dies«  I£i>(>ne  schaddende  Gerade,  welche  die 
PffOjc«tioii*Me  «der  mdi,  wo  m  m  keinn«  lüMvanrtilndiiisse  Mtm»  geben  kann,  «chleoht^ 
weg  die  Axe  heissen  snl7,  gfclegt,  so  karm  man  diese  mit  drrn  Ranme  fes't  verimndenen  £le> 
meBte  dtfti  lidaitiMM,  um  mittekü  derselben  die  gegeweüige  Lage  alier  im  liflume  befiodlichen 
PUMto  fuüaiMluBtiL  Wir  acine«  «He  Verknfiprungr  der  dureli  'dto  ArajeelioMapilM  A  felegtea 

ProjfOtioiiSiixc  mit  dur  diinli  dcnscllii'n  I'unct  ^elcirlcti  Proji'L'tioiiSL'Iietic  i'in  Projciliimssy- 
stem,  und  zwar  eia  sokiefes  oder. senkrechtes,  je  nachdeoi  die  Frojectiossa«e  |iiif  der 
Projedioiisebnio  fchnf  oder  senkrecht  Btehti     .'■     '<■  ■.  - 

2)  Fascen  wir  einen  irfrpndwu  im  Räume  lic^fonden  Punct  0  ins  Auge  und  kgvii'  yfif  durch 
ilm  ein«  mit  dfr  ProjiMiionfiohmr  pnrallcle  Ebene,  wi'Ichc  tlic  prn jirirpnd»'  Ebene  heisRon 
Inag,  SU  wird  diese  tlie  Projeolionsaxe  in  einem  Poiirte  P  srimeiden.  den  wir  die  schiefe  oder 
die  »enkrechle  Ptojeclion  des  Pnnctcs  0  auf  die  ProjectionJ«ice  aemleA  wenden,  je 
nacltdem  das  Projerlionssystem  ein  cchiefes  oder  nn  sL'nkrcehtfK  ist.  Das  Stück  AP  der  Axe, 
welches  xwiscken  der  ProjecUonsi^ilze  A  und  der  Projcction  P  den  Punotes  0  liegt,  soll  die 
«NT  ProjeetiMMMD»  f(AMgtt  Ordtnale  des  P'isetet  O  g«wint  wwdfe»;  die  'inr  PnqqdlonB- 
Rxe  itiehdrifTt*  Ordinate  enieü  Punetes  ist  doinnacii  nichts  anderes  als  dessen  Entremung  von  der 
Projectionsebeae  in  deir  RicMuig'  der  Projectionsaxo  f^emcssen.  Je  nachdem  die  Ordinate  eines 
PiMteS  einear  seMeftit'oder  einem  senkreeUenTrojeclionssysteme  ani^ehört,  nennen  wir  sie  eine 
cehicfe  oder  senkrechte.  ' 

WeH  rndi'S.scn  »'brn  sinvoJil  nnf  df  r  eim^n  wfp  auf  der  Mndem  Seile  der  Projcflimisphenc 
Punrie  im  Räume  sieh  vorfinden  körtnnn,  und  die  Pt^-ojcctfen  eineS  Punetes  mit  diesem  Puncle 
iMs  Mf  tlMr  oid  'dimclkMi  ftite 'voä  der  PnjeMiDMeliem»  libh  liiideli  M'weideB  die  Jd  4air 
Prajeetionnxe  eniilelwndai'ffnjfecllame»  dir  ^ttnAMeuu  Pandel  bihi  '«•rid^t.iiinta,  BMl'lNdi 
I.  1 
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auf  der  aodeni  Seite  der  ProjeeidiiieibcnB  n  Ifegen  komoien.  DesMb  wird  eine  UnteiMhei» 

dnng  dieser  beiden  Seilen  der  Projeclionsrlionp  nöthi^r,  und  wir  iiiarhi'H  sii'  in  der  Wrisc,  rfass 
wir  die  eine  Seile  die  posilive,  und  die  andere  die  negative  2»eite  der  i'rojectionsebene  nen- 
VOL  Eben  so  wollen  wir  diejeniit«  Rkihtitiifr  ^  Projeclionsaxe,  wekke  von  A  aiu  in  die  po- 
fitt\'c  Seüü  der  i'rtijeclion-  Ii  n  luaeiiirülirl,  dii-  pasilivc  nennen,  iiml  tii-iralivL'  tUc,  «lIcI» 
von  A  aus  auf  der  Projectionsaxc  iii  die  nugutivu  Seite  dei[  Projertionsebcne  hinciu  zeigt, 
wobei  wir  da,  wo  sclileclitwc!;^  von  der  Rirtitiiii(r  ifcr  PmjectfonMxe  gr<'i>pi*t>olieii  wird,  iimiier 
nur  deren  positive  \er}$tanden  wissen  Wullen.  Die  Stelle  der  ProjCCtionsaxe,  wo  die  Pruj<>c|ion 
i'iiifs  Pitnrt<'S  Iiinniill,  wird  Jurrli  die  Ordinsric  dlesi-s  Purictes  nur  daiiti  völliif  besliniint  ange- 
zeigt, wenn  man  ansüer  der  Lunge  der  Untinate  nuelt  die  Seite  der  Projcciionscbcnc  kennt, 
aif  der  afa»  Kei^t,  welchen  UnialandlftlfltflMMA.dMhiNh  ia  beselduien  pflegt,  diaa  dem  die 
LlnifO  der  Oi  iliii  ili  tliirstellendcn  WitHk'  iIik  V"!-7«.'jclieu  +  iid<*r  —  beiiieyfclu-ii  wird,  je  hhcIi- 
den  die  Ordinate  auf  dur  pui^^itiven  oder  ntj^utiveii  Seile  der  Pfujeclioiuebeiie  iiegl.  U'ir  %er- 
ateben  denmaeb  unter  der  Ordinate  eines  Fandea  von  jetst  an  immer  seine  in  der  Riebtnnir  der 
Axe  gemessene  Entfernung  von  der  Projeclionsebene  in  Veriiindiin^  niil  di  tii  Vorx<  i(  hen,  wo- 
dureh  die  Seite  der  Projectionsebenu  beüUiiuat  wird,  auf  welcher  der  Punct  liegt,  zu  dem  sie 
gcbiirt,  «nd  jitam  APK>gqi>lis  die  ONinatu  cfno  {Miaitive  oder  negalive,  aacbdam  sie 
das  Yoneicbcn  +  oder  —  liat. 

Wir  snsren  von  einem  Punetr.  diiss  er  im  Siiiin'  der  Projectinnsa ve  weifer  vor- 
wärts oder  weiter  rückwartt»  im  Haumu  iiege  als  ein  anderer  O,  je  nucbdem  mau 
lltag»4er  Pn{jaelUiisn»  in  ihrar  posÜiVe»  oder  nagaüven  llcMnniir  sieh  forlbewege«  warn,  nn 
von  der  Projerfion  des  Ihincfe?  O  zu  der  des  Puncles  0  tm  Lrf.!.,i!rrit  In  Folgo  dieser  Ans- 
drucicsweise  mm  gelten  aus  der  so  eben  gegebenen  DefiuilMNi  der  Ordinate  uiuoittelbar  lolgendt 
i#di  oidi  onanier  g^gwianilfg  anaatjUieaMndo  SMie  bervor; 

a}  Ein  Punct  0,  liegt  im  Sinne  der  Projectionsaxc  weiter  Yorwkrts  im  Raiuue  als  ein  Punct  0, 
«i)  wenn  ibo  zu  0  und  O,  gehörigen  OnUnaten  beide  positiv  sind,  entere  ijaber  Ueioer 
«b  MMere  ist; 

\'ß)Aintm  die  fn  0  OKI  O,  geiniriiTi-ii  OrdimteR  beitie  ncgMit  siid^  der  absdlulo  Wartk 

der  erstem  «her  irrösser  als  der  der  andern  ist ; 
.    jf)  wenn  die  zu  O  gebürigc  Ordinate  negativ  und  diu  zu  O,  gebürige  (lositiv  ist. 
b)  Ein  PnncI  0^  liegt  hn  Sinne  dar  Prajectionaaxo  weiter  iOekw«rln  im  Ksmo  ab  ein  PuwtO, 
■  «)  wenn  die  zu  0  und  0,  gehürigen  Ordiinalen  beide  poiiUv  sftid,  cflstai«  aber  grtaser 

als  letztere  ist;  -  ■  ■  ,     -  ■  .t 

ß)  yttxa  die  an  O  md  Oiigchöngcn  Ordinatan  beide  negativ  sbid,  der  ibsohite  Weidi 

"  •  '       der  erstem  aber  Ueitlcr  ols  der  der  andern  ist; 

T)  wenn  die  zu  0  gehürigo  Ordinale  positiv  and  die  zu  0,  gebijrige  negativ  ist 
3)  Fassen  wir  eine  irgendwo  im  IUuum;  liegende  Gerade  ins  Augo,  deren  Endpuncte  0 
ond  0,  sind,  weahaib  wir  .die'Gande  durch  00,  vorstellen  können,  und  bezeiduien  viir  dur<-ii 
P  und  P,  die  Projeclionen  der  Puncte  0  und  0,  auf  die  Axe,  sn  fieis-.t  das  Stück  PI",  der 
Axe,  welches  zwisdien  P  und  P,  liegt,  die  Projection  der  Geraden  OOi  auf  die  Axe, 
end  wir  nennen  die  Rrojeelia«  KP.  eina  aebioro  «der  «in»  aonbroelit«»  jo  neoWaM  P  und 
P,  schiefe  oder  senkrechte  Projeclionen  der  Puncte  0  uu  !  O  -jind.  Es  steHl  sonarh  die  Pro- 
jection einer  Geraden  anf-die  Axe  nicbts  anders  voT}  ais  den  in  der  Richtung  dieser  Axe  go^ 
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durch  X  anri  x,,  Mb  sie  s^nlarehte  sind,  dwoh  n  und  n,  liezoichnet,  M  wird  die  Prajee- 
liod  diestT  Germien  i>i  ersten  Falle  duroli  x,  —  x,  im  nniem  d^rdi  o,  —  u  darifcslrUl,  and 
vtnr  Irüfft  dieser  Auidmck  das  Vorzeichen  4*  oder  —  in  fleh,  je  mclKlem  der  Pnnrt  0|  weiter 
vorwärts  oder  weiter  rUdcwflrt»  im  Räume  als  <k>r  Pnnid  ()  in  Bcingp  n  der'JfeojteÜMiMiB 
licirt  Man  tlhrrafnut  sirli  njimüch  iiiif  ilrr  Slollc,  ilass  der  Aiisdnuk  \,  —  \  oder  n,  —  ii  positiv 
wird  in  allen  den  in  voriger  I^unnuer  unier  a)  aufgerührten  Fällen,  also  wenn  der  Funot  0| 
mMiiim"vmrlmHs ttlr^wr »ft— »■O  <im*mmm  der  PniJeclMHixe  llefßt  und  dMi  «Mm  der 
Aiisilnu-k  \|  ■  -  X  oder  n,  n  iii'^hün  rt'ird  in  allen  den  in  voriger  Nummer  unter  Ii)  im(ffe- 
ftthrttiu  FiiUi'n,  also  weuu  der  Punct  ü,  in  Sinne  der  Projoclioosaxe  weiter  rüekwärltt  als  der 
IhjM.O  licgL  'V<kmew  tWrt  «uni>«line  MIIIm  an,  itain  z, — z  oder  «i'^-u,  thgeaekm  wm 
TorieiGlMa,  illc  Difrerenz  der  in  and  \  oder  o,  und  u  enthaltenen  absoluten  Werthe  liefm;, 
wenn  x,  nnd  \  oder  u  und  u  einerlei  VorzeiclH'n  in  sich  tragen,  und  dass  dann  Oi  und  0  auf 
der^leiiium  Seite,  der  Projeclionsc^ene  liegen,  ul^u  der  Abstand  \on  0,  zu  0  die  DilTerenz  der 
jQraude  von  0,  und  0  zur  Projeciionjiebi'iio  in  «ler  Riclitun;;  der  Axu  gcmesacn  sei ;  und  eben 
so,  <!n.s  \,  \  iidtr  u  ii.  aliucsehi-n  \oni  Vorieielieii ,  liie  Siiriiiiii'  diT  in  \,  und  a  oder  U| 
und^  y  eiillmlleiu-ii  ulps  iliileii  W  erthe  liefere,  SO  oll  X,  und  x  oder  u,  und  u  eulgegengeselzte 
Vorzeichen  in  sieli  tnii,nMi,  tnid  dass  in  diesem  Felle  0,  und  0  anf  cn^gntgescblcn  Seiten 
der  PriMo-tinitM-hciti-  lii  i.'i'n.  ;iIso  di  r  Abstund  von  0,  7.11  0  die  SunwW  der  AtwUbufe  von  ,Qi 
und  0  zur  i'rojectionj»ebenc  in  der  Ilichtung  der  A-xe  gemessen  sei. 
Mii'Wm''Xt-^it  lüAtx^xtMiv^^iiealMl  a— v.  sirar  disnlben  atoniiiBi  Warihe,  aber 
■ft  mtgeiretigfesetitel»  Torzdoiien  in  aioli  trafen,  so  irarden  wir,  um  uUu  Zwcideutiglieit  m 
%eniieideii.  Miiti-r  v  v  nd.  r  imti-r  ti,  —  u  die  Projection  der  Länge  0  0,  in  der  Richlong 
von  0  nach  0,  genommen  verslehon  und  unter  x  —  x,  oder  unter  u — u,  die  Projection  der- 
adben  Unge  in  der  Riehtnnir  von  O,  naeli  0  genomaen.  Ba  folgt  hieraufl,  daai  die 
Projeclifinen  von  einer  und  derselben  Länge  in  ihren  In-iden  einander  entgejrencfcs-elzten  Rieh- 
tungen  gcoonunen  gleiche  and  enlgcgengeaetzte  Grossen  sind,  deren  Sunune  Null  beträgt.  Des- 
wvgen  vntB  kei  Allgäben  der  ProJecHenn  von*  Llh^fen  'dmch  die  Ordbnlan  Aver  BnijpnnaM 
Inaner  auf  die  Riehtnnir  Aelit  gegeben  werden,  die  dtibei  zu  Grunde  liee^t,  nnd  um  diese  Ridi- 
Mig  in  vielen  Fflilan  leicfater  besaiduien  zu  können,  werden  wir  dti^en^ea  Richtnngen  paniMer 
gerader  Linien,  vieleha  naoh  detaoibcn  Saila  dea'Raamei  hlniielen,  g^elcblänfige  nennen, 
und  qregenlünfiye  diejenigen,  welche  nach  cnigegengesetzlen  Seiten  des  Raumes  hinzielen, 
welche  niMieniiuriir  wir  auch  auf  solche  Gerade  übertragen  'wollen,  die  wir  gleichseitig  mit  der 
einen  von  ihren  beiden  Richtungen  ins  Au^e  fassen.  , 

€)  FOhrt  man  neben  dem  bisheiq^  ein'neaea  Frojedioniayatem  ein,  desaen  SpMie  niebt 
mohr  def  Punct  A  ist,  sondern  iriremi  ein  anderer  Punct  O,  durch  welchen  eine  der  voriffi'n 
pandlelo  Prejectieuebene  und  eine  der  vorigen  paralMe  und  dabui'  gietchläuflge  Prejeclionsexe 
gHe^rt  wtad,  fd'burolabMl  i  die  «cUere,  9  Ae-aadoratUa  OftKaale  dee  JMIaa  0  mr  alle« 
Projeetinnsaxe,  'MälltTerBer  O,  einen  zweiten  beliebigen  Panct  vor,  dessaMh  (hdMe  zur  alte» 
Axc  chircb  x  oder  n  «ad  mir  ndben  Axe  durch  x,  oder  i^  baaeiehnat  w«nlea  soll,  je  nachdem 
die  Projectionaayslama  «cMaf  oder  senkrccfal  sind,  a»  bnl^man  atata,  wba  aadi  die  StoUang  der 
FniKte  A,  O  nnd  0,  m  abunder  aeni  mag  <• 

-x,=:x  — I  oder  ii„  =:«  —  »;,  (i> 
wovon  man  sich  auf  folgende  Weise  Ueberzeuguiig  versclutlTcn  kann. 

!• 
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Erstlich  ist  dvr  Nr.  3.  znfolg^e  x  —  |  oder  u  — 17  die  Projectioa  der  von  O  bis  d  rofchen- 
den  ticmdeii  auf  4iie  ■ito  ProfeclioiiMxe,  und  swur  mit  d«n  Vorseichea  +  oder  — ,  je  luidi- 
dem  der  Panet  O,  wdler  varwKrtB  Mbr  «reiler  rilckwHrts  nlü  der  Pmcl  0  im  Sinne  der  aUea 
Axe  liegtt  omI  x«  Oder  a.  bl  die  Ordinale  des  Punctes  0|  an  der  neuen  Axe,  welche  dH  V^w« 
zcicheit  -f-  oAor  —  hflf,  jp  nachrfpin  die  Prujection  des  Pundes  0,  auf  die  poiHtivc  offcr  ntirn- 
thre  i»eite  der  neuen  Projectionseliene  fallt,  d.  h.  je  nm'Jidem  der  Puacl  Oi  weiter  vorwurU  oder 
weiter  fttdnrXrtc  im  leiiiM  ab  der-.PuMt  O  im  Sinie  der  aeiiee  PrejedloMexe  Vof^  W«i 
aber  die  projicirendcn  Ebenen  in  beiden  Prnji^t-iinnvsv<itemfln  einander  parallel  laufen  und  die 
Axra  beider  Sj^teme  fleicfaüafiy  sind,  so  liegt  jed«Y  Punet  im  Sinne  der  einen  ProjeclMMuexe 
wtStar  venrirta  »der  «riler  rtchwirt»,  all  ein  anierer  in  denaebe«  FHhB,  wa  «a  in  fltaa 
der  nndem  Projectiunsaxc  gesdneht;  ea  mtlUn  oder  ■»  «Mi  x-r|  odar  iir  aMi 
dasselbe  Yorzcic-ben  in  sich. 

Snilann  tragen  nhir  airrli  nri'»s<«'n  x„  und  \  «xlcr  11,  iinfl  ti  -  1,  slcIs  (Hcm  IIh  ri  ab- 
soluten Werthe  in  .sich,  denn  die  den  Punct  0,  auf  dii*  neue  Axe  prujicin'nde  Ehone  fallt,  wegen 
des  Parale]kintta  d^r  Projectioiuelieoen  in  beideB  Systemen ,  mit  der  denselben  Pnnct  aaf  die 
alte  Ave  prnjirtiTiKloii  Elnvn*  ziisanniien,  und  da  iVw  den  Ptinct  0  auf  die  alle  Axe  projicirende 
Ebene  durcb  die  Spitze  des  neueu  Prujectioassystcnis  jrebl,  so  werden  die  Ordiiiateu  x«  oder  o« 
und  die  Frojecliooen  x  — |  oder  u— 4  darcti  dieselben  beiden  päraOelea BH«en  begreosl,  and 
beben  dwserwqfcn  and  weil  aie  Theile  von  paralleten  Linien  aind,  einerlei  Llnge. 

5)  Sind  0  und  0.  zwei  Pwicte.  deren  Ordinalen  durch  x  und  x,,  wen»  eu  schiefe  sind, 
mul  durch  u  und  u„  wenn  es  «enkrechte  sind,  bcseicbnet  werden,  und  stellt  r  dio  Lrinirt'  des 
durcii  0  Ood  Oi  begrenzten  älücks  der  geraden  Linie  0  Oi  var>  so  nenaen  wir  den  (^uotieniea 


das  Projectionsverliültniss  der  von  O  nach  0,  sielenden  Richtung  der  Geraden 
00,-,  oder  amü  Inraweur  die  ProjeclionaaaU  der  RleUuf  OOi«  wobei  die  ao  beaakbMl»BHb- 

liinif  itiimt  r  von  ilfiii  ziicrsl  ccsrlzlcii  PiiiuU'  iiacli  dem  auf  ihn  ridofi'inli'n  Iiin  /.u  iielnnen  isL,  und 
wir  Duaaea  die  Projcctioiuzahl  eine  schiel  e  u«ler  eine  senkrechte,  je  naciidciB  sie  »and 
aiüiii  «dar  aeriiaadrtai  OrlbiaiaR  bnvorgc^angen  ist  Vaebeii  .wir  oa  cnna  xna  ila9ai,^dit 
BnHanMinif  iweier  Pwlete,  wie  0  uad  Oi,  van  einamler  Maamr  mir  in  abaolteriltadontaag  n 

nefaincn,  ao  dess  r  stets  niir  eine  peailive  Zahl  vorstellt,  so  liigt  die  ProjeclionsBaU  ^"^^ 

oder  ^         JedfMiiiti  dassclln*  VorÄciclicn   in  sirli,  \\Ld(iics  der  rrojciliun  x,  —  \  odiT  u,  —  u 

r 

angebürt,  nnd  ist  mitbin  eine  positive  oder  negative  Gi-u«äe,  Je  naclMlem  der  Punct  Ü,,  naoh 
welchem  4w  RlaliiBng  von  0  aila  binalrehl«  im  iSInne  der  Ptofectieaaaae  welMr  vavwMa  edv 
weiUr  riiclcwärts  Uegt  als  der  Punct  0,  von  welchem  die  Richtiinj;  ausdreht,  l^nter  dieser  Vor- 
aussetzung haiwn  tiao  die  zu  den  Rirhtangen  0<X  md  OiO  ge^ngan  Prqjcetionszahktt  swar 
chwriei  absottlle  W«1be,  aber  enlgegenf;cselste<iVoiMl«iilei^  -terdsm  bawawdeui  Falie,  tfo  4* 
Punct  0  mk  der  Prejectionsspitze  zusaauneandil  md  4tm  aar  Vdigrt  «sOi  -wM»  mmart  dte 
FlrojeclioBsaaiil  der  JUditung  00.  die  Gestalt 


r 


^  oder  X  . 
r  .  .  r? 


f.  1.  Hr,  i. 

«•  der  Uchtiuig  0,0  dh  telill 

 oder  —  -  - 

^  r 

m.  BCHidnal  iIm  x  dh  ieUeb  odsr  a  dte  «mkredUe  OnUule  «m»  PomIm  0  i»  ichMiga 
oder  senkradrtea  frojecttoMMyitene  und  r  desM»  BnIfhMtag  von  der  PrtjtefinttpHie  A,  m 

bt  ^  oder  ~  Siels  die  scM«fo  «der  fcnkreeMle  ProjectieuMMU  der  dimli  A  «d  O  griegtai 

Geddm,  Ja  der  RieMonir  -v«i»  A  iweh  0  gcMnnwN,  md  — ^  oder    ^  dw  dendlMi 

nden.  In  der  RicMuigr  v«n  0  iMcb  A  genommen. 

Macht  man  den  PuncI  0,  dcssni  Ordinate  an  der  Am-  eines  urspriln(;liVii  zu  (irund  i;ele(flca 
Projeclionjisysleiiis  |  oder  i)  iül,  zur  Spitze  eineü  neuen  Projectionssysteins,  dessen  Pmjections- 
cbene  der  des  alten  Systems  paranet  und  dessen  Projectionffiice  mit  der  des  alten  Systems  pa- 
rallel und  (;lt>icliläurig'  ist,  und  bezeichnet  mno  durch  X,  die  schiefe  (»der  diirrh  u.  die  senk» 
nnhlc  Ordinate  des  Punctes  0,  an  dieser  neaen  Axe.  wHhrfml  \  nder  ti  ilii'  Ordinate  des  Punct«>S 
(),  Hii  der  ursprünglichen  A\e  \orstelH,  so  sU'\\\.  wi-iiii  r  dm  AlisUind  der  l'uncte  O  und  0,  be- 
zeichnet, "-■  ^     oder  ~~~  gegebenen  DetiiiitiuiiLi)  gemäss  die  Pnijectionszahl  der 

Ktditnng  0  0,  m  der  orqinltnglieliett  Axe  vor,  so  «rle  ^  oder  y  die  ProjecUenmU  dewelhett 

tIeMang  «t  der  mmm  Am  ampriehft,  und  es  bt  der  IHcMiuig  (1.)  mfolgn  ^^=^  «d« 

" ^  ^  =  ^* t  woraus  ful^l,  dass  dieselbe  Bichtun|(  an  allen  Projcclionssystemen, 

deren  Prujcctionscbcnen  parallel  und  deren  Projecitonsaxen  parallel  und  glcich- 
litthg  sind,  eine  ond  dieselbe  Projeclionsznht  liefert 

Hebt  niiin  in  dt-r  durch  0  und  0,  jj^elepten  nfr.idcii  nclicn  dem  riiiirlc  O  noch  ir<j:--v:}  r  i- 
nen  «ndeni  0,  heraus,  welcher  auf  derselben  Seite  von  0  als  der  Oi  liegt,  und  bezeichnet  man 
durch  r«  die  schiefe  oder  durch  n,  die  senkredile  Ordiiisle  des  Punctes  0,  znr  neuen  Projeelions- 
axe,  so  wie  dttrcb  v  oder  it  die  schiefe  oder  senkrechte  Ordfaiate  »n  der  urspritntflichen  Pro- 
jectionsaxe,  so  ist,  wenn  r  den  absoluten  Werth  der  Entfciming,  in  welcher  die  Prnicle  0  und 
O,  SU  eimuider  stehen,  bezeichnet,  in  {rlt-jclier  M'eise 

r  — 1_  r, 

r         r  r  r 

die  Proj^iiuoäjuhl  der  Ririibing  0  «n  der  neuen  sowohl  wie  an  der  urspiüngl>L'luM|  Axo  und 
es  bal  dbse  ProjedtiMMiBhl  aiR  der  vodgeR  siUMiei  Vorseiehen,  wem  der  Punct  O,  sof  der~ 
selben  Seite  von  0  als  <Ii'r  0,  Wcffl,  wie  vornusgesolzt  worden  ist.  Es  haben  aber  auch  die 
im  Zihler  und  Ketuier  jder  Iwideriei  ijuolienten  dargeslelllen  Längen»  ninUcb  x, —  {  und  jr  —  £, 
x»  und  T.,  r  iBd  r  «br  a— q  und  u  —  t;,  u«  und  u.,  r  und  i,  cbieiki  Verhlltnbs  xu  ebmder, 
weil  dies«  Libif^,  da  die  Puncte  0,  0,  und  Oi  alle  drei  in  einer  und  derselben  CeradiMi  liegen, 
durch  pufHllele  Ebenen  von  denscilxni  zwei  (geraden  Linien  abgesilinillrn  werden,  folglich  sind 

die  ProjeclionsiabhMi  ^^c=^  und  1^=^  oder^''=-  ond  }LZlss^  gieto  eine 
*^  rrtf  rrrr 

und  dieselbe  Zahl.  WKre  der  Viiwi  (>  in  (icr  thrcb  O  tind  O,  (gelegten  Geraden  auf  der  Seite 
von  0  gewihll  worde?,  <ite  «ie^  e«igi^engei»ctat  ist,  auf  welcher  0,  begt,  m  hülle  t,  oder  u« 
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•  Analytftidte  GMmeMe.  .  JUndi.  t. 

(Im  enlgcgvngcseble  V»raeidieii  im  dem  erhallen,  welctiM  x»  odar  ft*  In  iioh  Mgl,  t$  MMm 
soimcii  die  linden  Projedionsvcrhiiltmue  md  ^=^^^  oder  and 

ji'tzt  ciilgrjri'ii^t'sttlzU'  Voreeichcn  aiigi'nomnuen,  aber  docli  iinm<T  noch  dieselben 

«bsolHfen  Werlbo  behallen,  weil  lUe  in  r,  oder  u,  und  r,  sowie  die  in  x,  oder  u«  und  r  cnl- 
liallenen  Lnnifcn  inuuer  nuch  durrli  pundlelc  Ebi'uon  von  denselben  zwei  geraden  Linien  abge» 
sdaiüteo  wenfen.  Bs  MerMU  di«  Folffemiiv  herror,  das«  m  ror  die  B«sliniin«nf  der 
zu  riiuT  besliminfen  Rictilnixj  0  0,  rri-höripen  Pro jtMtionszalil  jfanz  ^leii-h^iUiig 
bleibt,  in  weicher  Enifernung  vun  dem  l'unct  ü  man  den  i'uncl  0,  in  der  durch 
0  und  0.  frehcnden  Geraden  auch  wtthlen  ma|r,  wenn  derselbe  nur  auf  derselben 
Seite  >üO  0  liegt,  narh  welcher  die  von  0  ausstehend  gcdnchlc  Richlung  hin- 
Wfiail,  und  d«ss  Jeder  auf  der  entgcg^engesoUton  Seile  in  ilersetbon  Geraden 
fttr  0„genoniaienoP.ttnct  zwar  eine  Projectionszabl  von  dem  gieichcii  absoluten 
Wcrihc,  jedoch  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzolcben  liefert. 

» 

Zieht  MUn  dureh  die  Projet-tionsüpitze  A  des  alten  unpriiQgliijiett  Projci-tionssyslt^ms  ebie 

♦ifTHilc  pnriillel  mit  (!<  i  liiiirli  O  uml  O,  i.ri  li  atcit.  tind  sielll  A,  einen  Fiim  l  diosi  i-  ficraden 
vur,  welcher,  loU  A  ver<rticben,  au  hegt,  (iwns  die  beiden  Ridiluugcn  AA,  und  UO,,  parallel  un^ 
glelcfaliufiir  ^d,  so  liefert  die  Riebtnnf  AA.  an  der  ahen  Prejcdionsaxe  vollkenunen  diirselbe 
ProjertiiHiszahl  wie  die  Ridihniir  ()(),  nri  der  neuen  Ave,  »eil  die  Hrsldlli-n  in  den  beidun 
Füllen  einander  viillig  übnltcb  werden  und  von  der  Enli'ernung  der  Puncte  A  und  A«  oder  der 
0  nnd  0,  von  einander  bef  der  BesIhnttUng  der  ProjeellonszabI  nichts  idibingt.  Da  aber  schon 
vorhin  gezeigt  wurden  ist,  dass  die  Richtung  00,  an  dun  neuen  A.ven  das  gleiche  Priijei  tions- 
vertiällniMS  liefert,  wii-  nn  den  allen  Axen,  so  folgt,  dass  dii'  [tiimllctrn  und  «rlrii  lil;iti- 
figeu  Geraden  AA,  und  00.  an  dem  Projeciionssysteui,  dessen  Siiitze  A  ist,  ein 
und  dasselbe  Projeetionsverhillniss  geben.  Bs  ist  demnach  das  Projeclionsverhidlniss 
der  Richtunix  0  0,  au>  !i  von  der  stellt-  O,  von  \v(«Klier  wir  uns  bisher  die  Riehlung  ausgehend 
godachl  haben,  vcithg  unabhängig,  so  d^ä  man  aiulaU  des  Puncles  0  Jeden  andern  nehmen 
kamit  wenn  nur  die  von  diesem  andern  Puncto  aosgchemh!  Biditung  mit  der  00.  pürnilel  und 
nach  derselben  Seile  des  Raums  hiiigekehrt  ist.  Diesen  Relrm-hlungen  enlsprechend  werden 
wir  vun  jetzt  an  sokho  Richtungen  als  gicichc  ansehen,,  welche  parallelen  und  gleidiliiuftgen 
Geraden  angehören. 

6J  Die  bisher  cntwiokeilen  Eigeiiscli«neii  der  Pmjcciionszahl  finden  statt,  wie  immer  audi 
das  Prajeedonssysient  besdudfen  sein  mag;  das  rochlninkliffe  ProjecttoMsyMen  giebl-aber  noch 
zn  r'inijrn  hnsnndrn)  Belrarhtnng^n  Anlnss.  Slcllcn  wir  »ms  nlmdirh  in  dem  Projpdtnn^sjvstfni, 
dessen  Spitze  A  ist,  ProJectiei»ebcne  und  Axe  senkrecht  auf  einander  Gehend  vor  und  zwei 
nn  Baume  Hegende  Puncto  O  und  0|,  deren  lur  Axe  dirises  Systeni«  gehörige  Ordtnatan  ■  nad 
u,  sind,  nnd  dorm  gegenseitige  Entfernung  r  lst,  w  ist  die  ProjccthHHNHM  4er  BichMMg  00, 
in  diesem  rechtwinkligen  Systeme  wieder 

r 

und  man  findet  völlig  die  gleiche  Projeertons^ahl.  Wenn  mnn  ansfuM  'I  r  RichUing  00,  die  AA, 
nimmt,  welche  durch  die  Spitze  A  mit  der  UO,  parallel  and  gleit  hlauUg  gehend  gedacht  wird. 
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Mk  MW  ii»  dia  OiMi  4««  KaMRw.AfiMiP  li«d,s  dte  jjMoIrt»  Etfenn^  der  beide«  Foiwla 
▲i'oid'A,  ^•«iMad«'i  M»  iit- ! 

die  ProjectioiUEihl  der  Richbuig  AA,  und  alao  der  "J^l^  yisug  gleich.  Es  Mit  eher  die  Pro^ 

...        .'      I  ,  .  .  . 

jcctipii  des  Pincies  Ai  aitf  ms  fosttive  oder  negative  Seite  der  ProjectionsebeRe  dieses  recbl- 

wtnldigeii  Systams  und  gleichzeitig  damit  wird  die  Oidinste  it„  somit  andi  das  Projectionsver^ 

hatibo  ^  Mdbat  posMv  oder  MgaUv,  je  naebdem  die  Kidilw^  AA,  mit  der  posttirin  RichlMg 

der  Projeclioiiiiuxu  cinoii  spilzni  udcr  s(iiti)|tri>ii  liolilcn  Winkel  (»ihtel.  Enviigl  iiian  nun  nocFi, 
dass  üiß  projk-irenden  £beocn  im  reciilwiiiidjgiMi  Projeclioriüsyslfnie  senltreciil  aaf  der  Projcc- 
lioiMxe  rtdM«,  dass  abo  die  Ordinate,  deren  Lfinge  +u,  ist,  mit  der  Geraden  A  A,,  derai  ab- 
SOlato  Unge  t  ist,  <>iit  nTlilwinkligi-s  Dreieck  l>il(l«>l,  doüiipn  Hypoleiuise  diu  Gi'nide  AA,  isl, 
iiiid  dessen  \nn  der  Ordinale  und  .\A,  einiitsililossrner  Winkel  citlMcfSer  der  >nii  iln  Rirh- 
lung  A  A,  und  der  pusiliveii  AxciinVUtiing  gejiddele  holde  Winkd,  oder  dessen  j>luin|il<-r  Aebcn- 
wiidkel  ist,  je  naebdem  A,  aaf  der  positiven  oder  negativeii  Stite  der  Projectiensvlicne  liegt* 

4  ky  j»  Mrieait  «1  «ine  posilivo  oder  negtüre  Zidl  ist»  so  ttbeneugt  man  sich»  dhss  in 

jedem  Faüo  der  Korinos  des  bohlen  Winkels  üt,  den  die  Richtung  A  A,  mit  der  positiven  Axen- 

riclitung  ItiJdel.  Folglich  ist  die  l'rojedinnsiudd  einer  Riihtung  0  0,  im  rechtwinkligen  Systeme 
d.  h.  die  jtenitreclilc  Projecliuiisznlil  f)i>'5er  Richtung  unter  allen  l  nisländen  der  Kosinus  des 
holden  Winkels,  den  chic  mit  der  0  0,  jundlelc  und  gleiclilHufigc,  durch  die  Projeclicmsspitze  A 
geluglc  Richtung  mit  der  imsliiscn  AxunriclUung  bildet.  AoS  dieser  Eigenthiunlichkeit  der  Pru- 
joclions£;il)l  im  rr.-Iihv iiikli;;<'ii  rntjccliimssysteme  folgt  nun  veii  siHi>l  die  zwcilr,  (l;iss  die  Pr(i- 
jecliomziihl,  welclic  eine  Kiclilung  U  0,  im  rtciitwiukligeu  Projectionssyslenic  liefert,  die  gleicht; 
ist  wie  die,  wetehe  «le'  {MMdifve  Axenriditung  diraes  Systems  in  einem  andern  rcchtwinUlgal 
Projct  tinnssyslem  lierert,  dessen  posili^c  A.\enricldung  die  Ricfatuag  00,  ist. 
7J  Delikt  man  .sich  eine  Reihe  von  Punclen 

0,,  Oj,        .  >  •  .  .  .  Orj  tJr+i  ....  üa-i,  Ob,  , 

deren  zu  einem  beliebigen  schiefen  oder  seokreehle^  Frajectiojtssystenie  gelriirjge  Ordkniten  in 
detf^te9  AnCeponderfwlg« 

»■-I»  J%  oder  j 

Vt^  tti,  Os   Ur,  Vt^tf  ....  V«rif  Hb 

sind,  so  ist 

X,  —  x,  Oller  u,  —  U|  diu  Projection  der  Goradea  Oi  0»  in  der  Richtung  von  Oj  nach  0,  geDüuuiitiO 
J^— >  a,^n,  ,  ^    ,      ,  ,      ,  .  .0,0,  ,  ,      »      »0,  0, 
*      •      *..-*.•       *  .    •   '  i   '•     '  ■       ■       ■     •    •  ■ 
'.       •*»    :  -'.*,.  r    *         *       ■  ■       *    ',        *    .     ■     "     ■     ■  , 

^*t~~^T   r>    "r.i — Ur  n  «  ^         n       0, 0,,|    ^    „  n  ^     Or      ^  Or+i 


a 
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Der  Minuend  ointfr  j^en  den  vnrsl<>h(>ndai 'DiHercjizcn  iii  den  Subtrritendoi  dar  onmllleM 
bur  uiiUt  ihr  stehenden  Diirtn-iiz  irh  ielu  dcsweircn  ist  die  Sumino  «Her  der  («inen  x,  —  x,  odf»r 
Un  —  u,  gleich,  welche  selbst  luchls  Hnik-m  als  die  schiefe  oder  senkrechte  Projcction  der  in 
der  RÜhtunff  «ob  0,  nach  Ou  gcRoiniiMiwn  GeMen  0,0b  ist  Hieiiw  eigiebt  lich  rolgen» 
der  Satz: 

Veriitmk'l  man  Puncte  in  i^eliebiger  Anzahl,  von  jedem  zuletzt  in  die  Verl»itduiig  eingcgan- 
^entn  m  einem  noch  aameriwIU  der  Verbindiing  gebliebenen  Pnnde'in  einer  irgendwie  besiitnmleii 

AufeinHnderfolire  Ubergeliend ,  diin-h  srerude  Linien,  deren  Richlunffen  in  dem  Sinne  genommen 
werden,  in  welcliem  nuun  bei  denVeftiiildiMg  vMil  vorheigduMden  um  folgenden  Fuaci  4iber- 
gegangen  ist,  so  ist  die  Sumne  der  Prajedionen  «Der  dieser  so  gericlitelen  Geraden  in  jedem 
beliebigen  Projectionssysteme  gleich  der  Projeclion  der  einen  (Ji  rudon,  welche  den  ersten  und 
Irizli-n  riiiK-t  mit  <  iiuiiidiT  verhfnrlct,  diese  in  der  RicUmig  aurgefdssl,  wie  man  in  j|ir  vom 
ersten  zum  letzten  Punct  gelungl.  ,'  ' 

8)  Logen  wir  in  irgend  einem  Projectionssyslcmc,  deMcn  Spitio  A  ist,  durdi  den  bdfe- 
bigen  Punct  0  eine  GerHcle,  die  wir  die  pro j  i  <  I ii  dr  Unir  nenm-n  wrrdcn,  parallel  mit  der 
Projectionsaxc,  so  wird  die  Projectioiucbcnc  von  dieser  Geruden  in  einem  Puncto  Q  geschniticn 
werden,  den  wir  die  Projeclion  des  Punctes  0  enf  die  Projeclionsebene  nennen 
wollen.  Zieht  man  von  der  ProjecUoHSopitze  A  aus  in  der  Projectionsebene  eine  Gerade,  ^v  ^1(-|lo 
dnrrh  die  Projeclion  Q  «les  Punctes  0  auf  die  Projectionsebene  hindurch  gehl,  so  heisst  das 
zwischen  A  und  0  lieirende  Stück  AQ  dieser  Geraden,  die  zur  Projectionsebene  gehö- 
rige Speiche  des  Punctes  0.  Dir  zur  Projeclionsebenc  gehörige  Speklle  eines  Punctes' ist 
somrh  nirhis  anders,  .ds  licr  in  der  Ricbtnog  der  Projectionsebene  gcmesseno  Abstand  dieses 
Punctes  \on  der  Projeclionsaxe.  '  j' 

9)  Denken  wir  uns  ein«  irgendwo  im  Raame  liegende  Gerade,  deren  Endpancte  0,  änd  0, 

sind,  Wi^sli'rilli  wir  >ir  dunli  0,0^  vor.stidli'ii  wcrd™.  iiiid  Iiczidcliricri  wir  diir(!i  0,  und  Q,  dio 
Projcctiunen  der  Puuctc  Ü,  und  0,  auf  die  Projectionsebene,  ao  nennen  wir  das  zwischen 
md  0«  enthaltene  Sifkk  0,0,  der  durch  diese  Puncte  gelegten  Geraden  die  Projeclion  der 
Geraden  0,0,  auf  die  Projectionsebene.  Es  stellt  somit  die  Projeclion  einer  Geraden 
«tif  tlit>  Projectionsebene  nichts  anders  vor,  als  den  .\bstand  der  lu  idcii  Eiidpiindc  dipsir  Ge- 
raden in  der  Richtung  der  Projectionsebene  geniessea  Aus  der  hier  Pur  »iie  Projeclion  einer 
Geraden  auf  die  ProjedionMbene  gegebenen  Definition  gehl  henror,  dais  die  ztir  Phrfeetions* 
ebene  gehörige  Speiche  eines  Punrtcs  nichts  nnHrrs  ist,  nis  die  Prnjnrlion  drr  vf»n  diesenf 
Puncte  bis  zu  irgend  eineni  Puncte  der  Projectionsa.xe  hingezogenen  Geraden  auf  die  Projec- 
tionsebene; Nennen  wir  die  von  der  ProjeeUonsspilxe  A  bit  ui  Irgend  einen  Panct  0  goo» 
gene  Gerade  AO  den  zum  Pwicte  0  gehönVrnn  Strahl,  so  ist  die  zu  demselben  PandO  0' ge- 
hörige Speiche  die  Projeclion  des  Strahles  A  U  auf  die  Projectionsebene. 

10)  Stellen  0,,  0„  0,  .  .  .  .  0,_,,  0,  die  auf  einander  fotgenden  Britpnnete  ehier  durdi 
die  geraden  Linien  0,0,,  0, 0,,  .  .  .  .  On^iO„,  0.0,  ringsum  einge^cldusscnen  ebenen  Figur 
vor,  «ml  Ol,  (?,,(?,.•..  0»-i»  On  die  Projcclioni'n  jener  Puncte  uuf  die  ProjiotionMclH'ni»  in 
derselben  Aufeinanderfolge,  so  heisst  die  in  d<\r  Projectionsebene  liegende  Figur,  welche  von 
den  Geraden  0,0„  0*0*1  •  •  *  •  Ob.iQu,  ObOi  eingeschlossen  wfad,  die  Projeclion  der 
durch  die  Gcr  nden  0,0,,  0,0,  ....  0,^,0,,,  0„  (),  iMntrrsrhlnssem  n  Fiijtir.  Der 
{•Üchcninhalt  einer  ebenen  Figur  sieht  an  dem  ihrer  Projeclion  in  einem  sehr  einfachen  V'cr- 
hällniate,  das  wir  jelat  kennen  lernen  -waUem  / 


(  1« 


|.  1.  Hffk  II.  '  •  >  '  '9niMi»mfitm, 

an,  die  projicirte  ebene  Figur  sei  ein  Drcit'ck.  dcssi  ii  Erkpuru-Ir  durcli  O, ,  0,  und  Ot  iorsc- 
flteOt  werden,  und  du  ProjectibiMyslcin,  an  welchen  unsere  Belnichtungen  geschehra,  sei  ein 
fiüMwinklijrps.  Ihn  ist  enlweiiler  die  Ebene  ^dM  Dreiedie  O/OtO,  d«r  PrajeeSflmkebeM 'fu«M, 
dann  ifit  die  Projection '  dieses  Dreiecks  Miit  deiri  projicirten  Dreieck  coi)(;rruent  und  diiher  der 
Flicheninhslt  der  Projection  dem  des  projidrten  Dreiecks  gleich;  oder  die  Ebene  des  Dreiecks 
OiOtOi  ist  der  Projectionsebene  nicht  panüld,  dann  schneiden  sich  diese  beiden  Ebenen  in 
ciMT  Geraden,  die  wir  dwdl  du  Wort  Dwtolwilt  beieiflluMa  wolaB,  imd  et  Ufonen 
jfeniie  zwfi  Falle  einlrelen: 
H;if)),J'^tr^4^> .iKji        Jli'^  von  iifM  ^'^uu  des  Dreiecks  U|OaQt  ,.wir  woUep  set«en  die  0,0,, 
PrsWrjril>^dW'9iMfceifeBilli'p«nnel,  dm  ist  mfA  4i$  jkr  calfpffediewle  Seile.  OtO,  von  der 
Projci  lion  QiO^O.  ''«  i"  Dreiecks  (),  0,  Oj  mit  diesem  Durchschniü  pflrtllcl,  wii.s  zur  Foltje 
1,      hui,  duss  die  Gcradeu  0,0,  uii4.tf|,ü,  gleich  und  p{U«llel  ^^wlh  .d«n^t  nian  sich  daher 
inm  .^vffpb  0,0.' eine  Ebene  parallel  nü  der  Bbeiie  dee  Dwiecke.  0^0»0,  geh>gi,  wekhe  die 
ireude  Linie  OiOarin  Poocte  R  triOl,  so  ist  das  Dreiedti  Q,  0,  R  deni  0.0,0,  cun> 
lt  uiiil  ''i>  C  I   1-  HQ,  sttdil  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Dreiecks  OiOiOs,  weil 
^||i|g|[qp|||Uy  t)ui^u;)aiUuii>(  geiuäss  das  Projectipn^syslem  ein  rcchtwinklig9S  ist,  und  deswegeif 
dfc4ti»ilwlll<WlW»l  *limf  0ß9»  iw*racht  auf  der  Ftif^iWHjbWf  ilp>»  ifpeh,  ffd^ei*! 
^       auf  der  Projection  OiQ,  Oi  steht.    Zielil  iiihm  mm  von  Oi  aus  eine  Gerade  senkrocht  auf 
:    OiO,  f  .gleiche  diese  ii^     schneidet,  U|id  verbiet  ii^f^i  ^  und  S  durch  die  Gerade  RiS, 
.  .   ,«Q  aiehl  andi  diei^  seekredrt  aaf  QtOt ,  weewefan  RSÖk  der  spibe  Meigiuigswinkei  zwi- 
,n      sehen  den  Ebenen  0,0>0i  und  üiO»R?  »dfr  zwischen  der  Pntjectionsebene  und  der  init 
der  0,  Ol  R  parHllelea  Jibene  des  l)reiecks  0, 0, 0,  ist,  welchen  q>itzen  IVeigungsw  inkel 
wir.  durch  X  bezeichnen  woUea  Weiji  aber  R0>  senkrecht  auf  der  ^bei^e  0,0t  Oi  steht, 
H^'WlciiiWk, «^Hii  Dreieck  HSOi  bei,0,  rechfiviBkUy  ist,  sp  hat  inan  SQaSsRS. posÄ,  und  weil 
S  O,  utul  Ii  S  die  lliilit  ii  der  beiden  zur  eenieiiischafUichen  Gnuulliuie  0,  0,  jfclioriircn  Drci- 
(1  kl-  <J  U       Hil  l  0  0,  R  sind,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  (.),  (.'A'^  gleich 

0.  Oi  •  ^  Ol  .  OOS  7.,  und  der  de^  Dreiecks  OiO,R  oAlt  des  ilun  con- 

..r^^lM  b^ichnel  ma  dahipr  (jieMii  RilcWnk^t  dmÄ  lf 

•   -'"idid-jbiMk  dMCh-W,-:eÖ!iiet  Mm  -  -<  'i 


'•  •«  T    "               -  •  ■  V- .«    ■      . >  ^=;:M.€0»A,    •!  1  -ijn  •  .  .    , .«  ...  ;.„.  ,  | 

oder  mit  Worten:  der  Flidieniiiludt  von  der  Projection -des  JhfMkM'  Q,.OtQit^  •ffi'kk 
.->..   dem  Preducie  aus  deai  FlücheniahaU  dieses  Preiedts  seUwt  und  dem  Kosinus  des  spitzen 
H  '     Neiganifswiiikul^  £wfeehen  der  ProjtscIionsetMSBo  und  der  Eb«ne  dieses  I^eiecks,  wulch^ 
•' .  Besultat  seihst  in  dem.  FaU«  ,MNsh  walur  blaiU,  wo  die  Ebtme  des,  Dreiucks  0,0,0»  wäf 
•  •  '  «Mer.fwjeelifliiiiihwii  pawlei JHiifc  ■.,   .i  ,:•„.. 

h")  Oder  es  Itinfl  keine  Seite  de#  Otfelerk.';  (),(),(>,  mit  drm  nurrhschnitl  pariillcl,  dunii  liissl 
aidivabtr  durch  eine  der  StkeA  dieses  Dröecksicino  nü^  dem  DurotuduHtt  paiiülck<Lini« 

'  ci«liiNii,  'wäelik  'dni  MMi' 0,0,0,' 

eben  abgehandelti^n  Falle  sicli  bi-iindet,  and  deren  Saanne  das  Drdeok  OiO^O,  auematM. 

Diese  beiden  Theildreieckc  liefeni  zwei  Projertiom<n,  drnii  Siiniiiic  die  Projection  des 
Dreiecks  0, Ol 0,  wiedcTgiebl;  bezeichnet  nuin  daher  durch  Ii,  uimI  il,  die  Fbucbeoinbail« 
L  S 


Digitized  by  Google 


«0 


AM.  L 


1  .  ;  Jaacr  InmIm  Ifaib  4w  l|reiecl»-(XA|4H>.  mi  4pm*  JT.  HNi  H«  die  nUMMkaiknr 

'Pmje«liMiai».Miüt   

„;         .  •  N,  =:>!,. COS and  N,=:M,.c,o$2., 

,t..  wenn  X  wivticr  den  spitzen  NfHgungswinkel  zwischen  der  Projvctionscbcoe  und  der  Ebene 
.  ;,    des  I>reii*cks  0|0,0a  tonleUL   Av»  deo  bMa\  vonleiKiificii  Gji^ictipiigeQ  «itilt  nmi 

oder 

wenn  wieder  M  dt'ti  KlHclH  ninliHll  iIcs  Dreiecks  0,0,0,  iiiui  X  den  soinor  Projettion  be- 
'  '  ZL'iclincI,  so  dass  der  Nuh  a  fiir  <>in  besonder»  Dreieck  erwiesene  Salz  tun  rechtwinkl^en 
•  '    '  ProjeclloiMsysteme  jetzt  Rir  jedes  Dreieck  ehrieien  »l' 

Naclid<'ni  dns  Verhältniss  des  PlKcheninlialts  eines  Dreiecks  zn  dem  seiner  Projeellon  im 
rcchtwinklifjeii  PrttjcHfnn'tsy'vtcini'  niirunTiituicn  Avimlcn  isl,  IhsM  sich  dasselbe  letetif  üncli  auf 
jedes  beliebige  Projecltonssysteiii  nusdelinen.  isl  nüiiilidi  0,0,0,  das  beik>bi^  wo  im  Räume 
liefM»  Dr^fCk,  Muk  ProjecUoii  auf  die  belieb^  g^t^  di"  Axe  i;cMI^  Projcidiomebme 
durch  OiOjO»  vorResleill  wird,  und  denkt  man  sich  (hirch  einen  lieliebiVcr  Prrvr\  der  Projec.- 
tionsaxc  senkrecht  auf  dieselbe  eine  ^aie  gfelc||[t,  welche  von  den  projicirenden  Linien  0,Ui, 
Ot(K*  ff*Q*  ^  Pancten  fcsdniflMt  wffd,  die  wir  diirch  B, ,  R« ,  H,  bezielieliiintw«^!^  ao 
tsl  lk|Iltß>  die  Projeclion  sowohl  von  0, 0,0,  als  von  OiO  0.  scnlui  rlil  zur  A\i! 

jriegte  Ebene,  wenn  man  sich  diese  Ebene  in  V«rbindiiiig  mit  der  Axc  als  ein  Projeclioiu- 
l^tein  vorstellt,  das  seiner  Natur  narh  ehi  smlredifmr  ist;  beidcfeAet  'MwrX  tvk'ifMUb  Ifei- 
jrnn^winkel  zwischen  der  l-Hww  des  nrcierks  0,0,0,  und  der  bbokritcht  nir  Axe  gelegten, 
in  welcher  «irfi  die  Puuctc  H,H,  H,  iM  fiiidcn.  Iciiut  den  SpitZert  Xeijrtincwinki'I  zwischen 
dieser  senkrechten  Ebene  und  der  zum  schiefwinkligen  Systeme  gel>origen  Pri>jecliunsebene, 
«ndKeii  A,  Ii;  V  die  FbeheniidiBlte  der  Dreiecke  0^  0,0, ,  Q,0«  Q*  •  Ri  l|t  B* ,  w  het  »m  mfolg« 
der  bellir  Senkrccliteil  Plrojeclionssysteni  erhaltenen  (^eichung  (2.  H.)  M^mAI'  ' 

'   "  N'  =  lIcosZ,  ,   als   N'=:Ncos  A,,  ■  V  ' 

woiew  folgt  '  ' 

C«*fe.)  Xcos?.:  — McosA,, 

oder  mit  Worten :  Der  Klücheninlialt  eines  Dreiecks  uudtiplizirt  mit  dem  Kosinus  des  spitzen 
Ife^fwigswinltekt  swisciMn  der  Ebene  des  Prdcciu  mml  der  eenkreda  mr  Axe  gdcglön  bt 
gleich  dem  Fliirlicriinhall  der  Projixtion  des  Dreiecks  auf  eine  beliebig  p-epen  die  Axe  geneigte 
Frojectionsebene  mulüplizirt  mit  dem  Kosinus  des  s|HUen  Neigungswinkels  zwischen  du'ser  und 
der  ivr 'AAe  «eUcräelilelf  Ekenp. 

'  Dieser  Ittr  ein  ebenes  Dreieck  aufgestellte  Satz  gilt  unverändert  «ui*  fiir  jede  eltece  Fljfur, 
wie  man  «osrleich  gewahr  wini,  wenn  man  erwägt,  das«  jede  ebene  Figur  als  aus  lauter  ebenen 
Da'ieckeii  zusHunuengcsetzt  angesehen  werden  kann,  Wir  welche  alle  Ä,  oder  iL,  und  Xi  die  glei- 
chen Werthe  behlHen,  ind  dass  die  zur  Summe  vcriinicton  Projei  Uonen  dieser  Dreiecke  die 
Projcclior  Ii  I  chenen  Fi^or  wii  derifcben;  stellt  daber  M.  dm  FUcheuinhalt  von  irgend  einer 
«bellen  Figur  vor,  und  N.  den  von  der  PrajocUon  dieser  Figur  in  irgend  eiiKtBi  Projeclioiiss)- 
elene^  wd  MeiHm  k  vi  >,.dte  Weig—fWidiii  wdotn  die  nV,  Md  Hk  g«höj%H« JBbeooR 
irit  der  Mf  der  PnjjeclkiiHMxe  eenkrechten  Fbeno  bilden,  so  hat  «m  itala :  .  - 
Ct.  «>)  N,.ce»ilt=Jd«oosili,  ' 

1^  ea  afMl  fn  dieMr'dMoking  die  (2.  «.  wid  k)  Mho«      «MMfeiFÜle  erihdlen. 
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die  Projectioni^pHze  hernm  Heffgn  MmmiI,  so  ist  xur  gemaen  Bc8tiinMlB|f^  der'Wf  die  Projcc- 
tionsel>ene  jfeworfpnpn  l'niiortionpn  von  Pnncten  mehi  nur  die  Un?«»  «I«r  «w  ftif«!pr  Projef- 
tieiucbene  frehöriinm  («{»«iclicn,  «ondeni  noch  ausserdem  die  Lag«;  dieser  Speicltefl  in  der  Fro- 
jMÜoawbelw  in  vMif  lintw«i4n%er  W«ise  «rfonterikik  Znr  PestoteUimi;  diMt«  ht^  ni 
hat  man  <I«s  rofertMi.'  Mri(  >!  in  Anwmdonf;  |febr«chl  Man  dr  nlif  MVh  in  der  ProjertianMbcn^ 
eiw  beliebige,  «bir  mit  dioM^r  Bbene  fett  «efbandena  u«id  v«mi  «kr  l'ruj««Uoasti{iiUe  A  msge» 
Imide  IU<!lilinsr,  dfe  die  Feste  RIehtanf  hdnen  mig,  wA- Ami  «nIi  bd  dn  fl|iBliitii  atak 
nur  riifjfiu^M'ii  ihrer  Iicidcii  nichtun^oii  aiif,  wcichi'  von  df>r  rrt)j(*ctionsspitzi'  ans  rimh  der 
ProjiNrlion  des  Puiicics,  zu  dem  sie  gchürcn,  hinslrcbl.  dann  ist  die  Lage  eöier  Speiche  in  der 
ProjectiowKbeaOrai'afAariidvch  d<n  lülnkcl  gegeben,  den  >  die  RiAtwig  der  SfeidiP  roA  der 
festen  Richtung  innclit,  nv  enn  noch  die  )>eite  bestiuunt  wird^  ^pach  welcher  Ton  dar  festen  Rich- 
tung ab  die  Ebene  des  Wink'  ls  sich  in  die  Projectionscljpne  hinHnlegl.  Deswegen  unterscheiden 
wir  die  beiden  Seiten,  nm  h  lieaen  hin  sicli  eine  von  der  PrejediansspitKe  auilaatouk  Ridilung 
M»  dar  fMMi  RiühHHifLilai  der  .gwjeelioMiihian  Mlbtmgm  Imn,  vtn  eiMider  Mwch,  daM 
wir  dii'  finf"  die  positive  und  die  andere  dif  negative  nennen,  und  der  Zahl,  ^^^^l^^i■h  «ii« 
(«rüäse  dea  VYiokela,  den  dt^  Jute  JUehtung  mit  der  Richtttng,  «i«er  Üpeiciie  bildet,  tutd  den  wir 
Sf eltlMWwinliel  nemen  «oUea,  aagexeift  nM,  4m  Voiaaklieii  oder  ^  beüeneit, 
und  sie  als  positive  oder  negative  Zahl  behandeln,  je  nachdem  sieh  die  Ebene  dieses  Winkels 
von  der  festen  Richtung  ab  nach  der  |KNHliven  «der  negativen  Seile  in  die  Projectionsebene'  hin- 
einiegL  Bezeichnen  w,  und  w,  die  mit  dem  rechten  Vorzeichen  versebenen  Gnösse«  der  Winkel, 
Miche  die  Rioblungen  der  zu  zwei  Puncten  Qr  MWl  0,  gehörigen  Speichen  mit  der  festen  Rtcit- 
tvr.fr  Inlden,  so  giebt  unter  allen  llutständen  w,  —  w,  Hie  Criissc«  <ies  Winkels  t'rk»'iiiieii,  rli-n 
die  Itciden  Speichenrichtungen  loil  ovaader  machco ;  nma  iul  Jedoeh  dabei ,  um  jc-der  Zw  eiduu- 
lij^teM  1  awUpirliaii,  fetgend»  eteiiii»'  WOit  M  mewwfceMMi;  i. 
^vfC)  II  T  Aii^rfrii  k  yv,  —  w,  jfjobt  sidi  als  positive  Grcissi.'  in  crkenni'ii 
-!  >  a)  wenn  w,  und  w,  beidß  poaltiv  «iod  und.  w«  griisscr  als  Wi  ist,  dann  bat  man  als  Ebene 
;  1  ,>  de«  afaAtanritäOB  die  si  Mhnen,  im  wddier  die  fiMl»  Richtanif  «iokt  liegt; 

'  ß)  wenn  w,  und  w,  beide  nagdliv  sind  und  der  abaolnle  Werth  von  w,  kleiner  als.  dac 
joih  u  '   viin  w,  ist,  dann  hat  man  wieder  als  Ebene  des  SpeiolieaiiMkalB  die  an . maliiBWfct  is 

.        welcher  die  feste  Riehtang  nicht  liegt;        .    ,  .      .  '        .*  . 

.  7^  itam  «,  poeiiiv  lad  w,  negativ  Ut,  d«n  -älM  lud  mMt-Mr .Ebene  4m  S^peiofaenwinkelK 
dir  zw  nrlimm,  in  der  di  ■  r-str  Ricfitvnsr  liegt;  ,  •  -  '. 

bj  der  Ausdnidi  w,  —  Hi  giebl  »ult  du  HegaUve  Ordaae  ZM  erkpniMm 
• '  .  «4  «eliB  vfi  mi-YTi  bMe  poaRi«  eiMit  und  w«  kMaer  d>  Wi  iat,  daim  hat  nun  MirSbeBe 
!  (ii'S  Spcicheinviiikols  dir  211  nrhiiirn,  in  wrlchrr  die  fe.stt;  Ricliltiin;  tiiilil  lieul; 

-  -     ß)  wenn  w.  und  w,  btüdg  nefativ  aiod,  «nd  4er  «baalnte  Werth  von      griimx  ti»  der 
' .-     '  MB  w,  ist,  ddm.hit  dun-nrieder  av  Ebtm  iaa  BpeidienwiidNle.die  an  »elunefl,  in 
'    «reMNT  die  ffl«e.Koki«ng..nici)t  lieirt; 

y)  wenn  \v-  nr^jurn  md  w,  positiv  ist,  dann  aber  hat  man:  als  Ebene  den  SpekhemilMa 

(he  zti  MüiMaea,  ui  welcher  die  feste  Richtung  Uegl.  ,  .>     .  • 

Haft  lEBna:Nr SpeiniMiwilheV  die  in  KnuMoli  fehSren,  .«didie  man  aldi  'in  einer  besliai»* 

trn  dnbel  alicr  brlicbiprn  Aufcinaaderfolgo  dnrch  trcrade  Linien  ttn  einander  yereihl  vorstellig 
einen  Satz  angeben,  der  den  iitKr..?.  aü^esldlten  nüllig  ahidicli  ist,  dia  wir  jedoch,  alz  aus-r 
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•er  «Mem  W«f6  Bagari«  üeU  wvilcr  bwttdHkMgM  miden.  B»  gwtfil  M«-,  *Mir  Mt- 

merksHiii  (rcnwht  zu  haben,  nie  die  Sldlun?  \on  Piincti'ti  im  Riiunu-  rfiirrh  dw  Ant(«he  der 
I'rojcctionun  dieser  runde  gkiclutfttig  auf  eine  i'rojectionsaxe  und  auf  eine  Prüjec(ioa8«ib«M 
«fcher  ilBilftüMt  werten  kam,  whI  «ie  aU  Üe  SteB«  der  letarten  PiejeelioiWR  imk  die 
Griissc  ikiiil  Lagt-  iler  Speichi  ii  festsolzen  titggl  Autfscr  diesefti  Millel  sar  FesMetlung  der 
f  unct«  IM  Jiiwve  giebl  es  aber  noch  ein  anderes,  mit  dem  wrigon  Ewar  iiabe  verwandUis,  das 
jedod)  den-  Vwihatt  ataar  grMacm  Syaunelrie  für  rieb  hat,  und  das  wir  jvM  in  seiner  ganiea 
A^gcatriahail  luHan  tanait  waleiL 

•  ■  S.  t. 

Begriff  ics  allgeaeiMi  CoordlMtetsysta»  lad  zaaichst  Uegciie  Eigcisckaneo  der  £•o^ 

üMMm*  mi  fülaciltMallM  ta  tak 

12}  iitdien  AX,  AX%  AX"  ^ig.  i.)  drei  Yen  dem  fmcU?  A  auKlaufendc,  in  bi'liebigm 
BiehtaagSD  ferlgaAhrte,  jedodi  nidtt  in  einer  und  derselben  Ebene  liegende  fremde  Linien  van 
nnhffrrniJ^ter  Lffnffe  vor,  so  nennm  wir  diese,  mit  rtftn  Ratnne  fest  verknüpft  jredaclitc  Vrr- 
bindung^  der  dtei  Geraden  ein  allgemeines  oder  schierwinkitgea  Coordiualensystem^ 
deA  'Paiibt  A  die  Coordinatenapitse,  die  van  A  aoa  «ach  X,  X\  MnaieleikkNi  iUeUaaffaa 
AX,  AX',  A.\"  rti>  foordinatenasrn  nml  die  Kbrnen  der  hohlrn  Winkel  XAX',  XAX?', 
X'AX"  die  Coordinatcnebenea,  so  wie  diese  Winkel  selbst  die  AxenwinkeL 

Dedkt  mm  «kih  dnreh  aiaav  briteM^ea  Pmot  0  (Fig.  1.)  dral  Bbaaen  paraBal  ndt  daa 
drei  Coordinatenebcnen  gelefift,  ao  aohneiden  diese  die  drei  CaonBnalenaxan  ia  drei  Punctea 
B,  C,  D  und  begrenzen  in  VcrbiwlMne  mit  den  drei  Coordinatcnobenen  einen  {»«rallelt'pipc^iischeil 
Raum,  dessen  Eeken  iiv  der  t  i^tr  darclj  die  Puncte  A,  B,  H,  C,  D,  G,  0,  F  an^rexeigl  werden» 
so  dass  AB,  DG,  CH,  FO,  AG,  BH,  DF,  60,  AD,  CF>  BO^  HO  daaeen  KcradBniire  KBBtai, 
und  ABHC,  DGOF,  ARHI),  THOF.  ACFD,  BHOG  rl  -vrn  parnlle-loffrnmmfilrmirrp  Sritrn- 
fläcbeii  vorst<^en.  Die  Längen  AB,  AC,  AD,  welche  «iurcli  die  drei  im  Funrte  O  sich  ver- 
cinigenden,'  nril  den  drei  Coatdinatenelwneii  panrilelen  Bbunen  ton  den  Axen  odcf  deren  Ve^ 

liintfcninjTcii  (iliii(*cliiiitl>"ii  wcntcTi,  iii'stiiiiiiicii  in  iliri'iii  Vcrciiic  die  Lncc  iIcs  I'iiiirtcs  0.  ucs- 
wcgeo  wir  sie  die  uHgemeinen  oder  schiefen  Coordinaten  des  Punctes  G  an  den  drei 
Axen  A  X,  A  X',  A  X"  neimea  Jede  dieser  Uniifen  erselwiBl  in  dsai  Paiallelepiped,  in  wekdiem 
sie  iri'horr'n,  viermal.  So  ist  in  dem  durch  die  Figur  1.  angtoeigten  BiMe  ABcGHsDG'^FO, 
AC  =  BH  =  DFr=nO  un<I  An=:BG  =  CF  =  HO 

Ausser  den  eben  anget^Uhrten  schiefen  neluiicii  wir  in  unsere  Betrachtungen  noch  andere 
Coofdinate«  auf,  die  wir  aam  UntereeUade  von  Janen  dia  aaafcradilen  naaMH  waflan.  9fai  anl- 
stclii'rt  dadiirrh,  dass  man  durch  den  Punct  ()  drri  Hbrnrn  Iret,  dfe  senkrecht  auf  den  dref 
Axenriehtuttgcn  AX,  AX',  AX"  «lekea,  und  ent^veder  diese  Axen  selbst  oder  deren  Verltinge- 
ningen  in  drei  PnmÄen  R,  S,  T  aehneiden,  wfar  nennen  niadieli  denn  dto  SMcka  AR,  AS,  AT 
der  Axen,  welche  durch  diese  Puncle  und  die  Coordinatenspitze  begrenzt  werdaHf  die  eenk- 
rechlen  Coordinaten  des  Punctes  0  an  den  drei  Axen  AX,  AX',  AX". 

Die  Stellung  des  Punctes  0  im  Raome  ist  viiliig  lu'Stimml,  wenn  man  entweder  Ae  Llnge 
aainer  dtei  s<  lii<Ti-n  oder  die  Lünge  seiner  drei  senkrechten  Coordinaten  kennt  und  sogleich 
von  jeder  solchen  Coordirinit'  wriss-,  ob  sie  auf  derjenigen  von  den  Axen  AX,  AX'.  A  X", 
worauf  sie  sich  bezieht,  selbst  oder  auf  deren  VorUtaigerung  liegL  Den  UmMand,  ob  die  Coor- 
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ämitn  «Im«  Pmele»  mt  im  Am  mIM  odir  hT        ■Y^Mit'WXtw»  Uigw,  gMM  im 

«üifach  «lailorrh  zu  f>rli(ninen,  ihss  m-.m  !i  n  Itc  iMneo  der  C««r<li*Bl»*n  <itir^U*U»ndeii  Zahlen  im 
entern  Fiüle  das  Vorzeichen  +,  im  itmhta  K«lk  4liw  V«rx«i6lHHi^ —  vorwUti^  uwl  iM.<<;rKHim 
Vrifo  He  CeonÜMlan  f «■ftlv.e,  iW'  indtn  Fäfc  fteftti^e  MWt  •  Wir  iranltiii4bi«:««mltai 
von  jetzt  «n,  unter  <lcn  Cuordinaten  ,slcl£  nur  jene  Längen  in  VnrtHndiiag  mit  iieni  ihnen  xu  gß^ 
benden  \'oneichai  verstehen.  Erinnern  wir  un»,  da»»  unter  l'oor(lin«tenelM;nen  diqcoi^ji  Elnsnen 
ventandcn  werden  sollen,  welch»  den  bohlen,  voa  den  Axen  AX,  AX',  AX"  eingescbloüiieneji 
Winkeln  XA-X',  XAX",  X'AX"  angelMiKB,- nd  aemm  wir  diejeait^c  Seite  der  ntt  deu  Cour- 
diniilen«»!»pnfn  r.usamtni'ii  riillciKii-n  unbegrensten  Ehenen,  nur  \vi'I<  liiT  (icr  Vumt  0  sich  bcf^idel, 
wenn  er  iimerhalh  de»  wn  den  drei  Cuordinaleaeheni'n  hegrenaUeti  M*'wem  l'ticU  deü  gvmm 
Wmmn  VtfS^,  diepositlv«  8ieilCy.M>.|M)e  dto.  <MWer  Bii|if»(|Wif«w|MlBf  die  «live  Mte-jqp«r 
Ehcncri,  so  folijt  Min  scibüt,  dass  jt*<h'  ciiizfliic  zu  i-iitiT  ifcr  diri  ('(icifdiii.'iIcnHM'n  gohiJri<fi; 
Schiefe  Coocdiaalc  edies  Piiiia)e»'<poMlit(  oder  negntiv  wird,  je  .nacJwleni , {dieser  PunrI  auf  der 
fdHiiVfla  «der  ncgiUven  Scita  der  dnieh  die  heidn  atuhsm '€qDrdNtemy«n  tfeh^ften  EbeiM 
Ue^.  Eben  so  leidtl  ttberxeu|rt  man  sich,  dass  die  zu  den  CoordinalentiM'ii  ifkhtiriKen  senk- 
rechten CoonliaMli^n  eines  Piinctes  einzeln  |>nsiti\  ndi  r  nc(faliv  worden,  je  ri)R'k(l<-iii  dieser  Punct 
mit  der  von  A  Husliuifenden  Coonlinatenaxe,  uuf  wtikhe  iMch  die.  Hp.  lietrHditunK^  gioiuiuiutuie 
CatMÜilBt«  beiidil»  »vi  eiaerlei  oder  nf  eatgcfreai^eMMer  Seile  voii  il«r  lunbe^rädleii  ^bfne 
tinrt   flie  n«i  tUk  dnvk  die  GootdiiMtcnaptee  A  mAmlUt  mt  dkß»  C9vnlfni|l«Hute  gdcgt 

Ifodi  werden,  wir  dee.  .Idlnerac  AamlnMlis  liallMnr  di»  fM^  Arfqwi  su  Gfvnd  gelegtes» 

von  A  nacii  X.  X',  X"  lüiizielendcn  Richtuniri'ii  Jio  positiv  c-ti  A  vt'iirit-iiluuge«,  oder  auch 
Juuzweg  die  pusilivea  Aasb  und  die  deaMJb«a  Gcmilori  uu^ii^^riK*-'"«  ''^^'^  V|Oa-A  aus  nach 
der.  gMde  ent(fe«vn^eielitni  Seile  liin  ridenden  Riditungen  die  ne^^ativen  Axeiirichluugcn, 
oder  euch  Kur/.weg  die  negativen  Axon  nennen.  Es  liufl,  v^ic  in  die  Augen  springt,  wcscnt- 
Meli  fani  auf  Eias  hinan»,  ob  mnn  bei  der  ftnninjTlidicn  Fi'slsti'iliniß  dt'.s  ConrdinnlMi.'iy.stciiis  die 
Dichtungen  AX,  AX',  AX"  als  positive  und  dumi  die  dwen  enlg«'gi-iige«>(^tzU.'ii  uls  negative 
Ax«  «utihMir,  oder  ob  iimui  inKcnd  drei  mdei«  von  diBoewi  lenlBr.lMdtmitfeii  n  foehiveii  upd 
dann  die  übrigen  drei  zu  noirativt-n  Axrn  mnrht,  ^onltl!<l^('setzl,  deig^die  ifBt  Wl  pMÜlTCnAxOl 
gewithkeii  Riclitungen  nicht  iu  eijier  und  denielben  Ebeuc  liegetk     ,  „  , 

43)  Jete'CooniiMrieMyelem,  dewen  Axen  keine  ledHea  Winkel  mit  einaiuter  Jiddee^  kaiüi 
aitgesehen  werden  als  eine  Verbindung  von  drei  schiefwinkligen  Projectionssysteinen,  deren 
SpÜzen  süminilich  in  der  Coordinatenspitze  liegea,  deien  Projeclioosaxen  diu  drei  Coordinalcn- 
«xcn  und  deren  Projectionsebenen  die  drei  mit  den  drei  CoordinaitHiebenen  zusammen  ralleiidra 
^■OlMgrenzlea  Ebenen  sind,  und  es  siml  die  drei  zu  diesen  drei  Projcciionssystenien  gehörigen 
Ordinnfrn  eines  PunrloR  ofl'enhar  nichts  andern,  'Iii-  dn-i  siliii-fcn  CotirdinHlcii  dfssplbpn 
functes  im  Coordöiateosysleioe.  üben  so  »ind  »tuir  auch  i|i  eiaei»  solchen  Coordinalcns)  steme 
M  i««htwiäUige  PiojeeWeowylwie  eiiihdieo«  derm  SpIlBfn  sKeMMUch  in  der  Coordinele». 
spitze  liegen,  deren  Avffl  dir  drei  foordlnHtoimxi'n  und  jderen  Projeclionscbeacn  I  i  frei  durch 
die  Coofdünlenspitac  seakrecbl  «wf  die  drei  CoordiiMleaa«eo/g))legt«ii  unbegrcnzigii  ^bcncn 
«ind,  nrnt  ee  sind  die  Arel  in  diesen  drei  leehlwinldifen  Projectioassysteroen  gehörigen  Ordi- 
nalen vincs  Piiniles  oflinbar  nichts  anders,  als  die  drei  \orhin  bezeichneten  senkrechten  Coor- 
dinaten  dcsscibtii  rutn  U's  im  Cuordinalcnsysb  iin".  Durch  die  Vereinigung  solcher  drei  Projec- 
tioascysteme  in  ein  einziges  Coordinatensystem  wird  die  Müglichkeit  herbeigerubrt,  die  Lage 
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der  PuiH'4i'  im  Rniiinc  tiurcb  ImiKr  Ordinalen,  dir  drei  C4)ordiiHil(>n  nuMicli,  Vä-  buHniBicn,  ohn^ 
dass  dflKti  dir  ßHmrhhing  d<Y  Spi'irhf^i  niiiliirr  wHn-.  wndurcM  eilM'grSMMI«  Üywwlite  der 
YorslelliiRgcn  und  Rechnungsausdnlrkc  zn  St«ndi>  kommt.  .  '  i  «■  '  •• 
Au  der  vontdiMiten  Mncfalmifr  IS»H{l,  ßm$  whr  dm  Ptacl  A  im  CooHhMtfugyaleai  «b«i 
so  wohl  Projrc*lioiiss]»ilio,  wii*  CnihrfÜirntMispitzp.  iirul  lüo  RirMini|fcn  A\.  A.V,  A  X"  clii-ii  so 
wohl  positiv«  l'rojectkmmxeu,  me  positive  Coordinulfnaxen  nennen  künneii.  DiMeUw  Betracti- 
iiinif  i;cflMt«l  UM  «ber  flueb,  im  CMnlfantonsyMcme- die  mit  den  C^nlnMlPNelran««  huwoiiibm 
ralirndeii  unbrfn'eiizlen  Ebenen  die  schieren  Projeelionsebenen,  so  vrie  dir  (Imrli  <li  n 
Pnnct  A  senkrecht  auf  die  drei  Coordinatenaxen  yelesrlen  nnhe^renzlen  Ebenen  die  »enkrechltm 
Pruje  et  ton  s  ebene«  zM  nennen,  und  Aberiiaupt  alle  rrilher  an  Projcctioasayslemcn  auTgofun- 
Ucntti  KigviMrlnRM  «ra  CkKKhliQiiaMyiieme  in  ihrvT  doppellfli  Bcridkimir  wieder  frileni-'ii 
nwHien. 

14}  Um  eine  Gleichrürmigkcit  in  die  Bezeichnungen  zu  hriußen,  wenlen  wir  in  der  F«lge 
irt4M  tfi^  n '  den  Amh  A  X,  A  X*,  A  X"  einei  bcKeUfpen  Ooof dbuNc  nsyMenw  ffehAnfpm  n^leCni 

t'oonünuff n  rin^s  1'nnctrs  O  (hircli  v.  \',  \".  s<i  wie  <!!(•  zu  den  pich'lii'ii  Avi'ii  i,'i-lir(rii.''('n  s<>nk- 
reciiten  Coordinaten  demselben  Puncles  durch  u,  u',  u"  bexeicknen  *},  wobei  mm  sich  in  dies« 
ladMiHAe»  tniner  du  dOT>  Laife  -der  CnonNnaten  besHf^tcli  eu  Aren  Axeii  entsjproeliende  Vtr^ 
Zeichen  hineinireleet  zu  denken  hnl.  Wo  die  CoordinHien  \on  mehreren  l'iuuien  «uf  dieselbe* 
A\!  II  l'ezojjen  in  Betjwlilunjr  komnu'n,  da  wertlen  wir  die  zu  di'ti  verschiiHlenen  Runden  j(e^ 
hoh|i;eii  dadurch  von  ein«oder  unlerächciden ,  da.sü  wir  den  Bui-ii»iaben  \  und  u  ventchiedene, 
«uf  die  vetwhiedoiefi  fmrte  'ifeb  hexiebmde  Indexe  mbin|reii,  «der  auch  an  die  SieHe  der 
lateinischen  Buchslal>en  v  nnd  ti  die  rn(s]irfH  hpnrlrn  dcntvfh<  n  r  Tind  u,  oder  )frii  rhisrhwi  |  «nd 
t|  setzen.  Uenigeniüss  bezeichne  wir  die  Coordinaten  citu'S  mteu  Punoteti  O,  durch  s,,  x|> 
jCi  wenn  es  die  ecUeren  sbidv  und  ttarch  n, ,  «^ ,  u*  wenn  m  dl«  eenkreriilm  «Ind,  «nd  ühM^ 
lieh  werden  dir  si-liiefen  o<ler  senkrechlrn  roordirnili-n  i-im  s  xnoifon  I'iii»<(c-s  ().  ilurcli  \,.  \1, 

oder  «t,  u^,  u^'  dargesidit,  und  so  fort,  wenn  wir  iiicfat  lietter  statt  der  kteitüitcb«» 
Stäben  die  artaloern  ans  mdenl  9fkKlüm  nehmen.  Wo  hinir<v»  «cbc«  dem  ms  de«  Ami 
AX,  AX',  A  X"  ■_"■^>'l''<"l^'n  roordinatensyslenie  noch  ein  zweites  aus  den  Axen  A' Y,  A'V^  A'Y' 
j»el»{!defi"s  in  I5i  lriiililiii>!r  kommt,  da  werden  wir  ilii'  zu  difsi'n  neu  hinzu  gekommenen  Axen 
geliorigeii  »cliielen  Coordinaten  eines  Punctcs  von  den  zu  den  ursprilnglicbeu  Axen  geh^ri||^ca 
«cMeTen  Cocidtneten  desselben  Pundee  dsdireb  antelwbeiden,  dnss  wir  an  die  SMle  des  Bttcli> 
sfidren.'i  \  den  nnf  ilm  folgenden  Buchslalien  y  ficfzen,  und  rbfii  so  werden  wir  die  Bozeirh» 
nung  für  die  senkrechten  Coordinaten  eiitm  Pmctes  an  den  letztem  Axen  ims  der  BezeiduMHigr 
■der  senkrechten  Coordhulen  dieses  Fundes  an  den  crsient  Axcn  berbnten,  bidem  wir  so  dis 
Stelle  di>s  Buchstabens  u  den  auf  ihn  folgenden  Bachslsben  v-  scisen,  wnbei  sncib  wiedDr  Badt» 
slabrn  ans  andern  Sprachen  genommen  werden  können. 

'  Anf  i^eicbe  WdW''"wertien  wir  die  eitter  Riehinnir  entsprechenden  froJedioMmUen,  welche 
sich  nur  die  zu  den  Axen  AX,  A  X',  AJP^  g'ehüri$ren,  im  Coordinatensyiil<>mo  irifichzeilig  enÜ^ 
hollenen  drei  si-hieMnklfL'i  n  Prnji>»iion«!SY'»tei!ic  bc/rflicn.  dmcli  si,  n'.  n"  bi'zr-icliiicn.  und  rhirch 
c,  c',  v"  die  zu  den  yfeicheii  Aven  gehitrigen  Projectionszahlen  dersellHrii  Kichlung,  wen»  sieb 


*)  V«  «dlleppeitd«  Wiii4<«|Mluaf<n  tu  vmadd««,  iMicrkrn  wir  efn  tär  allmill ,  dua  da,  wo  mehrcro 
binde  auf  ni.Oircre  aadcre  bflMgia  wvrdea,  wir  «teU  daa  enta  aaf  da»  c«le.  #«f  swnia  aaf  ib»  zw^il^ 
a,  «,  r.  Utogrn  wfMaa  walM*.  '•    ..  t 
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niT  die  in»  ka  CoocdipalMivyrteiiiv  MlUtapn  /ipMuiafcHgai  ProjecUnusytleii^  ke- 

zichcn.  Wo  ineliri'ro  Richttin<ren  in  Ri  irn  htunir  koimm-ii,  ^  wcnlcn  wir  rliTon  Projcctions- 
lablen,  Uhnlick  wie  bei  den  Coordiuate«,  (Jurpk  di«wcUi^  j|«w^t«i]|f[*n,  aber  uil  verschiedüoeu 
htimm  ventehen,  «dn  Aircb  n»  «hw  tindeair9|iiidK!.teiM»iiifliMM)  anabven  Bodiplabeii 
Ifewicluiej) ,  qikI  yrni  ein  sweites  CoonliaalenHystem  zu  dttiii  alten  er«t«u  biasuguOigl  wird,  da 
wcn^  wir  di(<  Projec-lion.sverlijiltaiiue  M«.  dun  ik«^  Axeil  OTM»  danea  tut  d«»  altvii  Axcn  da- 
Aiecii  unterscheiden,  dikst>  mit  un  dw  SteUfl  4er  BudHUabc«  «  «der  c  (||(»  auf  folgenden  b 
0^  iJ  selze«.  y 

Endlich  wollen  «ir  in  iler  l'üljfp  die  ^VAt'uwiiikcI  V  A  V     V  \  \".  X'A.X"  eiiifar.h  diirrli 
W  ",  W"  hi'«*^N;hKi?)>  und.  d«>  >vo  itodi  eia  xweiieü  ti»oriiiuatcuAyi>Uiin  iii  BvlnitiMitng  kiMniut, 
ke^^  jimill  #«s  ,BiKl«(||ibirai  W  «Nc  AlmkihiDa  deawUiM  r,  ««nMieaan 
BvchslHben  Selzen, 

;Da  vfMi  jmi«Hi  <JI|U'  itu  üaonlinatuiwywtetof  cntlialleneii  l'rojecliun«t>yi>leiuc  alles.  da£  gilt,  wai; 
peiler -olieB  vm  ^nm  tXaukm  jwtdiea  SyMeme  iiuiKesaKi  worden  igt,,  so  Manen  wir  in 
Bezug  Huf  «1^«  ('oonliiwl(;ns)-.s|Dn)  niillelsl  der  eben  einwerülirlen  Bezeichnungen  diq  fa||OBde^ 
Rcluliunep  uufltelleii,  Sjnd  iiüudidi  (),  und  0,  z>vei  l'unele,  deren  (fefrensoiti^e  EnUemung  r 
ist,  unri.,»|«lk'n  x,,  >I,,4kr  uud..\,,  x,,  xV  tlie  Kc4iief«n,  so  wie  u, ,  ul,  u"  und  n,,  n[ ,  die 
ieÄrjqriile«  C«oniiMM(  di«Rer.|ieMleN  Pnide  an  d«»  Axen  AX,  AX',  AX"  des  CoürdjpM^aT 
Systems  vor,  bezciu^nen  ausiserdcui  st.  a'.  n"  die  -/n  'li  'i  A.m  ii  A  X.  A  \',  AX"  (fuluirigen  Pro- 
jcctiooszabU»!  der  von  Oi  nach  0^  hiuzieleuden  liuiilujig  in  Ke/^ug  uul  diu  (jrei  sdiM!f>viuküge|i 
Pn»j0|]tigiipsyaloNt<!.nid  «,  «','«\  dio  .an  den  fliddiffi  Axen.  gqM»rjgcn  Projecliwuitaihlea  dcr^ 
fdflw»  Vidllwi!;  in  Bezug  aul'  die  drei  re<  lilsNinkIiL'en  ProjectionssytitoBef  a»  iut  JW*  .der  jpi 
von  dpr  PrcyocträniMild. gegebenen  Definition  gemiuii»  yowohl        ,  . 

t    Ii/'.,     ■•    •  .1 

alBi-  1  <;t>r  7  ••ü •  (V) 


1    ■.•■»<•■    ■  -  iIl 

woraus  iium  findet,  dass  stets 

— a!  ji,=;«.x;,— a  X»  ,   Rxi'  — a"x,  =  ux;'  — a"x, ,  ,a' —    Ji'.==«',Ve' -r-«',' x^  1 

•M-  r.:  '     ■    i'    '.  v  >...*U,w^.  (4) 

cul  —  cu,=:cua  —  c'a, ,    ou,"  —  i'",tti  =  cu5 — t;"u, ,    r'u!'  —  c"  u;  =  c' ui' —  q"  ui  )  , 
ist,  wenn  die  Punctc  0,  und  üt,  deren  Cuonlinalen  in  diesen  Gleichungen  »udrelen^  ii|  «'incr 
Geraden  liegen,  deren  eine'  Richtung  a,  a\  a"  und  r,  c',  c"  zu  ProjectionszaUen  hat 

In  dem  besondem  Falle,  wu  der  Punct  Oi  in  der  rrnjccliunsspitze  A  liegt  und  dem  zuTulgu 
X,  —  xi  \i' — ""'I  11  —u',  ;:^ii|'^0  wird,  vereiiifbiclifii  sic\\  die  vor^ldieiulen  Ausdnicke 
und  gebpn,  wqan  nian  liiuf,  wo  keine  IjiUerüeheiduug  der  i'uncte  ii,  uud  0^  von  einander  mehr 
■Mh^tdlllM«  lA«  d«i  vffncWedeiMP  B«di$labcn  «veUbigten^adoxp 4W«glMaU  ^  . 

■ —  ""r 

U4     .  "•    .  I'.  •.  i  .  .  ,  .  l--,  e    ..;>  *'.,•»  .•  (») 

r '         r  '       .  t 
und  fiiä  Folg«  dieser  Gleicluwgv'n  eriuill  nuui  noch:  , 
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•      /ax:-r..'\.  «3r=ii"x,  «vsstv  ■       •  ' 

<       Villi  <  ■  • 

wo  X,'  x',  \"  lüi'  schirren  und  u,  u"  <Se  senkri'chton  CoordinHlen  eines  in  rl<>r 
r  von  der  ProjiTlionsjqiilx«'  ablfcg«>nd<'ii  PfinclPti  0  nn  den  Axon  A  X,  A  X',  A  X"  vorsl«Hen, 
und  a,  a',  »"  diu  rrojedionsztideii  in  B«zug  auf  die  schieren,  e,  c',  c'\  in  Bezug  auf  die 
MMkmhlen,  Im  OoorttoitnisyilMiiir  enMullnien  Projedtoiuiyiteai«  tiei«irinMi,  w«lelM  ffi«'  von 
Avr  Pi«iji'i  Iionss|iilzc  A  nsch  «Irni  Puiu  lc  O  hinzii'lcndo  Richlung  8ii  den  Axen  AX.  A  \',  A  X" 
gidit  Zur  Abkilming  wollen  wir  von  jetzt  nn  di«  in  den  scliiefen  PrejecUoHgsyütenien  gebil- 
ittm  Pi«jMlioirit«rlt«ltli{nM  WiiPf  Riditnng  dercM  'stliiefe»  «nd  (ß»  bi  im  redrtwMdvMi 
ProjcclIoiMsysImi»»  cehiltMcii  rirmi  senkreeKlc  Pr«j«€li'0NStt1ilcta  m  den  drül  *AMm 
AX,  A  \'.  A  X"  des  Coordinalcnsyslems  nennen. 

Eine  Kiclitung,  in  dtnn  zu  Ende  der  Nr.  5.  nnfgeslHIIen  Sinn  genomnien,  wird  sowoU  dureh 
m»  dn4  •diiefiDll,  nAt  Aidi  d»t^  Are  direi  seniiret-hten  l>rojer4ionsnM«n,  ditf  s{e  m  de»  dfef 
Aven  des  Coi)rdini»len.sy.slems  triclit.  vfilliif  bestimmt.  Denkt  man  steh  nüirilirh  um  «Iii»  Prnjer- 
tioRSi^ilze  A  ütm  Coonlinatensystem!;  <>ine  Kugel  vom  Radius  1  beiichrieben,  und  trügt  man  auf 
die  dne  Ooafdinafmaxe'A'X  die  tu  Ihr  geli&rlse  Mbiefe  oder  scnkreehto  PrajecHomMd'  eiaer 
Hiehtimg  von  A  mu  je  narli  s»in6in  Vorzeirheii  iinF  die  |ii)silivi-  oder  noiriitiM'  Seile  juif.  hs^ 
sodann  durch  den  dadurch  eriiallenvn  Pmct  «ine  Ebene  paratiel  mit  der  n  dieser  Axe  gebö^ 
rigeii  wfiiefen'odiT  senkmhira  ISvjfclIo«t(elMh«,  to  wird  jene  Kutreinddi*  vim  dinrnr  fibene 
la  einem  Kreise  <ri*srhnillen  Wrtlen,  in  welchem  alle  Punde  enthalten  sind,  durch  w«^lche  dlÄ 
fficsfT  Projerlion.szaW  sri  höriirc  Rithtiifiir  von  A  ausgehen  kann.  Trüjft  man  hierauf  die  m 
einer  andern  Axc  AX'  getM^rige  sc-hteie  uder  senkrechte  Projection^zahl  derselben  Richtung  in 
^cichtn-  Weise  je  «Mih  Minemf'  VorafeicheR  euF  die  ciiie  eder  enden  Seile  dleeer  Am  ven  A 
mis  iiiir,  und  li'ixt  durch  d^n  $u  sich  ergebenden  Puncl  eine  E^(•nr  panillr!  mit  der  zu  dieser 
Axe  guliürigen  schiefen  oder  senkrechten  Projectionsebenc,  so  wird  jener  Kreia  von  diewr 
I^ene  hSdialena  nur  aoeh  An  inrci  f  nuden  gnchidtteB  wei^,  durch  wcidie  aUeiii  de  m 
beiden  Pmjectionszahlen  gohiirige  Richtung  von  .\  aus  gehen  kann.  Die  dritte  zu  dieser  Rich- 
tung gehörige  ProjeclioDszahl  hat  «laher  nur  noch  zu  entscheiden,  welcher  von  diesen  beiden 
Punclen  zu  der  von  A  ausgchemfeti  ^emichlen  Richtung  gehört,  was  schon 'aus  ««inore  Ver- 
1  i  leioben  entnoimnen  werden  kann.  Dieser  I^mstand  deutet  dnraur  hin,  dass  die  Grttnen  der  dvM 
zu  eiin-r  beslinunlen  Rii*lilim<r  ffehörigen  schiefen  oder  senkrechten  Projectiflnszahlen,  welche 
sich  an  den  drei  Axen  ein(>s  licliebigen  Coordinalensysteius  bilden,  in  gewisser  Weise  von  eie^ 
aoder  nbhiingiir  sind,  und  w(r  werden  bdd  dfe  ei^hanffen  aaAmM^neli  M  Slffide  aeiBf  iii'^eMif 

steh  dil'.si-  AldiiiriL'^ti.fkrit'ititSsiirirhl. 

153  Fuhrt  man  neben  dem  Cooniinaleiu(|stem,  dessen  Axen  A.V,  AX',  AX'' atnd,  eia 
xwcitcs  ein,  dessMi  S{ti(se- nliiht  Mehr  «iter  VMci  A,  soifidkn -iifend  elH''iiBdierei>'0  1M,'iuild^dM^ 
sen  Axen,  ilic  wir  durch  OX,  OX,'  0 X"  andeuten  wollen,  mit  den  vorigen  Axen  (tnridlei  und 
gleichliiulig  sind,  w  o  dann  ilie  gleich  arcenluirten  Axeuvvinkel  in  beiden  Systemen  einerlei  Grösse  be- 
halten, SU  biUleii  je  zwei  scltiefe  sowohl,  als  je  zwei  senkrechte  Projeclioussysteuie  in  diesen 
1  '  beiderlei  Coordimtensystemen,  H-etch<>  zu  parallelen  Axen  gehören,  parallele  ProjectionssysMintf 
mit  gleiihlitufüren  \xvn.  w'w  sotrl^i-  tn  Xr.  4.  betruditet  worden  sind,  weswegen  din  dnrl  anf- 
gestellte  (ih-ichung  i^i)  Iiier  auf  jed*>s  solche  Paar  ihr«  Anwendung  findet,  und  dem  zufolge 
in  den  lieidm  pendlciett  Ceordinntcnsystem^ii  M  seelufiMlier  HEeiM  ni^eslell»  iMrden  ktam 
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mam  I,  r>  r  di«  Mf  «Ee  Axm  AX,  Ar,  AX*  beMRmwn 

Pinns  Puortps  0,  und  »,"  dpsscn  nuf  diosi'lhcn  Axcn  bwopcnon  sonkiothli  ii  Coortiintlan 

vor,  keMiolmeit  wir  noch  auwerdcin  die  tcluefen  und  Mnkfechton  Coordüutea  eines  andern 
nmolM  O^  M  den  Axea  AX,  AX*,  AX**  ihneh  x,  x',     «nd  a,  n',  u",  m  «te  dnnh  x.,  x^, 

x^'  und  u, ,  u^ ,  u^'  die  schiefen  and  senkrechten  Coordimiteo  dieses,  letztem  Pnnctes  an  4m 

Axcn  0\,  0\",  0  X",  so  lieFcrt  (1ü>  Gleiihuii(f  ff)  in  Beztijy  auf  die  drei  scliierwinkligcn  so- 
wohl, alü  in  Bezug  auf  die  drei  reditwinkligen  i'rojectionsäyatemo  je  drei  Gleichungen,  nÜmUch: 


Ibj  Denken  wir  uns  irgend  einen  Punct  0  im  Räume  und  an  denseiben  das,  beliebigen 
CoonCnatemxen  AX,  AX*,  AX"  cnlsprccli«iide  Coordinatenpanndepiped  ABHOFD  (Jfig.  4.} 

gefügt,  so  nennen  wir  die  aus  (ifn  drei  nn  einnndpr  hängenden,  mit  den  Axen  A  X',  A  X",  A  X'" 
parallelen  Linien  AB,  BH,  HO  gebildete  Linicofij^r  ABHO  die  Coordinatcnfigur.  Denken 
wir  viu  feiner  irgvoi  eine  von  der  CoordimteiKpibt«  A  malinifeiide  Riclilnng  AZ,  die  wir 
als  die  positive  Ave  eines  neuen  beliebigen  Projeilionssystems  ansehen  und  projiciren  wir  auf 
diese  Axe  die  Geraden  Aß,  BH,  HO  in  der  Richtung  von  A  luich  B,  von  B  nach  H  und  voo 
fl  nach  0  genommen,  su  ist  dem  in  Nr.  7.  aufgestellten  Satze  gemäss  die  Summe  dieser  Pro- 
jectloiien  gleich  der  Projection,  welche  die  Lflnge  AO  ia  der  Richtung  von  A  nach  0  genom- 
men IT)  dem  gteiclwii  lidtcliigen  Projeclionsiyatenie  «t  derselben  Axe  AZ  yicbt,  oder  ea  isl^ 
wenn  man 

dnreh  p  die  Projeclion  v«n  AO  üi  d^  Riciriang'  vom  A  mch  0  genomnMii, 

diirrti  p,  die  Projection  >on  AH  in  der  Richlun^  von  A  nach  B  ifenoiiimen, 
durch  p,  die  Projecliou  von  BH  in  der  Richtung  von  B  nach  H  genommen, 
durch  jft  die  Frojectioö  von  HO  üi  der  Richtung  von  H  nach  0  genommen 
beioiciNiel, 

p  =  Pi  +  p.  +  p.- 

Bezciv'hnet  man  durch  jr,  ff,  /'  die  Froiectionäzahlea^.  welche  die  posiüvea  AsenricblHiigep 
AX,  A-X^  AX"  ^n  der  Axe  AZ  dea  Dein«  ProjectiiMaaystems  tiefein,  fo  ist 

7^  AB'  -'^^FH'  HO' 
der  Delbiilioa  von  der  Pro|er(kms«abl  ndMge,  und  ev  Ist  von  den  doppelten  ToTKeiehen  in 
jedem  eiitzehien  Fallt!  entweder  das  obere. oder  nnlere  zu  nehmen,  je  nuchdem  die  son  A  nach 
B,  von  B  nach  H,  von  H  nach  0  srenominenen  Rielilungen  mit  den  ihnen  parallelen  Avctiiii  Ii- 
tnngen  AX,  AX',  AX"  bes^ilglich  gleichläufig  oder  gegenläufig  »ind,  während  AH,  BH,  HO 
die  «bmlnl^  Liqgiett  der  dnrdi  ide  ltO<dcl>nflten  Geraden  vonlellen.  Naa.Imt  «Iso  ipil.d^ 
adben  Rileltitehlanaifaiae  auT  das  Vorzeichen 

'  "  *p,  =  +  y.AB.    [.,  =  +  ;''. BH,    |.,=^+;".H0.  '  ' 

Beseichnen  nun  noclrx,.  x",  x"  die  schiefen  Ooordinatcn  des  Ponctes  O  cm  den  Axea  A^X  A  X', 
AX^  ao  ist 

.  xrr-tAB,    x'  =  +  HH,    x'  =+HO 

und  man  hat  in  jediin  eiiuuluen  Falle  das  ubere  oder  untere  Vorzeichen  zu  itehinen  j  -  T<iali- 
dem  die  von  A  nach  B,  von  B  nach  H,  von  ii  nach  0  genommenen  Bidituflfett  lujl  dttu  ituien 
L  3 
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während  AB,  BH,  HO  Hin  nhsolntcn  Lilnur-n  dor  durch  sit>  Ixzcichnelen  Gcrsdeti  vurstelleit, 
weil  die  Oniiuttlc  in  dem  er^item  FaUc  das  Voreetdiun  + ,  im  andern  Falle  daa  Vonteiclien  — 
te  lidi  ioMnuL  Salzt  mui  die  Uennii  iioh  ergebenden  V«rtlM  mn  AB«  BH,  ÜO.  ta  dfo 
■nmttrihT  ufor  lllr    ,  p, ,  p,  gegtlmMt  M»  findet  man  in  jedm  Fall« 

p,=7.x,   p,=2'',x',    p,  =  y'*.x" 
«ai  inmor  nur  die  beiden  obsn  oder  nur  die  beiden  untem  Vorzeichen  mit  einander  zu  verr- 
einigea  «bid.  Mtttebt  dieaei;  Warttie  vm  p,,  pb«  V»  8^  BiBi  die  fiMclwmg  p=p!i+l^+|i!i 
«ber  in: 

(».«k.)  p  =  y.x  +  y'.A'  +  /'.v", 

in  welcher  sich  der  nachstehende  Satz  ausspricht: 

Die  Projection  d«'r  von  der  Spitze  A  irgend  eines  Coordinafcnsvütems  bis 
zu  irgend  vinen  I'unct  0  hinreichenden  Lüuge  iu  der  Richtung  von  A  nach  0 
genonmen  anr  die  Axo  eines  beliebigen  ausserlialb  des  Ceordinatensyslem« 
IiVpriidin  Projectionssystenis  •"),  ist  aloich  «Irr  Summe  der  drei  Producte, 
welche  gebildet  werden  aus  ^eder  schiefen  Coordinate  des  Panctcs  0  und  der 
Projeetionasalit,  welche  die  positive  Cöordinatenaxe,  zu  welcher  diese  Coer- 
äinate  gehört,  an  der  Projcctionsaxe  dea  neuen  Projeclionssyslems  giebL 

Ist  das  zu  dem  Coordinatcnsyslcm  hinzugez(tir<'in'  ProjVctionssystem  ein  rechl^\iiikliires,  so 
kann  man,  wie  in  der  Nr.  6.  gezeigt  worden  ist,  ansialt  der  Projecliunsveriiiillnisse,  welche  die 
positiven  Ck>ordinutenaxen  an  der  neuen  ProjecÜoiisaxe  feben,  Äcjenigen  nehmen,  wehSbe'db 
positive  Richtuny;  dit  sir  Projeclionsaxe  an  den  drei  Axen  der  in  drm  Coordinatcnsysleme  eni» 
haltenea  rechtwinkligen  ProjecUonssyslenie  liefert,  weil  man  in  jedem  Falle  immer  nur  auf  dte 
Koiinwe  der  Winkel  hbigemhrt  wird,  wdche  dte  drei  poailiven  Coordinatenajcen  init  der  neuen 
Projeclionsaxe  bOden.  So  verwandelt  sich  die  Gleichung  (S.  a.)  in: 
(«.  M  p=xco»XAZ  +  j^cosX'AZ-|-\"cosX"AZ 

fn  welcher  p  die  BmämdHa  Projection  der  LKnge  A  0  auf  die  Axe  A  Z  vorstellt. 

17}  Aus  dem  in  der  vorigen  Nummer  aufgefundenen  Saixe  (6.  b.)  ergcbi-n  sii  Ii  nun  OB- 
mittclbar  mehrere  der  wichtigsten  im  iKÜrbiefn  Projcctionssysteme  statt  findenden  Ri»!  finnciu 
fiezeicboet  oAnilich  r  die  Entfernung  des  Punctes  0  von  der  Coordinalenspilzc  und  dtvidu-t  nun 
die  Gkicfaunf  (B.  b.}  durdi  r,  m  wird  sie : 

-J=^coeXAZ  +  ^cosX'AZ+ i^cosX'AI. 

Beseie^l  0  den  Wbkd,  wddwn  die  von  A  na<^  O  hbetidende  Bicfaldng  nft  der  AZ  bOdel, 

p  '  * 

SD  ist  ^—cosdy  weil  p  die  senioredde  Projection  der  Lüngt-  AO  oder  r  anf  de  Axe  AZ  isl^ 

dso  p  Und  r  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  angehtirrn,  dessen  Hypotlienusc  r  ist,  und  den 

Winkel  9  cinscUiessun;  femer  sind  ^,  ^  ,  -j-  die  SLliii  im  Projtctionszahlpn  der  Richtung  AO 

an  den  Axen  AX,  AX',  AX",  welche  wir  durch  a,  a',  n"  bezektuien  werden;  endUcb  sind 


*)  Et  Im  akcTflln^r  Wer  bdnfllgcn,  da«*  die  SpHst  diaiM  Heua  FrojcctioMiyMeiia  in  den  PMMle  A  11^ 
Kcn  mII,      II  n!ir  parilcin  finiecllwii.|im—  dinelbn  PM^racSaeMaMm  Xefcni,  «1«  aehn  ia  Itr.  & 

ernriu«!!  worden  ilt. 
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an  d(>n  clnü'Iini  Xxt^n  crirht  und  die  «lr  dMMh  Ob,       cj*  IwidBIWI  IMlIaa.  .  Htorimeh  gdft 

die  vorstebende  tileichung  Uber  in:  > 

Nimmt  mnii  in  drx  Axe  AZ  einon  PuncI  0,  an  und  beseichn(>t  man  die  scbicTen  Projertioiui- 
znhicn.  welche  die  Ricbluag  AO,  an  daa  Axcn  AX,  AX\  AX"  giebl,  durch  «i,  al,  aj',  sieht 
dagegen  jetzt  die  Ricfalang  AO  als  die  neue  Axe  AZ  an,  anf  weMw  die  dem  Pnnele-  0,  zu-  • 
gehörige  Coordinaleiirigur  projtdlt  wvd,  and  nennt  c',  c"  die  scnkriTlitcn  ProjeclionfliiUflDi 
welche  die  uls  neue  Axe  niigenomniene  Richtung  an  den  AxB*  A  X,  A  A',  AX"  MaCart^  M  ar^ 
hült  man  vüUig  auf  diu  gleiche  Weise  wie  suvor :  ■ . ; 

cos«=a,c+*:e'+«rc:', 
vaA  aas  HUmm  bddflte  tetzten  Glekhiinirrti  cririclii  sich  noch: 

- 1  ■  ■   ■  .  u  c,  +  «  ti     a"c','  =  a,  c  -f-  «I  c'  +  arc".  Ct#) 

Der  in  den  IHaiehangefl  (9.  a.^  nnd  (9.  b.)  alugesprochene,  sehr  allgemeiiw  Salz  Ibsl  äeh  im 
Worten  so  aussprechen:  DorKofims  des  Winkels,  den  zwei  von  der  Coordinatcn- 
spitze  auslaufende  Richtungen  mit  einander  bilden,  ist  gleich  der  Summe  der 
drei  Producte  aus  den  zu  jeder  Axe  gebörtgen  schiefen  Projectiunszablcn  der 
einen  Riehtnng  in  Ale  seakreellUn  Pr»jeo1loiifstlileit  der  nadera  Riclitiin|t-*>  •  ■  - 
der  gleichen  Axe. 

L4s8t  nna  die  Richtung  AO,  mit  der  AÜ  zusammen  fallen,  so  wird  0  =  0  nnd  cot 6 ss Ii 
aad  lagMch  venmalda äoh die ISNaa ea  «i,  aiT  und  c^,  ia  %,-it^  a(*  aad  0*,  o"« 
«odüidi  jade  der  Gleicluiagvn  (9.  A)  mA  (9.  b.)  in  die  folgeade  «baigalil: 

l=ac+«'c'+a"c".  im 
mtia  sich  «nw  Rehrtion  xwischen  den'  lu  eher  aad  deraeHMR  RicUang'  gehSrigen  «duefen  aal 
senkrechten  PMljertionszahlcn  ausspricht,  von  der  ein  sehr  hüufigor  Gebrauch  gemacht  Werdflll 
wird,  weswegea  wir  die  Gkicbuag  (ii)  lait  deai  üfamen  der  Bicklaagsg ieichnag  bdegoi 
worden. 

Liaal  aMB  di«  RkhUtRir  AOb  neoeniva  ndt  den  Axan  AX,  AX',  AX"  tmmmm  Men, 

so  wird  im  ersten  Falle  der  Winkel  9  Hr-r  ,  rfrn  rlie  Rirhtung  AO  mit  der  Axe  AX  macht,  es 
geht  sonach  von 9  in  c  ilber  nnd  »igleidi  verwandeln  sich  c,  <  in  1,  coaW,  oosW';  im 
andern  Falle  iai  der  Waikel  «  der,  den  dte  RioUang  AO  nrit  der  Axe  AX'  bBdel,  ea  gahl 
sonach  cos  9  in  c'  Uber  und  zugleich  ver»-andeln  sich  die  Grössen  c, ,  c,' ,  ri'  in  cos  W,  l,cos  W"; 
im  dritten  Falle  wird  der  Winkel  0  der,  den  die  Richtnng  AO  mit  der  Axe  AX"  einschUcsst, 
ea  geht  sonach  cos 0  in  c"  über  und  zugleich  verwandeb  sich  die  Grössen  C|,  cj ,  e"  in  cos 
easiir^ii  Oeabalb  niüiBt  din  GMctauv  (9.  «.)  to  dieaen  did  iiHkn  die  drei  folgaadeB  H»* 
stalten  an : 

c=a  +  a'cosWH-a"co#W',  c'=ac»8W  +  a'  +  a"co8W",  cfsaoosVr  +  a'cosW  -j-a  (t9> 

:  1B)  Mn  iiBatt  dea  in  imrif&t  RanaMr  iii%iMlia«n  CDridaaigan.  annnlKfiitig  abgalndM» 
OaalaUe»  gebea,  «ttai  na»  emtgl,  *«a  dar  flMnhaag  (5)  nr  Felge  <  <> 

r  '       r  '        r  r  *     ■  r  '  r 

■  *     »  "xj     „•  Xi'    j      ai    ■  ,    ui      „    u','   ..  .»  .   \  . 

'  «-^^ » •^=r        ^''=7,^''=^          ^ . 

3» 
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ist,  wobei  x,  x,  x"  die  scliieren,  n,  n',  n"  die  senkri-LhU-n  Cu  ordinalen  des  Punctes  0,  x,,  i^i 
xl'  die  schiefen,  ti,,  ii^,  ii','  die  senkrechten  Coordinateii  (it>s  Pmicl««.  0,  vorxustellen  haben,  r 
and  Fl  dagegen  die  Abstände  der  Puncle  0  und  0,  von  der  Coordiimlciusiiitze  bedeuten.  Setxt 
.   .     mni  olvllldi    jenen  CRetchmigcii  m  die  Stelle  der  Ave  etaeo  Fectoren  aasuuichenden  Gröaaen 
t',  Ii"  md  c,  c',  c"  ihre  hier  gcjfebpni'n  Wfrthr,  so  werdon  iWc  (9.  %)  und  (8.  k) 

ir  cos  *  =  C|  *  +  c;  X     c;'x"  =  a,  u  -j-  ai  u'  -j-  ai'u" 
nnd 
r,  ros  = c  X,  -f-  f '  x;  +  ."x;' =«  «, + e'  n;4-  if  er, 

die  (,H}  hingegea  ntmiul  die  fönende  Form  an:  - 
(t4)  r=cx+cY+e"x"=«u  +  a'u'  +  a*'ii*'  f 

und  die  (^12}  gestalten  siili  nun  uni  in: 
ißB»  m»)  u=:x-f-  \'  «  OS  W  +  \"  cos  W,  u'  —  x  cos  W  -f-  v'  +  x"c08W",  u"  =  .v  ■     W  -f  x'ws  W"-f-  v". 

Nimmt  man  neben  dem  Puncle  O  noch  einen  andern  0,  an,  dessen  stihu  k'  und  senkrechte  Co- 
afdfaMlen  x^,  xf,  xr  and  Oi,  n?«  eo  M  Rhr  deien  eoe  den  gkidwn  Grflnden: . 

u.  —  x,-^  x',  cos  >V  -f  X,"  cos  W.  Ii:  —  x,  L  OS  W  +  x;  +  x"  cos  W".  u;'=x.  cos  W  +  xjcos  W'-f^xT, 
and  zieht  man  von  diesen  Gleichungen  die  drui  vodgen  der  Keihe  nach  ab,  so  kommt: 
1«,— 0  ssx.—x+C«;— x>MW  +  Cxr  — 3^)«»eW', 

Cil*  fe.)   {  u:  -  u'  =  (x,  -  x)  cos  W  +  x;  -  x'  +  (xr  -  x")  cos  W", 

/  ul'  —  u"  =  (x,  —  x)  cos  W  +  (x;  —  x'}  cos  W"  +  x';  —  x". 
SbW  nen  m  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  auch  für  die  Obrigen  noch  in  ilnen  voAom- 
Banden  FNyeolionaialilen  Ove  obigen  Werthc,  su  erhalt  man  aus  denen  (iS): 

CM)  rr,cos*>~x«,4-<'u;+*"tfr=«»i+«ri;+n"xr 

und  die  (14)  gehen  in  die  eine  Uber 

(iUO  i'srxu+n'n'  +  x"«*. 

i9)  In  den  Gleichungen  der  vorigen  Nuiiunor  ^leUcIl  r  und  r,  die  Abstünde  der  T'nn  ie 
0  und  O,  von  der  CoonlimileiHtpitze  vorj  es  hilt  indessen  nicht  schwer,  «o  düe  Steüv.  jener 
•okiie  Gleieinnigen  zu  aelsen,  wodareh  der  Abstand  xweier  anaBeriialb  der  CoordinatenspttKe 
liegender  Puncto  von  einander  dargestellt  wird.  Sind  nflmlich  0  und  0,  zwei  solche  Pimete  und 
denkt  man  nirli  die  Axcn  des  fDordtnatcnsyslenis  parallel  tiiul  ;rl<'i< Mf^ufit;  durch  den  einen 
Puncl  0  gelugt,  bezeichnet  durch  x, ,  x', ,  x',  die  schiefen,  durch  u,,  ui ,  u*  die  senkrechten  Co  ordi- 
nalen des  Punctes  0«  an  dleaeninenettCoonllniiensysleme,  sowie  dank  r  dea  Abstand  der  Pnnoln 
0  und  Ot  van  einander,  so  Uefert  die  GleidMinir  (13)  nn  diesem  neuen  CoanGnatensystenw: 

r  cos  * = c  X, + c' xi  H- c"  xi' = a  u, -}- a' u',  +  «"  ui', 
wenn  a,  t',  a"  nnd  c,  e',     die  seUefea  und  senkrediten  PrajeotionnaUen  fatf  end  tauet 
lun^r  all  dem  neuen  Coordinalensysteme  vorslfllt-n  uikI  6  den  Winkel  biilciilot,  den  dicce  Web* 
lung  mit  der  von  0  nach  0,  hinziclmdcn  Iniilct;  lemer  friohl  die  Gleichung  (14): 

,  ■  •  T=c,  x» -i- r;x;  +  c;'.<  =  a,u,  4-"iui  +  «i'ui',  ■  • 

«obai  B, ,  a^ ,  a^'  und  c, ,  cö ,  ( ^'  die  schiefen  und  senkrechton  ProjectfongsaMen  der  von  O  nach 
0,  hinrit  li  nden  Richtung  an  dem  neuen  CoordiaatensyslenM  vanleUett;  ewMoh  liefert  die  Gle^ 
chang  (17)  an  dem  neuen  Systeme: 

i»=:x.n,  +  x;a;4-x"nr, 

iviihrrnH  in  n'Ir'n  diesen  Clficlitin(Trn  r  rlr  n  Abstaiu!  des  Punctes  0|  VOn  'Icr  n 'ni-n  Toordina- 
tenüpilaie,  d.  Ii.  von  dem  Puncte  0  bexdchnet.  £s  ist  aber  der  in  Nr.  4.  gegebenen  Gleichung 
(1}  zur  Folge: 
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wenn  \,  x,  \"  nnd  a«  u',  u"  die  schieren  und  senkrechten  CoonlinHien  des  Piinctcs  0  und  « 
X,,  s'.  x"  und  II,,  «'.  »iI'  ffif  flis  Punclcs  0,  an  den  urs|iran)flidien  Axrn  vdrsti'Ili'ii :  seilt 
uian  ünlier  für  x,,  x',,  xä  und  u,,  u,,  uä  die  liier  gegebenen  Werlhe  in  die  drei  vurstehenden 
GlcidiiiiigaB,  so  wicd  die  ecsle  deneOieat 

reo»  =  c  (x,  —  x)  +  r' (x;  ^  x')  +  c "  C-x;' —  x")  / 

=  u  (u.  -  B)  -I-  a'  (u;  -  «'}  +  a"  C»i'  -  u"J.^ : <»»> 
die  Kweite  verMitiideU  tucti  in:  ' 

md  die  dritte  (fehl  über  in: 

r'  —  Tt,  ~  0'.  -  " )  ( V  -  ^' )  ( -  »')  +  «'  -  ^'1  (  u"  —  u")  iM) 
und  man  liaim  alle  in  diesen  (ileirhungen  auflretcnden  Projectionszalden,  welche  sich  von  vom 
hewin  auf  die  neuen  Axen  bcxog«ii,  dwn  so  gut  avcii  auf  die  all«n  Axva  beddien,  weil  nadi 
dem  in  Xr.  5.  (Jesns^tcn  die  Projeclionjiznhlcn  einer  Rithliirw  nn  parülli  len  und  gleichliinfiiren 
Projeeliuussyülemen  slels  die  gleichen  bleiben;  dann  aber  dracken  die  Ulcicliungen  ^IbJ,  (,19} 
und  (20)  den  Abstand  r  der  lieiden  Puiwte  O  and  0|  von  einander  durcb  lauter  Grossen  aas, 
die  dem  ursprünglichen  Coordinnlcnsystemc  angehören,  so  da^s  das  neue  CoordinaU'nsyslem  in 
äinen  gar  nicht  mehr  zur  Sprache  kunmil,  drssrti  EInnifiniiii;  :ilsn  nur  Mittel  ztini  Zwecke  war. 

Wir  uMcbeu  hier  uoch  ausdrtlcUicli  darauf  aufmerksam,  dass  alle  Abstände  iii  den  Glei- 
cliangen  der  vorigen  beiden  Nvnummt,  die  dareb  r  oder  r,  beielebnet  worden  sii^  firaner  äb-  ^ 

KOlute  Langen  vurzustellen  haben  und  daher  stets  nur  positive  Zahlen  in  sich  aufuehmcu  dtlrfca, 
wenn  die  Coordiuaten  und  Projectionszahleu  durch  ihre  Vorzeichen  die  Lage  der  Puncie  und 
die  Seiten  der  Richtunguu  viillig  bcjitiaunt  anzeigen  sollen,  wie  aus  dcu  Betrachtungen  der  Nr.  3. 
und  Xr.  5.  unmittelbar  bervorgflrt.  .  AuSHideai  liat  man  noch  zu  bcnobtea,  d|||%>in . ijtai  Hs> 
hcritrcn  Hleii  huniren  die  Richtungen,  welche  von  der  CoDrtlinalt'iispiUp  niisffchfnd  vomiiSfrsetÄt 
worden  sind,  auch  von  jedem  andern  Poncle  ausgehend  gedacht  werden  können,  weil  parallele 
und  fkMMlafge  Riebinmen  an  denseUwn  Axea  jnuHer  dte  gldohcn  Fnileelioasaikle«  febea; 

nur  miiss  niiiii  hei  so  iillireirieiii  ;iurirerasslen  Riehluiiir'  n  miler  dem  Winkel,  iteii  zwei  v(»n  ihnen 
mit  einander  bHden,  weim  diese  nicht  von  einem  und  dcinselbea  Poacto  anslaurcn,  den  ver- 
steben,  wcMien  swol  wA  ibnen  parriMe  nd  gMcMilufige,  die  von  ehwa  rad  dasMalbeu  Poncto 
ausfdten,  mit  einander  sHichen. 

20)  nie  Cleii  tiiingen  (9.  a.)  und  (9.  b.)  eritliiilten  einen  bcsoiidern  Kall  in  sich,  der  nWier 
iMitrachtet  zu  werden  verdient.  Lüsst  man  näplicb  die  Richtungen  AO  und  A  O,,  weiclie  die 
Sdienldel  des  In  diesen  Gleicliangen  voifcornnMuden  Wüdiels  t  bilden,  auf  cNHWder  sonlavcht  ' 
sidieii,  so  wird  easif=0,  und  jene  Gletcbuiigea  gdten  Ober  bi: 

0  =  a  d  +  «'  c!  +  a"  c"  =  c  n,  -f-  ( '  a;  -\-  c"  a"  (fi) 
nnd  sprechen  so  die  Bedingungen  aus,  irelclie  die  Pr^ijectiomnablen  sweier  Richtungen  erfttUeo 
roiissen,  wenn  beide  senkrecht  aof  einander  stehen  soUea  Setzt  anm  m  (Beser  Gleldinnr  an» 
statt  der  ProjectioasaaUen,  welche  der  einen  oder  der  andern  von  den  beiden  oben  erwähnten 
Richtungen  angehören,  ine  m  Anlhng  der  Hr.  i&  geydMHien  WarÜM,  so  erhilt  omo  die  nach>- 
stehenden  Formen: 
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/  •  Ä  •  B,  -H   u;  -f  aT  0,"  ar  c  X,  +  e'  Jc'  +  c"  xT  «hc 

f  0  —  X  U,4- U,' -J-  V  "  Ui' —  U  .V, -j- "  .^i  4"  U  '  •''1  • 

An  diese  EigcnscIiafJ  zwi^icr  sciikmlil  auf  oiiinntler  slrlionilor  Richtinigrn  liisst  suli  »»ine 
andere  knüpfen,  die  häufig  zur  Vereinfachung  der  Au-sdriirke  beuülzl  werden  k«tui.  Sind  iiuin- 
,  Uch  a,  and  tu,  aj,  a"  die  srhiensn,  c,       c"  und  c^,  c?,  cS"die  Senkrechten  Projeo- 

lionszahlen  zweier  in  dem  Pnncle  V  skh  schneidender  Richtunf^en  A'  O  tinil  A'  0,  an  den  fo- 
«niin«lenaxen  AX,  AX',  AX"  und  stelle  A'P  eine  driUe  von  dem  gleichen  Fnncle  A'  auslau- 
fende  Riehlnng  vor,  waldw  auf  |ed«r  der  beiden  vorigen  aaidtreclit  aldit,  «od  deren  cdiiefe 
'  '  '  und  senkrechte.  Prnjectionsy.iitili  ii  uix  den  ifleiobeii  Axen  wir  durch  p,  p',  p"  nnd  p\  Tf/"  vor- 
stellen woUeo,  80  ixt  nacli  Anleitun^f  der  tilcicfaungen  (21)  sowohl 

osspc  +  p' c' + 1»"  c"  oder  •  =  p a  +  p' a' -f- V"  «" 
all  anch 

o  —  p  c,     j)'  i  *  -f-  [)"  ( ''  ()(?iT  "  —  \>  a,  -f-  V'  i'i  +  V  "  «'I  • 
Eiiuiinirt  innn  aus  den  vonii-rn  dieser  Gleichungen  successive  p"  und  p'  oder  aus  den  hintern 
1»"  und  p\  so  eiMIt  man  im  ersbm  Falle: 

o=p(rr;'    c'cO  +  pCc'eT^c^cOnwl  0 = p (c cj «' c.) + p" («T «I - c' cT). 
im  andern  Falle  hingegen 

0=p(aar-i"a.)+p'(a'ar-a''O  «iid  o= 
und  diese  (aloichnngen  lassen  sieh  auch  in  der  Form  von  Proportionen  so  seluviben: 
I  p :  p' :  p"  =  (c'  c,"  —  c"  cl) :  (c"  C|  —  c  cI') :  (r  c;  —  c'  c,)  und 
j  p :  p' :  p"  =  (a'  ai'  —  a"  al) :  (a"  a,  —  a  »l') :  (a  a,'  —  a'  a.) ; 
man  kann  also  aus  den  senkrechten  Pnijcctionszahlen  zweier  Biehtunffen  GriUsen  ableiten,  welche 
den  schiefen  ProjectinnsrnlilcTi  ifcr  smf  ji-npii  bi'idfn  senkrechten  Richtung  pmportinnal  sitnl,  und 
eben  so  kann  man  aus  den  schiefen  Projection$znhlen  jener  beiden  Richtungen  (intssen  herholen, 
wdcho  lini  'Miila^en  ProjcctfonaxaUen  der  mf  dleMR  beiden  senhiediteN  RidilniK  prqlop- 
lionat  sind.  ' 

21)  Die  RiehlungsgU-it  liiiii!;  (11)  setzt  in  den  Stand,  die  schiefen  und  senkrechten  Projofl« 
tions7nhlen  eiwr  helirbiucn  Hirhtiiiiu  /ii  fiiidi'ii,  so  wie  nmn  Grössen  kennt,  dir-  ihnrn  propor- 
lionol  sind.  Das  dabi'i  cinzuliHitende  Verlahnrn  hcstdil  in  Folgendent.  Stellen  a,  h',  a"  und  ij, 
■cT,  o"  die  Ml  AMlradeu  sehiermi  vmi  oenkrediuni  ProjeclioiMzaUen  vor  «nd  wriss  inmi,  dass 

n  :  ii' :  ii"      in  :  m' :  in"  und  c  :  c' ;  c"  — :  n  :  tv'  :  n" 
isl,  wobei  m,  ra',  m"  und  n,  n\  n"  bekannte  und  gegebene  Grüü^'u  >urstclleu,  so  kann  man 
Selxen  , 

(94)  n~m//.  a'  —  m'«,  i»"  =  ni"/i  mit!  r~ni>,   c'=:n'>',  i'"~~ti")'; 

und  e«  bleilien  mm  nur  noch  diu  beiden  Grössen^  und  v  zu  bestimmen  übrig;  setzt  man  aber 
die  Uer  fUr  «,     a"  und  c,  e'»  c"  gcgdicncn  Worihe  In  d(e  RrdilnDga^leidiuug  C'O'  ^ 

_      •  t 

'"'~mn+Bi'n'-|-ni''o"'  '  >.    -  't 

man  hierauf  die  gleichen  Wcrthc  in  die  Gleichun|;cn  (13)        aO  «rfaäil  man  : 
V_  m-f  m'cosW-HB  'coaW  _  m  cos  W  +  m" + m"  coa  W"  _  »«os  W'-h  wi  cosW"4-stf' 
ff   ■  n  n'  =  > 
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wai  tmt  dhsMi  flkiobuncM  'im  VfrW»dimg  mit'  ier  Vori^on  Iumh  «feli  Hie  GritaBHi ,«  und  y 

fiori^i.  t'ü  «  r^Mehl  sieb  nümlirh: 

^  n  -j-  m'  cos  W  -j-  m"  cos  W  ni  coa  W  +  m'  +  m '  cos  W"  _  m  cos  W  -f-  lo'  cos  W"  -f-  m" 

-  ~  Ii  (m  II  +  m'  n'  +  in"  n" ) "  ^  tff  (m  n  +  m'  n'  +  in"  n")        ij"  f in  n  +  in'  n'  -h  m\"  n") 
wd 

,  n     4*  1"'  "n>  W  +  m"  cos  W'j  '      n'  (^ai  coa  W  -j- '»'  -F  '^"        '  j  '  \        -  ^ 

■iii+m'n'+in"n''         ~         mn+m'n'-f  m"!!"  '  ' 

in  n -J- Iii' n  +  lo"  o" 

Man  erricht  hieraus,  diiss  rieii  joder  der  beiden  Wertlie  ;<  und  v  in  drei  renciriedenen  PoimeB 

darslcllon  liiüst.  iiml  <ia>>s  man  sie  dnreii  Auszii  lniuif  fiucr  OiM'lnitwurzel  erliiiUy.  der  man  eben 
so  wohl  «las  ZeiclH'ii  -j-  wie  dub  —  vorselzoii  kann.  Daiiei  gehen  dio  zwisrheii  (24)  und 
(25.  ».)  stehenden  Glcichung^cn  zu  erlvennen,  da&s  das  Product  oder  der  Quotient  der  bcidca 
zn  einander  grehoritfcn  GröMcn  ft  und  y  ein  dardi  die  Zililon  m,  m',  m"  und  ii,  n',  n"  gege- 
benes Resttitn!  liffeni  inüssrn.  wiiiliirrh  ela<?  Hrr  einen  vrm  den  GrÖs.sen  tt  unti  r  rn  gebende 
Vorzeichen  von  dem  der  andern  (iposse  gegelienen  N  orzeicbco  abbüiigig  gemacht  wird.  Die 
etwas  unbequeuM»  Ansdiüdic  (2$,  a.)  werde»,  sehr  einfach,  wem  mmi  nielil  Hos  weisi)»  dm 

«i«';a"^jai:in':m'' 
and  '    '  / 

C.:c':c''=:n:n':n''  y 
jedes  Dir  sidi  iat,  soidoiii  auch,  das« 

H  :  1)' :  a" :  c ;  c' :  c"  =  Iii :  tt)' :  in" :  n :  n' :  n" 
ist,  d.  h.  wenn  die  Zaiiien  m,  m ,  tu"  und  n,  n',  u"  diu  EigcnscbaA  besitzen,  dass  nicht  bliis  die 
entern  das  Terbültniss  der  scMefen  und  die  lelzlem  das  VeriiiUlnisB  der  senkrefditen  Projee- 
tiotiS7.aliI«Mi  unter  einaTi !  r  f  rieben,  sondern  auch  diirrh  iii:n,  m':n',  in":n"  ein  und  dasselbe 
Yerhältniss  der  zu  einerlei  A.xe  gelwrigen  scliiercn  und  senkreditea  Projectioasauililea  «egezeigt 
wM.  In  dCesc«  Pale  wird  mmfieh  fi=v  und  diess  il^t  nadi  sicli  ' 

n  =  in  -f-  ni'  co.i  X  +  m"  cos  X*, 
n'  =  m  cos  X  -f-  m'  +  m"  cos  X", 
b" = «  OOS  X'  +  m'  cos  X"  +  m" 

und  }  «...f.......  »») 

1 

^=,_  _ 

(m  n  -|-  rii'  n'  -j-  m"  n")  , 
22}  Stellen  wieder  0  und  0,  ztvei  in  der  Hniremuiig  r  liegende  PuncUs  einer  Geraden 
vor,  und  sind  ic,  3^,  jiT*  und    ,  Ji^ ,      die  scUefcn«  n,  u%  a"  und  n, ,  nl ,  «r  die  aeiduedilen 
Coordinalcn  dirsiT  Piinrli-  O  timt  0,  an  den  f  onnÜmitetnivrn  AX,  A  X',  W";  stellen  fenier 
O  und  C|  twti  in  der  Jüilfernung  c  liegctide  Puncle  einer  andern  ti^edeo  vor,  and  sind  r,  x', 

und  Xi,    ,  Xl'  die  schteTen,  und  ii,  u«  u"  und  n, ,  u; ,     die  senbeditan  i 
PUMlS  D  und  C  an  den  gleichen  Axen :  so  drUclien 

Jt.~x    x.'-if    Jtl'-x"       a.~-u  u;'~u" 


r    '      r     .  ■  ■     r    *     r    ^  u  r 


din  sifeicta  wid  senferedilen  ProjeciionssaUen  der  Biehlung  0  0, ,  di^egen 

— «   u;— tt'   u;'— u" 


und 
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die  der  Kehliinf  0£>  M  den  Ajmh  AX,  AX*.  AX"  mm.  Sind  mm  di«  Mdea  RicUnlM 

0  O,  unil  D  Ol  cianntlrr  parallel,  so  haben  ihre  auf  einerlei  Axe  bezogenen  schiefen  oder  scnk- 
rei-htcn  Projeclionszahlen ,  di^n  Betmcbtaufm  der  Jir.  5.  geinüss,  einerlei  absolute  Werlbe  und 
qitweder  daisselbc  oder  CBlgegenK(*üclzlf>  Vonseichen,  j«  aaehdem  die  beidm  parallden  Ridi- 
tiiBf en  ifleicUäalff  odor  gegenliuli^  sind ;  in»n  hat  iMwr 

r.-r_».-x   r.^t'_Ji-x'  r,-t"_jc-xr 

t         r     '     r  .        r     '     t  r 

II.—«  u,— M  ' M*_ii;— a'  »r— tt",.  »" 

T  r*t  r'r  r 

wenn  die  pnnlelen  RicMangOB  00,  and  OD,  gidcbllnfinr  sin<l,  hins^egen 

t  r'     i  r't  r 

und 

n,  —  u  _   II, — H    u;  -  u'       itf — tf*    "i  — Iii'         — u" 

T  r'r  r      '       r~  r 

wenn  die  beiden  parallelen  Hiclilungen  (J  0,  und  0  D,  gegenläuTig  sind.  In  beiden  Pilllon  aber  ist 

und 

— II  J     — tt'  :  Ii;  — u"  =  u,  — u  :  u;  — u'  :  0^  — 
daher  wird  dnrdi  diese  letitem  Gleichunf^en  (2r>)  eine  Eiirensclinft  der  pnniDeien  Rirhiungen 
ausgesprochen,  gleichviel,  ob  diese  gleichläufig  oder  gegenläufig  sind.   Weiler  unten  wird  es 

sirli  zi'igen,  dass  auch  umgekehrt  die  in  den  Gleichungen  (2R")  misirfspror?uMr  I'iir.  iisrliiifl  der 
vier  Puiicte  0,  0,  und  C,  Dt  das  Parallclsein  der  beiden  Richtungen  OO,  und  C  O,  nach  sich 
nicbt 

In  den  tesondem  Felle,  wo  die'  Iwiden  Prnicle  0  und  O  in  die  SpMie  A  de*  Coordinalcii» 

Systems  liini'Ii)  fülli'n  nixl  (Icswci/cn  din  bfidcn  |i<jnille!en  Bichtuii<;i'ri  0  0,  und  CC,  tincr  und 
derselben  durch  die  Cvordinatcnsipilxc .gelegten  Geraden  angehören,  wird  x=x'=zx"  =  o  uud 
n=«'=il"so  nnd  eben  m  f=r'=r"=!0  tind  n=tf'=it''=o,  daher  nehmen  hi  dfasen 
•     'tkeeondem  Falle  die  Gleichungen  (26)  die  nachstehende  Furn  en: 

r,  :  r;  :  r;'  =  x,  :  x,  :  x','  und  u,  :      :  u;'  =  h,  :  \i,  :  n", 
und  geben  zu  erkennen,  dass  die  den  drei  Cuurdinaicimcn  ent$|>i'echeuden  .scliieien  scnvulü,  als 
aenkredilen  Coordmaten  zweier  Punete,  die  in  cbier  dnrrh  die  Coonfinalenspite«;  gelegnen.  Ge- 
raden liegen,  unter  einander  einerlei  VerhiiUin.ss  eitihallcii.  diese  bi'ideii  Ptirn  te  iiWigiHI  aoT  der^ 
seihen  Seile  oder  auf  enf!Ti>jr(>n!Tr«j('tirli>n  Seihm  von  di  r  ( DiirdirialeiispiUe  liegen. 

.  Da  in  diesem  besondem  Falle  die  Punctv  ü  und  D  in  der.  Oiordinatonspitxc  nntei^egangen 
flM,  «ad  daher  nur  noch  die  den  Puncten  0^  und  D,  eni.<cpreebenden  Coordhutten  in  die  vor- 
stellenden  Gleichungen  eingehen,  so  kann  man  dfeaa  beiden  letxlgenannten  Piincte.  weil  sie  die^ 
einzigen  in  das  Resiiilnt  der  Betrachtungen  «iifgenommenen  sind,  einfaclicr  dtirch  0  und  0,  vor- 
stellen und  ilu-e  Coordinalen  eben  so  bezcicluieu,  wie  es  vorher  boi  den  su  liui^estelllen  Puncten 
der  Fall  war;  dann  nehneit'die  vonlebendcn  CleiclNngm  die  loiirende,  den  Jeia|g«R-1/»MMiden> 
angemessenere  Gesiuli  nn: 
(Hf )  :  xi  :  x','  =  \  :  k'  :  a"  und  u.  :  U|'  :  uj'  =  u  ^  u'  :  u".  •' 


Digrtized  by  Google 


i.  i.  Rr.  SS.  '  ^OiMHKaateiiqnNidb. '  M 

23}  So  wie  uns  die  in  Nh  15i  vorgeuonimenc  parallele  Verlegung  der  Axcn  von  Nutzen 
war,  fo  wird  in  m^nf  PHIIeli  'die  BUUtoiihj^'  tMed  mabeit  (SotfrMnleiisfsteins  inii  abgeüsder-  i  .1) 

ten  Axcnricblungcn  den  Bclrachtungeh  sehr  n;r(!(  rlii  Ii ,  dniin  aÜcr  isl  die  Konnliiiss  der  all^'c- 
ineineii  Beziehoi^en,  die  zwischen  den  allen  und  den  neuen  Axenrichtungen  stalt  finden,  unenU 
bMiriictil  TNese  Besiehungen  inhdien  den  Ch^isriitanil      föl^den  Nmnmem  an«.  '  ' 

Denkt  inm'ridl  durch  die  C^ordinatenüpÜze  A  ausser  den  drei  Axenricliinngcn  A  X,  A  .V, 
AX"  noch  drei  neue  AY,  AY',  AY"  In  vcillig  nnheslimmtcr  Weise  i^ilcgl  und  bczcirhnfl  man 
durch  A,  A',  A"    die  schiefen  ProjecUonsvcrhültnissu,  welclic  tiie  neue  Axeimchtung  A  Y  an 

den  alten  Axea  AX,  AX,  A'JP*, 
Horch  Att  AI,  A"  ili<  srhiifen  Projeclionsverhifitnisse,  welche  die  Baw  AxeoriciriiiiDf  AT*'J|r 
-•-  •  den  alten  Axcn  AX,  AX',  AX", 

inreh  A« ,  A^ ,  A?  dl«  MüMtm  rr»||ec(foiisirMtiilbriiae,  wddie  die  nene  Axswklitttii^  AT*  aa 
den  alten  Axen  AX,  AT;  AX" 

liefert,  femer  .  ■ 

dvrcli  C,  C,  C    die  aeidcrcditen  Projeefionaveriiiiltnine,  wdehe  die  neu  Axenrichtung  A  T 

an  den  alten  Axcn  AX,  AX',  AX", 
durch  C,,  Cl,  €!'   die  .s*'ii)<r(-<iiti>n  Projeciionsverhiiltnisse,  weiche  die  neue  Axenriehtiing  Ar 

an  «ieii  allen  Axcij  AX,  A  X',  AX  ",  ^  . 

dnn!]i'Ci,'C(,"ds   die  aenkredhten  Projediönsverhältnissc,  welche  die  neue  Axcnrichluig'Al' 

an  dni  ntton  Axcn  AX.  AX',  Ax"  ' 
giebt,  so  finden  zwischen  diesen  l'rojei-liürtszaltle^  sogle|ich,  d,cn  friüiern  flir  jede  Bichtang  gül- 
l^en  Gleidningen  gemlss,  die  folgenden  Rdationett  alalt;    *  '  ,      '     '  '  , 

Erstlich  liefern  die  Gleichungen  02),  wem  man  sie  nach  tiiid  padi  auf  die' drei  Riclllan- 
fen  AY,  AY',  AY'  in  Anwendung  bringt,  folgende  Relationen:  '  ''        "  ... 

C  =A  +  A'cosW4-A"cosW, 

■  '  • '    •■  C  =  A  CO»  W  -f  A'  +  A"  cos  W", 

C" = A  cos  W'  +  A'  eos  W"4  A", , 

C  =A,  +  A;ce8  W +a:'cos  W',1 
.    •  .|..,,'  =AtCe»W  4- A;  + Ar  cos  W",\ t^y 

er = A,  «ei  W + ^' eos  W"^  A;',  I 

..  U     .    -Cksf  A,+A;oosW  •f'A^eoair,-! 

■  ."^  .      c;  =A,co« w 4-A;4-A;'caäWVV  ■ -  ' 

c;' = A,  c«s  w  -4-  a;  cos  w" + a;'. 

Sodann  liefert  •  die  Gleidiung.  (4 1 ),  wenn  man  sie  neeb  nnd  nach  auf  dieselben  drei  Riehldngcn 
ii  AnwanAaf  Magill'' die  JUgcnden:  ■' 

-■■■rvif:      '  1=A  CH-A'C'  +  A"C",  1  .        ■  .       ;  ..  li* 

i  '■■  ■    '  .  ^      .  i=A,<i+A;c;H-A;'ci', V, i^.'i /....iivVi'.v 

•■I  4:s=A.cv^A;os4'A7«r.-y  ■    1  .i-  ■'     •■  '  •  '  •  ■■ 

Fndlirli  orli;dt  mSA'nodl  aoa  den  (Jldihn?ur";i  f^^  n.  und  Ii"),  wenn  in«n  sin  nach  und"  nach 
auf  die  drei  Winkd  YAVy  YAV",  Y*A¥''  in  Anwendung  tningt,  welthe  dio  neuen- Axoiuich-^ 
ioagea  A  Y,  A  Y',  A  r"mü  dbtaildferinadietti*'«tid'  di^  #ir;/dA  diew  drei  AxeiiwhdM  vm^eiM 
dw  VMgW^  COO'dlu^nsysteitit  versotiieden  äem  kSnneo,  den  in  Nr.  i4.  eingOfUhrteh  BMaMIl- 
nungcn  andog,  duKh  W.,  W;,  W^'  voMMiM  weiiim,i4y6  di«i  «iohflle&eaded::^  /  .*  1  ' 
L  4 
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I  eww,  53AC+A'c:+A'*c;'=A.  c+a:c+a;'C", 

IM)   I  CO«  w;  =A  c,  4-  A'  c;  +  A"  c;'  =  a,  c  +  a;  c  +  a;-  c", 

( c«iwr=A,c+A;ci +ai'c;'=a.c4-a;c;+a;'c:'. 

Die  Gleichungen  (28),  (29)  und  (:)ü)  stellen  zwischen  den  18  Projcctionsuhlen  A,  A', 
A",  A,,  A|,  A;',  Aj  ,  a;  ,  A^' und  C,  C,  C  ",  ('  ,  <" .  i",',  C, ,  Ci,  Ci' und  den  drei  Axenwinkela 
W,,  Wj,  W,"  funfschii  Kdaliuiieii  huT,  und  geben  uadurcli  zu  erkennen,  dass  sechs  von  jenen  Grös» 
«m  wQlktthiUch  newMUl  vtttie»  können.  Die  Gleidnufen  (26)  iumI  (29)  insbesonden  wdiget, 
dass  zvvi>;('(i  n  den  schiefen  und  senkrechten  Projeclionszahlcn  Hner  jeden  eimcelaen  neaCB 
Axenriclitung  4  Gleichungen  vorhanden  sind«  so  dass  von  je  6  solchen  Grössen  ntf  swei 
aMiliniri^  bleiben  and  ds  soleb«  unter  dl«  ivillkainffich  zo  wiUeadea  BertbuNungssneke  nnfge- 
noninum  werden  küniu-n.  Mnn  kann  d»]i(<r  im  Alltfcniciiu'n  G  von  jenen  21  BcstiinmungsstUckeQ 
nach  BeÜeben  wihiea,  daninter  aber  nur  syrei  von  den  6  auf  eiuc  and  dtoselbe  Richtong  Sick 
kflBeh«nden  Projeclionsndden  «ufliekmen. 

24)  Dieselben  Beziehungen,  weictie  von  dem  beliebigen  alten  zu  dem  beliebigen  neuen 
Goordkirieniyitenie  ftaM  flndeo,  imlen,  wie  ^n  adbrt  kl  die  Augen  springt,  anck  lOckwIrl* 
neuen  zu  den  alten  stall ;  bezeichnet  man  daher 

4kurck  Bf  B*,  B"  die  schieren  Pi  ojec tionsverfauitnisse^  weicke  die  alle  Axenrichkov  AX  da 

neuen  Axcn  AY,  AY',  A^  'i 
dnrtk  B,,  B|,  BT  die  fcUefen  FnijeclkinBv<ikilltniin^  wnkke  die  «he  Annrldming  AX*  n  den 

neuen  Axen  AY",  AY',  AY", 
durch  B, ,  B;  ,  J^'  die  schiefen  FroJeclionsvcrt»llnisse,  welche  die  alte  Axenrichtung  AX"  an  den 

neuen  Axea  AY,  AY,  AT" 

liefert,  ferner 

dnreh  D,  D",  D"  die  senkrechten  Prajedionsverhälinin^  «deke  die  alle  AxcnricMnng  AX  a 

den  neuen  Axen  AY,  AY',  AY", 
dnick  D,,  D;,  ItTiBe  aenkreditai  Prejedtentveikllkilafe,  wekke  die  alle  Axenrichtung  A T  an 

den  neuen  A.ven  AY,  A  Y',  AY", 
-  durch  D«,  D«,      die  senkrechten  Projeclionsvcrhillttisse,  welche  die  alte  Axenikblung  AX"  an 
den  nenen  Ami  AY,  AY',  AT* 

giebl,  M  indm  xwückcQ  dkeen  FrojMlkManahtett  nnd  Wkdidn  ganai  dleeelbcn  Reialkmn  fbilt, 

welche  in  rlfn  Gleichungen  (28),  (211)  tinrf  ('M^')  jwi<5then  den  vorigen  aufgestellt  worden  aiw^ 
und  man  kann  die  hierher  gehöc^en  aus  den  dortigen  einfach  dadurch  ableiten,  dass  man  B, 
B,  W,  ind  W  anaialt  A,  C,  W  nnd  W,  nril  dameben  Aceentoi  nd  fadeaun  verwhen  wML 
Ans  diesem  Hrqndc  wird  auch  die  spezielle  Angabe  dieser  Gleiohnngen  T0llig  UlierflUssig,  mnl 
wir  begnügen  uns  mit  der  Bemerkung,  dass  die  in  ihnen  vorkommenden  senkrechten  Projec- 
,  ttonaxahlen,  w^che  nach  den  in  Nr.  6.  gediehenen  Auseinandersetzungen  nichts  anders  sind, 
als  die  Kosinuse  der  Winkel,  welche  die  Richtungen,  wozu  die  Projectionszahlen  gehören,  ndl 
den  Axen  inachen,  an  denen  sie  gebildet  worden  sind,  von  den  in  den  vorigen  Glciehunfifen 
vorkoBuoendm  seokrechlea  Projectionsiahlen  in  sehr  einfacher  Weise  «bhingen,  weil  die  Win« 
kd,  wfkske  dfo  Bickku^en  AX,  AX*,  AX"  nrit  den  Ann  AY,  Ar,  Ar  nadMi,  imm  mm 
VOR  ihrer  ReihenfoTt^c  absieht,  denen  i^-lpirh  sin  l  welche  dh  BidlBlfM  AY,  AV,  Al^  vll 
den  Axcn  AX,  AX',  AX"  hildea.  Man.  hndet  so,  dasa 
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c  =D  ,    C  =D'  ,    Ci=V"  \  1   .  -  . 

c'=D, ,   c;=nr,    c;=d;' [   ^ 

c"=D.,   c:  =d;,   c;'=i^'  | 

iitf  nnd  wird  dadurch  in  den  Stond  gMelst,  Mt  dm  vMrflMgfen  Gleielaiigett  dieMr  und  der 

Torigen  Nuinnier  sf»gleich  neun  der  in  iiincn  AiirkoininiTKlcn  Hrdsscn  TortzusGluiiren.  •  "  * 


2i)  Unter  den  uasibUg  vielen,  «n  ein  gegebenes  Coordidateosyslem  mi^liciier  Weise  za 
Mpfuriei  MriM  f fMiMiB  toll  fenelUKlnfllteber  fl^few  Mt'etaw  vm  lo  augttelelBel^r  Bo- 

fdnfMwtl)  dass  wir  uns  vermlasst  Gnden,  es  besonders  mit  all  der  Ausführlichkeit,  die  es 

Verdient,  vor  Anj»-«*n  zu  lepen.  Ponkcn  wir  uns  tiHtiilkh  duri^h  dk'  Spilzp  A  des  ursprOnirllcht'ri, 
aus  den  drei  Axi-n  AX,  AX',  AX"  geiiildcleii  Cuoi«liiiuleiu>j'Steu)ä  drei  neue  Axe«  A£,  Ai', 
AS*  ao  gelegt,  dese  db  AS  eeakrachl  steht  auf  de«;  Ebene  XAIC  umä  ,mit  AX  auf  denel- 
brn  Seife  (üeser  Ebene  liegt,  ferner  dass  die  A3f  senkrecht  steht  auf  der  Ebene  XAX"  und 
mit  AX'  auf  derselben ^ite  dieser  Ebene  liegt,  «iidtwii  dass  die  AS"  jMnkrecbt  steht  auf  d&t  , 
ItbeM  XAX*  md  mit  A  «uf  defMlbeN  Seile'dleier  Ebene  Kegl,  und  keteidiaeR  wir 
dnrdi  %  IT*  V  die  schiefen  Projection«wäiUlliiiMe.a  w^obe  91«  JUd^K  AS  n  den  Axen 

dtt«!  %,'fl', ,  9;'  die  sdhiefen  PrtJeethnBveriililtAiMe,  weicfib  die  RicMong  A JT  im  deri  Axen 

AX,  AX',  AX", 

durcb  Sl«,  SU,  $(>'  die  schiefen  Projectiqipnalilliniiaa^ 'Welii^  die, flki^^  AS"  an  den  Axen 

AX,  AX',  A X"  ,      '  . 

liefert,  femer  ' 

dnrcli  tt,  C,  ft"    die  senkrechten  Projeclionsverhältnisae,  wekfae  die  ^^lltang  AS  an  den 

Axen  AX,  AX',  AX',    (..«',,,  \ 
Aveh  IE1, 4R,  CT  die  «enkreetlten  ProjeetioniveriillbdsBe,  w«lc1^  Äe  ittdrinng  AS*  an  den 

Axen  AX,  A  X',  W, 

durch  (S, ,  ^ ,  (£;'  die  senkrechten  rrujccUonsvertiüliuii>«e,  weidif;  die  Richtung  A  BT'  an  den 
Axen  AX,  AX,  AX" 

giebt,  und  ausserdem  noch  den  in  Nr.  14.  eingerührten  Bezeadhnmgai  tfeMiof  

durch  ^   den  Winkel,  welchen  die  Axe  AX  mit  der  AJT,  , 
durch  W  den  Winkel,  vralohen  die  Axe  A£  mit  der  ASt', 
dnrch  W  den  Winkel,  welchen  die  .\xB  AS'  mit  der  AS" 

bildet,  so  hat  man  bei  diesem  besondem  neuen  Systeme,  in  wekhem  die  Richtung  A  S  mit  denen 
AX'  und  AX",  die  A£  bmI  d«pea  AX  und  AX",  endlich  die  Ak"  mit  denen  AX  und  AX' 
lecUe  Vinkel  macht: 

Dadurch  geben  die  Glei^ungen  {2b)  fiir  dieees  besondere  System  Uber  in: 
.  ,  .€=^11  +'«'eoi  W  +'ircM  'W',  \  '> 

0  =8!  cosW  +9t'  -f  91" cos  W",  J 
•        •  "    '0  =«  cosW'-f-8i' cos  W"  +  8l",  /  " 

o  =a<l,4-«; cmW -hUr'coeW,!  ,  '  3;  -  1  «: 

e;  =si.cosw  +91:  +a:'ros  w,)   mm 

0  =21.  cos  W' .+  8t;  CO»  W  "  +  Si,',  I  . 

o  CO» w+areofW',!  ' 

o  =a,co8W +a;-f9i;' cos  w",  I  . 

6;'  =  Si,cosW'  +  8i;cosW  -i-Si,'. '  -> 

4« 
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Die  (jlcit'liuiigea  (29}  gehen  tüer  Uber  in 


Bndlich  venmidtiln  «ich  dio  dleioliungen  (.30)  hier  in: 

IcosaB  =«.s  =81'  e;. 
war.»«;  6; =81."«;'. 

26)  Die  in  vorii,n'r  XiimititT  i-nthaltcni'H  Glciihmigen  gi'ben  so  einfache  RolfOioncn  zwischen 
deo  in  ihne«  voriioniuiiaidcu  (^rvssen  an  die  iluiui,  dass  es  nicht  schwer  häll,  die  einen  «faircb  di« 
«ubm  unnMiBNir  dmualeDflai  wie  gflpaigt.wenkn  mB.  Ans  dan  GWokiingai  (^}  «mI 
(a»)  «Ailt  mn  oVrne  Mühe: 

gl     i  i2*S8      «M, c»8 SB!  .   •  / 


i 

Wt  —     g      .     «I  —  f 

„      cos3B'  cn.s^iB" 


0? 


Setzt  man  diese  Rtr  »,       91",  K\  ü'.'  g«ßi(ldenepi  Ausdrucke  ^.d^  fß\4^ 

chungen  so  verwandeln  sich  diese  in:  ,.  . 

'«  =  I  +  i;cosWeMlB+      CM  W  cos  W, 


o  ss:^cmW+^cmSB+ ~  CO«  W"«M  äs*, 


L  «M.W' 


oof  flr. 


O;  s  ^  oosW  cos  SB  +  ^  ^cos  W'-cosüB', 
0  =:  ^  cof.W«of  B  +  ^  lArW  4-  ^oottt'; 


0  8|ow«r+|cofWmflr4-^oMir, 

0  =  |i  CCS  W  cos  SS*  +  ^cos  SB  +  J„  cüsW 

(K'  =  i  cos  W  cos  2B'  +  ^  cos  W "  00»  «"  +  ^ . 
ans  den  be^m  leUleK  COdohungMi  ^  «nten  Vi  den  Gkuduiiigeii  (37)  «ol« 
^  «ad  dMA>  ^ ,  M  etMU  ■«i'fo%fliide  twei  GIddiungen: 


6 


sm 


'  yr  cosS'sreu  W  COT>r —«0»  w*, 


sin«  W"  cos  SB  =  cos  W  cos  W"  —  cos  W; 
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MB  f«nMr  IM  der  ersten  and  ItttUn  Gleicfaung  der  swelMiiin  des  Gletdraogen  (37) 

'i ''  '  '    '  i '  ■  '   '  '        ' '   -  - 
olInlleiMii  Gruppe  einnnl  ^  imd  dimn     ,  so  erbftlt  mm  folgvodc  swri  Gleiclnmgnit 

5i,»in'W'cosaB"=scosW  cosW  —  cosW::, 

S  riii*WeosO  s^cosWmwW— cosW  ' 


ffm  «Ddlick  Mß  4ßn  beidea  «rstfvi  CkHUufagm  der  dHMttt  in  daq  Gkiilpiiigea  (37) 
Ghippe  Mnim]     and  daim       so  crUlt  man  fö^gtmde  fewvi  Gldchu^^: 

2lim»Wco«SB"=co»Wco6W''^eoiW''»  •  • 

NiiUi|>tUrt  mim  erkli^'die  zweite  iler  im  ersten  der  drei  vorstellenden  GleUhung»^ 

paare  cnflialU-nt-iT  niokliuiijfcn  niil  dor  zwcili  n  Clcirtitrng  im  /ui  ir.  ii  GI(  irhungspaare,  \\wt- 
auf  die  erste  der  Gleicliungen  des  erstea  Paars  mit  der  zv^citcn  der  Gieichiuigea  des  letzten 
Plan,  lalelil  die  erste  der  GMcbioigen  deif  twcilen  Paknt  mit  der  enleii  dtor  GhilBlniigen  def  i'  ■  ' 
dritten  P^ars,  und  zivlit  intin  in  jedem  der-di«!  ¥Mtim  de»  gm^nneiieii  ReMRafen  die  Qww 
dMtwurael  «US,  so  findet  maa : 

sihWsinW^cos»  =eMWewW»^cMfW  y  > 

sinW  sinW'  coslirsewWMMW— aifW'  (  .:  ,   |-^) 

sin  W  sin  W  cm  W'  =  cos  W  enn  W  —  cos  W",  ) 
wobei  das  rechte  Vorzoichcn  noch  dem  Awulohcn  dqr  Quadnitwursel  diira»vb  zu  entscbeiileq 
k»f  diu  -der  inL,lfr.  29.  aqgandaeten  SkOnig  der  'Ajtsa  AS,  AS *,  AS"  «or  r«lfaJC,  f;, 
Monailfcll  poiiliye  Grössen  sind,  wesluillt  drn  eben  genannten  QkiiltilulglpiiwH  g#nlMt  . 

cop  \y' cos  W".  —  cos  W  un4  cosSSB 

ebsWoosUr— cwW  und  cof  ®*     *  ' 

cosW  cosW' —  MSW"  und  cos9B" 
einerlei  Vorzeichen  in  sich  Inigen  müssen ,  was  die  den  Gleichungen  (38}  gegebene  bestimmte 
Form  zur  Folge  hat.  Piesc  Gleichungen  dienen  zur  Aufsuchung  der  Winkel  90,  SB',  SB",  wenn 
die  W,  W,  W"  gegeben  sind. 

Dividirt  man  liicsclhcn  Paare  von  nir-icliunq'en,  ans  deren  Muttiptication  die  Gleichungen 
(38}  hervorgegangen  sind,  In  einander,  und  xieht  aus  jedem  der  so  gewonnenen  Resultate  die 
QMAahnmel  an,  üo  ««det  vuni      '  •■'  ■  a  ••  . 

■  9  _MW  '  g  _  slnW      ^_  sinW     '    '  ^ 

ic~'arti'**  c^sitW^' «;'~sinW'*        •=  •  •  •■ 

TO«  denen  Jede  In  den       andern  enlbalttit  m'ud  wo  wiedor'llaa 'recAle'Tmeiilwtt  iM  lItr 

so  eben  angezeigten  Weise  daraus  sich  entscheiden  lügt,  daM  dfo'  ebueheii  in'  diMen  GM-  > '  '  t 

flinaigen  vorkommenden  Grilssen  po:iitiv  sind. 

r,     NidtipUzirt.iwia  jetzt  Uiu  Gleiuhungen  (37}  ia  dur  Wci^e:  die  erste  der  oritefl  Gruppe  mit 
C  die  twefle  der  zweiten  Grtippe  mit       die  dritte  der  dritten  Gruppe  mft  9lt  und  setxt  in 
die  so  umgeänderten  GIeiehungr>n  nnstatl  der  aus  (F,       (£4'  gebildeten  Qnetinlen  iheeWerthe  . 
ans  den  Gteiduuigen  (39},  so  enuteiien  die  folgenden:        .        •  ^ 
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welche  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

sirt*ir=sia*W*+fl{iiWiiii«^«MWeos!B+>inWsiaVrcMir  «Mir, 

Q?  sin'  W  =  Mu'  W  +  sin  W  sin  W"  cos  W  «  os  ©  +  sin  W  sin  W  cos  W"  cos  3B", 
(F?  sin'  \V  —  sia'  W  +  sin  W  sin  W"  cos  W  cos     -f  siii  W  sin  W  cos  W"  cos  30". 
Die  auf  der  rechten  Seite  (hcscr  IcUlen  Gleichungen  stehenden  Ausdrücke  sind  alle  drei  ein- 
iiider  gleich,  nlmUcli  gleidi  den  einen: 

1  —  cos'  W     cos»  IT — eos'  W"  +  2  cos  W  cos  W  cos  W", 
wie  man  sogleich  wahniinuni,  wenn  man  in  jenen  1  —  cos'VV,   1  ms^W,   i — cos'W"  Tdr 
sin'  W ,  sin'  W ,  sm'  W"  setzt,  und  uiitlekl  der  Gleiclimigen  (^3öj  uns  ihnen  cos  20 ,  cos  SB', 
oMtlb^  WegsdnÜL  Selxt  mm  dalwr 
CM)     •  «ifW  — cos'W  — «Qa»W"  + 2  cos  W  cos  W  cos  W"=Ii' 

wd  verslehl  mm-  unter  h  di  n  aus  vorstehender  Gleichung  Hir  h  sich  ergebenden  positiven 
Wnnelwerth,  so  g«ben  die  dn-i  uniuillelhar  vor  dieser  stehenden  Gletchiuge«,  w«n»,iu«a  tum 
die  Oindntwwnl  «uMA 


in  weichen  in  der  Thai  h  einen  positiven  Werth  voncnsrlellfii  hat,  da  sin  W",  sin  W,  sin  W  po^ 
tülve  ÖröiMtt  ettulv  und  «Mch     i?,      der  in  Vr.  26.  mgeordnelea  SMb^>^  9tiltHjm 

A£,         A£"  Mir  Folg»  nur  positive  Werthc  haben  kitraien.  .    ■  ■'- 

Auf  den  glcidipri  in  der  Gleichung  Q4(T)  thirrli  h'  bczt  itiineten  Ausdruclt  stössl  man  wie- 
der, wenn  man  die  Gleichungen  quadrirl  und  hierauf  der  Reibe  nach  von  sin'VV'sin'W^i 
gVWtin'W'',  ein*W«in*W  «bxieht,  wobei  tnm  fihtlet: 

...   Bin'W'sin'W'sin'®  =sin'W'8in'W"  — CcosW'cosW"  — cosW  )',  . 
'  ■  '    sin'  W  sin'  W"  sin'  W  —  sin'  W  sin'  W"  —  (cos  W  cos  W"  —  cos  W  )' , 
;sinMV  sin'W  sin'^  =sin'W  sin'W' —  (cosW  cosW  —  cosWJ. 

Die  rechten  Seilen  dieser  Gieichungen  gehen  «immdidi  in'  den  Aosdnick  Aber,  welcher  wf  det 

Unken  Seite  der  Gleichung  »trlil,  Mcnn  miui  <Iit>  in  ilnitn  M»rkummundi>n  Klaiununi  «t^f- 
«chaflt  und  sodann  die  Quadratfir  der  S>inufte  in  Qtfadrale  von  Kofifiii^en  apiwattdelt;  setzt  man 

'       dieaenundi  h'  an  die  Stelle  der  rechten  ^en  In  den  drei  vonlehenden  %icfaangen,  und  zieht 
himmtf  .dl«  Qiiadntifandv«mi>  M  ffdwn  «Kmo  GkUhmgen  IUmt  ins 

C4t)  '  sin  W  sin  W"  sin  SB  =  h  ,  sin  W  sin  W"  sin  AB*  =  h  ,  sin  W  sin  W  sin  SB"  =  h , 

wo  wieder  das  der  Quadratwurscrl  beizugebende  Vorzeichen  auf  di*-  sn  eben  anfegiebeee  WeiiO 
entschtedra  wird.    Die  vorstehenden  Gleichangen  ziehen  aber  sogleich  nodi  die*  fUgnnden 

ntchjJch!'"  •  ''• 

•j.!  .       .....      sin®      siniO'      smSB"  h  -  .i- 


CM) 


si«  W  ^  smW  ~  sm  W"  T  sin  W  sin  W  ain  W" 
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OwrdtnIaaiyMi«, 


U 


Die  AuHMcke,  mMko  H»  Mahtan  Stileii  dar  dml,  demn       vowngalicato  fiMdnmfek 

bflden,  von  wekhen  wir  gesehen  haben,  das»  jeder  von  ihnen  dem  Ausdrucke  gleich  ist,  der 
iriüflüt  der  Gleichung  (40)  gleich  h'  gesetzt  worden  ist,  Isstten  sich  auf  eine  Fonu  brinjfes, 
<ijc  zur  logarilhmischen  Berechnung  des  positiven  Wertbes  h  »liiir  bequem  ia»L  Wandeit  inMH 
nlwlili  di»  DiflierenteQ  der  OwMinte,  welche  sie  darstellen,  in  Prodocte,  und  daw  wmk  .voll» 

braclitrr.  ?;<i£ylri.-h  in        Ati'jcn  vpriru/ftnlrr  Bcducticjii  die  eolSlandtHieQ  SumoOl  ad  IMlhgai 
zen  vun  kusÜMUu.'n  in  rruiiuclu  von  Sinusen  um,  so  giebt  jede  derselben: 

im  j  .«a  .Sin  g  ,$m  •       ^        pr.  IM] 

Der  Werth  h  ist  nirlits  anders,  als  der  Riiimiinhalt  eines  Piirallrtepiprffs,  dessen  drei  iu- 
Mnnienslossende  Kanten  die  von  der  Projectionsspitzc  A  aas  auf  die  drei  Coordinatenaxen 
AX.,  AX",  AX*  ni^etragenen  LingenendwKoi  sM;  den  der  Rauminhalt  diesea  f>nllelepl- 
peds  wird  gefunden,  wenn  man  eine  «meiner  Seitenflächen,  z.  B.  die  zwischen  den  Axen  A  X  und 
AX'  liegende,  deren  Inhalt  sinW  ist,  riiU  der  zu  ihr  gehörigen  Höhe  niultiplizirt,  welche  letztere 
der  Sinus  des  Wiiftds  ist,  den  die  Axe  AX"  mit  der  Ebene  XAX'  bildet,  oder  der  Kosinus 
des  Winkels,  den  die  Axe  AX"  mit  der  Polaraxc  AS"  einschliesst,  und  also  durch  gege- 
beo  winl.  Es  ist  Sdnath  der  Rmrminhnlt  des  gedachten  Panillelepipeds  (S'/sinAV  o(fer,  dt>r 
dritten  Gleichung  (41}  zur  Folge,  h.  Dieser  Eigcnschafl  wegen  werden  wir  der  Grösse  h  den 
Namen  Inhalt  dea  Ceordinatenayatemi  geben. 

Ein  grosser  TheO  der  vorstehenden  Gleichungen  adiBeal  ridi  an  jene  Fonneln  am,  die  in 

der  sphärischen  Trigonometrie  zu  Tage  gefordert  werden,  :;o  wie  denn  überhaupt  auch  alle 
librigea  Fonneln  dieses  Theils  der  Mathematik  leicht  aus  den  hier  gegebenen  Gleichungen  ab- 
geleitet werden  kdanen.  Diess  kennt  daher,  dass  das  ans  den  Radien  AS,  AF,  AI"  hervor- 
gehende spliüristlic  Dreieck  das  Polardreieck  von  dem  aus  deu  Radien  A  X,  A  X',  A  X"  hervor- 
gehenden ist.  Aus  diesen  Grunde  werden  wir  von  jetzt  an  das  aus  den  Axen  A I,  A  f ,  AS" 
fohildeln  GOordfaMtavyaieni  das  Polarsyslen  zn  de«  ras  tat.  Axen  AX,  AX',  AX"  gebü- 
deien  Coordinalensystemc  nennen,  so  wie  letzteres  dem  Polarsystem  gegenüber  das  Grund- 
system heissen  snlL  Auch  wollen  wir  die  Axen  AJ,  A J*,  A3f"  die  Polaraxen  und  die 
AX,  AX',  AX'  im  Gegensalze  die  Grundaxen  nennen,  wobei  die  Paare  A£  und  AX,  AF 
nd  AX*,  A3r  «ni  AX",  von  dem»  jedes  die  beiden  gleich  aoeentaiifM  Axn  bi  ikh  begreiO, 
zusainmenpf'lioriijc  Grund-  und  Polaraxen  heissen  sollen.  Eben  ü<~'  w,  rl'-n  wir  des  leich- 
tem Ausdrucks  halber  die  dem  Gruodsys^e  zugehörigen  Coordiaatenebenen  X  A  X ,  X  A  X", 
XAIC*  die  Grund-CöerdinatenObenen,  ao  wie  die  dem  Pohrsyslcnie  angehdrigen  £A3E', 
J AI",  f ' AI"  die  Polar-Coordinatencbenen  nennen,  wobei  wir  die  XAX'  und  S  Ai'  noch 
insbesondere  dadurch  bezeichnen  wollen,  dass  wir  sagen,  sie  liegen  der  Grundaxe  AX",  oder 
auch  sie  liegen  der  Polaraxc  A  3E"  gegenüber,  und  eben  so  sagen  wir,  die  X  A  X"  und  XAS" 
liegen  der  Grundaxe  AX'  oder  auch  der  Polaraxe  AX*  gegenüber,  so  wie  die  X'AX"  und 
i'AI"  als  der  Grundaxe  AX  oder  der  Polaraxe  AI  gegenüber  liegende  Grund-  oder  Polar- 
Coordbialenebenen  bczdcbnel  werden  sollen.  Die  Vereinigung  des  Grundsystcms  mit  sei- 
nen Pofansyfleni  werdm  wir  In  der  Folge  ein  votlsllndiges  oder  dn  Doppelsystem 

27)  r>urch  die  Fonneln  der  vorigen  IVnttüner  ist  man  nun  in  den  Stand  gesetzt,  alle  auf 
das  folarsysten  sich  beuefaenden  BcsliuuuungsstUcke  aus  den  zum  Grandsysteme  gehörigen 
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AxmWbdrata  Wy  hcrnhalen;'  Vor'  AII«m-lMt  Mm  Mnlioli  «rindal  der-QMdhingi  (40) 

oder  dt»r  (44)  den  WcHli  Ii  inirzuwiuhen,  <lann  lassrn  sich  niif  Hilf«  der  GleiclinngfTi  (43)  die 

Axenwiiik«!  äB,       Sß"  des  Polars)sk3His,  und  TurmiUiiiiil  dot  Gleickuageii  (413  «Ue  Grössen  <!» 

(Ei,  (S;',  d.  h.  dta  Winkel,  wdeli«  ein  Paar  mwHmungeliarigBr Gnmd- •  mtd  PotaraceR  nät-«b^^ 

ander  mnchnn,  finden,  zuletzt  iibür  erß'ohcn  sich  aus  den  Gleidningcn  (34),  wflin  inan  in  Sb» 

selben  für       W,,  (5i'  ihro  Worthc  hhs  den  Gleichungen  (41)  einsetssl,  die  schiefen  Projcction» 

zaiilen,  welche  die  Richtungen  der  Polaraxen  an  den  (Inindaxen  geben.    Man  ßndet  «o:  • 

/  „,      sinW"  '             „,     sin W (OS®                  sinWf«8  3B' 
'»  J        .     I8l  =  -j^-,  a=  ^,   , 

fm  W  cos  SB" 


» 


6  E  "'--IT'  . 


oder  auch,  wenn  tn«n  Rlr  Ii  seine  ikrch  (Ke  Gldcbungin  (42)  gegebenen  Wcitlie  einselitt:/  / 

^  —  bin  \\  hiü  3Ö'  ~  sia  W  Sil»  38  '     ^  —  ,»in.W""  «in  W"  '  ^ 

""151^  1 .    ~~  «In  W"  sia  m  ~  SiTW  •inW'  *  «inW  *. 

1|!  _  Cot^W         y  _  COtgSB"         ™_  1   1  ,  /; 

sinW  '       *~~  sinW    »        ~  sin  W  sin  OÖ"  ~  sin  VV"  sin  ilß' *  , 

Adi  deh  CSIleldtui(gm'(4S.  a.)  lassen  sich  irninittdlMr  folg>nide  Relntioncn  ableiten: 

L«r  «nWVsinW'sin^  «nW'sinWCcoslScosar— co«8B"3 

«»    '  sinW 'süiW'(cos3Btos23'  — cosSB")  sinW'sin  Wsin'33' 

''''      ^      sift     sin  W  Cco«  iSB'cos  ÜB"    «s  »)  ' 

•  .    -       üi  lU  — -»1     —  '  '        '  -    —  *  ^ 

«r  g.  — '"^»"^tcog^cosSB"  —  cos 38)^  n;;^  «inW'siaWsin'SS^"^ 

trlgt  man  .  über  die  Gleidnuigen  (38)  itarch  weeWlseilige  Vertausi^n^' der  Budistabe^ 

93}  mit  einander  unter  ß>'il>e)i;il)iing  der  ihnen .  ifti^fdiiingten  AooiHilc  nnd  Indexe  in  du  Folnv 
fystem,  Uberi  wfodurcii  sie  werden :  -  .  '  , 
|^iffi'sba^eosW=cös9B'cosf!B^— eosS  ,  sin3Qsin$}''«09Vr=ef»1BcositB"— Mi)Bj| 

sinSSBsinS  .'(r-;  W  =^<  os2UcosSfe'— cosffi", 
SO  nehmen  durch  diese  die  vorigen  folgende  Gestalt  an: 

aa:  — 9l'a,  =  isinW"sinW'sin*aB  ,  «"«,— a«;'=p«taW"sinWsin3BsinSB'««sW<{» 
'    r«^iir«=i«inW';inW5iiia»iiiaJ''^sW^^^^^    .  .'J;.' 

.     •  ■•  •  ^    .  II,        ^.  •  i   J"  .1        -Ii  -  ,    ~      •  .    •.  '..  .  .  .1 
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f.  SLiHl»  99» 


l'  f»  Ii 


—  a,     =    sin  W'sia  Wna  Msm  m  cos  W ,   «;  äV  —  Si;'8li=^8in.W'8ia  W 
mul  gflit'n  nun  mit  Zuziehung  derer  (-12)  in  rulgeniie  über:  '  •  t        i '•  -  - . 


a,a;- 

Aach  zeigen  die  (»leicbuiigtni  (15.  a.}  in  Verbinduag  mit  dciiin  (41  j,  dass 

'    '  a;    a,    a''  _a.    a;'_a;  •      '  ■ 

fit"  .  ,.    >  I  V    ,         .'  .•  •»  -  •  ,1  ■        •    '  M 

28)  üeberfaanpt  dMr,  lo  wie  die  Axen  Af ,  AF,  A 1"  das  PoUrsystem  za  dem  nk  4l« 
Axcn  AX,  AX',  AX"  hprvonypffnnepm'n  Gnindsytteme  bilden,  so  geben  aticli  innifckpM  «Ii« 
Axen  AX,  AX',  AX"  das  Polarsysl^rn  her,  wenn  man  sich  unter  dem  Grundsyslem  das  aua 
dea  AxM  AS,  KlRx^  KV  gMeW  OMvMjWqflliil  «omIoBK;  «bher  JHMpl  «iA|ed»  der  J» 
den  beiden  vorigen  Nummern  Mirgesl«lltcn  B«llliOl|M'MMll  «nf ,  «ja»  «UdBe  dte^  iwoteR 
xiehang  entsprecheade  Weise  wiedergeben.  'i'  '        '  'h .    i.h.. 

Bezeklniel  nun  nladMi  iBe  auf  du  Po1anyflte»  äUi  iMt«lMM<ktt,ficliMIM  dnrdi  dieaelMa 
Zeichea  wie  die  «  lien  üo  iiuf  das  Grund^yslt-m  sich  beziL'hi  ndeii ,  mit  Jil  ilhltnilWthinria  ijndnchj 
dass  die  jeUiigeB  ZaicIwft.Mit  Xliunmero  umgeben  werden,  ao  dass  " 
(ai,  <a'),  (ari  A'e  MWelen  PfejeolkmnaUen,  w^e  dte  Rioliln^;  AX  «n  den  Axon  Af , 

Ai-,  Ar, 

(a,),         (a;  )  die  schieren  Projectionasahien,  wekhe  die  Richtung  AJK;  «l  dan  Itaa  A£« 

(Ü^,  (fi;),  ffln  dif  «Ma  PniMinittdden,  «nUhe  dto  KcfclM«  AIT  «n  dea  Jlxeii.AX,  { 

liefert,  yuraicUe»,  uud, Ui;dpnjkl  laan,  dass  die  Qiöiaen  (S,  in  den  beiderlei Be^iehanfeA 

völlig  eiaeriei  Bedeuhiaff  haben,.  tMt'.dim  ale  flbrigeii  aenlä^chten  Projeeüonasdden,  irelehe 

die  Axen  AX,  AX',  AX"  an  den  ,\xen  A5,  AJ*,  k'S'  geben,  hier  wie  dort  sämnitlicb  null        .•  J  ! 
sind,  so  orgiebt  sich  aus  jeder  in  den  vorigen  Nommem  aurgestelllcn  Gleichung  dii-  ihr  ent- 
sprechende hierher  gehörige  eiartrh  dadurch,  dass  man  die  Buchslabcn  W  Und  SB  gegenseitig 
mit  einander  Terlapdii  und  sugleich  an  die  Stelle  der  MUafan  Pto>j«ctionseahlen  die  gleidien 
mit  KlmiiTnem  «muehenf^n  Zuit-hen  netzt,  ohne  flu  dft:  Afrcnlcn  um!  Indexen  irpend  etwas  ab-  ♦  . 

ZQttndem.  Wo  in  jenen  Gieiehuogaa  der  Werth  b  auiliitl,  da  miu»  iiier  der  gesetzt  werden, 
«alflhef  aiahi-«»  Je«Mfe:diiNh-tdia  «fea»  aagvae^  VeMadevlnif :  ei^|iabt>  tafr  äwMi  Aa^F'd» 
wo  er  7,uni  Vorsohefr«  kommt,  durch  dt-M -  II  u  «l»er  mit  Kl  iiiiiurm  uiiigebeni'ii  Ruelislibeiv  abo 
dun;h  )(t>).  b(^y:bimi.i  So  aeawwidaln  ^  z.  iL  die  Clddiungea  (,45.  h.}  lüer 
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y"^—  ^iSir  '  si«  WsinäU'  ~  sinW  'sm©  '  ^^^^  sinffi'  ' 

wdche,  Torglichen  mit  denälA,  worans  aie  hervorgegangen  sind,  folgende  Kehr  tiinfaciie  Robi- 
Uonen  «n  die  Hand  geben: 

.        (  mi  —  ?[ ,    I c-os  S  =;  21'  cos  W  .    f7I"i  cos  S'  =  ?I"  cos  W, 

C4«.  Mi  •     i  ]  (21.) cos ® = St, cos w ,  (!«;) = a; ,       cos  üb "  =  ar cos  w, 

^  ( (a,)cosaB'=«,co8W',  (ä;) cos 933"=«; cos w",  (si;')=ar. 

(.1  s.»  ;  .  -2S)  Nachdem  in  den  vorigen  Nummem  die  Abhängigkeit  des  Polfirs^siems  von  dem  Grund- 
/systcm  ermittelt  worden  ist,  sind  wir  im  Slaruic  die  Gleichungen  (12^  und  (13).  wodurch  die 
senkrechten  ProjecUonj»ahlcn  and  Coordinalcn  durch  schiefe  durgesttiltl  werdtm,  mit  einer  Lcicb- 
ygkeil  uiul  KUne  a«fiaüd8en<,  «l^e  akhti  »i  wttMCÜM»  ,|bfff  iPfaf,  um  4»  m  d«n  fiW<>«mf>» 
za  gelangen,  durch  welche  die  schiefen  IVojectionszahlen  und  Cooriliiiiitt  ii  in  sonkreclilen  aus- 

(.:.  gedrückt  werden.  MoUipUciii  noin  niüul^ch  die  erste  der  Gleichungen  (12^  mit  81,  die  xweite 
■itt  fl',  dte  dritte  mit  91"  und  iddirt  die  drei  so  gewoimeneR  neuen  Gleklinngeo  sn  einanderi 
lO^erliillt  man: 

ea+«rjl'4-ir'll''=a(M  +  «'cm W  +  » "cm W)+  a     cos W  +  W+  « "cos  W)    /  /. 

■  •        ••  "  -Ha'(8lco8W'+a'co5W"4-&"J  // 

nddieM  GMehung  ^iht  mit  Znziehnng  derer  (33)  raf  der  Stelle  Ober  iai     -7  :       :  :  ■» 
r  a  — «  c  +  Sl' c'4  ?l"c".  Etien  «oS'bikiilt'Mu  nooh'  • 

149.   ]e;a' r=a,c  +  Si;c-j-2i;'c"  und  •■..■'•>.'-»  i 

:■•  /«ri"«ii,c'4-«;<^4--«y«^i' ■       -  '•'  r.'.;vs-.j 

wonn  inyn  dieselben  GleiLliiineen  (12)  der  ReiliL'  nach  »  inniHl  itiil  ?l, ,  91!,  M'',  t-iii  andcrt^i 
Hai  mit  91,,  W,'  multipUiirt,  jedeimal  dio  drei  erhaltenca  Rdsaltate  addirt  and  4iabei  die 
(ÜBlElinigen  (33)  eu  RiOi»  Mielü.  StM  vM  iD  dien  drti  teätle*  Cleiolnuigcn  iibtatt  Ider  itr 
das  Polarsystcui  ^iirh  beziehenden  Giinen  ihre  Werihe  nu  des  GleielhnAgcrf  ffti)  und  (45.  i.), 
|ö  ^nuuMi  sie  sieh  um  in:  ' '     ■■'  • 

( h'  a  =  sin  W "  (c  sin  W"+  c'sin  W'cos  SB  +  c  "sin  W  co»  m  ) 
C4HbM  ]h'a's«iiiW'i(o««nW''edf»-pe'sliW'*f«^ainWeb^^  V-  ■ 

( h^  a"= sin  W  (c  sin  W'cos        c'sin  W  cns         ("sin  W) . 
Auf  die  gleiche  Weile  kann  lulib  aob  den  Gleichungen  (löj  die  drei  folgendea  abteilen:  > 

x  »au+tru^+'ff'^,'  *'!■-■  "  ' 

CM»«*>  i'i...«.  6;  x'r=a,u+sf;o'-f-8iru",  •  •-/•-.•    .  •  . 

'«;'x"=a,M4-a;u'-f-ei;'u",  -  •• 

aus  denen  sieh,  wie  so  eben  die  (47.  b.)  ans  (47.  a.),  dio  folgondcn  «Tgiben: 

fh'x  =5inW"(u  sinW  '4-u'sin  \V  c08iB  +  n''shiWcos«')         -  :         •  .it 

C4ft*  »•>   J  h'  x*  —  sin  W  (n  sin  W'cos  Sö  +  n'sin  W'+  ii"sin  W  cm  •   •        ■  •  •' 

.  .  .  ( b*  x' =  sin  W  (u  »in  W''cMa'4-a"8in  W'cos  iß-  H-n 'sin  WJ 

wedoMft  di«  schleim  CooHtoalaf  in'  mknehtem  anavedrtdEt  «lerdeft-  Dteee  leWeiriwei  Qiwpa 
pen  TOB  Cüeidhungen  erhüU  man  noch  leichter  ms  denen  (47.  a)  und  (47.  b,~1  ^M^nn  man  in 
diesoi  die  ProjectieMMhlen  durcii  CoonUnateo  nach  Anleitung  der  deii^uNgoD  (b)  cntM, 

.1 
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xt,  ai'  mk  u,,  ul,  «T  dl 
Puncto«  0,  TOT,  M  WM  Xi  x*,      Hid  n,  die  dM  FumIm  0,  ■»  M  IM 

GriiDdeii:  ,  „.>  ■. 

,.    ;  ß  X,  =äi  u,+§i' «;  +  2i"u;',  / 

wd  \  !•  —  -i  ■.■"'i'  tf  I        •     '  " 

h*x,  s?iiBW*(».ai*W"'f'd;iinW:«QiflD  4rinrJinWcM8'), 

Ii'  %:  =  sin  ^^"  f  II  sin  W'oos  5«  +    siaW-j-  ui'  sin  W  cos  B")  ,        ....    ,  , 

l»'x:'  =  8in\V  Cu.»mW"co8SÜ -|-«i»inW'cosäli"-f-u;'»mWj; 

lidik  WM  VM  dicfen  GMehmgth  die  drei  vohing«p»ig<>pen  \kum  aiuilidMi  der  Reih«  Mcik  At 


e;  cx;  —x  )=z%  (.u, - uj  +  si;  (u; - u 3 -j- si;- ^u;  - uT) ,[   («•.  «.) 

und  i .'»  I 

h'  (jc,  —  X  )  =  sin  W  |  (u^ li)  slaW-f  Cu;  —  a' j  siJi  W'cos  SJÖ  +  ("^  —  «")  «a  W  cos  SB'  j  1 
li*(3,;  _   )s liii  W  f  (o.  -  u)  «fa  WcM  »+(«;-  n*)  «ta  W+  (ar  —  uT) lin  W «m «"]  [   CM»  *) 
b»  (x;'  —  x")  —  sin  W  I  f  u,  —  u")  sin  M  "cos  3£i'-f-  (ti;  —  u^sin  W'cos  5ß"-f  (Ii"  —  u"")  sin  W  ] 
30)  Abm  kHnri  den  Gleichungen  von  der  Fonn,  wie  dio  (47.  tt.}  und  (4^.  bJ)  sind,  eine 
swar  einflKherc,  jedoch  tämdtt-  ■yanufciaafce  6ealah  gcb«nt  OHHi  sie  Bliidich  nit  h 

und  scl2t  in  ihren  zwei  letzten  Gliedern  denjenigen  Werth  von  h  aus  den  (ilt-ii  hnngen  (42^ 
welcher  den  (gleichen  PoUr^nUnatniWiitkel  in  iidi  trilgt}  als  das  mit  h  dividirte  fflied,,  ao  iMSoh 

«le  sidi  so  schreiben:   ^  •  •    '  •  •'• 

1     •  '  '     ■'  •      "      .  •"  •■       sin'  \y"  \  " 

f-   i  '  .    ,     .,        =:c  —  —  -f-  c'(;p!gai^-hc:«HgiJft',  j.  .1 


I  J  'll 


-  vn. 


,1.   .         ha-'ssc",?—?^  +  ccQlgSB'+c'colgaB"  J    .         .  .if 


.  hi^=,,i^ß^,-t,9a^-i-^''f<>^WU\..i  

'    t»  iMsn  iMi  mckt'wide  toi  ^  'IHilim^  GleMiimgiM'     qfhtdfdlie  Wds»  in  'dbdere-  0«^ 
stallen  bringen.  So  gdten  die  GIdchtmgen  (33),  wenn  man  In  sie  1^  die  itehieTen  und  ücnk-^ 
rechten  Projeiqlions^hlen  der  Polaraxeo  ihre  Werdlie  nu5  den  Gleidiungen  (41)  iulKt.(4^«        |  «^i 
einsetzt!  üllfi  xuaüchst  bei  den  drei  ersten  einer  jcdeit  Giuppe  stehen  bleibt;'      '  'i  ' 
h'  =  sin  W"  (sin  \V"+  sin  W'  cos  \V  cos  SB  +  sin  >V  cos  W'cos  5B'  ) ) 
10      ,7  ..l»*»=«*nW'  fsinW-'ws  WcosftBH-«aW'4'*inW.  os  W''fosSB'')[ . . .  fM^MI 
"j^,,      Ji'ipjfin  W  X«io  W  'cos  W'cos 3B'+ «in  W'cos  W  'cos  !lü  '+ sin  W)) 

5» 
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lern : 


•  -1 


/o=anW"cosW  ^siaW'cosfB  +siiiW  coiiW"cos9B\ 

]()  =  sin  W  cos  W  4-  sin  W'cüs  ffi  -j-  sin  W  cos  W  cos  SB", 
*•>  \o  =  sin  W  ci>s  W"4-  sin  W  res  <ffl"+  sin  W'cos  W  cos  SB  , 

jo = sin  W  cos  W  -I-  sin  W  cos  4ß'  -j-  sin  W  cos  W  cos  30", 
(osiiiiW  cMir+fhiW'eMfB"+8inW"eMW  cosS", 
wekbe  iHilei«  Mm  auch  so  scin-eiben  luom: 


10=  ^L"!^'  co$  W  +  colg  W  +  eol^  SB  cos  W", 


fo=  -'"'^«»W  -hcolg»'+«>4t{®"co»W  , 


Ourcli  iKese  Gleidninfeii  eifebca  sieb  neue  Pommi  nidit  nur  IIb:  Ii ,  fpnde^  «*  kisen 

ibR  jinrer  Hiirt'  auch  die  meisten  flrDhern  Gleichungen  auf  unsiglich  viele  Ai^  anwandeln,  wo- 
bei es  ntfht  iinmcr  !oirht  ist,  <lio  einen  dieser  Fonof^n  in  den  nndem  zu  erkennen;  nhcr  eben 
deswegen  Ihut  man  wohl,  sici«  im  Rcgol  zu  iiiäclieii,  bis  ans  Ende  der  Rechnung  die  Zeichen 
Ar  die  jcldefeii  md  lodindileB  Projeclionszalilen  der  Poiamxen  «  den  GnuMfaiiflo  MunbiH' 
(  ,  halten,  and  mt-fun  nMil,  du  "wo  nili  M  ftr  «Olsliciir  hik,  tmtall  dendb«  ihn»  Werthe 
XU  seUen. 

313  b  ist  oben  ni  Ende  der  Nr.  14  diraaf  nrfmeiifcsMn  gnuoehl  woiden,  dus  ««wobl 

zwischen  den  drei  schiefen  iils  zwischen  dfii  dn-i  senkrechlen  Projectionszahlen  lincr  ji'dea 
Richtung  eine  gewisse  Abhängigkeit  stall  finden  ntUsse,  welche  wir  jetzt  angeben  werden.  Setzt 
■im  !■  dte  Gleieliung  (11)  Tür  c,  e',  c"  flire  durch  die  Gleichongcn  (12)  gegebenen  Wertlie» 
10  ilndet  nan: 

t    (ßS}  i  =  a'  +  h"  -f  a  "  +  2  H  «\  US  W'+  2  d  a'Vos  W'+  2  aV'cos  W", 

welche  Gleichung  die  zwischen  den  drei  schieren  ProjflKÜODSCaliien  einer  j(>den  Richtung  statt 
fndcnde  Abhängigkeit  ausspricht.  Sdft  aim  reiner  üi  iBe  Gleidraag  (Ii)  fUr  a,  a',  a"  ür 
durch  die  GIcicbusgMi  (47.  a.)  oder  (47.  b.)  oder  (49.  a.)  gegebenen  Werthey  ■»fllliHf  mi 
Ulf  eine,  Glfkhuig,  wdohe  siob  in  den  drei  nacbslebenden  Formen  darbietet: 

CM...)       i  =  |c*+|e-+|'«-+(|lH-|)c<+(|l+|).«c-4:(|'+|^^ 

oder 

CM.         h*= c'  sin'  W"4t  c"  nB>  W'+  c'"  «in"  W  +  2  c  c'«o  W'ifin  W'ces  ® + 2  c  c  "sin  W'sin  W  co«  SB' 
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Von  waMMi  J«de' dtor^Abklngi^keit  ansspricfat,  wddw  zwjsdmt  im  iM  wrtrBilftMi  Projoc~ 
tioit^salilcn  omer  helicbtgfan  Richtaii^  stiilt  findet,  und  die  eralo  «Hosrr  itfr^i  Formen  kuiu  mtt 
ZUReliung  4er  Glrichan^n  (45.  iL)  nuch  in  verschiedme  «ndcri;  Gestallen  ttborirerührt  \v'erdett. 

'  AoH  dies«!  GI<-ichHng«ti  Üsal  sich  entnehmen,  d«!»  solch«  sclüuft;  odor  senkredito  Prw- 
jAdioitauihlen,  iwlche  in  der  gltkhen  Aafdntnderfoigc  «neriei  VerhüllJitas  ni'elMldBr--'«iiff^ 
vvf!5t'ii,  p;irnllt  l;'ri  Kiililiiiijrfn  nnffi'hfircn,  oder,  was  iLissrÜM-  isf.  ib«  solcliu  proportionale  Pro- 
jt.*cUoui>2ahlL-ii  minier  dem  Wcrilio  nacti  gleich  sind,  und  daiMi  t'iUM«d4.'r  i-ineriei  oder  die  gerade 
«n^gnejfeuf  esettlM  Vondiclmi  bMMMni.  t»  Asr  liali'StdIn  nAMudda-  iit  dea  Gieichungea  ^51) 
oder  (52)  »oriinmmchdt'n  schirren  und  sciikn-ehleB  ProjeclioTisziihlrn  ti,  ii',  a"  und  «• ,  c',  c", 
die  von  einer  bpii«liigeu  Riciituag  an  den  Ajcea  AX,  AX',  AX"  geliefiert  werden,  ^a, 
fitf  oder  yc,  yr  ,  vtT  UM  seMefen  «der  «enkuMlilai  ProjediaMMlikn  nsend  dner  mden 
Richtung  an  den  gleichen  Axen  vor,  welche  letztere  den  Tor%an  ^portional  nid,  lo  müssen 
die  Gloicimngcn  (51)  oder  (02)  lurli  l>rs(i-IiL'n  liloibcn.  wenn  iniui  in  ihnen  «a.  jj  n' ,  /<  a" 
oder  yc,  vc',  yc"  an  die  Stulle  ^uit  a,  a',  h"  oder  c,  c',  c"  j>c'l2t;  tbul  uutn  diess  aiier,  so 
verwndfllii  «ich  obige  deidittiigen  in  andere,  dcfn  Unke  Seilen  gm  die  fidehea  «F{e  MM«r 
H  'ilrrn.  und  deren  rechte  Seiten  die  vorigen  mit  m'  hei  der  (51)  und  ndf  r'  bei  denen  (52)  \.  .»  ,< 
inullipiixirt  rind.  Divkürt  »an  daher  die  letzteren  durcfa  die  ealsprechendcn  vorigen,  so  findet 
■Mn  bei  denen  ni  (51)  gehörigen 

j«'  =  1 ,   oder   y*=  t 

bei  denen  zu  (52)  gehörigen;  es  kann  daher  sowohl  fi  als  y  nur  entweder  -j- 1  oder  —  1  ■ 
sein,  und  sonach  haben  tdl« 'leMem  ProjeoÜÖnstaUdn  mit  dm  emerl»  vUto  einerlei  absolute 
Werthc,  währond  si«  dem  Vor^oidini  omIi  cbonbUB  «inwIiNdl  idft  «Mlldar  ObeiiBiMlnine^ 
oder  die  ciiicii  den  uiidcrii  «riTade  entgegengesetzt  sein  inllssen. 

Die  hier  erwiesene  EigenihUmUdikett  proportionalaF  Prujeclionsxalilen  fuhrt  min  xn  d«r 
Bimiehl,  dm  die  in  Xr.  SS.  mflftMtellm  Gfriebu«»  (88)' oder  (IN^  efa  «MgHelwt  Kew- 
zei(>li('n  paralleler  Richturi);f(>n  xiMd;  denn  dort  ist  danr  'H  in  u  rird  ni  <\uss  jene  Gleichungen  stall 
fnden,  wenn  neb  dieselben  auf  Puncte  0,  ü, ,  C  uml  D,  bt%iuhen,  von  dunen  die  ii  und  0, 
irgend  «iier  Geraden,  di^O  vniC,  dagegen  «iadb  «idMii  ditwr  ^pirälieiaKGeMHien  angehören, 
und  jetzt  kmn  fn«n'xrtgen,  dass  zwei  Gerade,  von  dctien  die 'Oinar  ditf •Puncte  ()  uud  (J, .  die 
andere  die  Puncte  D  und  C,  enthält,  parallel  sein  mttssen,  wenn  diO'  dMi. «ngirfUhrtea  (JleU- 
cbungen  auT  sie  anwendbar  sind,   ist  nünüirh  ^  «  .  .t^l 

'  '  '    x;— ii  J :  x;  — x"rsit,-»-f x?'  — t"  oder< 
n.  —  ti  :  »[     ti'  :  u','  —  u"  — U,     «  :  ii'     v'  :  u"  —  u" 
fUr  ji^Dd  zwei  Gerade  und  bj^ze^chnen  hier  wieder,  r  und  (  dic\  Abstwide  tler  Puncte  U ,  O, 
■Ml  fi),  D,  TON  I^M^/M»  ifl  Moh 

••  '    •     "  ■'  ■  x;~x-    x;'-x'_r.-t  .  r:--t'  .     — ojpr'^ 

r     ■     r     ■      r  t     '      x     *.    i  r  •■  .  •    ,  . 

,  u,  — u    u;  —  u'    u;'  —  n"  ^  M,  — u    u;  —  mT'  vH' — a* 

r     '      r     '      r  r     *      t      *  t 

und  die  in  Hi»»son  letzten  Gleichungen  auftretenden  Quotienten  sind  den  Gleichungen  (3)  mir 
Folge  die  schiefen  oder  »enbreoMen  Projectionazahlen  der  von  O  luch  0,  und  von  C  nach  D, 
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der  beiden  Gefaden;  es  ifaid  «lio  die  dieeea  beiden  BidOuifeii 

hörigen  Projcclionszalilcn  oinanrtrr  proportionnl ,  somit  der  so  eben  erwiesenen  Eisrpiilhiriilinh- 
lieit  solcher  Projcciiun»zalilcn  geiniuis  ihrem  absoluten  Werlhc  nach  gleich  und  ihren  Vorzeicitca 
nwdi' entweder.  iBfltdben  oder  die  gende  «iMgegengeaaliten,  it^matnüB  Mmitmgm  der 
Nr.  5.  jso^lcich  zu  <ieui  Sclilu.ss  fiihriMi,  dass  die  beiden  Geraden  rinamler  parallel  uwl  eutwe* 
der  gleicbUwfig  oder  fegenlüuäg  «ein  nUssen.  Eben  so  iässl  sich  darlbun,  dass  xwei  Puncte, 
weldie  4ä»  ffleichungen  (27)  der  einen  oder  andern  Art  erflilUea,  nit  der  CoonUnatcosiüize  A 
in  einer  niid  derselben  tieradon  lic||en  müHen,  wef  eberi-eiMli:  eiÄon  •!>  dK  JieeOMieMr  Kdl  in 
dem  eben  (n  <;:i?t'-M  i^ntlialten  ist. 

32}  Sdzl  iiian  in  die  Gleichungen  (^51)  oder  (ä2j  Tür  ft,  a',  «"  oder  «%i  p"  ihr«  durch 
die-GleicIninven  (5)  gegobteea  'Werlhe  «in,  M  vermmdeln  lie.  aiA' in.  «nder»,* weiche  M%«m 
wir  sich  (Ipr  Abstand  einia  1'unclefl  von  der  rnordinntraspitzc  lilos  duicJi  dessen  scbiefo,  o40f 
blos  durch  dessen  seoliruchlu  CoOrdinalen  sich  ausdrucken  lässt.   Die         uüudiQh  gicM  .  ■  ■ 

d|e-(M)4ii%[efeli  gckent  .1 

-» ,;  f "+         (r + l)»«'+(r + + ly--.': 

oder 

CM.  b.)  hV»«^MiVW"+  ul'-siu^  W'+  a"1«ia*WH<«2iitt'einlir"«in  W'«oe  +  2  u  u  "si..  W  'sin  W  cos  ^' 

—  ■                         !•                       .  <•...  ,  .'          •.  r^i4u'u'»inWsin WoosSiti'.' 

oder                                                              .  . ,•  •  ■  \ ,.                 I  I,  ■ ,( 

(M.  •.)  h i»ssu»^^^^  +tt-         +  M-^iS^' + 2 j| n'cotg IB + 2 n  «"colg  ap'+  2  uV'colg  9ß", 

«eldie  Gbüchungen  eidi  eaeli  ««e  der  (IV)  iddeitW''iiaien.  'BiMn ,»  ItSaNte  nH«,«!!«  4v 

GleichuRff  (20)  andere  Ii>  ii  ]  :i.  durch  ireldhe  die  Entfernung  zMeicr  beliebiger  PuncLe  VQP 
einander  blos  durch  ihre  :>ciuclea  oder  blos  durch  ihre  senkrechten  Courdinaten  nu^^eJrürkl 
worden.  Weil  aber  oUa  solche  Gleichungen  Uberliaupl  in  den  Anwendung!»/ besser  gaoa  uin- 
pMjrtn  werdeRy-eo -woUeM  wir  auf  dieselben  nicht  weiter  eingehen.  ■  ,  *; 

Aus  den  Gleichungen  (53)  und  (51.  a.  Ms  c}  lüssl  sich  folgern,  da«s  iii'ii  icd  -suMi!  (  ine 
Kcbtung  auHuideB  kam,  deren  MhieTo  oder  senkrcclOe  Projectiowisabtea  akh  i.a  uuiundor  ycp- 
Mton  feilen,  vrie;drei  IwKeii^  fefelieNa  neil«  poeiliva  oder  nognttrc  ZeW«  fn i  ni!4.n".oder 
n,  n%  n".   Denn  suclit  iu:<ii  dn,  wo  M  «feh-iUD  idriefe.PcqfeGlionaiehleaJMj^ 
H  Vea  der  Bescliairenheit  auf,  d«s8  ■  ■  ."i  ■  . ,  Z     .'■  \ 

(44»«.>  m»+m'4-m'''  +  2n»m'co«W+2mm*ooiW*rh2n»W'eW^irs=:» . 

ist,  oder  da,  wo;an-glcii  ankneokreelile-PirojeclieBaeUeii'iMndelt,  «ine  Gitete  ^  von  der  Be- 
schalTenheit,  dass 

ist.  wrlilio  li-l7|pr«'  Gleichung  sich  «uch.in  den  zwei  andi'ni  Formen  srhroilin  lässt,  wie  sich- 
dei       ii  liuni:  (  54  ii.)  noch  die  beiden  andern  Formoii  (.■>4.  h.)  und  (^'A.  c.)  geben  liessen, 

so  sind  im  er(*lern  Falle  ?- ,  !?  ,  ^   die  schiefen  und  im  »ndern  Falte  ^,  7-,  7-  djp  senh- 

11    II     H  V  "v 

Hechten  Projeclioniznhlen  dor^gesaichtvn  RielituRg,  wie  imui  Ieicl4 '  daran  rrkeouen  kann,  dass 

ndL  die  Zahlen  ni ,  m',  ni"  ador'  ■ ,.  a',  a"  jedentcit  auf.  «we  i^tvwigvneialittil  buneheik 
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und  man  den  Paiici  0  angeben  kuiui,  datsen  schiefe  udwr  «enkreohle  CuordiiuiU3i  diese  Lttngcn 

riUi'mti^imm  JbMmmag  -von  dar  WoBgMlanpIliB  lA  iii»4]Mdnii|cn  (S»>iiaA>CM);Ml 

PnIgT,  flpr  fHr  H  oder  ^  aus  den  Glcidiunsren  (^55.  o  )  odfr'(55.''  b.")  sfrh  eTffcljwjde  positive 
Wertb  ist.    Unter  solcthen  VaaUatim  hat  dann  uWr  die  Riobtunf  AU  in  timiüitgiKMt  ck-r  Gldf 

chungen  (5)  die  schiefe^  öder  8cnkre(;hten  ProjectioDsztihlen  dtg^sljz^  » -t-S" 

+  t  t  weMw  ricti  «»'«e  .tiilikit  n,  ■!%  m"  «dar  n,  mV  ^  xeitailn,  bei  wekbeo 

stets  die  obern  oder  stets  die  untom  Vorzeichen  genommen  \i^deu  mUssem^Je  !nK;iidein  man 
Tür  H  od*r  den  sich  ergebenden  pnsitisen  orirr  nrirntivcn  Werth,  nimmt,  wosshiilb  AO  die 
gesuchte  RiciUung  ist  Man  erhält  jederzeit  zwei  solche  Richtungen^  die  einander  pHndlel  und 
gegMlliiUlg'slail,iwt«iiiian'Mi|l(Mi  teani  «MaU,  ^ku^cM  «mWI  da»  fCfabcMiitlSUilta  dbam 
fe  gtit  aucli  si<^  mit  dein  entgegengesetzten  Vnradrhon  vorsehen  nL'hiitpn  kann. 

33i)  Die  Eigenächanen  des  Pulars^slenu  setzen  Tcmer  in  den  Stand,  die  Cuurdinalen  euuta 
Pandas  oder  die  Projeciionssahleti  einer  RiclitiÄg  in  den  Fdlaraxia  anzngeben,  wenn  die  dea-  <    ■>*-  * 
adben  Punctcs  oder  derselben  Richtung  an  den  Grundaxen  bekannt  sind.  Stellen  nündich  a ,  a',  ^  ,  ^ 
o"  und  c,  c',  c"  die  jgchiefen  und  senkrechten  Projectionsznhicn  einer  gegebenen  Richtung  an  den    "'  '  *'* 
A.\en  AX,  AX',  AX"  vor,  und  stellen  wir  die  gleichui-tigen  Proji'ctionsznhlen  derselben  Rieh-  ^      _^  . 
tung  an  den  Axcn  AJ,  AI',  A-f"  im  Geiste  der  in  Nr.  28.  eingeführten  Ik-zeirbnungswaipff 
durch  (a),  m },  (a")  und  («),  {c'),  (c")  dar,  so  gefat^Ma  der  GUei^uy  (9.  a.  oder  b.)  hervor,    M  ^^tj 
erstlich',  dws  '<        ■>■■  ...  •    '•  •  . ■  ..i-  ■  H.,    ,t,  ;-.  .    ,  ^  n 

r    ...  'i  .  .W=^««,  (tf)==«;.»',  (Oi;?«?*"    ,  .,  ,.  .,  j  „ .. .     .,.         CM-  «.J 

i5t,  wie  nwn  sogleirli  einslilit,  wenn  man  sich  suoOcsaive  uftter  t?  den  ^Vinkel  denkt,  ueklien 
die  gegebene  Hid^dg  znerst  mit  dec  PohuwBe'iAJE ,  daan  init  der  A  k'  und  zuteilet  ujiH,  der 
AI"  bildet,  deren  Kösinuse  die  aenkreehten  Projedionszriden  der  gegebenen  RirMnng'  an. den 
Pakirfi.ven,  also  die  dörch  (ci ,  (c') ,  (c")  bneicbnelori  Grössen  sind,  twfi  >  rwHai,  dass  i»i  i  jrdeni 
der  drei  Winkel  die  scHiefen  Prnjeclionszahlen  ihres  einen  Schenkels,  der  dt«  gegebene  Rich- 
tung iüt,  a,  a',  a"  sind,  wübrend  die  senkrechten  PrnjivUon££ayuQ  ihres  mdero  Schenkels,  dor 
hi  dern  dnl  auf  oinamM*  fdlg«nden  FMea  AI,  AS\  iat,  an  diNi  Ajmh  AX,.  AiXSiAX*^ 
den  Glefchungen  (.12')  zur  Polirn  ihi  ersten  Falle  (i ,  o  ,  n  ,  im  andern  Frtlle  o  ,  (5; ,  o  ,  im 
letzten  Falle  o,  o,  ($'^'  sind.  Dieselbe  Gleichung  (9.  a.  oder  J>.}  kefCrt  aber  nocit  ausserdea« 

wie  man  soßleieh  einsieht,  wenn  man  jene  Gleichurur  nuf  das  I'oliir.svslem  in  AnwL'iHl(in<,'  hrlnijt, 
■nd  unKT  0  sdccesüive  die'  Winkel  sidi  deiiktf  welche  .diö  gegebene  Richtung  ,zatir«t,iui(  der 
dhimlaxe  AX,  dehn  «It  4^  AV  and  sufBbEt'mil  der'iAX^.ebrteliliecat,  dertn  Koiinaa»  iSs 
Grössen  c,  c',  c"  sind,  unii  enviit{t,  dass  bei  jedem  der  drei  Winkel  die  ««lüeTcn  ProjecÜons» 
zahlen  ihres  einen  Schenkels,  der  die  ifejfclH  nc  Riilituiiu  itit.  an  den  l'ol.-rfiTrn  AI ,  AI',  AI" 
die  durch  (a)  ,  ^a'),  {»")  iiezeicinieten  Grossen  sind,  wahrend  die  scnla-eclitcu  PrOjaUionfliinMeii 
flHÜey-andMii  MMek,  'dar  jdtat  'fn  den.M*aar  dnaMer  fnl(|cidatf  FllM 
Isl,  dem  in  Nr.  Gegagten  g«mias,  an  dm  Polflraxon  AI,  A  r  A^'  im  endon.]Fial4..tt| 
OVO',  4fli  andern  Fidlc  o,>  tfi,  o,  i»  dritieu  Falle  o,  ü,  tt;'  wie  ^»rilf^c  «i»d.r  ,  /  ,  ■ 
^  '  ftolfen  Nniwr  xvnft,  o^'nnd  11,  «S  «T  ^  triMaltetvid  seakftcMen  dioavdinatei^  iqrend 
eines  gegebenen  Puncles  an  den  Ax«n  A  X ,  A  X%  A  X"  vor  im  Siluie  der  vorhin  «rwühotun 
BMdehmmgmrotoo,  (x),-  (x*),  <«')>  <n")vdie .dMaeibQtt  Piofetes  m  äm,f9imm 
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Af ,  AS',  A$"  und  sind  auitscrdeni  «,  a"  und  c,  c',  ilie  »cliieft-u  und  ^njuruclrlen 
fnjeotioiuizahlen  di>r  von  d<!r  C()ordinMeiM|iilie  iMdr  dem  «isgelmiea  faMlfli  htaiMiodiHl  lUdk* 
hing  an  den  Axcn  AX.  A  V,  AX",  so  w'c  im,  (n'*,  f»"'.  und  ri^  ic'),  (c")  die  derselben 
Rjdilungr  an  den  Polaraxen  Af,  A^^',  Ak  \  so  ündeu  zwisclien  diestm  ProjectisnsMlileii  die 
GIcIcliuiigen  (^56.  ■.  wd  h.")  italt.  &  ist  aber,  wem  r  dte  Entfernung  des  gegd)eiyn  Pmicttis 
vm  der  Coordinatehspilze  anteigt,  nach  Aussage  der  ffleidinngen  (5): 

r'          r'          r                r'         r*  r 
■■d  eh«ik!i»JiBt.iiHn  an  dem  Polarsyatemat.      t        >  .  .   

wflB'  di«  Bntfmwaf  r  to  beidoi  FÜtoo  dte  iMAe  Uafti  SelM  mn  mm  In  dte  Gjttichuiigea 
(56.  H.  und  b.)  nn  die  ifMdlle  -der  doftifen  PnijeeiiomHEaU«i-1hfe  Uer  gfigAenca  WwUwy  n» 
erhttlt  man:  ''•!  's  "   !■  ,  - 

CM.«.)  ...     .  .  <u)=«;»,  W^IRjir,  (ulsCTx"      ,  , 

c»«.M   -       .  !        nssaw,' if=«;()0,  ' 

Aus  d^  ffleiehiii^fen  (56.  t.  und  bi}  and  ^S7.  a.  und  b.)  lo^  nodk  ,  ' !  ' 

***'"*\nd  ••  ..•eSrO'Mc},    aV  =  ^a')lc•),     aV'  =  fa"i(c")      /  ' 

C«8>  Ii.)  rn=ri'\MiiK   xV=:(.x')iu' ^,   .\"u"  — fx"iiu"), 

d.  h.  das  l'roduct  der  beiden  im  Gruudüysteiue  auf  eine  und  diescll>e  Axe  Ixizogenen  sObieCim 
ond  senkreeblen  Projeettongzalik»  'einer  RicUmif,  oder  der  zwei  CoordiiialeR  eines  Pnnelea  tat 
glei(^  <ii  IM  Priirluclc  aus  den  beiden  im  Polar.'-' ^!  in  mif  rlU'  mit  irni  r  (Inü  i  xr  ziiMiimiiu-tt- 
geiiürigc  Polaraxe  bezogenen  ProjedionsxaUen  derselltea  Richtung,  oder  CoordioHUfu  destelbcD 
PmcA».  '1  •     .  •  t  • 

84}  Wir  koniiiMMi  j6tat  Zu  den  Formeln,  deren  HOre  sieh  die  Ucberlmgung  der  lUshi* 
tungen  und  l^iim  te  aus  einem  betiebigen  Coordinaiensystenie  in  ein  anderes  bebebiges,  dess«n 
Axcu  gegen  die  vorigen  ganz  nach  B«liefaen  geneigt  sein  können,  be^verkstellige^  lüsst,  wobei 
iwfr'dan  rfiia  ^hneiMlni  Weg-  einäclilagen wurden,  ofegleich  aidh.die  hier  bu  erhallenden  ite- 
•>.iilt:it<>  nurh  wieder  mittrli^t  des  oben  angbgebeM»  ProjeeliiHMialse«  «■)  ipder  i<|ä.  b.)  i« 
sehr  einfacher  Weise  auflindea  laaittn.  .     ;  •  ■  -  .  i  ,    .    -i  ..  t  .  j 

Zu  diesem  Bode  denken  wir  'niis  einen  bcKdufen  PuncI  O  in  Ramne,  dessen  Entremunff 
von  der  Goor(1mnt»'tis[)itzi'  r  ist,  iiiid  In'zoii  iini'M  durch  \.  ,\',  \"  die  schicft  n,  dun  Ii  ii ,  u'.  u" 
die  senkrechten  CoordiiMtoa  dieses  Punctus  an  deu  urspriiagUohen  Axcii  \  X  , .  AA'i  A  X. so 
wie  durfh  a  ,  a",  a  "  div  iMhM'en;  ■''dirdi  c  r  c',  ifio  aedkrteliMi  l'roji  i  lionszihlcn,  wcicho 
die  von  dt'i'  Coordinaten.spilzc  A  nach  jenem  Puncte  O  hinziciflnde  Richtung  an  den  gleichen 
\\m  licl'eil;  ferner  bezeichnen  wir  «hm-h  y,  y',  die  schiclVii,  diinli  v.  v',  v"  dio  senk- 
rechten <>nordinatei»  desselben  Funotes  an  den  neuen  Axen  AY,  AY',  AY',  ij,o  wi«  durch 
b,  b',  IT  die'sttileilM,  difeh  tf,  4t  die  soidiraeMai  ]>rtijecli»nnftldeii,.,trflk)ie  die:iVon,dM) 
rfmnliiinlt'tispitjtr  A  nadl  -dfa»  beüehigfii  rimrt.'  0  Inn  zielende  fiicblitng  AO  an  i'hi-n  diesen 
ticucn  Axen  AY,  AV%'AV"  giebt.'  Diese  Bezeichnungen  angeoMiipan,  Jst  zufolge  dor.Uiei'n 
efanng  (17),  wenti  min-  diAw-aaf  daB»  ursprüngliche  System  .iniiA'Mreildnnff  bntiginmi  ontcr  0 
successive  die  Winkel  0  A Y ,  ;0  A1f;':OA  Y"  versieht,  dem  Schenkel  AO  sl.  ls  die  wihiefen, 
den  Sdionkeit  AY,  AV,  Ar:  Mtgegen  aleU  die  seatmohlen Pi»j«eiionazBhhA «iii>i;()iftiifl«t^;:i 
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d  =C  a  +  C'B'+C"a"  =  D  a-f-D,  tt'4-D,«',j 

«r  =c,  H  4-  ( ;  a'+  c;-  ■" = d'  a  +  d;  a  -f-  d;  a",  ■   CM* 

d"  T=  r,  »  -f  c;  a'-f-  CT  a"  =  D"a  -f  K  a'+  D;'  a", ' 
wobei  die  lo  Nr.  23.  eingeführte  Bcseicfanwigsweiijr  ht  lNchulteii  worden  isl,  und  die  driUen 
Auidrttdu  aiu  den  swdlen  iriltdil  der  €rlet^iungi-n  (31)  hcr^ehott  worden  atrid  Wendet 
man  dieselbe  Gtafahing  (9.  a.  oder  b.)  auf  das  neiw  uns  den  Axen  AY,  AY',  AY"  an,  so 
führt  sie,  wenn  imn  iinttT  0  succfssivr  rlic  Winkel  OAX,  DAX',  OAX"  vcrsfohl,  iinil  Hoin 
einen  ScbeiUvcl  AU  dieser  Wuikul  »teU  die  sciiiuren,  dea  ajtdem  Schenkeln  AX,  A  \  ,  AX"  hin- 
gegen alefar  die  senkredden  Projeetionsulilen  zueilheat,  Huf  die  gteiclie  WöM  su  den  nadMle- 
henden  BewlMen:  ' 

c  =D  b+I>  h-j-D  i.  =:C  b  +  C,b'+Cb",i 

e*  =D, Ir+D; b'+Drb-=sC'  b+ C!  V+C;  vA   (Mu  M 

c" = n.b + TV,  b'-f-  or  b" =(r  b  +  c  b'+  er  b",V  - 

Man  winl  inif  »Im  i-rsttii  Blick  gewahr  wmlon,  dass  die  CleiduiiVTcn  f.^P.  a")  und  b.) 
durch  eine  wechselseitige  \>rtauschung  der  den  beiderlei  Syiileuien  entsprechenden  ithnUch  gc- 
Mldelen  Grossen  in  einander  Abergcben;  wovon  der  Gmnd  in  der  yollallndlgeii  Gegenseillgiielt 
liegt,  die  zwischen  dem  tirspriinglicben  und  dem  neuen  Systemi*  slatt  findet. 

Dieselben  (Gleichungen  {Ji.  a.  oder  9.  b.)  liefern  aber  auch  nodi,  wcna  nian  sie  auf  das  ur- 
sprtkngliche  System  in  Anwendung  bringt  und  wiler  $  meeefäre  die  ifrei  Winkel  OAY,  GAYS 
OAY"  versteht,  ihrem  einen  Schenkel  AO  nher  immer  die  scnkrorhJen,  Otl^  UlllerR  Sdunkela 
AY,  AY',  AY"  dagegen  immer  die  schielen  Projectionszahlen  zucrlheüt: 

d  =A  c  +  A'  c'4-A"c",l 

d'=A.e+A;e'+Arcr*,   

d*=A.c+A;c*+A;'c";) 

wendet  man  nlii  r  flii  .s(  ll)en  Gleichung«n  (9.  a.  oder  9.  b  ")  niif  das  neue  System  tm,  nnti  versieht 
man  unter  $  siiccessivt*  «üe  Winkel  OAX,  OA.V,  OAA",  ibxcm  ci^ea  Sv'h^'ukel  A  U  stels  die 
senkiediten,  ilu«n  »idem  ScheniMln  AX,  AX*,  AIT  ilete  die  schiefen  Pfojectio.iUMddeB  ni- 
erlheOend,  so  luNnmt: 

c  =ß  d  +  B'd'-J-B"d",i 

c-  =«.  d  b;  d'+  b:'  d",[ .  — V.  (Mb «.) 

c"  =  B.d  +  B;d'+B;'d",) 
und      zuifft  sich  zwischen  dieaen  beiden  letzten  Gruppen  von  Gleichungen  wieder  dieselbe  enge 
Verwsndtsduifl,  welche  wir  zwiscbcn  den  beiden  vorigiCia  wahrgenpmmun  hüben. 

fügt  nuin  m  den  (Ueichungen  (47.        wdehe  tkik  «uf  du  «aiirttagliche  System  belie- 
hen, noeh  dieselben  auf  das  neu  liiii/^n  (rekomntene  Systrin  fx'zorrrncn.  so  dass  man  hlt: 

«  «,  =  ä  c  +  Sl  c-hä'e"   oad  2)  b  =«  d  +  Ö' d4-!Ö"d", 

«'  s=si.  c+  a;  c'+   c"  «d  a«  b'  sr  »,  d + 95;  d'+  d", 
«?a"s=a.c+a;c'+a,"c"  und  ;i)frs=«id.+e;d'+«£dr, 

wobei  die  Grössen,  deren  GrundseiVhfn  D  oder  99  ist,  dn.<st'Ibp  in  Beziif  auf  das  neu  hinzu- 
ffhommeae  vereinigte  Grand-  und  Potarsysteni  Torsteüen,  was  die,  deren  Grundzeichen  (&  uml 
fll'bl,  tn  Beilig  anf  da»  unprUnglid»  Tsrrinigte  SystanilanMiftn,  nlndidi  dfo  ProJeetioMniäUen, 
welche  im  tn-ucii  System*'  di^sscii  PolHrnvon  Hii  dessen  Griiniiaxen  geben,  80  geben  diese  Glei- 
cluuges,  Wem)  inan  sie  soccessive  auf  die  RiciUmgon  AY,  AY',  AY"  «m  iirspiüngliclien  ttad 
I.  6 
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•nf  4fo  llidilantr«>  AX,  AX^  AX*  mx  im- UhcoffebMuiMHa  T«Kiii%taB  SyfletM  mi%elaut 

1d  Aawendung  bringt,  die  rollenden: 

«  A  =Sl  C  +  a'C'  +  a"  C"  and  3)  B  =©  D -i-ö"D", 

e  A,  =«  r.  +  r  c;  +  n"  er  nnd  b,  =©  n.  +  m;  -e-  S"!);-, 
c;  a;  r=  a.  c,  -j-  a;  c;  +  ar  er  und  i*;  b:  =  9,  i>.  +  »;  d;  +  »r  or , 
6;'A;'=a,r,  +  a;c:  +  a';er       ü  ;■  b;' d, + 5?;' d;'; 

6  A,  =  a  c+a  u+a  -e;-  umi  25  d.4-5)d;4-«"d;', 
(i;'A;'=?i.f  :  +  'T.r;  +  si;'r;  und  35;'B;'— 3?j».  +  3?',D:  -f  «p'/iv.'. 

Muliiptizirl  ouut  min  einerseits  die  enilcu  und  letzten  Seiten  dcf  Gleichungen  (^59.  ».} 
der  Rdfce  nacb  zneret  mit  9,9',  'j3",  sodmn  nit  9,,  tB;,  9r  whI  zuletzt  nH 

andererseits  die  t-rslcii  und  dritten  Si  iti-n  ilor  (Iii  ii  hungcn  (59.  b.)  zuerst  mit  ?l ,  a',  ft", 
hierauf  mit  'ül,,  ?i; ,  %'  uiul  zulrlzt  mit  a, ,  V'U ,  Sti'  und  a«li!irt  jrftrsrrml  die  drei  crhnUenen 
Resultate  zu  eiiuuider,  su  criiult  man  (ileichuagi  ii,  welche  uiil  Zuziuiiung  der  su  eben  anjirege- 
boMii  «ogMcii  Bberfehen  bi: 

ib  =B  H-fli,  .i", 
(•!••.)  ]b'  =  B'  8  -h  B;  a  -f  a", 

und 

U         b  +  A,  b'+A,b", 

(ttfl. ».)  :  Ja'  =A'  b  +  .v,  b'+  a;  b", 

(a"  =  A"b  +  Ar  b'+A;'b" 
und  es  spiegelt  sirTi  abermals  in  den  b«M'(!i>ri  Cnippen  (61.  a.  und  lt.}  eine  vollständige  GegWH 
ceiUgkeil  ab,  indem  sich  die  eine  umnittelbar  aus  der  andern  ableiten  tttsst 

Bezeidiiicl  man  Im  Snne  «ler  apiter  in  Nr.  44.  «ügeihein  cingefBlnrleN  Bczclctainngsweiae 
durch  (B),  (F),  <B");  (K' <  iß");  [R,\,  [7r^ .  \Tf;'^  dio  .s,lii.'r.ii  P.  ojcctionszalden, 

welche  die  suw  nrsprünglichen  Grundsy steine,  dessen  Asen  AX,  AX',  AX"  sind,  geliiir^ea 
PloianaHi  AS,  AS^,  A^  m  idem  noa  binzagdioninenen  Gnmdtyslene,  dessen  Axen  AY, 
AY%  AT"  sind,  ^reben,  und  mulliplizirt  man  die  hintern  Gleichungen  (5!l.  a.)  ihrer  Ordnung 
nach  erstlich  mit  (7?),  {ff),  (B"),  sodann  mit  (B,),  iBT),  (BT)  und  zuletzt  mit  (B,),  (B;), 
(B'i ) ,  jedesmal  die  drei  RcsuUiite  zu  einander  addirend,  so  flndet  man : 
a(B)  +  «r(B')+<r{in^«[I>(B)+»'(B')  +  D^(B")l  +a'  [D.(B  i  +  DliB-^  +  DrrB")) 

+ a"  [P,  I B I  +  »;  ( B- » +  d;'  {  B"^1 

d  m  +  d'(B;)  +  d" (Bi  )  =  a [D  (ßO  +  D'  (BI)  +  D"  (ßj  )]  +  a'  [D,  ( ß, ;  +  D.' ( BI)  +  Dr  (ßJ' )] 

+n"  n>.(».)+D;(Br>+Br(Br)i 
d(R)+d'(B0+<r(B?)=5n[D(R)+i»'tB;)+ir(Br)]  +»'    fB,*+r):  (b;)+  i>;  /r,')| 

+ Li>. » ß.n-D;(«)+ d;'(b;')]  . 

Bs  aind  aber  die  tn  a,  a',  a"  gehürigen  Faolonn  ilaer  Ordnung  nadt,  den  GlekliMigiaB 

(9.  a.  und  b.)  zufolge,  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  die  k'osinose  der  Winkel,  welche  dü 
Richtung  AJ  mit  <1lmi  Richttingen  A\,  AX',  A.\"  bildcl,  in  der  zvvritcn  diesor  Gli-irliungen 
die  Kosinuse  der  Winkel,  weiche  die  RicliUMf^  Aik'  nui  den  gleichen  liiclituugen  AX,  AX', 
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9>  1,  Nr.  <l««rdf««it«Miy«lwb  4t 

AX"  badd,     der  dMtten  dieser  deichun^  die  KoifaniM  der  Winkel,  wddw  die  SbMmf 

AS"  mit  (lenseUx'ii  Am-ii  AX,  AX\  AX"  einschliefst,  und  lassen  sich  daber  in  Jenem  mf 

eitiHnder  folirriiili'n  rik<ii-luin8'''n  in  Pi>Iire  <ler  Nalur  der  PolenxM  durcil  fi»  0,  o;  o; 

u.  0,  (^i' ersi'lzfn.  «otlurch  jene  Glciihungen  werden  > 

Eben  so  erhall  man,  wenn  (yf  i ,  (.f) ,  (./") ;  [J,) ,  \yf,} ,  (^') ;  (.-/,) ,  (yf,) ,  (yft)  die  schiefen 
ProjecN«m8z«h]en  bezeichnen,  welche  die  suni  neu  htan  gekommeocn  Grundsyiteme,  dessen 
Avt  n  \V  \  V,  AY"  sind,  gehörigen  Polaraxen  A8),  Ag)',  A^"  an  dem  ursprünglichen 
GrtuMlüysitime,  de«seu  Axen  AX,  AX',  AX"  sind,  licCenv  «atw^der  dufch  blqs^  Yertauscbui^ 
der  Systeme  rnimitlellwr  aus  den  CSeidniiigen  (62.  a.^,  oder  durch  MoltipUcaÜoii  der  liinteiit 
GI<ieIitiris;eii  (."ig.  b.")  ihrer  Ordnung  nacli  crsllich  mit  {./],  (yf),  i^f"\.  sadami  mit  (./II, 
{^t)  \md  aulcist  mit  {^i^ ,  ,  (^')  und  jedosiuaiige  Addilioo  fies  drei  sich,  ergebenden  He-  - 
ndlate  nhdi  voüiogeiier  amloger  Bealünmuiig  der  in  den  entilaudeiNn  GUncbipm^  xu  b ,  b', 
b*  «Uriflen  Vuolofei:  <>  -  '  ,  r- 


!Db=(jrf)c+(^J<i'+(^,  a«b'=UJc+(^)e'+(-rfD«s".  ^^rr={JJic-i'{jf,W-H^,  Cib.  M 

womit  der  Cydus  aller  Correlationen,  welche  zwisdwn  den  Proj^onszahlen  der  Axen  einen  «  ,  _ 
CrunilsysIeiiLS  ,m  den  Axen  iM'ne»'  andern  Cnind!>yst('iDS  sinit  finden,  in  sieh  aliaescldossen  ist. 

Man  iiann  den  vurslehcnden  Gleichungen  eine  ubgeaiiUerte  GcsMüt  geben,  weun  man  äie  mit  j   .      ,  ^ 
den  Gleietangen  (56.«.  und  h.}  in  Verblnduig  bringt  iene  deielinngen  sind  idiidM^  wenn  mm 
zu  ihnen  noch  die  Tügt,  welche  die  gleichen,  aber  auf  das  neue  System  übergetragenen  sind :  . 

(c)  =!Ca,  tc')=:(i;a',  (c")  =  (i;' a"   and  c=«(a),  c'  =  «;(a'),  c";=:C(t")| 

netat.  ,    ..  J  •  f^'^^  ' 

(d)  =»b,  (d')=!D:i^,  (d')=3>;'b^  und  d=!!)(b),  d'=33t(b'),  d"=JIIf(b")l  . 
worin  3),  35!,  T"  die  Kosintis-e  der  Winkrl  vorslellen,  welche  die  zusammenirrhiiri^pn  Grund-  ^ 
and  Polaraxen  im  neuen  Systeme  mit  einander  machen  und  (b),  (b'),  (b")  und  (d),  (d'j,  (d") 
die  sdriefen  und  senkrechten  Projediopssahlcn  an  den.  Polaraxen  Ag),  A  g)',  A>^"  des  neuen 
Systems  von  derselben  Richtung,  die  aQ  deit  GruMdaxeii  At,'  AV,  AY"  des  neuen  Syslems 

die  b,  Ii',  Ii"  und  d,  d'.  d"  lieferl. 

Milleiiit  difsur  Gieiciiungen  la:j!>eu  sich  nun  in  allen  ihnen  in  dieser  Kummer  vorangegan- 
genen an  die  Sfdte  von  ÜeUeren  PrOjedÜonsmhten,  wdehe  iigcnd  eine  Bidilung  an  den  Grund» 
axen  giebt,  senkrechte  sclzm,  die  von  derselben  Riclitimff  nn  den  zu  den  Gnindnven  ijehörigen  * 
Pohunixeir  geliefert  werden,  und  uutgeitebrt  lassen  sich  senkrechte  an  den  Grundaxen  durch 
schief»  an  den  Polanmen  ersefien,-  wodurch  man  den  fifhern  Gleidrangni-  olterinnd  neue  For- 
men r.n  geben  im  Stande  ist. 

33^  Bebaiton  wir  die  Bezeichnungen  der  vorigeo  Nummer  sitmmtlich  und  unverändert  bei, 

sn  denen  wh-  noch  ftigen  die  {\\,  (x'),  f\")  und  (u),  (u'),  (u")  oder  (y),  (y'),  (y"i  und  (v), 

(y),  (v"),  welche  die  schiefen  und  senkrechten  Goonfinaten  desjenigen  Punctcs  an  den  Polar- 

nxen  \'^.  Ai',  Ai*"  oder  A?),  Ag)',  A       vorriTsfellen  lialien,  der  an  den  Gnindaxen  die 

gleich  l>ezeichneten,  aber  nicht  in  Klammt^n  eingeschlossenen  Cimrdinaten  lieCerl,  so  ist  den 

CMeitdnngen  (|5^  nur  Folge  nicht  nur;    * 

X      .     x      .,     x"      .         u      ,    «'     «     uf  ' 
a=~,  a=  -,  a=—    and  c  =  — ,  e  =  — ,  c=— 
r  r  r  r  t         •  r 

6» 
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b=2,  b'=^,   b"  =  ir  md  d's:-,  d"=- 

SO  wie 

iL*,  (b")=l?::^  und  .1,=  ^,    ,d'|=l^.  (d-o=*^. 
^         r                 r                 r  r  r  r 

Durch  die  hier  (Ur  die  ProjecÜonszahlen  gelieferten  Wcrthe  verwandeln  sich  min  die  Gleiehva- 

gea  (S9.  a)  fn: 

V— rx  +  rx'+C";^',    Vr^Cx+r.x'+c'x",   v"-r,  x  +  ^;x'+^;x" 
l•4.•.)         =Dx+D.x'+i>,3r,      =i>'x+d;.x'+du",  =i>"x+c;'x-|-i>;'jf", 

die(59. 

«=Dy  +  D'y'+DY',      u  =  D.  y  +    y'+ D;' y",     •''=1),  y  +  l);y'-f  D;'y" 

t»«.  ».j  _cy  +  (  ,y'+r,y".      =:ry  +  r:y+c;,",  =C"y+qy+cry"; 

ferner  gehen  die  Gleichungen  {ßO.  a.)  über  in : 

(M.«.)  v=Ab+AV+A''«-,     V=:A.ii+A;>r+Aru*,  v"=rA,u+A;«'+Arii", 

die  CW-  b.)  =n : 

CM.  M  u= B V  +  BV-h B"v",       «' =B, V  +  B, v-j- B;' v",  u"  =  B. v  +  B; v'-j- B;' y'i 

die  (61.  a.)  Indem  «ich  am  in : 

CM.«.)  y=B.x+B,x'+Bi3r,     y'=B'x+B;f+KÄ",  ysF'x+BTx'+Br«", 

die  {_6i.  b.)  in : 

CM.M  x=Ay  +  A.y'+A.y",     x'=A'y  +  A;y'+ A;y",  ir=A"y  + A:Y+ A;'y"; 

die  C^«.)  in: 

CM.      <?x=^R)v+(B')V+(B')v'',  <E«'=(Ä)v+(Ä;)»'+(Br)*",  iK'3t"={B,)v+(K)V+(fl:.K, 

die  (62.  b.)  in: 

Cef.  ».)  a5y=(^)u-H.<i'ju'-H^")u",  3);y'=(^,)u-H-^.>'+(-^;'>u",  2);'y"=i  ./.tu+i:/;iu'+(./';iu"; 
endUdi  neiunen  imaier  dnrdi  die  gleidie  Snlwiaidipn  die  Gkkhungen  (63)  die  Mgende  Ge- 
sUitt  in: 

nu)=(5x,  («')=<K«',  (tt")s=<K'x"  und  a=:1S(x),  n's=(E(X'),  u''=ar(x") 
CM|  .J  nebst 

/(v)=3)y,  (v')  =  3);y',  (v"j  =  D;'y"  nnd  v=35(y),  v'=S;(y'j,  ^"=33? (y^)» 
«üldM  welcber  men  den  Torigen  nodt  in*nnigfiil%  andere  Foraien  gaben  Itmn.  Ba  vcvdieal 

lii'T  iiocil  lifsniidrrs  !i<t\  orjrt'hohcn  zu  wortlcii  wie  sHninitUrhe,  in  dieser  and  rliT  vorigen 
JMuiiuuer  aufgcslellte  Uk-ichungen  bei  aliein  \Vt'i-tu>el  ducii  iuuuer  gieick  einfach  bleiben. 

86)  Bevor  wir  ni  Formen  anderer  Art  tbergehcn,  irolien  wtr  seligen,  wie  aidi  ana  den 
frühem  Gleichungen  unendlich  viele  anrlcrc  Hliloilen  lassen,  und  auch  solche,  in  denen  schon 
die  in  Nr.  39.  aidi  ergebenden  neuen  Fonaen  zum  Vorschein  kommen,  und  deren  Veritaiten  zu 
nndem  verwandten  angezeigt  wird.  Beliehnen  a ,  a',  a"  und  c ,  c',  c"  iHe  aeldaln  Md 
rechten  Projeclionszahlen  einer  Richtung  und  », ,  ,  «['  und  c, ,  c| ,  c','  die  einer  mdeni 
tung  in  (Ii'iii  I)i-1i(<bi^'n  Coordinatemsystemc,  dessen  Axen  AX,  AX',  AX"  sind,  «0  hat  nMH 
nach  Anleitung  der  Gleichungen  Qi^): 


Digrtized  by  Google 


f.  j.  iBi  ti. 

B=:i+«'c<wW-f  a"«wW,  c'  =  a  co» W  +  a -f- a  "cos  W",  c"=i  coaW'+a'eMW+a  ",1 

c,  =  i, -|- »I  cos  W  +  a,  t  iisW.  f,  ~H|C(ts>\  4"''  -'-3  i        '.  r,  =  u, cos  W aj  cos  W"-}- 
liultipUcirt  man  diu  ersten  der  anf  erster  und  swciter  Zeüc  stdietHten  Glekiraageii  ^69)  mit 
c!  imi  c*,  die  swailMi  mit  c,  and  e,  jedeml  die  Mden  ResalMe  von  einander  abiiekend»  an 
eiMII  HM!  • 

c  c; — «,  c* = a  cI — «.  e'4-  (a'el  —  a;  O     W + (a  "d — ar  O  eoa  W ,  l 

Ml*  [   («•.«.) 

ecl — c,e'ss(a,c — ac,)  coaW-|-  atc — a*c,+(arc  — a"cOcosW";l 

muUiplii  irt  man  fcrntr  die  crslcii  der  anf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  (ileichiintren 

mit  ( ;  und  c".  die  drillen  mit  c,  imd  c,  so  gekt  aus  der  Sebtraclion  der  jedesinaligcn  zwei 

Hesuilate  her\ur : 

.  €"0, — c  cr=sa,  <r — •  er  +  (a;  tr—  a'«0  «»  W + (ar  c"— «"cO  cos  w  ^ 
™*  ^  4   €••.».) 

c"c,  —  c  ep  =:  (a  C|  —  n,  e}  cos  W  +  (a'  r,  —  n'  r")  ros  W"  +  ii"c,  —     c  : 
fliultiplicirt  nuin  letztlich  die  zweiten  der  auf  erster  und  zweiler  Zeile  stehenden  üleiehungcn 
QK)  adt  cT  vnd  e",  die  dritten  mtt  cj  vnd  e*,  so  konml  dardi  SdilfMtton  der  jedeswaBgen 
iwet  Resultate : 

c'c;'~c:c''=(acr  —  a,o'')co»W+a'c;'  —  a;c'+CaX— •;«')«»«  W'',i 

und  [   ()o.  e.) 

e'eT— «;«"=C««.fl^— ■  üi)  ooeW4'(«:«'— «'0«MW"+are'-.a''c:.J 

Iii  den  Iclzlt'ii  drei  Piiiircii  von  Glfirliiinifeii  köiiiuMi  Hiisdilt  der  in  ihnen  vorkonnnenden  Diffe- 
renzen ul>eniU  auch  Summen  gesdirioben  werden,  weil  die  mit  einerlei  Voneiclien  nach  Weg- 
«cfeadtang;'  der  Klamment  in  ihnen  vorirandeneB  Tlieile  fllr  sieh  anf  beiden  Seilen  ehiander 
giekh  simL 

Man  kann  noch  anf  einem  andern  Wege  aus  denselh<*r»  GIpifluTnjreii  nene  ableiten.  )Iulti- 
plicirt  man  nämlich  die  ersten  der  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichungen  (^69} 
eimal  Mit  a,  nnd  a ,  efn  andennal  dü  nl  »d  ein  drittMuat  mü  aT  and  a",  and  ifehl  jedas» 
nat  die  beiden  Resallale  von  einander  ab.  so  findet  man: 

a  c,  —  a,  c  =  (a  al  —  a' «,)  oos  W  —  (a"a,  —  a  ai")  cos  VV,  1 

a'  c,  —  a;  c  =  —  ^a  a;  —  a,  a')  +  (a'  aj'  —  a"  al)  cos  W,    [   ^»i,  a.| 

a"c,— are=:a''a.— aar— (a'ar— n''*OcooW}  ' 

multiplidrt  iiihi\  r<Tncr  die  zweiten  anf  erster  und  zw'  ilc  r  Zi  lie  stehenden  Hli  ii  ?iniiLn'n  (69) 
soccesnvc  mit  denselben  Grössen  wie  so  eben  die  ersten,  so  giebt  die  SuNraction  der  jedcs- 
nallgett  nrei  Resdtato  von  einander:  . 

n  e; - n,  e'=a  — ^  Ca"a,  -  aT •) cos  W",  l 

a'  c;  —  a;  c'=  —  (u  ai  —  a'a.)  cos  W  +  (/»"  —  a"a3  cos  W,  J   (M*  k») 

a"c,'  —  al'c'^:  (a"a,  —  a  aj")  cos  >V  —  (n'n"  —  «"al) ;  ) 
endUcli  liefert  dieselbe  Behandlung  der  dritten  Gletchuii^^cii : 


a  «;'_t,d^--(a  <— *'*)eosW"— C«"«.— «O»  ) 

•'er  — a:c"=:  -Ch«:  -a'i.0cosW4-(a'«;'~a"a;),       [   (M* 

afcr  —  Bi'c"=  (.a  'a,  —  «  al  )  cos  W  -  Caal'  —  •"«;}  eos  W  ". ) 
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4t  AuijMt»  0«MKtrie.  Ataek.  t. 

Seilt nan  mm luvArderat  dieVerHic  tqh  bc,'  — B,r',  a'c;  — ajc',  a"c\~tCc  aus  (71.  b.J 
in  die  t-rsle  der  Gli>icliuiiirvn  (70.  a.)  oder  die  n,c  —  a  c, ,  »'c  —  a'  r, ,  a"  c  —  a"  c,  «n$  (Ii,  c) 
iu  diezweile  der  rrlrichiiiiiirri  (70.         sd  fiiifli-t  riiiin  in  ji'diin  Falle  zunkchst:  (  ■ 

c  cl  —  c'c,  =  (a  a,'  —  a'a.)  sitr  VV      (a'  a,  —  a  u,')  (cos  W  cos  W  -t-r  co»  W") 

+  (a'  or  -  «"«O  C«w  W  «M  W'—ew  W' ) . 
Ebenso  erhält  m  in  aus  den  Gldchui^cn  (70.  b.},  wenn  mm  ite  aiiltelsl  der  (71«  a)  oder 
(11.  a.)  umändert:  . 

^  c*c,  —  ccr=C««;  —  a'a.)(,.>sWc««W'— «»>>")  +  (•"•,  — ••D^'n'W' 

4-  (a'a"  —  a"öl)  (cos  W'cos  W" —  cos  \V} 
und  aus  den  Gleichungen  (70.  c.},  wenn  uui  sie  inil  Hilfe  derer  (71.  c)  oder  (71.  ti.}  vn- 
Inden: 

C'cr  —  «"c; =(»•;  —  a*«,) (cos W cos YT'—  cos W)  +  (a"n,  —  a  a;  ) (cos  VV'coB W"— COS W) 

+  0''ii:'  a"a;)sinMV"; 
diese  letzten  drei  Gletciiungen  gehen  über  mit  Zuziehung  derer  (38)  ersÜick  über  in : 

!e  cI  —  1/ 1, = Sin  W  fC«  < — «in  W  +  (a"«.  -  a  a:'3  sin  Wen»  «T 
+(«'«r-n''sy  sin  Wcos  «r| . 
«"c.  — c  crÄsi«W,[(as; — n'sO«»  W  cos  2ß"  +  (a  "a,  —  a  aD  sin  W 
+  (a'a"  sin  W'ros  3B  | , 

c' c"—  c"c|  =  sin  W"  L(a  ai  —  a'a,}  sin  W  cos  !©'  -f  («'  a ,  —  «  «,") sinW'cosSB 
...  ;  +(a'a;'-a"a:3sinW"J, 

sodann  luum  man  iluien  noek  mit  Zusiebung^  derer  <45h  a.)  nnd  (41)  die  naehrolgeade  Geslall 
gdMn: 

(  (c  c;  —  e'  cO  6;'=  b'  i  (u  «:  -  a  a.)  Sl.  +  (^a  "a,  —  b  «i  )  Si,  +  (aX  -  a'  a  j  %\  ,  , 
cm  k.)  . . . .  {  C*^«.~«  c?')«;t=li'|Caa;;^a'«,)lir+(«"a.-»an  SU  +(a'ar-a''i<)a,]  , 
(  (^c'  r;'-  e"c; )  (?  =  h'  ( (a  fli  —  a'aO  91"  +  (a"a,  -  a  a;')  W  +  (a'a;'  —  a"a;}  «  | . 
37)  Wendet  man  die  tileidmngcn  (47.  a.)  auf  die  beiden  fiiehtuaffea  der  vocigen  Mmnmer 
an.  so  geben 

^acH-av+a-e",  (i:a'=«,e+a;c'-fa:'e",  (Ka"««,© +«;c'+«;v 

OS)   )  und 

( ü  a,  =: « c. + a'c;  +  9t"c; ,  (?; «; = %  r,  +  üi;  c; + ar  er ,  g;'  a;- = 21,  c, + a;  c; + a;'  er . 

.  Durch  Naili|ilieation  der  ersten  auf  erster  nnd  yweiler  Zeflo  stehenden  Gleichungen  (73)  mil 
a^  und  u'  ud  r  «Irr  7\vt>iien  ii)U  ««  un4  8  uml  jedemial^  SuhtrscUon  der  iwei  so  sieh  crgn- 
beotlen  Kesullute  findcl  uiun : 

L  6  (u  »;  —  a'u,)  =  ?l  ((• «;  -  a'c,)  +  3C  (c'a;  —  a'  r;)  +  91"  (c"a;  —  a'  cl') 

CM*        •   \ 

/ e;  (a  «;  —  a'a, )  =  91,  (a  c,  —  a.  c)  +  ?i;  (n  c',  —  a,  c')  +  W."  (a  cI'  —  a  r")  ; 
ferner  ergiebl  sieh  aiis  denselben  (ileirhungen  dnn  h  Mulli|)lirati()ii  mit       nnd  a ",  oder  der 
' '  dntlen  mil  a,  nnd  a  und  damnr  rol^^ende  Sublmoiion  der  jedesnwTigrn  zwn  Resultate 

(a";,,-aB;')=a  (n"c.-B;'c)+a'(a'c:-Brc')+a"Cir'cr— a;v) 

C«4.  b.)   <  oder 

fli;'(a"»,-Ba;')=«,(B.c~a  c,)+«;(a,c'-a  tO-^KQ^^-n  cT); 
'    '    zuletzt  erhiilt  man  durch  MnlHplieation  der  zweiten  mit  h"  und  a"  oder  der  dritten  mÜ  B,  und  af 
und  darauf  folgende  Subtraclion  der  zvei  sich  eichenden  Itesuliate : 
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e;  (a  a."  -  a"H;j = 2t,  c«."  c  -  a"cO  +  a;  («."c — «■  t-.} + sc  c- 

o4er  [   (M.  «b) 

(a'a;'  —  a"an  =     (.«'  c,    ■  a;  c  )  +  «;  (a  d  -  al  c')  -f-  »l'  («'i-;'  -  ajc") 
wo  in  den  drei  letzten  Fnami  uiich  iihtn-Hll  Siiminen  tXxfbm  kUnoen  «nslalt  der  DiOierenxen  ani 
dein  bei  dal  analogen  Glelchnngi'n  (Iii)  angci^hrteo  Gmnde. 

Man  kam  äns'  den  Glddiitngen  (73)  noch  cnf  eine  zureite  Art  andere  ableiCeo.  NnlUptl- 
eirt  man  nihnlicii  ihre  erston  Gleichungen  einmal  mit  €<  und  c,  otn  andermal  mit  c[  und  c',  ein 
AlHemal  mit  ci'  und  c"  und  zieht  jedesmal       beiden  Resultate  von  einander  ab,  so  Iiommt: 
«Cac,  -a,c}  =  SrCc't.  -cic  j  +  a"Cc"c,  -c,"c),) 

«C«c;  -a,<i')=:«  (ce;  -«•cO  +  tl"(c"c.'  -c"c'),    {w.  «.) 

(S(ac:'-a.c")=a  Ccc;'  -c,o+a'  cccr— c-'O;) 

femer  ^eTefi'  dieselbe  Behandlung  der  zweiten  jener  Cleirhungcn : 

,    C  (a'c  -   c  J  =    Ce  c»  ^  c:  e  )  +  st;'  (c"c.  - 1-;-  r  )  1 

CKCb'cJ— a;e')=Ä,Ccct-c.c')+«:'Ce"c;-crc'3    C«»«M 

(£:  cuvr  ^-  b;  c")  =^  %  .  r  -  e.  c") + a;  c«'  er-d  j 

endlicil  liefert  die  glcicln-  BiliMinilunn:  ilrr  diitli'H  Gleichungen: 

6;'  (a"c.  -  ar  c  j = ia;  cc  c,  -  c;  c  3 + k  Ct^"c.  -  er  c ) ,  1 

.  cca-'c'  -a:'tO=«.Ccc:  -c.c'>+«;'(c"c;  -er c'),[   ^t». «.) 

cc«''«r-«:'e'0=«uC'5c;'-c.c")+ii;(c'cr-c:  c'oJ 

Setzt  man  nun  in  die  erste  der  Gleichungen  (74.  a.)  Ttlr  c  —  n'c  ,  —  nV\  ,  r"u[  —  u'c" 
ihre  Wertlie  yus  den  GleichungQn  (^73.  bj,  oder  lUr  ac, —  a,c,  aci  —  aic',  acl'  —  aic"  ihre 
Wcrdw  MW  den  (Heichtti^  (7S.  «.J»  so  eriildl  man  in  bdden  Funen: 

«:«(e*:-»'e,)=(aii;  -  «• «.)(««;— «-«o + c»"  %  ~  91  ar)  («'••.  -  c  cd 

+  t2i'?ir^  ?i"?i:)(cc:'-c"co 

Bben  so  bidet  man,  wenn  «laa  in  die  erste  der  Gleichungen  {J\.  b.}  fUr  a  "e,  —  al'c ,  a"c|  —  a"c', 
a*cC — «Te"  Oire  Werihe  ans  denen  (75.  c.)i  oder  m  die  zwcile  Gleicbung  (74.  b.)  Tür  u,c— ac,, 
ai,«' — acl,  M,c"— tcr  ikre  Werthe  aus  (75.  a.)  aetztr 

«r  S  (a"«,  -  a  a:>=:i(«'  9,  -  «  «0  (c  C  -  c-c.)  +  («  a;'  -  %"  ao  { «"e.  -  c  e!') 

+  (a'a;  -  %•  a;-)  (c'cr — c-v;) 

nnd  setzt  man  in  die  erste  dw  Cleiehunjjfen  (74.  c.)  für  al'c  —  a"c, ,  a,"c' — «"ci,  a"c" — a'V" 
ihre  Werthe  aus  denen  (75.  e.),  oder  in  die  zweite  Gleichung  (74w  b.}  fttr  a'c, — ai|e,  »'cj — ifc^, 
a'al'— i^c"  ihre  Werthe  aus  denen  fT.'.  Ij.').  so  kommt: 

C;     (a'ar  -  a-alj = C«.  %  -  'K  «0  («  C'  -  c'c.)  +  («:'  91.  -  a.  aO  (Ce.  -  c  cl') 

•  •  H-(a:a;'-a:'9U)(c'c."~c"c:3, 

die  drei  letxlen  Gleichungen  aber  gehen,  wenn  man  «n  die  Stelle  der  in  ihnen  vorkommenden, 

aus  den  schielen  Projeclionszahleii  der  Polaraxen  an  den  Grunduxen  gebildeten,  Ausdrucke  ihre  ' 
Werthe  nach  Atikituiiir  der  Glcichiingen  (45.  c.)  ctnaebct  ond  «nf  die  Gleichung  (41])  und  (42} 
RücfcgjfJU  lunuut,  ulier  in : 

(a  aj  —  B'  8, )  h'  =  (c  c'  -  C  O.)  +  (c  "c, — c  cT)  CO»  W''+  (c'cT — c"^  cw  W,  i 

(«"a,  —  a  a;')  h'  =  (c  c;  —  c  c.)  cos  W"+  (c  "c,  —  c  ci')  -f  (c'c;'  —  c"r;}  cos  W  ,[..... . 

(«' a;' — a'a;3  h*= (c  ci  —  c'c.}  coi  W' +  (c'c, — c  c;'3  00»  W + (o'c;  -  c 'cU , ) 


* 
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38)  Aus  den  Cleiohiin^'on  der  beiden  vorigen  Nuuuncrn  lassen  sich,  sowoM  dnrch  Ver- 
knüpAinir  clerselhen  unter  einonder,  als  daditnh,  dMS  mm  fttr  die  PrajectioiintaMaB  einer  oder 

mfhrrrcr  nicliluiiirrri  nrn  h  Anlpitiiiii;  rlor  \r.  14.  Coordinatcn  in  sie  einführt,  unxühlifr  vidi-  neue 
ableiten,  bei  denen  >vir  aber  nicht  verweilen  werdea,  iodrw  wir  bei  deren  AufsteUung  eigent- 
lich keine  andote  Absicht  hatten,  «da  auf  den  aunaefDrdeBlUehen  RekhAam  an  Fonnidn  nsbierii' 
sunt  7.U  innclicn,  der  im  st-hierwinklij^on  foordinalensysleaie  Ue^l.  ÜHgegen  wollen  wir  aus  ihnen 
eine  Relulion  herholen,  die  sich  auf  drei  von  einander  verschiedene  KiohtuiUfcn  Iirzii  lil,  und 
von  besunderein  Interesse  ist.  Zu  diesem  Ende  seien  a, ,  ,  a^'  und  c, ,  ci ,  c-,  <\iv  srhieleii 
und  aenfcrcchicn  Projectlonszahlen  irgend  einer  drillen,  von  den  vorigen  beiden  venchiedenen 
Bichluni;,  SCI  ecltrn  Hir  «iie  die  (ilcichiiiiijen : 

( V,  =a,  +  a;  cos  \V  +  a;'  cus  VV",  t!;=;a, cos  W  +  «;  +  cos  W  ",  c;'=»,cos W'+«;co»W"+a;' 
l  und 

/(ia.=ac.+Ä'c;+a'K,    «a:=a,c,+a;c;+5irc;,  (irar=«.c.+«;c;+«rcr 

wie  Tür  die  vorijrfii  hriih'n  Rirlifiinjren  die  (3leichun?r-n  (RH")  unil  fTH).  Miilliplicirt  iriiiii  nun 
die  Gleichungen  (^7tiJ  ihrer  Ordnuug  nach  luit  a^',  aj,  h,  und  addirt  die  drei  Produelenglei- 
chnogen  zu  ehiander,  so  crhiilt  nnn  mit  Rlicltsiehlfftahme  auf  die  Ghjidinniren  (77) : 
h'  (a  ai  aj'  —  a  a"  a',  —  a'n,  a"  +  »a','  a,  +  a'a,  a',  —  n"a|  a«) = 
(•  r'  (•"  -  1- 1 "  c'  -  rV,  i''.'  -f-  >-''f'J  '  v  '4-  e"ei  c4  —  c"c',  c. : 
dieselbe  Gleichung  lüsst  sich  aber  auch  aus  den  Gleichungen  ^72.  b.)  oder  (72.  a.)  herholen. 
IHe  zwei  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (78.  a.}  erscheinenden,  aus  den  sdnefen  and  sodt- 
rediten  l'ruji'i  linn^/.^l1lI(Ml  ilcr  drei  I\ichtungen  gebildeten  Ausdrucke  aind  von  vOtlig  gleichem 
BfiMe  (ind  unterscheiden  sich  von  einander  nur  dadurch,  dass  in  dein  einen  der  Buchstabe  fl 
mit  denselben  xVbzciclien  versehen  auftritt,  wo  in  dem  andcru  der  Huchütabc  c  vorkonnuL 
In  jedem  dh^e  dieser  Anadrilcke  kommt  deradbe  Buchstabe  dreimal  als  Factor  vor,  Ven  de* 
neu  der  erste  keinen  Imlex  hat,  der  zweite  den  Index  1  ,  der  drille  den  2  an  sich  trigt,  and 
die  einzelnen  Glieder  untersdicideu  sich  iilos  dadurcli  von  einauder,  dass  die  Ycrbindtuig  der 
Zahlen,  weMie  die  AnsaM  der  jeden  ihrer  drei  fadorcn  beigegebenen  Aceenie  aussprechen, 
in  Jedem  Gliede  zwar  ininuT  u\is  ilni  Hrcnienlen  0,  1  ,  2  Iir^lelit,  in  den  auf  einander  rnlyeu- 
den  GUedern  aber  die  woblgconlnctcn  Complexionen  der  von  Ü ,  1 ,  2  ausgehenden)  aps  diesen 
drei  Elementen  gebildeten  Permnialionshiasse  hertrcben,  wührend  die  Vorxdchcn,  welche  bei 
dem  ersten  und  zweiten  OBied»  +  und  —  sind,  in  je  zwei  folirenden  Gliedern  hnmcr  die  um- 
gekehrten th'r  iH'idpn  v()rHnsetrnn<,'»'iir>n  sim!.  I5i'/.c!i  Iim  ii  wir  ji-ix'  ii;a?i  «Inn  liier  nntji'tfcbeneti 
Gesetze  aus  dni  rr(ijrrliii;i>/.;ilili'ti  liicii  i-  Hii;|iluai;i'ii  \iui  licrscllicn  Ait  ^M'lnliirlcu  Ausdiliche 


im.  n.) 


durch  [»\,  weim  er  die  Schieten  Frojecliunszahlen  in  sich  aufnimmt,  und  durch  |^cj,  w«iui  er 
die  scnkrNlilon  Projeeijonssubh»  ha  sk^  aurnimml,  so  kann  man  die  Gleidiung  (78.  a.}  ein- 
fach so  schreiben: 

39)  Sim!  A  \  .  A  \'.  A  .\"  ilir  {;nmt1:i\cn  eines  nrspninjHich  vorhandenen  Cnnnlinater- 
sysleiiis,  und  AY,  AI,  AY"  die  von  einem  zu  dem  vorigen  neu  hinzugekommenen,  nnd  be- 
halten wir  fn  Bezug  anf  diese  beiden  Systeme  hleir  wieder  alle  dfo  Beseiehnuuijren  bei,  welche 
in  Nr.  23.  nnd  Nr.  24.  eiriirerahrt  worden  sind,  so  linden  zwischen  den  ücbieren  Trojections- 
xsMon,  wehsfae  die  Axeniichtungcn  des  neuen  Systems  an  den  Axen  des-  alten  geben,  nnd  die 
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dort  den  Bucbstitben  A  zuiu  ürunUzcicbeo  ertialten  haben,  und  zwischen  denen,  welche  die 
AxenricfctaQgen  des  allen  System  an  den  Ana  dea  itene»  geben,  und  die  dort  den  Bnchrtabe« 
B  nun  Gnnidfeeidien  eilMlten  haben,  ReMionen       welelw  «ir  jetit  anlMlen  werden. 

Denken  wir  uns  irgend  einen  Punct  0  im  Räume  und  bezeichnen  wir  die  schiefen  «nd 
8('iikreili(i-ri  Projccliuiiizulilfri  (iiTjciiifrL-ii  Richtuii({  A  0  .  welche  von  der.  bcitlrn  Systemen  ge- 
meiiisclianhchcn  CuordiiiateiispiUe  A  nach  «lein  Puncte  0  hinzielt,  durcli  a ,  a',  h"  und  c ,  c', 
c^,  irann  ei  fl»  an  den  Axen  AX,  AX*,  AXT  febihhien  iM;  ind  dmck  b,  h\  h"  and  d, 
d',  d",  wpnn  es  rtic  an  den  Axen  AY,  AY',  AY"  gebfldeten  sind,  so  liefert  diese  Riihhmjr, 
«nmiil  aur  das  erslere  und  ein  andeniial  auf  das  latztere  System  bezogen,  nach  ^nleitung  der 
Gkidwngen  (61.  a.)  nod  (61.  b.^  die  falgeaden  Belationen : 

b  =B  a+B,a'+B,a")         (a  =:A  b+A,  k'+ A.b",} 

h' =B'a  +  B:B'+B;a"[  und   Ja' =A' b  +  M  b'4- A'.  b",[   CW) 

b"=B"a  +  B;V+Bra"l  fa"=  rh^- A;'b'H-A;'b"J 

Lässt  »an  nun  den  Punct  0  bei  diesen  auf  der  linken  Seile  siebenden  Gleicfaungea  successive 
in  dIeAxen  AY,  Ar,  AIT  MIen,  wobei  b,  »*,  V"  weeeiahre  die Wcflbe  1 ,  0,  0;  0,  1,  0; 

0,  0,  1  und  a,  a',  a"  in  den  drei  auf  einander  folccnttcn  Fällen  rfic  Werlhc  A,  A',  A";  A, ,  ,  „ 
A(,  A^'j  A«,  Ai,  Ai'  aHnehwwa;  und  Uisst  hma  eben  so  den  Fund  0  bei  d^son  auf  der  rech- 
ten Solle  stehenden  Gleidrangen  successive  in  die  Axen  AX,  AX',  AX"  fallen,  wobei  a,  a', 
a^  snocessive  die  Werlhe  1,0,  Ö;0,  1,0;  0,0,  i  und  b,  b',  b"  in  den  drei  auf  einander 
folgenden  Fallen  die  Wcrtbe  B,  B'.  B  ";  B, .  B;  .  B,";  B, ,  B',,  B"  annebinen,  so  gehen  dadunil 
]die  Glocfaungen  (TU)  in  folgende  (irci  Gruppen  \oii  anälo)>:cn  liesondem  Gleichungen  über: 

1=B  A+B.  A  -f  B,  A"\  /  1=A  B  +  A,B  +A,  B'. 

o=:B'a+b;a'+b;a"  ]      1  OssA'B+A^B'+Air, 

0=B"A+BrA'  +Br  A"  I         \  0= A"B+ ArB'+ ATB" 

o=B  A,-f  b,a:  +  B,  Arf        |o=A  b,+  a,b:+a,  b;'.| 

i=B'a,-)-b;a; +b; A^y  und  / t=A'B,+A;B;+A; Bi',y  

o=B''A.+B;'A;+BrA;'[  jo=a"B.+a;'b;-i-a','b,";( 

o=B  a,+b,a; +B,A','I  lo=A  b,+  a,b;+a,  b;', 
0  =  H'      b;  a;  -f-  b; a;'  \        1  o  —  \  b,+  a;  w,+  a;  b;'  , 

1=B  "A.-f  Bi'Ai-HBi'Ai'  )  [  1    A"JI^ Ai'BH- 

\on  denen  ober  die  anf  der  Iinkf«n  und  rechlrn  Sritp  stehenden  sich  imnior  niif  rinf  nndiTO 
Richlung  AO  braichcn.  Sowohl  die  auf  der  linken  Seile  siehende  Beihe  von  Gleichungen,  als 
dfe  auf  der  rechlen  Seite  siebende  dccict  di«  RelationeR  auf,  welebe  xwiscben  den  ihttjeef Ions- 
zahlen,  deren  Grundzeichen  der  Bnchstabe  A  ist,  und  dcru  ii.  din  n  (Tnindzt'irhcn  der  Burhslabe 
B  Hl,  statt  finden,  and  die  eine  Reihe  geht  aus  der  andern  hervor  durch  wechselseitige  Vertau- 
schnng  dieser  Iteiden  Buchstaben  mit  einander. 

Durch  Auflösung  sowohl  der  aui  der  linken  Seile  stehemlen  Reihe  von  Gleichungen,  in 
denen  nmn  dte«r«aseii B,  B',  8"^  B,,  BT,  BT,  B,,  b;,  BT  als  Unbeksnnie  ansluht,  wie  der 

auf  der  rcrhlcn  Seife  sldiciulpti  Biüu«  \on  GIcichiinifcn,  in  welchen  man  dte  (Srflisen  A,  A', 
A",  A|,  Ai,  Ai',  A,,  Ai,  Ai'  wie  Unbekannte  ansieht,  findet  man: 
L  7 
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B'  [ A  ]  =  -  (A'  a;'  -  A "  A'O  1  l  A'  I BJ  =  —  CB'  ^  —  B"  B;)  , 

,B  tAJ=      A'a;— A'A:  j  IA"[BJ=      B'B,"— B'BIj 

Ib.  [a]= -CA.^"-^''AO  f  ]a.  [B]=:  ^(B^v:-ny, 

€•••••)   \B;tA]=    aa:-a"a,  )  «»*  <a:[B]=  bb?^b"b., 

|B;'i:A]=-CAAr-A"AO  (  jAr[B]= -(BBr-B*BO; 

B,rAl=    a,a;-a:a,  1  /a.(b]=  b,b;-b;b„ 


b;|a|  =  -(aa; -A' A.)  I  a;[B]=-(bb;-B'BO, 

B;[Aj=      A  AI— A'A,    '  ^A;'[B]=      BK  — B'B,; 


mm  mu  AUdnuag 

f  AAUr— AArA;— A'A,Ar+A'A,''At+A''A,ik;— A''A;A,=[Ä] 

Cm.  •».)  ...^  }  un^ 

'  B  B;  b;'  -  B  K  F,  -  B'  B,  Br  +  F  K  B.  +  B"  B,  B',  -  B"  B;  B,  =  fB] 

3  3 

gt!sel7t  wird,  wo  (A|  und  fB)  luis  den  Buchstaben  A  ußd  B  nacii  deiiiüclbrn  Gcsclzc  gcbil- 

3 

det  nad,  wie  [aj  in  voriger  Nainmer  «us  dem  Buchitabeii  wetwegea  die  auf  der  rectates 
■nd  Hnkm  Seilo  ddMMfctt  GMdiangen  (Öl.  a.)  noch  imner  dordi  weelnelMili^  Veffanscbimg 

der  Buchstaben  A  und  B  MU>  etnaniier  «tigeldli't  ^M'r(lon  können. 

40)  Eliminirt  man  aus  den  ersten  beiden  der  auf  der  linken  Seile  stehenden  ffleichongai 

(80}  die  tirüsse  A  ",  üu  kumml: 

b;=a  (Bift-B'B.)+ a'Oi»b;-bjr), 

oder  wenn  man  für  BB;  — B'B,  and  B,%— ihre  mf  der  rechten  Seile  der  Gleiduufen 
(81.  a.}  gegdienen  Weiihe  setzt: 

B,  =  CAA,-AA;}l^Bj, 
wdclMii  veigUehen  nüt  der  T«iletiion  enf  ^  linken  Seile  stehenden  Gleiehnng  (81.  e.),  liefert: 

€«•>  rAifB)=i. 

Stellen,  der  in  Xr.  23.  und  Nr.  24.  ptnjrcRiIhrten  Boxpichnungswcise  gemHss,  C,  C,  C"; 
Cti  C,',  C^';  C«,  C^,  Ca'  die  senkrechten  ProjecUonszohlcn  vor,  welche  die  Axcoricbtungeo 
AT,  Ar,  AY"  «  den  Axen  AX,  AX*,  AX"  des  arspiünglichea  System  liildeii,  nnd  stellen 
eben  so  D,  D',  P";  D, ,  D',  D,";  Dj.  Pj .  D.]'  <!ic  senkrechlen  Projeclionjizahlfn  vor,  weUhc 
die  Axenricblungen  AX,  AX',  AX"  m  d«a  Axen  A¥,  AV,  AY"  des  ue«  ewgßfiUutea  Sy- 
stems liefern;  betetcbnen  «rir  noeh  enssefden  durah 

[CJ  und  [DJ 

die  Anfdrtteke,  wekhe  ens  den  Bnchsteben  C  und  D  nech  denselben  Gesetze  febilidet  werden^ 

a 

wie  der  in  Nr.  38.  durcb  |c|  bezeichnete  Ausdruck  aus  dem  Buclislaben  c  hervesgufuigen  ist, 

und  fhirch  k  den  von  den  Axenwinki'ln  W  ,  W  " .  \V  "  dos  ncn  eiinrenifirlL-n  Systm.s  gfrodi-  so  ab- 
hängigen Ausdruck,  wie  der  h  von  tkii  iU.uiwiiikeiii  W ,  W,  W  des  ursprünglichen  Systetns, 
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ftwf  Jlii  ite  wy  >twi. 


U 


im  GUMumgm  (40)  oder  (_42)  oder  (44}  gemäss,  ubhunfif  ist,  so  iil  in  AtlfB  im  ftr  Jo 
drei  Richtung  an  jedem  beliebigen  CoortfHlensysieme  gttlligen  Gietcliung  (T6l  Ib}  in  tttsäg 
der  drei  Bkhlyngcn  AY,  AY',  AY"  an  dem  ursprttiigticlien  CoonünataasyitaiD: 

h'i:Ai=r.ci,  CM.«.) 

bexUglich  der  drei  RiciUangen  AX,  AX',  AX"  an  dem  neu  eingeführten  Coordinatensysteoi ; 
Seilt  man  «her  in  der  Gleidiiim 

Dms^r-DDrm-B'DiDr+s'DrD.-f-irD.iK'iriKik.sii],  cm.».) 

welche  die  Definition  des  Ausdrucks  [Dj  ist,  an  die  Stelle  der  in  ihr  vorkommenden  senkrechten 
ProjectioosuUen  ihre  durch  die  Gleiciiungen  (ßi}  gegelienen  Werth«  ein,  eo  verwaadeU  iie 
sich  iu; 

c  cj  q' — c  CT  c; — c  Ci  CT + c  er  c, + c  c  c;— c"  d  c  =r  [i)] , 

« 

■nd  da  nedi  der  DoflnÜioii  des  Auadraeks  £C] 

CCjCf-CCTG-CCiC'+CCI'C+rCCi-C'CCsCCI 
IM,  M  xeigl  ife,  dsM 

ist 

Ifiilliplicirt  man  nun  die  Gleicbnngen  (83.  a.)  und  (63.  k)  iwÜ  einender,  so  indet  mm  nil 
BeiBcksiditiguiig  der  Gleichungen  (82)  und  (83.  c.) : 

h'k'  =  (CJ'=:|DJ  CM»«*) 
und  die  Verglcichung  der  Gleichungen  (83.  a.)  und  (83.  b.)  mit  der  Gleichung  (83.  c.)  giebt 
nf  der  Sielle  t 

h'[A|  =  k<fB],  CM.».) 
«nd  diese  Gleichiuig  in  Verfaindang  mit  der  (ßSf)  liefert: 

tÄT=p  «w»  &T-^*  CM.*) 

dses  jettf  die  stanlBdMNi  ertnen  \Af,  [B]*,  fC]*,  [Wf  dunh  dl»  beidfln  k*  «nd  k*  dw 

aestelll  sind. 

■  >       >       >  i 

Da  durch  diese  letztem  Gleichungen  imnicr  nur  die  Quadrate  von  [AI,  [C],  [B] ,  (!>] 

gegeben  werden,  so  bleibt  des  Vorzeichen  dieser  Grössen  noch  unbestimmt;  es  geht  Jedoch 

schon  jcta  SMS  de«  CUeielNugett  QSS,  e.  bis  6)  herror»  dsss  dies»  vier  GrIMsen  entweder 

säinnitlidi  positive  oder  säiiiinltich  iire^nttvc>  Werlhe  haben  müssen;  bald  aber  werden  wir  die 
Rogcl  aufstellen,  wodurch  sich  entscheiden  lüsst,  in  wekhen  Fällen  die  positiven  und  in  wdcbeo 
FlUen  die  negativen  mTerihe  m  ndimen  shmL  Uebriigens  beneiken  wir  aodi,  dus  da  je  drei 
Richtungen,  die  von  ebteni  PuncI  auslaufen  und  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  als 
die  Grun(lo.ven  eines  neuen  Coordiuatensyslems  angesehen  werden  kdnn<ni>  auch  auf  sie  die 
Gleichungen  (84.  a.  bis  c.)  in  Anwendung  gebracht  werden  können. 

41}  Naclideni  wir  die  GMehuagen  kennen  gelernt  haben,  wodurch  die  sdiiefen  Pivjections- 
sahlen  zwischen  den  Axenrichlungen  zwrinr  untfr  sirh  vrrbii'iilcnfr  r^nindsysteme  von  einundfr 
abhingig  geauicltt  werden,  welche  in  ihrer  Art  dita  sind,  was  diu  Gleichungen  (31)  in  Btivtg 

7* 
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mf  senkrechle  Prajfctioni— Mm,  ]Mbt  nm  sar  ErschiipruiiK  «üewfl  6«gaMl«ndes  MChU  mehr 

IP  Ifean  übri(^,  als  die  Kennzeichen  turztuuchen,  in  welchen  FttUen  man  ftUr  die  durch  die  Glci- 

>      I       I  • 

ohonppn  (84.  a.)  und  (84.  c.)  gt'gehracn  Griisscn  fA],  |B],  [r|,  (D"!  ihre  in  jont-ti  Gloi- 
i  chungen  cnthaitenea  positiven  oder  ne^livcn  Werthe  su  nehmen  habe.   Da  in  iNr.  40.  schon 
fexe^t  wwim  tat,  im»  <fiM»  vier  QrOMcn  Hier  steh  entweder  glekhieiMg  foiHhr  oier  gMoh- 

zcititr  ncfTRtiv  sind,  so  sieht  man  ein,  dass  die  ganze  hier  voriifigeiule  UntmttClmiV  Mf  die 

einer  ciiizitren  von  jenen  vier  Grössen  sich  beschriinken  IhssI. 

a 

Wir  wollen  hier»!  die  (A]  nehnea  und  fUr  unscm  Zweck  diese  tiriisse  aus  iea  vordem 
GIfliehMg«!  (81.  a.}  keiliolcii,  von  welchen  die  «nie  ^hl: 

•         A'  4"  A"  A' 

[AJ  _  ^  • 

Denkt  man  sich  nn  die  Stelle  det  ras  den  Axea  AY,  AY',  AY"  gebildeten  Systems  ein 
Mdetes  gesetzt,  dessen  Axen  AX,  AY',  AY"  shid,  so  liefern  die  beiden  leisten •  Axen  AY', 
A  Y"  diVscs  siibstituirloii  neuen  Systems  nn  dem  ursprilnglichen  dieselben  I'nijeetionsruWen,  wie 
die  zwei  letzten  Axen  des  vorigen  neuen  Systems,  nn  dessen  Stelle  es  gesetzt  worden  ist,  da 
«ie  TM  deMelbM  zwei  Mchtangen  m  den  itleichm  Systeme  feliildel  werdmj  es  haben  «tao 

rürsr-  (ii  iHcn  Systeme  die  mif  das  iirs|in:tiijlirlie  System  sieh  Iiezicliendt'n  ßrössen  A, ,  A', ,  AI* 
Uiiil  A, ,  Ai ,  Aj'  mit  einniiiier  (;eitieiii,  H  t'.s\veffen  die  Ziihler  in  der  vorstellenden  Gleichung 

dieselben  Ueiben,  man  mag  durch  sie  den  Werth  von  [AJ  für  das  aus  den  .\xen  AY,  AY' 
AT*^  oder  Ittr  das  ras  dn  Axat  AX,  AY',  AY"  geliOdeie  neue  System  in  Benig  raf  dss 
nnyrtn^iGhe  bestimnen.  Wcl  aber  ki  den  helderlei  Fdkn  B  eiM  radere  Bedeatnng  fast,  so 

i 

'  muss  das  substituirtc  System  einen  andern  Werth  Tür  f  A]  tiefern,  als  der  ist,  den  das  aus  den 
Axen  A  Y  ,  A  Y',  A  Y"  gebildete  System  liefert,  welchen  neuen  Werth  wir  zum  Unterschied  vom 

vorigen  durch  [AJ*  bexeicfanen  wollen  und  es  ist : 

[aj«=a;a;'-a;'a;, 

weB  der  Werth  von  B  m  dem  ras  den  Axen  A  X ,  A  Y'  A  Y"  gebüdelen  neuen  Systeme  1  ist,  da 
'  die  dritte  Axe  des  snlistilitirim  SyjMeiu  fn  der  AX  sdber  liegL  Hienns  folgt,  dass  die  GrItasM 

[A]  und  [A]*  Zahlen  mit  demselben  oiler  tnil  entgegengesetzten  Vorzeichen  in  sich  tragen,  je 
nachdem  B  eine  positive  oder  negative  2iahl  ist.  Iis  w  ird  at)i  r  B  pusitiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem AX  auf  der  poaüvcn  oder  negativen  Seile  von  der  Coordinatencbenu  Y'AY"  liegt,  d.  h. 
Je  UMMan  AX  md  AY  nnf  «ineiW  oder  mf  enigcfengnsebten  ScJtM  vor  r AY"  liegen; 

a  a 

also  enfhallM  dfe  swel  GrIlisM  [A]  «nd  [A]*  Zählen  mit  elneriel  oder  mit  entgegengesetslen 
Vorzeichen  in  sich,  je  nachdem  AX  und  AY  anf  etaieflet  oder  aof  enigegcngesclBlen  Seilen 

von  Y'AY"  liegen. 

Wäre  man  bei  der  vorstehenden  Betrachtung,  anstatt  von  der  erslrii  \ordeni  Gleichung 
(dl.  a.*)  ansragehen,  von  der  nnÜM  oder  von  der  neuntM  ausgegangen  nnd  hüte  mra  an- 
statt des  subsiituirtcn,  aus  den  Aven  AX,  AY',  AY"  gebildeten  neuen  Systems  dns  mis  den 
Axen  A  V,  A  X',  A  Y"  oder  da.s  aus  den  Axen  AY,  A  Y',  A  \"  trehildele  genommen,  su  liHllo 

mau  vüllig  auf  die  gleishe  Weise  gduaden,  dass  die  (irüssc  [4],  weui  sie  einmal  fUr  das 
UM  AY,  AY',  AY"  lind  ein  andcMid  ftr  dM  ans  A  Y,  AX'*  AY"  MsimneifOMlilo  SyMoi 
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ia  fflinerTeifa«^foiiff  nttdM  uiprtiiklN^  SyitOM  mSgtmiM  nkd,     beld«i  Pttoi  daerid 

oder  (mfp«»jrf»Tit«BeteCe  Vorzeiclicn  minimmf,  je  nachdem  die  Axen  AX'  und  AY'  auT  uineriri 
oder  auf  cnlpfgpntreselxlen  Seilen  von  der  Ebene  YAV"  lic|2:en,  und  fbi-ii  so,  das«  diu  Grösse 

[AJ ,  wenn  sie  eimnal  für  das  aus  A  Y ,  A  F,  A  Y",  ein  andennal  filr  das  »ns  A  V ,  A  Y',  A  X" 
znsimineagrMebte,  «if  «in  unprnn^lirh«  Syaten  besofen,  anlifresndrt  wird,  in  \iaim  WBtn  «i> 

nerici  oder  ('ritg('ö:('tiu<"-''lzle  Vorzrii  lieii  itiiniinnil ,  je  naclulciu  (Iii-  Av<>n  A  X"  und  A  Y"  auf 
einerlei  oder  auf  «äiitiriiri'ii£rf»setzfeii  Si'itcn  von  der  Ebunt-  YAY'  liegen.    Diese  drei  FMlIe  enl- 

1 

iuUcn  den  folgenden  einen  Salz  in  sicii :  Der  in  £AJ  entiialtene  abwhilc  Wcrtli  trügt,  wenn 
(Keso  Grßsse  etninal  IQr  ein  beKebigrs  System  T  auf  ein  anderes  belfdiipfM  X  bnogen  und 

ein  andtTiiiiil  fiir  dasjenige  auf  dieses  letztere  X  bezogene  System  Z.  welehes  zwei  Axon  von 
dein  Y  und  eine  mhi  (iicsi-m  X  in  sicli  iiiiriiimitit,  iiulVcsiulit  \s\rt\,  in  licidrii  F^illi'U  dasselbe 
oder  das  entgcgen^^eselztc  Vurzeidien  an  sirii,  je  nHcfideiii  die  zwei  Axen,  deren  eine  das  Sy- 
stem Z  von  dem  X  in  sicii  anfgenonmien,  and  deren  andere  es  von  dem  T  xurOdcfebsBen  hol, 
auf  derselben  ndi'r  mf  rnf^r'^iri^iureselzler  Sfiti>  vnn  der  Ebeno  (ii-i,--.-!!,  >vclrli('  dun-h  die  ln'iitfn 
Aaea  hindurch  gehl,  welche  das  System  Z  von  dem  Y  in  sich  uuigeaurainen  hat.  Iheser  eine 
ailgeawino  6nlz  aber  iifgt  an  mrei  aal  einander  vorinindaacn  beliebigen  Systemen  folgende  drei 
BpeoieHe  lio<lificationen  in  sich. 

Die  aus  den  Axen  A  Y' ,  A  Y',  A  Y"  und  aua  denen  A  X ,  A  Y',  A  Y"  gebildeten  Systeme 

s 

liefern  an  dem  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  irebfldeten  filr  [A|  im  Allgemeinen  xwcierlei 
Grössen,  deren  «bsolnle  Werllie  einerfei  odar  eulgeg«!(tgesclxtc  Vorzeichen  an  sieb  tragen,  je 
nachdem  AX  und  AT  auf  «hk  rki  oder  anf  eaigegeageMMen  Selten  von  liegen,  wei- 

cber  Salz,  rler  zuerst  so  clirii  mifcilmulcne  war. 

Die  aus  den  Axoii  A  .\  ,  AV,  AY"  und  aus  denen  AX,  AX',  AY"  gettjtdeleii  Sysleuie 

gebofl  an  dinn  aujs  den  Axen  AX,  AX',  AX"  gebildeten  fUr  [AJ  zweieriei  Grössen,  deren 
abaolate  Werthe  entweder  ehierlei  oder  entgegeageselzle  Voneichen  an  aidi  Iragen,  je  aacb- 

dem  .\X'  und  AY'  auf  einerlei  odor  mif  i?nlp;('e'cngesnt7tcn  Seiten  von  XAY"  liegen^  weMH» 

Satz  eine  Uo84i  Wiederholung  des  ersten  in  einer  andern  Form  ist. 

Die  aiw  den  Axen  AX,  AX*,  AT"  und  «na  denen  AX,  AX",  AX"  gobidelcn  Systeam 

k 

geben  an  dem  ani  den  Axan  AX,  AX',  AX"  gdUMetoa  fir  [A]  xwderfd  GrOaaen,  deren 

abMlule  Werthe  entweder  «iaeriei  oder  cnlgegengeaetzle  Vorzdclien  an  sich  tragen,  je  nachdem 
A  X"  und  A  Y"  aaf  einerlei  oder  auf  entgegengeaelxten  Seilen  von  X  A  .\'  liegen,  weloker  SalS 
*    wieder  nur  eine  Wiederholung  des  ersten  oder  zweiten  in  einer  andern  Form  ist 

Nna  aind  aber  bei  Jedem  Systeme,  das,  als  nmcs  gedacht,  auf  sich  selber  als  ursprung- 
liches gedachtes  bezogen  wird,  diejenigen  srhinfen  Frojectionszahlen,  welche  den  BuchslHhen  A 
ztnn  flnindz#>irhen  haben,  säninillich  null  Iiis  auf  die  drei  A,  AJ,  Ai',  von  denen  jede  -f  1 

wird ;  darum  wird  die  Grösse  [AJ  bei  dem  auf  sich  selber  bezogenen  Sysleuie  -f- 1 ,  und  in 
Folg«  diessen  bssea  sich  die  so  eben  aasgesproebenea  drei  besondom  SWie  bi  aeigekebftar 
Ordanog  genommen  durcb  Aaeinaaderknlpbrag  aach  so  gelnia : 

a)  Die  Griis.se  (A],  welclic  dns  System  AX,  A  X'.  A  Y"  an  dem  \\.  A  X'.  A  \"  giehf, 
ist  positiv  odor  negativ,  je  nachdem  AX"  und  AY"  aaf  einerlei  oder  auf  colgegenge- 
sdster  Mte  von  XAX'  liegen. 
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V)  Die  GMUB  [A]»  ««Mc       System  AX«  AT,  AT"  m        AX.  AX,  AX"  |^eb^ 

Hit  posiU\,  w«m  AX"  und  AY"  in  Verglwh  m  XAX'  und  A  V  und  AY  in  Vcrijleieh 
in  XAY"  beide  Panre  tuUwvdi-T  gicicbzettig  suf  einerlei  oder  gkidixeitig  auf  entgegen- 
gBuMu  Seite  von  der  bei  Jeden  dleaev  Hkk  fMiannten  Ebene  liegen;  Umcgoi  tat 

jene  Gniü!;«*  negativ,  >vt>iin  das  cino  von  diesen  beiden  Richtungspaaren  mf  dnerid,  4$S 
andere  auf  entgi'j^i'iikri'selzl"  r  Svite  der  bt  i  ihmm  j^en«nnt('n  Ebene  liegt 

e)  Die  GrOwe  [A] ,  welche  das  aas  den  Axon  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  gebUdele  Syslea  an  dem 
tOB  den  Ax«n  AX,  AX',  A  X"  gebildeten  liefeH»  iit  poeilhr^  wenn  die  SleBmi^  der  Rieh- 

tnngspaare  A  X"  und  A  Y",  A  X'  und  A  Y',  A  X  und  A  Y  gegen  die  Ebenen  X  A  X',  X  A  Y", 
VAY"  so  ist,  dass  alle  drei  Vmav  entwcdi  r  iiiif  crncrlei  Seile,  oder  das.s  eines  von  ihnen 
auf  enieriei,  die  zweiten  andern  aber  anf  i-nigcgfugt-ieUler  Seite  der  ihnen  zugegebenen 
Ebeoo  liegen;  hingegen  ijst  jene  Grösse  negativ,  wenn  die  drei  genannten  Riclilungspaare 
sümmllieh  auf  entgegengesetzter  Seile  ihrer  Ebi  ac  lit  gpn,  «der  wonn  zwei  davon  auf  ei- 
nerlei, das  drille  nhor  auf  entgegei^csetzter  Seile  der  iliiuMi  zu>fcs(<'l>ent'n  Ebtue  Iit?gl. 

Die  hier  tur  das  l'ositivsdn  oder  für  das  Nogalivsctu  der  Urüsae  [A]  aufgefundenen  Kciw- 

di  rn  \nn  rl  in  vorigen  »ehr  vcrsrhiodenen  Ausdnick  dadurch  bringen,  dass  man  eine  idi  flle 
Beziehung  der  beideji  Systeme  auf  einander  oder  auf  ein  unbealimmles  Drittes  cur  Hilfe  niuiml, 
WM  wir  jetil  neigen  wödea.  Zavnr  bemeriten  wir  jedoch,  dtfi  man  statt  der  in  a)  bis  c) 
nnfgmtellten  Kennzeichen  ancll  die  nehmen  kSnnle,  welche  man  erhüll,  wenn  man  die  neuen 
Axen  in  anderer  Ordonng  sueceuive  an  das  ur8|trftaigliche  System  sich  anknüpfen  lüssl,  wobei 
die  Axenpaarc  AX"  und  AY",  AX'  und  AI",  AX  und  AY  anstatt  auf  die  Ebenen  XAX', 
XAY",  Y'AY"  immer  auf  andere,  nümlich:  XAX',  Y'AY",  X'AY";  YAY",  XAX",  X"AY'; 
X  A  y,  X  A  X",  Y'  A  \";  y  A  Y',  X"  A  V ,  X'  A  X":  X'  A  Y  ,  Y  A  Y",  X'  A  X";  und  zwar  inmier  auf 
die  gleiche  Weise  bezogen  werden,  deren  Znsanmienhang  unter  einander  leicht  unter  ein  Geseti 
zu  iiringen  isL 

42)  Seht  man  die  drei  Axen  eines  gegebenen  Conrdinalensyslems  als  unter  sich  fest  ver- 
bunden an,  so  dass  in  ihrer  gegenseitigen  Sli»!liinff  so  weiiia:  eine  AenderunEr  vtirfallr-n  kann, 
wie  wenn  sie  die  Begrenzung  eines  festen  und  in  sich  unveränderlichen,  jedoch  beweglichen 
Wkftn  ammmchlen,  w»  Hast  «ich  die  8MI«ng  diesea  CoordinailensyBlemi  an  gewiaae  Inaiei« 
BetUngungen  knüpfen  StrlK  nffTnIich  0  einen  irjrend  svo  i-n  H;imi>e  unvernukhiir  lieijrndcn 
Ptanct,  und  OS  eine  vun  diesem  Puncte  auslaufende  unverünilerüchu  Richtung  vor;  denken  wir 
ans  ferner  uaMr  R  diejenige  mudi  beiden  Seilen  hin  ubegreute  Gemde,  weldie  nrik  der  lidi- 
tung  OS  zusanmen  fiHU,  und  anter  P  eine  bestinuiite  von  den  unzihlig  vielen  Ebenen,  die 
durch  die  Gerado  R  hindurch  gehen ;  bezeichnen  wir  noch  ausserdem  durch  A  die  Spitze  irgend 
eines  gegebenen  Coerdinatensystcms  nnd  durch  AL,  AM,  AN  die  von  A  anstauTendcn  drei 
Axen  desaelben  Condinatensysteuis,  welches  wir  uns  in  sich  fesl,  sonst  aber  frei  beweglich 
vorstellen:  so  kann  man  iiniuer  dun  Ii  Bewegung  dos  Systems,  dessen  Sjiilze  \  in  den  Piificl  0 
und  zugleich  dessen  eine  Axc  AL  in  die  Richtung  OS  so  bringen,  da.ss  diese  beiden  Kichtun- 
gen  eüie  nnd  dieadbe  aumaehen,  worauf  man  es  noch  imaier  in  seiner  Cewall  hal,  ohne  die 
vori^'  'I  Bestimmungen  wieder  aufznheli m  (hireh  Drehuntr  de^  "^vsr  sns  iim  die  Gerade  R,  wo_ 
bei  die  I*uncle  O  und  A,  L  und  S  (wenn  S  den  ai)solntcn  Ort  des  Raumes  anaeigt,  iu  wel- 
chem L  gende  Hegt)  in  einmider  liegen  tdefben,  eine  der  Coordinatcncbeiwri  LAM  md  LAN 
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der  BbcM  P  mmiMi'  Mm  tu  «MÜMik  NuMm  aber  «R«lr  ne«h  «Ubm  hMtw  B^iIm» 
MMg  gesdiehen  ist,  hat  das  System  eine  voUkommen  bctÜNHle  SteUiui((  im  ÜMUM  angfliOll 

men,  und  man  kann  an  (lasselbe  keine  neuen  Anrordirunffen  mettr  niuchen,  es  sei  4enn,  das« 
man  sich  das  Courdijiattin»y»(eut  als  ein  veründurliches  vor^U^Ueu,  oder  die  vorigen  iliw  gege* 
beaea  BeMiniaiyigra  wieder  Mlhebca  wollle.  Die  BestioMnang,  dug  i>  &  die  CoovdiulflMkMB 
LAM  in  (Irr  Fhinr  P  liegen  soll,  lüsst  sicb  auf  zweierlei  Arten  vcrairklirhrn ,  >vo!iii  ili^e 
CtiordmatentitKüie,  and  mit  ihr  zugleidi  auch  die  CiHNTdiaalenaxe  Ajd,  das  eine  Mal  auf  die  etne 
Seile  der  GerMhn  B ,  du  andere  Ifal  mit  denn  aadero  Salto  aa  Ueffsn  keaMiL  Hakt  mm^ 
nacluleiii  die  Coordinatenaxe  A  M  in  die  Ebene  P  gelMractit  wurdtMi  ist.  dicho  Besliiiiuiunir  wieder 
aai^  CO  lä«st  «ch  das  System  um  die  Gerade  A  draken,  und  (lihrt  man  diese  Drefaiug  stete  naak  " 
danalMn  Seite  kia  aus,  so  gelangt  die  Bbene  LAM,  nackdeai  aie  eiaea  Wiakel  v«a  awai 
Bectean  beschrieben  hat,  aufs  neue  in  die  Ebene  P ,  liegt  aber  jelxl  auf  der  andern  Seite  von 
dar  Oeraden  Ii,  und  niil  ihr  zugleich  anrli  die  Axe  AL.  In  dieser  neuen  Lage  befindet  sich 
dia  driUe  Axe  AN  uolhwemüg  auf  der  öeüe  von  der  übene  P,  weiche  der  «idgegengesiilxt 
iü,  aar  weldier  diese  Axe  bei  der  vorigoi  Ia«e  der  Coerdimtf  rbeae  LAU  lick  beTaad.  Ale 
diese  Umstände  sprechen  wir  in  folgender  Weise  aus  : 
Sßlz  i.  WeoD  man  eine  der  Axen  des  Systems  in  die  Richtung  0  S  bringt  und  eiov  zweite 
in  die  Ebeae  P,  aa  kaan  diMs  letztere  tnf  swd  Arten  geadtebea,  wobei  dieae  zweMe 
Axe  einmal  auf  die  eine  Seite  der  Geraden  R,  und  das  andere  Mal  auf  deren  andere 
..  Seite  zu  liegen  kommt,  und  es  liegt  die  dritte  Axe  des  Syalems  in  de«  beiden  Fil» 
len  nach  entgcgeugttiieUlea  Seiten  von  der  Ebene  P  Un. 
Liegt  die  eine  Axe  AL  des  Systems  in  der  Richtung  OS  lUUl  zugieii-b  die  andere  AM 
auf  einer  he»linunlen  Seite  von  der  Geraden  R  ,  .^o  kann  man  nn  das  System  keine  weitem 
Anforderungen  meiir  machen;  hebt  ataa  aber  die  Bestimmung,  dass  AM  in  der  Ebene  P  liegen 
aal,  wieder  auf,  so  erikeill  man  dem  Syeleia  anb  Nene  eine  BewegUohkeit  Tan  gewissem  Um- 
finge. Denkt  man  sieb  mit  dem  bisherigen  CoordinntoMysteirie  noch  eine  vierte  Richtung  AG 
fasi  vereinigt,  weh?be  aefdurecht  auf  der  Coordinatenä>eae  LAM  slciit,  und  deren  Punct  G  den 
äbnolalan  Ort  il  In  Banne  aaiarikhl,  ae  kann  ann  daa  Coerdniatensystem  an  «He  Gerade  OH 
in  solcher  Weise  drehen,  dass  A  und  G  in  dm  Fanden  0  und  H  liegen  bleiben;  dann  bleibt 
auch  die  Goordinatcnebene  LAM  wühreod  dieser  ganzen  Drehung  in  der  Ebeae  P  liegen.  Durch 
diese  Drehung  ist  die  Mügiichkeit  gegeben,  die  Axe  A  H  in  die  Richtung  0  S  UberzufUhren,  und 
aacbdam  dieses  geschehen  ist,  befindet  sich  nolhwendigerwelae  die  Aie  AL  daa  Systems  in 
der  Ebene  P  mir  Irr  Seite  von  der  Geraden  R,  weiche  der  entgegengesetzt  ist,  worauf  sich 
vor  der  Drehung  die  Axe  AM  befiind,  wobei  die  dritte  Axe  AK  stets  auf  der  Seile  von  der 
Bbene  P  Uafan  Uaibt,  atf  weleber  aie  acben  ver  dar  Diiikniig  k^i  ea  flillt  daker  die  dritte 
Axe  AN  stets  auf  dieselbe  Seite  von  der  Ebene  P,  man  tma  die  Axe  AL  in  <li.  Hi.  litiirifT 
OS  nad  die  Axe  AM  in  die  Ebejie  P,  oder  unfekebrt  die  Ax«  AM  in  die  Richtung  OS  und 
die  Am  Ah  ki  db»  Ebene  V  bringen,  wem  man  aar  dalkr  aergl,  dasa  bn  anlani  PaDe  die 
Am  am  und  in  andern  Falle  die  AL  auf  entgegengesetzte  Seite  der  (kradan  B  in  Hagen 
kommen.  Diese  Eigenscfaull  liisst  sich  mit  Zuziehung  des  Salzes  1.  auch  so  aussprechen: 
Wenn  in  zweierlei  Verlmuplungen  des  Systems  mit  der  Ebene  P  von  der  an- 
gasaifleo  Art  bei  der  eraten  die  eine  Axe  dea  Syslems  in  die  Rieklnng  08  and 
eine  andere  Axe  in  die  Ebene  P,  bei  der  zweiten  Verknüpfung  hingegen  diese 
letztere  Axo  in  die  Kichtnng  OS  und  die  erstero  in  die  Ebene  P  gebracht  wird, 


Digitized  by  Google 


M 


AbMi.  L 


•0  Htgtn  iie  drillen  Axen  des  Systems  in  den  beiderlei  Verknüpfung'««  anf 
einerlei  oder  nnf  entgegengesetzten  Seiten  von  der  Ebene  P,  je  nnrhacui  die 

in  dieser  Ebene  ansserhalb  der  Richtung  OS  liegenden  Axon  in  dt-i)  l)t>Hli>n 
Verknüpfungen  auf  entgegengesetzten  oder  anf  einerlei  Seiten  vun  der  Gera- 
den R  lieg ea  Wir  werden  v«»  jeM  «1«  vm  nieht  immer  die  zwei  Seiten  der  Gendni  R 
gleichzeitig  bcrilrksicbtigen  xn  müssen,  vorausücl^rn.  dass  die  ausseriinlb  der  Rirhtnnc  OS  in 
fbe  Ebene  P  zu  legende  Axe  des  Systoms  stets  auf  eine  und  dieselbe  Seite  vun  der  Geniden 
R  febraeht  werde,  nnd  wir  wollen  die  Ordnnnf ,  in  weicher  von  den  dreü  Axen  des  Bysldnk 
die  eine  in  die  Richtung  OS,  die  iiniI<Mc  in  die  Ebene  P,  jedodi  mi>srrlinlli  der  HirMiiiig  0 S , 
die  dritte  cmilidi  aiuterlialb  der  Ebene  P  u  liegen  liouunt,  cinfadi  dadurch  iiiide ulcn,  <lnss  wir 
dfo  Axen  in  derselben  Ordnui^  «nedirea»en  and  dtdnrob  die  der  Veritnfliirnrii;  antri  ixiri^e  Anf- 
elMinderfolgc  der  Axen  bezeichnen.  So  stellen  also  Verknüpfungen,  weicht'  d(>;i  \\ri  lolpe« 
AL,  AM,  \N:  AM,  AN.  AL;  AN,  AL,  AM  entsprochen,  die  vor,  hH  wrlclieii  der  R.-ihn 
nach  die  Axen  AL,  AM,  AN  in  die  Richtang  OS,  diu  AM,  AN,  AL  auiiserkalb  ilicuet 
Riehbmir  in  die  Ebene P  gebneU  werden  sind,  md  dann  die  AN,  AL,  A-M  suuMalb  dieser 
Ebene  licg;en;  und  cbrn  so  stellen  Verknttpfnnjron ,  wclrho  don  Ax-rnfnlif  m  A\,  AM,  AL: 
AM,  AL,  AN;  AL,  AN,  AM  entsprechen,  die  vor,  hei  welchen  der  RtüUo  nach  die  Axen 
AN,  AM,  AL  hl  der  Richtang  OS,  die  AM,  At,  AN  «nnefhalb  dleä^r  MdNimg  ui  der 
Ebene  P ,  und  dann  die  A  L ,  AN,  AM  ausserhalb  dieser  Ehene  liegen.  Mit  Hilfe  dieser  Dar^ 
stellungsweise  und  in  Verbindung  mit  der  vertun  getroffenen  t'ebereinknnn.  Oas.s  wir  die  in 
die  Ebene  P  ausserhalb  der  Richtung  OS  befindlichen  Amb  bnmcr  nur  auf  erae  and  dieselbe 
Seite  von  der  Geraden  R  gebracht  whnen  wolten,  Uinl  ridi  Bim  der  vorMhflMle,  nÜt  |il|ii!ffrler 
Schrift  gediTicktc  Satz  niic'i  <n  fri-hrn : 
Salx  2)  In  zwei  Verknupluiigcti,  welche  den  Axcnfolgen  AL,  AM,  AN  und  AM,  AL,  AN, 
oder  AM,  AN,  ALmidAN,  AM,  AL,  oderAN,  AL,  AMnndAL,  AN,  AM 
enispreihen,  liefen  die  dritten  Axen  AN  odeT  AL  «der  AM  ilela  auf  efügegeiige- 
setaten  Seilen  von  der  Ebene  P. 
Wenn  bei  der  Verknüpfung  des  Systems  mit  der  Bbene  P  eine  der  Axen  AL  fn  «He  Ridi- 
Ittng  O  S ,  eine  andere  A  M  in  die  Ebene  P  ausserlialb  der  Richtnnor  0  S ,  auf  der  dazu  he» 
stlmmlen  Üeite  von  der  Geraden  R  liegend,  gebracht  worden  ist,  und  dann  die  dritte  AN  aus- 
serhalb der  Bbene  P  liegt,  und  man  hebt  die  Bestimumng,  dass  A  M  in  der  Eltene  P  liegen  soll, 
wieder  auf,  wie  aobon  vorhin  geschehen  ist,  so  kann  man  die  dem  Systeme  dadurch  IbeitweiM 
wiedergegebene  Bewegliche i'it  noch  in  einer  \m  der  vorigen  verschiiHlenon  W«'ise  zu  einer 
neuen  Vetitnüpfung  des  Systems  benützt>4i.  Denkt  man  sich  näuüicii  unter  S  die  absolute  Stelle  des 
Raumes,  die  der  Panel  L  elanbmni,  so  kann  man  das  SyMem  um  die  Gerade  08  in  solcher 

Weise  drehen,  d  i-^  Puncle  A  nnd  I.  in  denen  0  und  S  lietren  lileibeii  und  die  Conrdina- 
ienebene  LAN  di-r  Ebune  P  nach  der  Seite  hin  zugelithrl  wird,  wobei  die  Axe  AN,  nachdem 
sie  m  die  Bbene  P  gelangt  ist,  auf  der  Seite  von  der  Geraden  R  Hegt,  anf  webho  wir  die  twci- 
len  A\i>n  der  Systeme  bei  ihrer  Verkntipfung  zn  bringen  Uberein  gekommen  sind.  >Vähn*nd 
dieser  Drehung  tritt  die  Ave  AM  aus  der  Ebene  P  heraus  und  gelangt,  weil  sie  jutf  derselben 
Seite  von  der  Geraden  R  liegt,  nach  welcher  die  Axe  AN  hingeführt  wird,  huI  die  Seite  von 
der  Bbene  P,  weldM  der  entgefengeselit  ist,  auf  welcher  bisher  die  AN  tag,  nnd  es  Terhant 
die  Axe  A  M  auf  dieser  entgegengesetzten  Seile  selbst  dnnn  nnrh,  nachdem  die  Axe  A  N  in  die 
Ebene  P  auf  ier  verlangten  Seite  von  der  Geraden  R  Ubergegangen  ist,  in  welchiT  Lage  wir 
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das  System  festhalu-u  wolleii,  um  sodtnn  eine  veränderte  V'L'rknüpluug  des  Sysleau  mit  der  Ebene 
P  kMfeildktiiUHL  DieM aeoe VcrimllpABf  fiUrt  4er  AxeiMge  AL,  Alf,  AN  aa,  wih- 

Tend  die  Veridittpfung,  aus  ■»vpIcIiit  sio  hcn orsrcffangen  ist,  der  /iVxonrolire  AL,  AM,  AN  an- 
Ifchört,  und  da  sidi  henmsgf stellt  hat,  üiss  die  dritten  Axen  A  H  and  A  N  in  dieaeo  zwei  Ver- 
kmiprunRffl  sMrf  ciitgt  i^i  n^eteiett  MUs  ^  Eben«  P  Uegen,  ao  Mut  sidi  ietMAma  sielMtt, 
il«s«iJi  zweierU  i  YerkitilpfanfeR  der  mehrfach  beschriebenen  Art,  die  zu  Axen- 
geäüreii,  811  iL«r«lii  erster  Stelle  eine  und  dieselbe  Axe  sich  befindoL, 
4ie  än  2Wf  ttdv  >QBd>  diüttcr  Slelli-  stehenden  Axen  aber  verwechselt  wordea 
sinJi,  notliwcndi^etrwifi«««  ilie  dritten  Axen  auf  entgegengesetzten  Seiten  v«M 
(I  i  Fl  im  p  li«;i;(>n.  Alis  dies» ügMMahnft  giekl  nwi  |b  YeffaiadaBg  mit  dem  SBla.3}  M> 
gleich  »i(T  tolgepdii»  j)uue_.biinur :  .1  "i  >ill'  .  . 

ji  fihl«,  Sjih^itlenl  4rgtorici :  Vc  i»nll|ir— gi»  4er  «^rcMigtaa  Art,  daani  die  AiüMMgan  Ai>> 
A  M ,  A  N  ;  A  M  ,  A  N ,  A  L  ;  A  N ,  A L ,  AM  angehören,  sowohl,  ab  in  denen,  wel- 
lim  oilw.die  Aju>nfidg«a  A.^,  Aldi,  AL;  AM,  AL,  AM;  AL,  A^,  Ali  aiHfahiir^ 

.l{ef«R,.dia  »dritttoi  Ami:  janaeciaar  efaer  «iMt  d— dfcea  Mta  voa  der  nem  P,  dte 
'/  ;i     abi^r  bei  den  drei  letzten  die  entgegengesetzte  Sdle  WH  der  kl,  auf  wddMT  die 
•i'iJit  drillen  A.xen  der  drei  erstem  VeiknüpruHjfi'ii  liegen. 

i  «1  Denkt  man  sich  durch  die  drei  Puni'tc  L,  M ,  iV,  welche  in  den  Axen  eines  Coordinaten- 
afütaid  auMMlpaU)  <>ein«r  «piM  Ut^  flmut  Kreif  kMohridiea  ia  der  Watae^  wi»  die  nabc»* 
«teheudti  Figur  v^nianliclit 

so  ülieczeugl  man  akk  bald,  das«  mut  m  jeder  der  drei  Axenfolgen 
AbV  BKv  AW)  AM,  AN,  AL;  AK,  AL,  AH «dMft, «ean mb 

in  einer  und  derselben,  hier  durch  die  Pfeile  aajrexeiulen  Richtung 

dcaJücif  darctdiefl,  luul  dabei  an  jede  Axe,  auf  die  uiao  stüsst,  nodi 
die  iwei  aadem     der  Otdnvng  schreit,  ia  wddier  am  spiter  m 

ihnen  gelungt ;  und  eben  so  stüsst  man  auf  jede  der  drei  andern 
iH  Axenfoljycn  A.\ ,  A  M .  AL ;  A  M,  A L ,  AN  ;  AL,  A N ,  AM,  wenn 

man,  den  J^eis  ia  4t»  «ut^giuigtuivl^^  It'i^btiuig  durchhiuft.  Bei  der  bis  an  diese  Kummer 
T»B  aaa  alets  f  ebranditeo  Beieicbaungaweiae  der  Axmr,  -wo  die  aiae  'ma  dar  .aaden  aidi  dareh 
die  Anzahl  der  ihrem  BuchalRliaa  angehängten  Accend'  T:nt(  rsrheidet,  und  die  drei  Axen  eines 
Sy^ena  s.  fi.  durch  AX,  AX',  AX"  vorgestellt  werden,  sind  die  AjEeafolgen,  euf  die  maa 
beim  Ourchbiuren  des  Kreises  ia  der  einea  lUchtung  stösst: 

A  X  ,  A  X;  AX ";  A  X',  A  X",  A  X ;  A  X",  A  X ,  A  X', 
und  die,  auf  welche  man  beim  Durchlaufen  des  Kreises  in  der  andern  Richtung  sti^aat: 
AX",  AX,  AX;  AX,  AX,  AX";  AX,  AX",  AX';  '  ' 

die  zu  jenen  gefaiSrige  Richtung  erlOlt  flHa  aber  dadlttcli,  den  aHWi;  toa  der  olake  Accent  ge- 
schriebenen Axe  ausgehend,  zt:  <)t>M  zwei  andern  so  iibftvj.'hf  wi»-  deren  Anzfih!  der  Accenle 
snccessive  steigt;  die  zu  diesea  Axoufolgea  gehörige  liichuuig  erhult  man,  indem  man,  von 
der  «Jt  daa  aMjüeit  Aeeenlea  Teraabeeea  Axe  aaagehead,  aa  dea  iwel  andern  ao  ttberfeU^ 
wie  deren  Anzahl  der  Aceentr  surcessive  ßllt,  weshalb  >vir  jene  die  sleig-onden,  diese  die 
fallen  dea  Axenfolgen  oeaoea  kt^nnco^  MM  Hilfe  dieser  Benennung  lässt  sich  dann  der  SaU  3. 
80  geben: 

-  Sali  4}  Ia  verschiedenen  Verknüpfungen  eines  Systems  mit  der  Ebene  P  \un  der  beschrie- 
■beaan  Art  liegt  die  drille  Axe  ianier  aaf  dcndben  Seita  von  der  Ebene  P ,  wean 
l  8 
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die  10  Imeii  gehörigea  AxcnToldren  entweder  Iwlu  steigeiide  oder  huter  faOende 
sind;  die  sieigenden  und  die  ralleadn  AaMnfotgm  «nliprechenden  Veriuittpftnifw 

h^h>'n  aber  ihre  dritten  Axen  mif  entgegengesetzten  Sritrn  von  der  Ebene  P  licgea 
43)  Stellen  wir  uns  jelxt  swei  «os  den  Axm  AX,  A.X',  AX"  and  aus  denen  AY,  AY', 
kV  tamumgetdt^  CooirdiiMla»yiteiie  va^^  wi  >dariliM.i»lr  Mf!>-JeiN  ^  Ühmh  in  dMr 

bes<'hrii-!ii'nen  Weise  mit  derEti-rn^  r  \rrkiii;|in.  [w.i^  diii  eim-r  Itostimmlcn  V(■I-k;lil|.^l,llL:>^vri^•^• 
4ler  beiden  Sytleue  unter  sich  ohne  Zuatiehiing  der  Ebene  V  und  der  im  «hr  Uegeodcn  Richtung 
-OS  raf  EÜM  Mmdslanft),  so  licgw  An  flUri4  >«ar  FtHi^bei JMk^  dMgeadMF  Ajunlblfe  die 
drillen  Axen  eines  jeden  Systems  für  »ich  irenoinnien  auf  drr  rincii  Seile  von  der  Ebene  P , 
bei  jeder  fallenden  Axenfolgfe  hing-egen  auf  der  andern  Seile;  fallen  daher  die  drillen  Axen  bei 
steigenden  Axenfolgen  auf  dieselbe  Seite  von  der  Ebene  P ,  inun  ma^  Verknüpfungen  mit  dem 
«Alte  oder  mit  dem  andern  der  beiden  Sy4eMe  nivraehnMu^  sa  tfnm  es  ■■cJ|i-die:4rMeil  Axen 
bei  fallenden  Axenfolgen  in  den  liiif.'ii  Svsii  n-.rri.  nur  dn>--s  rfii»  Seile  die  pnlL''fn'''"?"set2.le  von 
4tar  vorigen  ist,  und  eben  so  icommen  die  dritten  Axen  in  beiden  Systemen  bei  sleigeudeu  und 
MUeiitoi  Annfolgim  bnwr  ■tut- >  iWrliiiHy  i  wf  iwlgBiwguwjUlu  >  StMn  urontidwr  Ekene  P  zu 
liegen.  Wir  sagen  nun  von  iwel  S\ -steinen,  deren  drille  Axen  bei  ullen  zu  |,Heidinamii.'en  Axen- 
folgen g«li(irigen  VerluiUpfimgoa  auf  dieariiM<  Seile  voi  dar  iä^^  nie  iMesitien  unter 
«fek"«taeN  «linifelieii  AxenlavIV  Men'  Wif9i^  'ätf*^biHki'>ä3Bm  4»  iMm  ^jt/Mäa  bei 
allen  tu  gleichnaMigWl  Axenfolgen  geliciri(;en  YiTkniipfunsren  auf  entgocron^esetztu  S ritten  "TM 
der  Ebene  P,  s<r  sapen  wir,  die  beiden  Systeme  besitzen  unter  sieb  einen  unUhnliehen  Axen- 
lauf.  üs  folgt  aber  aus  diesem  Begriffe . 4tis  ühnlicbeM  oder  uniümlicheu  iVxuulaufes  in  zwci- 
«riei  CwmMnlenfrsteflBiNi  ntt  BUddiAnr/^. Mkee «/  ohlMi dU  «ehwlidffleft  aadule- 

lienf^e  VeHmUr'ii  firmier  rnnnliiiatensysltnnf  rn  rtn;<Ti<IiM-  in  Pw'mix  iinf  if'TiM>  irlutfveri  Axenluiif: 
S«U  ö)  Zwei  Coordinatcnsysteaieiitiabcn,  verglichen  mit  einander,  eiucu  tiluilidieu  AAeahuil^ 
 •mtm  ein  driAes  flytfam  ^iw»j}ililliutf >  aü  ijedtan  ider  swtn  entent  beide  iMe  enen 

'  Ii  '  iflinliehen  oder  Iieido  Male  einen  uniihnlichen  Axenlauf  zei^t;  und  es  haben  die  /.wei 
■  "  '  <  ersten  Systeme  einen  uiuihnlicben  Axcnlauf,  wenn  das  drille,  verglichen  mit  dem  ci- 
'  "  ■  ■'  Ben  der  twei  ersten,  ^hii^'^flttenehen,  und,  veffifelien  nril  den»  amiimi  dicker  beid», 
'■  '  einen  unähnlichen  Ax  ^niauf  zeigt  n'  ' 

Mit  Hilfe  dieses  letzten  S«tze.s.  fl"r  in  st'inen  beiden  Theilen  offenbar  auch  eine  riiikehrwng 
gestatlel,  iasäeti  sieh  nun  dio  in  Nr.  41.  unter  a},  b}  und  e)  für  das  Posilivsein  oder  Ncgaliv- 

a 

seid  der  Grösse  [Aj  augegclMincn  Kennzeichen  auf  folgende  Art  dem  Ausdruck  nach  sehr  kurz 

8fls  6)  Die  n  zwei  bdlaMgen  Syileoaen  geMtoiRe  Grüne  [A]  iat  etae  f osttire  »der  ne- 
gative Zahl ,  je  nüchdem  die  xwet  Systeme ,  an  welchen  Sie  skk  bfldel,  dnen  Ibnli^ 

chen  oder  unüliidichen  Axcnlauf  unter  sich  zeigen. 
Um  die  volle  Uebereinstünmung  des  so  ausgesprochenen  Kennzeichens  mit  den  drei  oben 
in  Nr.  41.  anter      b)  and  e^  eriniilenen  um  so  klarer  vor  Augen  legen  zn  Ufnnfln,  WOlhn 
wir  v'-v  i'iiirf'ln  liier  unter  dem  gleichen  Budistaben  wieder  zur  Sprache  bringen. 
.  a}  Die  üben  unter  diesem  Buch^aben  betrachteten,  aus  den  Axen  AX,  AX',  AV"  und  aus 
denen  AX,  AX',  AX"  insaimnengeaeislen  zwei  Syatenm  liaben  sebon  der  Definilien  nnoh 
einen  älmlielien  oder  unähnlichen  Axenliuf,  je  nnchdcni  die  Axen  A  X"  und  A  V  auf  einer- 
lei oder  auf  oolgegeagesetzter  Seile  von  der  Ebene  X AX*  liegen,  wie  sogleidi  in  die  Aag«m 
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«IHdiit»  «ew  Mtt  sidi  ab  Bbew  P  «a  tedi  XAIC  htoiwrfc  febgto  i«nMk,  und  dt 

Richtung  OS  eine  der  Ricbtnngen  AX  oder  AX';  und  umgekelirl  zieh!  <las  Lieeon  der 
Äxeo  AX"  indAY"  nd  «ineriei  oder  eBigc§e«geseltter  Seile  voo  der  £b(3o«XÄX'  den 
ftalictoi  odtir  wriMwIichgn  Ajwnlmf  nt  im  beMflt  S||SlamH  MMk  riek  BImm  deiwcgi 
ibor  Ulli  fieh  der  obn  unter  e)  mili^etheilte  Sats  aaeh  in  der  Fonu  des  Satzes  6.  am- 
sprechen.  —  Zo^Mdi  folgt  yerau^  dass  bei  zwei  eo  von  ejmnder  aUiliigifeii  S|«tf!PMn 
der  Ausdruck: 

sINeee  Syelene  haben  unter  sidi  einen  idinlieben  «der  nnSlMlidien  Axndanf* 

mit  dem : 

„Die  in  diesen  Syslemen  ausser  einander  liegenden  Axen  belinden  sich  auf  einerlei  uder  enl* 
gej^ei^eaeliler  Seile  von  der  Jene»  Systemen  gemdMclialUteiieB  Coordinateiiebcne* 
vfll^  flincriei  Bcdculiuqr  babe. 

h)  Die  Beurlheiiung  der  zwei  oben  unter  diesem  Bucbstaben  betrachteten,  ans  den  Axen  A  X, 
AY',  AY"  und  aus  deoen  AX,  AX',  AX"  zusanunengesetzlen  Systeme  lässl  sich  uiitlelst 
eines  dritten  aus  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  Y"  gebildeten  Systems  auT  zwei  Beurtheilungen 
von  der  unter  a)  geschehenen  Art  zurückfuhren.  Da  nüralich  dieses  drilti'  System  arit 
dem  zweiten  die  CoordimUeni-briK«  XA  X'  cfmeiii,  während  dif  Axen  A  X"  und  AY"  a«s- 
dnander  liegen,  hingegen  mit  dem  ersten  bei  aussereinander  liegenden  Axen  AX'  und 
AV  di«  Ebene  XAY"  gemein  bat,  M  bat  nach  dem  so  eben  in  a)  Gesagten  der  Ana- 

dnick  ; 

,  l>ie  Axeu  A  X"  und  A  Y",  A  X'  nnd  A  ¥'  liegen  gleichzeitig  entweder  auf  einerlei  oder  auf 
enlgvgengesetsler  Seil«  fMpectrre  von  der  Ebene  XAX',  XAY"" 

einerlei  Bedeutung  mit  dem : 
„  Das  dritte  Sysivm  hat,  vetglichen  mit  jedem  der  nwd  ersten,  beide  Ibde  einen  ühnlichen  oder 
unühnlichcQ  A-xeniauf^, 

nnd  dieser  leWere  Anidrudi  hat  wieder  in  Gcndsaheit  de«  Salle«  5.  einerlei  Bedentang 

mit  dem: 

^Dic  zwei  ersten  Systeme  haben  unter  sich  einen  ähnlichen  AxcnlauT."  - 

Ebenso  hat  der  Ansdrock: 
,.Yon  den  Axenpanren  A X"  und  AY",  A X'  und  AY"  liegt  das  eine  auf  einciki,  das  andere  nnf 
entgegengesetzter  Seite  re.sppclive  von  der  Ebene  XAX,  XAT"" 

eineriei  Bedeutung  mit  dem: 
•  D«8  dritte  System  hat,  verglichen  mit  dem  einen  der  zwei  ersten,  einen  Ihdichcn,  imd  ver^ 
glichen  mit  dem  andern  dieser  biidiii,  eimn  iiniihnliHien  Axenlaiif." 

und  dieser  letztere  Ausdruck  hat  wieder  in  Geiuüssbeit  des  Salzes  5.  einerlei  Bedeutung 

mit  dem: 

„Die  zwei  orsten  Systeme  Iki!m  ii  nnlt  r  sii-h  einen  utiülmlii  hcii  Axenlauf." 

Hiermit  ist  aber  die  vollkommene  Uebereinstiwmung  des  oben  in  Nr.  41.  unter  b}  niitgc- 
tbeilten  Salles  mit  dem  hier  aurgestellten  Sabe  6)  aitt»er  ZweiTel  gesteUl. 

t)  Die  Beurtheilung  der  iwei  oben  unter  di^m  Buchstaben  batnahtatn,  wm  den  Axnn  AT» 
A  Y',  A  Y"  und  aus  denen  A  X ,  A  X',  A  X"  zusammengeseiitan  Sfnlein«  Hast  meh  ans 

den  beiden  hier  unter  »)  und  b")  ireschehencn  Beurtlieilungen  zo»«mmens(  fz<'i»,  woim  tnnn 
in  die  fietmchtuog  ein  driitus,  aus  den  Axen  AX,  AY',  A  Y'  gebildetes  uuliummt.  Da 
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Mlnüdl  tfeiBK  lUttO)  TWgUcbea  mit  4m  ersten,  «ich  in  dem  Falle  t)  befindet,  so  hat 

in  Folge  der  dort  am  Ende  angci^clu  tifn  glciehbedeutoivlrn  Au<;f1n>kr  iJit  Autrlnn  k : 

,  Die  zum  ersten  und  drilteD  Systeme  gehühgen  Axea  A  X  und  A  Y  iiegeo  «uf  einerlei  oder 

anf  entgegengeseMen  Seüflii  von  der  Ebern  yAT"** 
'dneitei  Bedeulong  nit  dem: 

«Das  erste  und  dritte  Syst™  haben  unter  sich  cinfii  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf.** 
D«  ferner  dasselbe  dritte  System,  verglichen  mit  dean  xweiten,  sich  in  dem  Fall«  h)  be- 
fndel,  wobei  sogar  «Ue  Beiieiehinuigeii  vAIBg  n^gelliidert  tdeibeii,  lO  finden  cwtelien  die- 
sen beiden  Systemen  die  so  eben  unter  b)  mgegdtenen  Beiidrängcn  Uer  noch  gßm  fO 
wie  dort  stott ;  daher  ist  der  Ausdruck : 

uDie  Axeopnare  A.\"  und  AY",  A\'  und  AY'  liegen  gleichzeitig  entweder  auf  einerlei  oder 

«nf  enig«fei«esetiter  Seite  reepedive  von  der  Ebene  XA.V,  XAT** 
gleichbedeutend  mit  dem : 

^DaK  zwrrtü  und  dritte  System  haben  onler  sich  einen  fihnlichen  Axeolanf," 
und  der  Ausdruck : 

„Yon  den  Axmpaaren  AT'  and  AY"»  AX'  und  AY'  liegt  das  «ino  auf  eineriei,  das  andere 

tuT  entgegengesetzter  Seite  rcspectivc  von  der  Ebene  XAX*,  XAT" 

ist  ^li'ichhpdpTiffnd  mit  dem : 
„lUs  sweito  und  dritte  System  haben  uuler  sich  einen  unühnlichen  Axenlauf." 

Dem  Saln  5)  zw  Folge  bat  der  Aoadmek: 
,I>io  zwei  ersten  Systoino  liahcn  unter  sicb  einen  ttudicben  AMiAinf* 

eineriei  Bedeutung  hat  mit  dem: 
«Das  dritte  Syiteai  hat,  vcrgticben  mil  den  iw«i  «nle«i  in  boldea  FüBtn  einen  lludichen  «der 
in  beiden  Füllen  einan  nnUmGdiett  AxetdauT,* 

80  wie  der: 

„Die  zwei  ersten  Systeme  haben  unter  sich  einen  unähnlichen  Axenkuf,* 

einerlei  Bedeutung  hat  mit  dem: 
„Pas  dritte  System  h'ai,  verglichen  mit  dem  einen  der  swel  «Uten  Systeme,  einen  ühnüchen, 
mit  dem  andern  einen  unfifanlichen  Axenlauf;'' 

diese  swei  Paare  glefaAbedeatender  Auadrildte  nolmeii  aber  anter  Berttdisichlignif  dier 

ihnen  vorangegangenen  die  Folgende  Fonn  nn   u ;  lü  Ii  der  Ausdruck: 
«Das  erste  und  zweite  System  haben  unter  sich  einen  ähnlichen  Axcalaui,'^ 

hat  eineriei  Bedentung  mit  den  fotgenden  aHematire  onter  aidi  verbundenen : 
„Die  Axenpaare  AX"  und  AY",  AX'  und  AY',  AX  und  AY  liegen  siimmtlich  auf  einerlei 
Seit«?  rt'spccüve  von  ihrer  Ebene  X  A  X',  X  A  Y ',  Y'  A  Y";  odrr  A  X"  und  A  Y",  A  X'  und  A  Y'  lie- 
gen auf  entgegcngesetxtcr  Seite  respecUve  von  den  Ebenen  XAX",  XAY",  dagegen  AX  und 
AY  anf  derselben  Seite;  oder  AX"  oad  AY"  auf  derseOtea  Seite  van  XAX',  AX*  und  AT 
auf  entirr^rcnpesetzlcr  Seite  von  XAY",  sn  ^vie  auch  A  X  und  AY  auf  entgegentreselztor  Seite 
von  Y'AY";  oder  AX"  und  A  V'  auf  entgegengesetzter  Seite  von  XAX',  AX'  und  AI'  auf  der- 
selben Seite  von  XAY",  dann  aber  AX  und  A  Y  wieder  anf  entgegengeselater  Seite  von  Y'AY",* 

und  der  Attadmdc 

,Das  erste  und  zweite  System  haben  unter  sich  einen  OBÜmiiehen  Axeniauf" 

hat  einerlei  Bedeutung  mit  den  ausscldiesMingsweise  unter  sich  verbundenen: 
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«Ob  Amufun  AXT  wa»  AY^  AX'  nml  Ar,  AX  mä  AY  Tk^  mnMOt  mT  flUfegm- 

fesetzler  Seile  respective  von  ihrer  Ebene  XAX',  XAY",  Y'AY";  oder  AX"  und  AY',  AX' 

nnd  A  Y'  liegen  aur  derselben  Seite  ren^teetive  Ton  iknr  Ebene  X  A  X',  X  A  Y",  und  A  X  und 

AY  wieder  auf  enigcgcngcsetiter  Seite  t«o  Y'AY";  oder  AX"  und  AY"  liegen  auf  derselben 

Seite  von  XAX,  A  X'  und  AY'  dagegen  auf  enIgefeqgeBeilclpr  Srite  von  XAY",  dann  aber 

AX  und  AY  auf  dersdben  Seite  von  Y'AY";  orfcr  AX"  und  AY"  licrfn  nuf  «ntffcjrpnefset«- 

ter  Seite  von  XAX',  AX"  und  AY'  tnif  derselben  Seite  von  XAY',  zugleich  aber  auch  AX 

«nd  AY  Mf  dmelben  Seile  von  Y' AY"> 

Blae  genauere  Botraclilur?  1  r  nliornativf  unter  sich  verbundenen  Ausdrücke  ztlirt  itiilos- 

fen,  dass  sie  in  ibror  Aukiriiniderfolgc  völlig  die  t^lcirhpn  Kpmrxeichen  in  sich  tragen, 

t 

welcbe  in  Nr.  41.  unter  das  Posilivsein  oder  Xegatirsi'in  der  Grösse  [A\  bekunden; 
und  da  diese  unter  sich  attemalive  verbnndenen  Ausdrucke  einerlei  mit  den  iknen  nnniil> 

telbar  voranstehenden  sind«  ao  ergicbt  sich  hieraus,  dass  auch  der  in  Nr.  41.  nnler 
aufgestellte  Satz  völlig  genan  durch  den  Salz  G.  wiedergegeben  wird. 
Wir  bemerken  schliesslich  noch,  dass  eine  an  den  zweien  Axen  vorgcnoiumcnu  Ycrtau- 
scbnnif,  was  nkhls  anders  sagt,  als,  dass  die  Namen  sweier  Axen  des  Systems  ndt  efaiander 
verwechselt  werden,  alle  steigenden  Axenfolgen  in  faflenHe,  und  timeckehrt  (?iese  in  jene  ver- 
wandelt; wird  datier  «ine  solche  Vertauschoi^  gleichzeitig  an  jedem  der  beiden  auf  einander 
belogenen  Systeme  vetfemwnmen,  so  Meflit  der  rebtive  Axenknf  in  beiden  Systemen  &hnlicfc 
oder  uriiilinlirh,  je  nachdem  er  diis  eine  oder  andere  zuvor  schon  war,  er  kehrt  sich  dagegen 
dem  Satz  2}  zur  Folge  um  und  wird  untfuiUcli,  wenn  er  zuvor  ühnlich  war,  ühnlich,  wenn  er 
zuvor  unüli^icli  war,  jedesmal,  wenn  eine  Vertwsetong  der  angezeigten  Art  nur  an  dem  einen 

der  1»eklen  Syalenm  voif enonmen  wird.  Deswegen  hat  man  es  immer  bei  der  BinObrang  neuer 

> 

Axen  in  seiner  Gewalt,  sie  so  zu  bezeiobncn,  dass  die  GrOsse  [A]  eine  positive  ZaU  wbd 
Unter  dieser  Y«ranssetsung  lassen  sicli  dann  dfa>  Glefdumgien  (84b  a.}  und  (61  c)  stets  so 

schreiben : 

Lq  =  LDJ=bk    und  [A]=^,  [B]=^.  (w) 
f.». 

.lilUdlHg  der  iwlMlai  iwd  ■appcbyRloMi  cMrcteiifli  CtmlallMni. 

44J  Wir  haben  im  vorigen  Paragni{ihen  blos  solche  tteziehungeo  aufgefassi,  welche  zwi- 
schen den  Axen  swefer  einfaeher  Systeme  atati  Inden,  wobei  das  zweite  System  entweder  das 

Polarsyslein  des  er.slerii  oder  aurli  ein  von  diesem  vülliir  iiii:dihiiiiiii^es  sein  konnte.  Denkt 
man  sich  aber  in  dem  Falle,  wo  die  beiden  auf  einander  bezogenen  Systeme  von  cinaader  un- 
abhängig gedacht  werden,  zu  jedem  noch  sebi  Pokrsyslem  hhmigerügt,  so  bat  man  zwei  Fsnro 
von  Systemen,  und  es  stehen  die  Systeme  eines  jeden  Paares  in  dem  Veriiüllniss  von  Grund- 
und  Polarsystem  zu  eiiumder,  /.wisclien  denen  die  oben  für  diis  Polarsystcm  uufgeslcllten  For- 
meln gUllig  bleiben,  wahrend  jedes  System  des  einen  Paares  in  Verbindung  mit  jedem  Systeme 
des  andern  Paares  anf||cfosst  bi  dem  VerbMtnisBo  von  zwei  unabbingigen  Systemen  ra  einander 
stehen,  für  welche  die  nn  zwei  beliebitjen  r.nitidsystetnen  jiiifji  'niidenen  Relationen  Gültigkeit 
behalten.  So  stellen  sich  vier  Paare  von  beliebigen  Systemen  unserer  Anschauung  dar,  die  je- 
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doch  unter  »Ich  in  ciiioiii  In-slinimlrn  Zugammcnhan^^o  stehen,  wo^lialb  «uch  die  AxenbeziohiufCV 
der  versrhicdcnen  Paare  in  besümniler  AbhUnflfi|;keil  von  cinMiidi'r  stehen  niU«scn.  Ifio  Corrc^ 
Utiunsfomu^  in  denen  sich  dicüc  Abhängigkeit  aiuspricbt,  ituiiusttiU««,  itt  die  Aulgabc  dtü^e« 


Die  srtissf  Mniiniirfalliirki  il  von  je  zwei  Systemen,  welche  rfiibei  mit  einander  ver^Iithon 
werden  itüunen,  macht  eine  teste  Uezeichiuing  zuin  wesentlichen  firfordeniiA»,  io  Besug  auf 
weMie  wir  fo^end«  Anonhouyen  treffea.  Bei  jede«  unprttngiioli  «inelii  voriuiadeiieii  Dop* 
ptlsyslciin'.  woninler  wir  die  Verbiridunp  eines  beliebij^cn  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  ge- 
liildetcii  Syi»leiiw  mit  scineai  aus  den  Axea  AX,  AX',  Ai"  gebildeten  I'olarsyst««  verstehen, 
welches  spiter  in  Verbuidang  mit  ebiem  nca  hinzugcdaehten  Doppelsysleme,  desiefl  Gniadaxen 
durch  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  und  dessen  Polaraxen  durch  A  2) ,  A  2)',  A  g)"  vorifcstelll  werden,  be- 
traclilel  wird,  brlmücn  wir  hinsichüirh  der  Bezirhiinjren  zvnjsiIu  ii  den  Axen  des  ursprtinjjliehen 
GrundsYNtcnis  und  des  neu  liiazugekuimnenen  Grundsystenis  die  Bezeichnungen  der  Nr.  23.  und 
Nr.  24.  unverinderl  bei,  woHcii  wir  aber  die  analogeii  Axenbeziehnogcn  swlsehen  doi  beiden 
Polnrsysletnen  (IcrüelJuni  zwei  Dojiiulsystcriic  vor  die  Augen  führen,  sn  si  tzen  wir  blos  an  die 
Stelle  der  dortigen  lateinischen  Buclisluben  A,  B,  C,  D  jetzt  die  griecbischeo  A,  B, 
wübrcnd  die  beigerügien  Aecente  und  Indexe  in  beiden  die  aaalofe  Bedentany  «mehnien,  so 
dass  also  durch 

!A ,  A,  A'  \       ,  Ai ,  A' ;        ,  A, ,  A,' )        , ,  »    _   ,  ^       , ,   
ß,  ir.  B";   B,,  K,  ir:,  B,,  m,  ß;'|«ö"««hiefcnPi«jci*ion«lilaBlMaeid«Mlw^ 

,  (AS),  Ag)',  AS'i       .       lAX  ,  AI',  Ar  j  ,.  . 

jAi ,  A3r,  Ar  i        |a8),  Agr.  Ar  j 

und  durch 

f^*  'C'  'i'  ^'  1*   'l*  *  ^*        die  seukrechten  ProjecUonszahlen,  welche  die 

iif ;      i IaI:  A9-;  aw]    **>  * 

analogen  Beziehungen  bezeichnen,  welche  zwischen  den  Gnmducn  des  einen  Doppelsystems  und 
den  Polaraxen  des  andern  Doppclsystetiis  Ix  stehen,  so  wenlen  wir  im  Ceislc  einer  schon  früher 
gebrauchten  Bezeichnungsweise  dazu  die  vorigen  Zeichen  henützen,  diese  aber  mit  Khunmeru 
umgehen,  und  twar  nehmen  wir  £u  diesen  neuen  Zeichen  in  Sinne  der  schon  oben  gebraoch- 
ten  BezeiclmiinsfsAveise  immer  die  Btirlistaln-n,  welche  tfcnoiimien  werden  müsslen,  wenn  dasje- 
nige ^er  beiden  Systeme,  an  welcheui  die  Projcctiouszaldeii  der  Axeti  des  andern  aufgerasst 
wcvdcn,  von  derselben  Art,  wie  dieiee  andere  wire,  d.  h.  da«  GfindsTtrtenii  wenn  diesea  da» 
Gnmdsystem,  «der  das'Pohrsyflem,  wenn  dieees  das  Poianysten  ist.  tKewat  nadi  beiekhnai 
wir  durch 

(A)  ,  (  A")  ,  (A"i  ;   (A,)  ,  CA;i  ,  i  A;')  ;    (A,) ,  (A;)  ,  (A;'( 
{Ä),  {A),  iA')-,  {Au  iA},  [Ar,  A,),  {A,\,  {A;\\ 

(B)  ,  (H'  .  ifr'i  ;    iB.i  ,  (HO  ,  (B;;*  ;    iB,)  ,  (B;i  ,  (B;'i 
(ß),  ^ßu  (ß,),  (ß.),  [H\'r,   (ß,i,  iß-.), 

r  AY,  AY',  AY"j  ^  AJ,  AJ',  AJk") 

wekbi^dieGrund-oderPobraxcn        ^^'^  ^® '( andcnPohr^odcrGnindaxcn  )^^' 

)aX,  AX  ,  AX"(  )\%  A?)',  \  W 

Ai',  Ai")  (AY,  A\  ,  AV" 


die  scliiefcn  Projcctionszahlen, 


Digitized  by  Google 


|.  S.  IKk  41.  lla|i|i«]Byslcni«. 


geben, 

(C) ,  (C) ,  (C") ;  (C) ,  (c:) ,  (C) ;  (c,) ,  (c;) ,  (t;»  i 

in,  (H  ',  (r-);  (r.)  ,  (D,  (rr);  (r,),  (A),  jr,')  {  rf|n„,-a,,,,i.>,..r^.;,rltn««fn!.tn.. 

(DJ .  (»') .  iD") ;  (D^  ,  (DO  ,  aV) ;  (D,) .  (Di) .  (»;')  (  '«»J«««««*«-H 
(-0,  (^),  (^)}        (^),  (.r/i;  (./,),  (^,),  (-rfT); 

,  AY,  AV,  AY"j  /AI,  Af,  A  J"  ^ 

f  AI .  Ar,  A.r)  fAY.  Ar,  ay- 

lii>rcm.   Fluren  wir  zu  diesen  Bezeiciinungen  noch  die  sciion  oben  festgesIcIUen,  wonisch 
i\V,  W,  W'J..    .       ,  .  .  (XAX,  XAX",  X'AX^iiBiireprünglidwii  i„     .  . 

jw;,wi,wri  ^  A'"**^  jYAr,  TAY-;  r Ar  «  irtogdu««»«^'^'**^'»"^ 

,  Sß',  2S"|     ,  4,,^.,  l?  A  r ,     A I" ,  I'  A      m  nr.sprün|rlichen  1  rnh>r„rt..mr 


iJi  de«.  MI  de«  j""'P'fl»««*'»«i  Gr«.dsy..eu.s,  jJÜ  den        des  > "«P'«"?»«=»'en ^ 

Systems  bezeichnen,  so  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  nas  den  oben  zwischen  den  Axen  Eweier 
Änndsystetnc  aurf^cslelltcn  Relationen  hmnittelber  die  zu  entnclinien,  welche  sidi  auf  fiipad  zwei 
von  di-n  Systemen  bedeben,  de  in  tfS|Hilnglidien  and  im  mu  UnzagclumMnenen  Systeme  eni- 

heilen  sind. 

45)  Um  die  wiefat^atei»  v«a  den  so  cnMdiendett  Cadehnagm  n  Tagr«  zu  fördern,  be- 
merken  wir,  dass  so  wie  in  Betreff  der  beiden  Grundsyslcnie  den  Gleichungen  (;!t)  zur  Folge 

c=D,  r'=i), ,  r=v, ,  (',={)',  r:=i>:,  c;'=j);,  c,=D",  c;=:d;',  c;'=Dr 

int,  eilen  SU  in  ßelrelT  iier  beiduu  Pularsysleme, 

und  im  Zusammenhalt  des  ursprünglichen  Polarsystcuis  mit  dem  neuen  Grundsyslcme 

(C)=3(-so,  (C)=(^o,  (C")=(-^,),  ((y=(-rf'),  (c;)=:(^o,  (c:')=(^,).  (C)=:(^"),>  i»^«.> 

M  wie  Im  Zwmmnenbait  des  wqifllngGclieD  Gnmdsyslemf  mit  dem  neoen  Pohisysimii 

(P)=(r).  m=(ro.  (in=(r.),  (DO=(r).  (K)=(n),  (D:')=:(n),  (D.)=fn, 

wbrd. 

Wendet  man  die  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen  (^63)  anr  die  drei  n<  um  Avun- 
richlungcn  an.  so  wie  die  auf  zwtn'ter  Zeile  siebenden  mi  die  drei  lurspitlnglkbea  Axenrichtun- 

gen ,  so  eriiuit  mau  iin  ersten  Fülle : 

(C)=(SÄ,  (C')=(I;A',  (n=(frA*  and  C=6(A),  (?=<K(A'),  C"=e;'uV'>, 

(('.)=(f.A.,  (c:i=6;a;,  (c;')  =  (f;'A:'  nmi  r,^ff,A.i,  c;=e;(.\;),  c:'=(5;'ia;'), 
«v=aA.,  (c;)=(s;a;,  iQ=e;'A;'  und  c,=(iia^,  c;=(j:ia;>,  (^=(e;'\a;o, 

dugegen  Im  indeni  FsHe 

/D)e:»B,  (D')=JKir,  (I)")=!t)rir  und  D=3!D(B),  D'=*K(ir),  ir=i£C(ir),, 

(D,)=DB,,  (D;)=3^:R:  iv^r/Br  und  D,=3)fBi,  d;=5::(b:).  \y:='s^:[K'),\ 
lDv=a»Ji„  (Di)=!c;üi,  ^i),j=:£;'jj;'  und  d,=2)(b^,  D;=S);(ß;>,  D;'=x;'iB;'), 
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CM<]l^)  \mA  Uefa«!  aUR  mm  durch  gepeiwellig«  Verwechwluii|r  der  Chnmd»  md  Manyiten»  It 
Jeden  Doppelefitem»  wobei  6,      41;^  uad      SX,  {DT  diaseOmi  hlflflMii: 

jfTj  — P.-r.  iri  =  e;>/',  (r')=(n'./"  und  r=(F(^),  r=(F:(.^  .  r'  =  tv;' 
(r;i=:L5.,/„  ^r.)=6;-y;,  tr;'j=:(5;'-4,  und  r,=(S(^,),  r,'=6;'(^'>, 

so  wie 

(^,)=S)Ä,  (^)=2>;ß;,  iz/.)=3);'i?;'  und  ^.=a)(Ä,),  ^=i);iß:),  -i;'=3);'(ß:'>. 
.(^j=a>Ä,  (-rf;)=a:fi;,  (jf)=a3{rj9;'  «ad  ^.=3>(R).  ^.=ik(K),  jr=3)f(Br), 

wekhe  6]eiclMiig«n  (86.  a.  mid  b.)  eich  fn  fügende  verdnigcn  taiMB: 

,C  s=B  i=<l(A)=:3>(B),    C'=D,=C:(A')=!DiB,),    C^sD,  =s4?;'(A")        iBj  , 

C=D'=6(A,»=33;(iri,  (•;  =1);  =g;(A;)  =3);(b;i,  (T^^d:  ah  =i>;(B;)  , 
C=D"=<S(A^=2S'(B''}.  c;=Dr=«:(Ay=3);'(ß;'j,  c;'=:d;'=c;'(a;')5=3>."ib;')  j 

ir=.i=6{.i)  =3)  (B),  r=:.:y.=e; =  2)  (ß.t,  r'=^,=(?;'ur)=:^  (B,)  , 
r. = ^ = 6  (A,) = x; ( /?') ,  r; = ^; — 6; = i?;  i    ,  r,'=   ^ ^"     = i ß;* , 
!r,=^'=su,)=x;(/?';s  r,=^,'=6;(^.>=3^;'iß;'j,  r;'=^;'=(?;'u^:)=x';i bo; 

rc.)  =«  A.=2)5B'.  (c;)=(-Ä)  ai=!3):jj;.  (q =(^.)  h!:=%it,^ 
|(C)=(^')=«A,r^!i)5'fl",  (c;)=(^)=«A;s=a):Br,  (c?)=(jr)=tr  Ar=!!)fB7i 

(D)  =(r)  =sDB  =«    ,  (DO^^^i)  =5)fB'=«  ^„  (ir)=fr.)  s:s3)rr=«  A^y 

(D.) = (T'  I  =  S)  B.  =  6;  ,  (p:i  ^  rj  =  2);  b; = (s;  ,  a>;') = ( r;)  =  xr  b:'= (s;  ^. , 
(D^=(r')=aiB,=(i;'^",  (Di)=tr.'j=;&;B;=(s;'^:',  tü;'j=(r;'>=:25;'B;'=(5;'^. 

46)  Zk  den  Glekboigen  der  vorigen  Ifummcr  lUgra  wfr  noch  die,  welcbu  denen  (81.  a.) 
an  den  beideo  Grui«Uyslenion  cnlsprrrhcn.  Sctr.t  man  in  jenen  nieidiiin;,'!'»  Hir  [ A]  iiml  [BJ 
ihre  aiu  deo  tileichuiigen  ^^4.  c.J  ciilnoinmcnen  Werlhc,  .so  nehmen  sie  die  nRchütehcade 
Fom  an: 

/-  +  k  B  =  h  (a;  a:; — a,"  a;)  ,  \        /  +  h  a  rr:  k  (  h;  h;    nr  n;) , 

'  +kB'  =  h(A'A;'-A"A';).  [  +hA'==kCirH:-HH;), 

±kB"=h(A'Ar- A"a;)  J  l  +hA  -=kiB  il. 

+ k  B,  =  h  CA.  a;'-  a;'  ao  ,  [        ]  +  h  a,  =  k  (b.     k  b.)  , 

t»«,«.)   /+kB;=h(A  Ar-A"AO,>   und   /  ±hA;=kCB  K'-B"B,), 

j  +kBr=h CA  Ar- A" A.);  [  j +hA:'=k(B  Br-3"B») ; 

+kB,r=hCA,A;-A;  A,),l  /+hA,  =  i,(n,ii;— b;  b,), 
q:kB'- — hCA  a;  — A' A.),  ]  I  q:hA;=ktB  b;-b' B."), 
+  ku;'r=i,(  A  a;-.v  A,),  j  +hA;'=kCB«;-B'BO, 

und  diese  gestaUeo  sich  an  den  hciden  PolursystCBien  in  folgende  um: 
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±(k)  B"=(b) ^' - -T'^)  ;  , 
+  (k)  B.  =  (h)      .4;'  -  ^'  ^0 , 

±(k)B,=(k)G:/../,  ^0. 

+  Ik)  H;=:(h) QAuf^-uf^,), 
±ik)  «'=(11)0^  ^,  ~A     ) , 


+(fc)^=(k  CÄ'/?;'-B"B'o 
4:  (h)  v/. = (» c».  b;'  -  Bi'B,) , 

'  +(b)^,=(k)  (B,  F, -K  B.)» 

H:ih^,r,=(k)(/?  b;  -reo, 
4:(h)./;'=ikicB  b;  —  B'  B,y 


Fttto  naa  in  .iHd'  Cleicimnfeii  (88.  a.}  anstatt  der  beiden  Gnuidsysteme  einmal  die  iwei  ein, 
deren  dMt;di|t  wsprtogllite  CnrnkvilMi  «d  dem  «rieiw  dM  omw  PotanjUni  «fei 

andermal  die  zwei,  deren  einos  das  neue  Gn  ~ 
Potarayste«  ist,  so  findet  man  im  einen  Fale: 

+(k)(B)  =hf(^)(^0-(^)W], 
+  (k)(B')  =h[(^)  (^')  -(^ (^] , 

q:  (k)  (B.)  =  h  [(J,)  (^)  _  (^.)] , 
±(k)(B;)  =liM)  (^.')-(^')(^,)], 
qp  (k)  (BD = h  [(^  (^D  -  (^')  (^,)] ; 

±  (k)  (B.)  =  h  [(^.)  (^,)  (^.)] , 

+(k)(B;i=hr(^  , 
±(k)(B;')=hn^  {jQiu4J^(Jjil,  j 

oad  im  andi-rn  Falle: 

±k(B)  =lb^(A;)(A;')-(A:')(Äy], 
+  k(F)  =(h)[(A')(A;')-(A-)(Ä;)], 
±k(jn=(l)[(A')(Ar)-(A")(AD] ; 


+h(^  =(k)r(R7(K)-(r)K)], 

1  +hM,)  =(k)[(B.)  (B;')-(B:')(B.i] , 

+  h (^)  =  (k)  \iB)  (B;')  -  (B") (B,)] , 
I  +  h  (^')  =  (Ii)  j  (B I  (B;')  -  (B")  ( B, (J  ; , 

'±h(^,)=(k)P.;  (B,)-iB;)  (B,)], 
±M-«)=«[(B)(BO-(ir)(BO], 


+  k  (B,)  =  ("hj  ( I A,  h:  A'/i  -  (AD  (A,)] ,  I 
±k(jr,\  =ihi(iAi  iA;-)  — (A")fA,'i], 
+  k  I  B;-  >  =  th)  [1  AI  (  A;-)  -  ( A")  (A,)J  ;  I 

±  k  (B^  =(ä)  [(A.)  (a;)  -  (a;)  (a,)]  , 
q:k(Ä)  =(k)E(A)  (a;)  -(A')  (A^]  , 
±kTO= WRA)  (Aa  -(A-)  (AJ] , 

Enrfigt  MM,  im  in  'Slna  der. 


und 


Ik) 


«inW      slnW  * 


'±(!i)(A)  =kri'B;ifBr)-(B;')iB;i],  ^ 
^(fc)(A')  =k|.(B')(B;')^(B")(B;)] , 
±W(A'')=k[(B0(flr)~(B")(B:O ; 

T(k>(A,)  =k[(B,)(flf)-(Bn(B.)],l 

±  (h)  (AI)  =  k  f  i  B)  (Bio  -  (B-i  I B,)]  , )  «.| 
I + (h) (A:o  =  k  [i'B)  (B;-) -  i;B"i (B,)]  ;  | 

+<h)(Ä,)  =kf(,B.)  (B;)  -  (B:i  I  B;i1  , 
+(h)(A;)  =ki.(B^  (B-.)  -(B)  (ß,)J  , 
±(h)(A.')=k[(fl)  (BD  -(BO  (BJ] . 

sin  W     sin^ . 

k  ^  (k) ; 

sinP 


"sinW,"      üiniüj;  '    "  "  sin  W;  ~  sin 3ö;  '        "~  s¥W 
ist,  und  seilt  man  in  die  Gleichungen  (87)  für  S,  6;,  Q!,'  und  X,  t;,  TV  ihn-  hier  geye- 
beimi  Wwtte  dl|,  von  dn  t«Uen  jedesnud  den  nekmend,  dessen  ik'slandliieile  skh  auf  di»> 
l  '  9  - 
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sebe  Syslen  Wdiehen,  im  ieum  Aken  die  neben  jeneB  GrtMm  itelieiiden  wbiere»  Projflciim»> 

zahlen  sich  hildcii,  (iKtmlich  auf  «las  Grundsysleni  oder  auf  das  Polarsyslem,  je  nachdem  die 
ProjectitMxdiieii  die  GnuMkeielieii  A,  B,  lyl),  (B)  «der  Bt  (A),  (B)  m  «cft  Ingen)»  so 
wwndeln  lidi  ^  Aen  genannten  Gleichnngen  in :  ^  •  > 

\      r"  ±n«)iA"l_(k)(B,)  , 

— w    _  =  ,  t.,  — «»   —  ^Tj^  —  ^jj^  > 

~  *  ~  Mii  an  —  sin  4ö;  ' 


_  (h)  {K)  _  ik.M.r) 


■inW""^i5rwr  • 


c;  i=Dr  = 
t 


ihi:A;i 
sin  -3!o 


sin  !h},  ' 

Sliiiir ' 


sin W       slnWr  ' 


r  —yf  —  l«*^'^  —  1-  —      —  "»(^^  _  t^tPi» 


sin  W 


sinW; 


r,  _  jir  - 

rn  i_  j<<    h  i.'f^  • 

.  MnW 


(C) 


sin  W 


sinäiV 


Ii  A' 
sin  \V ' 
hA" 


SinW,  » 

k(fl;') 

linW,  ' 

(k)  B. 
sin  ' 
(kiB, 


I 


SinW 

» 

hK 

«nW* 

hAi' 

_  *k»  TT. 

sin  \V 

sin 

i 

iia; 

hA'; 

SinW 

sin  m, 
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Iii.;  »  I 


(D;j=(r:i  = 


kW 

sinW; 

sinSü"  '  1 

k3" 

(hU,  1 

»inW, 

"~  sinäü"  '  1 

kB; 

sin  W", 

"sinSir  ' 

kB;- 

kB; 

sifl>N'| 

sioW. 

\ 


I.- 


I  *  .«.«I 


Bfultiplizirl  m;in  inni  jcdi'  fIrr  in  fien  Glmrhiinppn  (HM.  n.  bis  d.)  vorkoininrntlcn  rrnji  ctions- 
zahlen,  .wdi'ho  auf.  deren  rccbli^n  Seifen  innerhalb  der  mit  Klammern  umgebenen  zusaiuinenge- 
MM^  t^tdoran  TOikonumm,  inil  dem  tnwerinRi  der  KHnnmeni  ^hendeifFaclof,  dnltir  diesen 


Nenner  marhend,  und  setzt  dmoi  in  Jene  Gleichun(rcn  an  die  Stelle  der  mit  den  gennnnlen 
Factor  mnltiplirirteii  Projeelionszahlen  deren  aus  den  Gleichungen  (89)  skh  ergebenden 
Werthei  zogleiel^  aber  auch  anstatt  der  in  jenen  Glciehun^en  mf  deren  linker  bfite  flehenden 
Prodl|Blf , i|pre  ans  denselben  Gleichungen^ (69)  eiHnommeoen  Warllie  ein,  aot.  vwwamMa 
lidl,  wenn  man  zu  gleicher  Zeit  beachtet,  das.s  im  Sinne  der  Gleichungen  (42)  f 

■  /  ^  h     sin  W  sin  W  sin  S"=  sin  W  sin  W'sin  90  =  sin  W  sin  W'sin      ,  ^ 

■  (h):=:sin®  sin2B\sinW''==sinffl  sin9B''sinW'=sin2B'sinffl''.sinW  , 
k  =  sin  W,  siii  W;  .sin  ^^7=  .<iii  \V,  sin  NVJ'sin  ®|==  sin  WI  sin  W;'siii '•lö, , 
(k)==shi9ä),na»;sinWi'=sin|B,8inSEB:'^iaW:;=sinSB;mWsm         «  \ 

ist,  die  (SH.  n.)  in : 

+  (i))  sin  w  [Q  (17)  -  i.c;')  (c;) ,  > 


q:ar)  •j|i.w;Äirc=i(q:)(jce)rT(qr)(Q 


f±(C)  sin  W'sin  S;'=ff)fl'(Dn— (I^'^^I»;)  ,^ 


nnd 


+(!)i)  «hi w; sin m'={C\  ic;  i — (c  ")(c,> , 
q:(Dr)«inW,'8ii»«'!=(C)  (r;')-(C")(r.)  ;| 

±(D.)  sinWrsinSB  =iC,n(  ;j  -((•;)  ^c,j  ,\ 

± (lY,')  sin  W,  sin  ^  =  (C)  {C'o  ^  (C)  .(€»)  j 
AUs  (m.  b.)  in : 

±(j)  sin s;'sin w"=( r,) ( r,'i -ir;\in\,\ 
+(^)  siii®;  sinw"=(r')fr,'i-(r")(n), 
±(^')sins,  sin  w"=:fnfrr)— (r'Hri  ;i 


MnaB,"sinW'=(r.)  (r.')-(r;'i(r.i ,( 
±{j^  sm  w,  siiiw  =(T)  (r,')— ir'Mr,) ,) 
ai}.  sin  w  =(r)  ir,')-ir'Krj  ii 


vy:'r    ■■•      ■  I     — 'l\-Tv     .n"i  d 
'+[C,)  sin  W  sm  !ti.*',=iD)  yb'^' )  —  {i) ' j [i}^)  ,^ 
j5p(C)sinW  iiB«;=i(D)  (Dr)-(I>")(1>.)  »*[ 

'+  ^C.)  aiii' W"sin  b,  i=(D.  i  (D;)  - 1 1).')  a\)  \ 
.■•  •     •.  . 

;+iT)  sinffi  'sin\>7=(^)(^)— (^'y(^i^ 
l+ir)  sin3ß'sinWr=(-<r)(^)-(^(^^3, . 
l-trr')sin2B  siaWr=C-^)(-^— {^(^jj 

{±(r;)  8i«4t}' sinw;z=(^)  iz/;')— (z/")(.7,), , 

9» 


I  1* 


i—,  tu) 
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t±(d»)  ihtti'ifa  w=(r.)  {r.)-(D(r.).i 

r+ (^,)  sin »;  Bin  w = ( r)  (r,)  -  <  n  (r,) ,  i 
V+(./r)«nSDj.8iaw=(r)  ir,)-{rmiJ 

die  (8a  c.)  in : 

/  ±D  «in sBi'«!« «8"=  r:  r;—  rr  r, ,  ^ 
i  +]yiii«ibi»'srn-r'r,» 
I  ±]riiiS,iiiW=ri7— rr;; 

+  D,  «in  «;'sin  2B'  =  T,  r,'—  T;'  T,  , 

CM»«.)    (  ±d: sin«; «in®  =:r IT— r'r. , 
+ Di'sin  ® ,  «in  fflr = r  r:'—  r '  r, ; 

±l),»inaßi'sinäB  =r,  F,— F,  T,  , 
^iDisinSBIsinSB  =r  r,  — r  T,, 
+  D;'sinaB,8ina  siF  r.^T  r,; 

die  C®S.  d.)  in: 

+ j  sin  wrsin  w"=c; c;'—  er c; , 
4:  ^  tin  w;  8in  w"=  c  c;-  c"  c; , 

±  ^rin  W.  sin  W"=s  C'CT— C"  CJ ; 

:p  i/,  ih  WTciü  W  sC  C7— CT  C, 

«.>     /  +  ^  «in  W:  sin  W  =  C  C;'—  C"  C. , 
q:^'s!nW,sinW'  =  r  C;'— C"C.; 

+  ^,sin  W;'«inW  =C.  C;— Cj  C, 
q:^,sinW',i»W=sC  C;— C  C, 

:t^äiiWiiinW  =3C  c;— ccc 


±  r  «in  W  "sin  Yf"—  Dj  Di  —  Dj  D;  , 

q:r  da  w  ata  wTsiniir— ir  m , 

±jritaW  atawr=l>']»r— 1>*D!; 

q:r,  •inW"»inW;=D.Dr— d;'D,, 
und    ^  ±r;8inW'«nW;  =  D  D;'— D"D,, 
+  /T8inW  sinW;  =D  D;'— D  'D, ; 

+ r,  sin  w  "sin  w, = D,  d; — d;  d,  , 

+r,naWataW,s=D  D;  — iv  D,, 
+r>'siaW  abiW.ssD  d;--U'  D, ; 


+c  sin  «ö'sin  ffi;'=  j'.x  , 

4:  C  6in  Sü'  sin  äß,"=  zf^,'—  , 

±  c:  sin  w  sin  sb: = //  , 

4:  r'sin  ©  sin  2D:  =: .  /  ; 

+  C,  sin  Sß  "MB  SB, = ^,  ^,  » 

4:c;8inarataa,=^  ^4/,, 

±c:iiii»  iins,=^ 

bi  den  GMchnagen  diwr  Jeden  der  vontehenden  Onipimi,  wehte  ein  doppehes  Vnncldien 

in  «ich  aufgcnotnnicn  haben,  muss  ttbcrall  enhvi  -li  1  I  is  obere  oder  il.:s  rmt-n-  pmonunen  wt-r- 
dei^  je  udMlen  die  beiden  Coonttneleneyatenie,  wumuf  sie  nck  bctieben,  unter  sich  einen  ihn- 
ndien  oder  ndlnlidMit  Awidnif  hahco^  mid  de  eine  gwi  etahche  Belradilniig  auier  ZwdU 

st(  II),  dasH  jede*  Mf  den  beiden  boppelsystetnen  henuagebobene  Paar  von  einzelnen  Systemtt 
tu  sirh  f  iiicn  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf  hat,  so  wie  es  ein  einzis^es  von  «iiesen  Paaren 
Ihut,  so  hui  man  in  allen  Jenen  Gleichungen  gicichzeilig  nur  die  obem  oder  nur  die  untem 
TM  den  dopiMlIcfn  Vorulehcii  m  neluMn,  md  «b  ^  «im  «der  and^,  min  man,  aeMl 
man  hinsicliUicIi  eines  einzigen  von  jenen  Paaren  einfochor  Systeme  sich  Uborzoticl  hat,  oh  die- 
ses in  sich  einen  ähnlichen  oder  iinäiuilidien  Axenlauf  hat.  Eben  deswegen  hat  nan  es  da» 
wo  an  einem  vorhandenen  Systetne  ein  nenea  oaibeatiBHnlea  UnzugefUgt  wird,  achon  dardi  die 
Benennung  der  neuen  Axcn  in  seiner  Gewalt,  in  jenen  Gleichungen  nach  Belieben  die  obem 
oder  unlem  Vorzcichea  «nlreten  zu  lassen.  Wir  werden  ia  solchen  Fullen  in  der  Regel  die 
Bezeichnung  der  neuen  Axen  ao  gewihh  voraonelsen,  daas  in  den  erwähnten  Gleichungen  die 
(Aem  Vorzeichen  genommen  werden  nnlssen. 

Wir  haben  die  Glt'iclmngen  (86.  «.)  bis  (90.  tl')  in  eineni  eigenen  Paragraphen  rtisam- 
mengest^l,  da  sie  den  wichtigsten  Tbed  des  Apparutes  bilden,  den  der  enalyliscbe  Geoineter, 
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f.  4.  Ib^  47. 


wdeMr  Mine  Untenscbnig««  «m  «chiefwinkligen  Systeme  fortfuhren  will,  bentaen  mau,  weil 
er  ohne  ihn  bei  aBer  Gesohioklichk«!  «ich  doefa  nicht  frai  bewegen  künnte,  vjdNwbr  m  fW 

vielen  Stellen  tvif  von  einem  Nets  imutricfct  iiirh  fühlon  mttsstD.  MiUelst  dieser  Gleichiintren, 
weiche  lehren,  wie  sich  die  in  den  vencUedeaen  «nfichen  Systemen  der  beiden  Üoppel«ysteme 

beeondore  die  wirMicrrn  '  VttrrtrnmingifNwdR,  waUto  C^**)  ^  C^^}  Mf 
die  mimtgfaltigftte  Weise  abindem. 

IcwHire  Ugw  itor  ttcMogci  tlcr  FmcIc. 

47)  hdem  iHr  jeut  den  besonderen  Lagfen  der  Richtanfroi  iiad  Pmcte  im  beliebigen  Coor- 
dinat<'Tisy!r(f»»n»'  Tinscro  AiifmfTkü'fmItcIt  schenken,  imichf-n  w  ir  riaranf  flufinerksam,  dass  jede  der 
Grundaxen  sowohl  der  Polaraxcn  eines  Coordiiwteiuiytittfms  sich  von  der  andern,  unserer 
MdwrigM  BezeiehRingswelse  aar  fUgai,  m  NieMs  unleraabeidet,  da  dm  dem  Mslalna,  der 
in  Hin^ni  Zeicht-n  noch  ausser  der  Coordinat.  nsr  il7r  A  vr  rkuminl,  eine  andere  Anzahl  von  Ac- 
centen  beigelegt  wird,  während  die  zuaammengdiöngeo  Grund-  und  Polaraxen  Acoeole  in  giei- 
dwr  AmM  an  ikh  trafcni  aRe  auf  «Im  ier  Ahm  äA  b«Mmnkm  TiujwjlluBaiähleii  «der 
Coordinatcn  aber  tragen  in  ihrem  Zeichen  eben  so  viele  Accenia  wie  diese  Axen,  wifhrend  ihr 
Gnindaeichen  bei  jeder  der  drei  Axen  einer  jeden  Art  stets  das  gleiche  blf>il»t  Da  wo  in  die 
Betrachtung  neben  dem  bereits  vortiandenen  noch  ein  sweites,  als  neu  hinzugckoaunen  gedach- 
taa,  Coorflnaletyltw  wwt  wM,  hifea  wir  dte  glefelw  HeiaiilMMigawaiaa  auch  b«i 

dii  srm  nnrh  fortbestehen,  und  wenn  die  Axen  des  einen  Systems  hinsichlbVh  ihrer  Rirhttjnp  n 
auf  die  Axen  des  andern  Systems  bezogen  werden  s^len,  geben  wir  allen  dabei  auftretenden 
FrojecttoMtahlen  eiiieilai  finuidMichan  bK  AcccwIbii  iolohair  AihmU,  dit  Am,  wonuf 
sie  sich  besiehen,  hat;  ausserdem  hängen  wir  id>er  noch  diesem  Grwidzeichen  diejenige  Zahl 
als  Index  an,  welche  die  Anzahl  der  Accenle  von  derjenigen  Axe  ausspricht,  deren  Richtang 
auf  das  andere  System  bezogen  wird.  Es  ist  eine  notbwendige  Folge  von  dieser  Bezeichnongs- 
webe,  dass  jedes  Resultat,  an  welchem  die  eine  Axe  des  Sysleav  einen  andern  Aalkei  aimgid^ 
all  die  beiden  andern,  oder  da,  wo  gteichxeilig  mehrere  Systmir  in  ffir  B^tnchtiinir  aufc^nom- 
men  werden,  die  mit  gleichen  Abzeichen  verseheoea  eines  jedcii  bysleius  euien  uiulem  Aniheilf 
ala  dfo  swet  mll  anderen  AIneielMn  awaehenen,  arlltfend  dieae  Maten  an  dar  Untennchnng 
einon  vRlIig  gleichen  Anlheil  nehmen,  einfach  dadurch  in  da^jrni,'!  Resultat  tlbergefUhrt  wer- 
den kann,  wckhes  man  erhielte,  wenn  der  ungleifibniasige  Anlheil  an  der  Untatanchung  auf 
ehe  andere  Ase  Mergetragen  würde,  dM*  MM  UMm  der,  Meam  >aidaM  Asm  an^ 
sprechenden  Acccntc  oder  Indexe  wechselseilig  bi  alen  vorkomnienden  Zaithen  adl  einaniter 
vertausclit.  Um  in  einen»  solchen  Falle  die  Art  der  Vertauschune:  kxm  anrciLreii  tn  können, 
werden  wir  sie  eine  Vertauschung  der  ersten  Art  nennen,  wenn  bei  allen  Zeichen,  wo 
aich  kein  Acomü  vorfindet,  elnar  und,  wo  aioh  einer  vorfindet,  keiner  gesetzt  werden  soQ,  oder, 
wenn  die  <r'<"ifhf  Vrnvrrh<;i  hmg  bei  solchen  Zeichen,  Hir  Inrifw  in  sich  aufnehmen,  auch  auf 
die  Zahlen  0  und  i  der  Indexe  sich  za  erstrecken  bat;  hingegen  werden  wir  sie  eine  Vertäu- 
aclinng  der  aweiten  Art  nennen,  wenn  M  «flen  Zeichen,  die  keinen  Accent  haben,  swvia, 
sad  bei  allen  solchen  Zeichen,  die  zwei  Accente  an  sich  tragen,  keiner  gesetzt  werden  soll, 
«der,  wenn  die  gleiche  VerwechMtamg  hei  aolchen  Zeichen,  die  Indexe  ni  aick  aufnahmen,  auf 
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die  IndnoriilM  0  md    liflb  la  walMolMii  ImA;  «aünfc  woiIm  «rir  «■*  «te»  V«rl««aftlranff 

der  dritten  Art  nennen,  wenn  Überall,  wo  dii*  Z<>ichen  einen  Accenl  hiibeQ,  zweie,  und  wo 
die  Zeichen  zweie  haben,  einer  gesetzt  werdM  saU,  o«ler,  wenn  dio  gieidli  ¥«rwwl|B«i«i4g  M 
Micken  Zeichen,  die  Index«  in  sich  tra^ren,  auf  die  ladexnUen  1  MnA  9  «Ml  W  eMMdl«  JlflL 
Dabei  werden  wir  sae««,  die  Vcrtauicliuniif  sei  an  den  Aecenlen, .  odflf  Muden  bdexon,  oder  an 
beiden  2iii.'i<'ii^-)i  M)r7.iitii'lmirn.  je  MiR-hd«ni  die  VenvochsL-luiii;  sich  Hoa  Ober  di«  AoccBle,  :lldflt 
blos  über  die  Indexe,  oder  über  beide  zugleich  erstrecken  soll.  •.  '(  .. 

Bei  diesen  dreierlei  VertnisdmimfMrtcn  bat  nun  jedoch,  wenn  man  lUeht  cn  falsdieii  Re- 
sullalen  irrlaiiijcri  imf  jene  Abwoichunjrea  ein  besonderes  Ansrcnincrk  zu  ricJitrn,  nclihe 

¥o\«fn  di>r  für  Axcnwiiikd  i%S|l^i^j({iyjtVHi^j}iHN^'^''Wlf^^^  ^''^  Ajcenwinkcl 

\y ,  W,  W"  %.  B.  nüislen  nümlich  im  ^nne  der  altgemeineii  Bexeicbimiigsweise  dgenllich  im* 
mw  durch  \AX',  XAX'%  .VAA"  vonrestellt  werden,  Hitd  dies«  ^ehen  durch  eine  Yertou- 
«»chiin?  «ItT  ersten  Art  in  .VA\,  .VAX",  XAX"  odftr  W,  W,  W  ikber,  bei  etiler  Veijeu- 
schunir  der  zweiten  .\it  in  .V  AX',  X"AX,  XkX  odeit  W",  W,  W,  bei  einer  VeitauefaHV 
d«r  driNm  Art  i«  XAX",  XAX',  X  'AX'  <Mfer  W  ,  W,  W".  Man  dufl  driier  bei  den  liiM 
anfeaeigten  AUindcfWige«  nie  ilbers<'h(>n.  da.ss-  ciru»  A'orlmisrhung  der-valeii  Art  -  .  r 
-i'ih  ri  lU.  ''^  !■■/..=  W  in  VV    und    W"  in  W    f.i.n'^^;-  Jmj.v  ; 

■mwandett,  wihr««d  aie  W  «timtitdert  bssi^  deM  «ine  VerlaoachMff  der  sweilen  Art 

VV  in  \V"    und    \\"  in  W  i 
uinwndeH,  Während  sie  W  uagteSndert  tesl;  vndlicii  dass  eine  Yertauscluing  der  dijUea  Art ; 

W  in  W   wid  W  In  W 
nmwimdeh,  v  iihrLttd  sie  W"  (intrt  .iiulL'rt  fürtbeslehen  lüsst,  woraus  man  sidil,  dnw  IMr  M,««« 
ner  Veriaaschung  der  /.ut-itt  ii  Art  die  j^ieiclie  an  den  Accentcn  der  Axcowintu-'I  vorge-s 

nommcn  werden  darf,  dius  Itingegeu  bei  einer  Vert&uschung  der  ersten  Art  die  Accente.  dei; 
Axmwildiel  eine  VeriaMdwif  dritten  Art  erfahren  mitosen,  und  tuogeliehrt  bei  einer  Vec>i 
tauschunir  der  dritten  Art  eine  der  Art.    Hns  Aehnliche.  gilt  nalüi-iicli  auch  eben  so  vuu 

des  Axeinrinkeiu  W,,  VVi,  W^',  welche  dem  neu  etugeTübrteu  Systeme  wgebürefi,  und  vim| 
denen  SBy  SB',  W  oder  ffi,,  8B,%  wdehe  den  jm  dieeen  Gnudiyrteuien  fobSrffen.Fn« 
(■nyslcinrji  etttsprecla-ti. 

Die  Bekanniscliad  iint  den  hier  nngeregtea  Yertauscluiagsirteii,  tuitl  itwbesondere  die  Lokii- 
tigkeit,  womit  man  die  Umstünde,  wüdarah  die  eine  oder  die  andere  Imbcigefttlirt  wird,  n  be- 
■rtbeilen  im  Stande  ist,  sind  Tur  die  unalylisclie  Geomclrie  hn  beliebigen  Coordinalensysteme 
von  (»«»sondiTiT  ^^■i^llti•.'k^■il,  weil  iiuiii  durch  hio  in  den  Stand  «riwfzl  •wird,  dit-  »^nzuld  alli»r 
Funneln  aut  weniger  als  ein  Urilttied  derselben  zu  besdifünkcn,  ytvts  hier,  wo  ulmelun  eui  so 
gvoNtf.  FonnennicbllHui  bensdil.iclne  lMine«w«gs  «•  venddendn  £rleM>l<"i>V  versdndlL 

48)  Wir  beben  oben  in  Nr.  iA.  gesehen,  dass,  wenn  x,  x*,  x"  and  x,,  x|,  xr  Ae  seMe- 

fen,  u,  u',  u"  und  u, ,  «|,  w"  die  seukreclilen  Coordiii  ilm  /w.  ii  i  riinrlc  0  und  0,  im  den 
Axen  Ä  X ,  A  \',  A  \"  sind,  und  man  durch  a ,  a',  a"  die  schicfei^  durch  c ,  c',  c"  die  senk- 
rechten Projectiüusztthlen  der  von  0  nach  0,'  hinxielenden  Richtanf  an  dcnselbca  Axen,  ao  wie 
durch  r  die  Enifcmung  der  beiden  Tnncte  0  wid  0,  von  einander  bcieicbnet,  aicia  sei: 

_-=«,_=«,  =a    «id  -jr-=c,  _-=€r,  ^-j:-  ÄoT.. 

Liegen  aun  die  beiden  Functe  0  und  0, 
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*'  ■  1)  in  der  d«m  GrtondsyBteiiic  ansfohiiTigiMi  Coonli'natcn«>bi*nc  .VAX",  so  isl  för  j«'don  dieser 
Pimcte  demen  znr  Axc  AX  gehOrTfrc  s<>hk>r«  Coordimte  null,  d.  h.  es  ist  -xst)  «imI  Xi=fc(k^ 
wss  n  =  0  «ur  Folgt*  hat;  es  ist  «Isa  die  seliiefe  Projectionszalil,  wcU'lio  «inr  in  der  Coordi- 
natenebene  .VAX"  liegende  Hiohiung  an  der  Axd  AX  giebi,  iiuuier  null   Es  wird  alicr  diese  <  " 
l'njc  ( ItoinnMv  wl9  Ute  vnf^  'war  -fm  Bfnijsilit  ttMct  ffuiMiiei'  wrilffcllMHlM  0l0iiiliwig6N  cvlglv 

nicht  blos  dann  null,  wenn  x— (1  und  s,~0  isl,  sondern  sclion,  wrnn  iinr  ist.  nnd 

diets  M  der  Fall,  wenn  die  beiden  Punctc  0  und  0,  in  einer  Ebetic  liegen,  diu  mit  der  Cuop> 
UfawItncBiwtd  X'AX*  pmtt«!  Ball,  «der,  was  dMHfelle-  Mgfl^  mMR  dfe-dttrah  0  md  O,'  cichemk 
Richtung  mit  der  geninnteii  Cowrdinatenebene  parallel  isl;  niid  nnigrekebrt  sieht  r  =  o  die  lin- 
dere Gleichung  x=:X|  nach  sich,  und  diese  letztere  cfieht  zu  erkennen,  dnss  die  Piimle  0  und  .«,.. 
0,  in  einer  mit  der  Coordinatenebenc  XAX"  jiaraiklen  Ebene  lie|fen,  oder  dass  diu  durch  0 
mi  Ot  lindircli  gvlieide  ]ikldiiii||  #iit  dieser  ({OpnUraten^ne  pefdlel  «ei .  Es  ist  iqnUo 

a  =  0  'cm.'«.) 
das  voUslüadige  Kennzeichen,  dass  die  Richiui^^  auf  welche  sich  die  in  dieser  Gleichung  auf- 
tretende Projecttonssaht  bezieht,  mit  drtr  Coordiiiatenebcn«  X'A  X"  paraltfl  Isafe,  so  wie  nmge-  <     t  •• . 

lieTirt   die  nieirliiinc;  ii.}  idle  Tiesiilliife  in  sicli  Heliliesst  ,    w  elche  die  mil         X"  |>;i- 

Tallele  Lage  der  in  der  Gleichung  enihidlenen  Hicblung  nach  sich  zieht.  Dureb  dieee  Gtctcbting 
ninnnt'  sbM*  die  a%eaieliR'-1tfelilirafsgleiclifmg  (Ii)  Her  die  beeoadorfe  QeiMll-  *  ' 

l=a'c'+«"c"  C*I«M 
Mki  und  die  Gleichungen  (12)  gehen  durch  sie  Uber  in: 

c  =  a'cosW-f  a"cos\V',   c'=  a'+ a'cos  W",   c"=a'«^s  W"-j-«",     ,  (•!•  c) 

während  durch  sie  die  Gleichungen  (47.  a.)  sich  verwandeln  in: 

von  welchen  letzteren  die  erste  eino  Abhängigkeit  anzeigt,  die  zwischen  den  zu  einer  solchen 
Richtui^  gehörigen  senkreeliten  Projcctionszalden  slidl  fiivli'*,  wie  die  (91.  a.')  es  Tür  die  sdiio- 
■Jen  ErfiieetioaasaUen  ibul.  jäüiuinirt  uisn  aus  dpn  Gieichungen  (91.  d.J  die  Grusse  c,  so  fin- 
.d«t;iiaA:     /  -'  ,  •   

^(5;8'=r(a sm; -«'«,) «d  9i(s:*"ss(n%~^Wfky'+  (asu-a -aoc" 

und  diese  nehmen  unter  Beiziehung  der  fitr  da$  PdanjitMi  eilialteneB  BdalioMO  (41)  wd 

(45.  a.  bis  c.)  die  einfachere  Form  •  •  ■ .  • 

•WW*=is'^c''eo«Tir  md  ValtflTese"— «•*e/W' 
an,  welche  leiztent  sich  noch  bfefiacmcr  IM  deiwn  (91.  &}  beriiotai  Imen.'  Liegen  Uagege« 
"die  beiden  Puncte  0  und  0, 

IT)  in  Ut  dem  Polärsysf  emc  zagrhürigen  OwAiHmrtenelMne  TAT',  se  ist  'fitr  jeden  die» 
ier  Fände  dessen  znr  Grwnda.xe  AX  gehörige  senkrechte  Coordinnte  mill,  d.  h.  e.s  ist  u  =  0 
und  II,  =rO,  was  c=:0  zur  Folge  hat;  es  Ist  also  die  .senkreelite  Projeclions/.aiil.  weiehe  eine 
in  der  Polarcoordinatencbene  S'AS"  liegende  Richtung  an  der  Gninda.xe  A  X  giebl,  immer  null. 
iHeie  Frojectionnalli  wird  aber;  ifle  die  vleite  von  den  im-  Bingaiiflr  dieser  Nmnmer  ndlg^ 
"Iheilten  Gleichungen  zeigt,  niclit  nur  flanii  null,  wenn  m  =  0  und  u,  =0  ist,  sondern  schon, 
wenn  u=:u,  ist,  und  diess  ist  der  FaO,  wenn  die  beiden  Puncte  0  und  0.  in  einer  mit  der 
TA  S"  parallelen  Ebene  lie^  oder,  was  das  Gleiche  sagt,  wem  die  dttreh  0  und  0,  Undvreii 
'gehende  Richtung  mit  der  genannten  Polarcoordinatencbene  parallel  lünfl;  und  urnin'kehrt  zielil 
die  Qeichung  e=0  die  andere  nsn«  nach  sich,  and  diese  telzlere  giebt  zu  eriienaen,  dass 
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die  Pallete  0  and  0,  ia  doer  mit  der  parallolcn  Ebene  liegea,  oder  da&s  die  dunh  0 

und  0,  Maduvk  gdieMa  BiclMn«  «it  dieier  FdvcoordiMleMlMM  fiiattel  iw£e.  £■  i« 
milUa 

CM.  «=0 

im  voUslindigr  Kcanzcirhi  n  (hss  die  Richtung,  woraur  sich  die  in  di(>ser  Gleichnng^  auftretende 
hDjectioniMy  beiidU,  mit  der  i'tiUuicoardinateaebeiie  i'Ai"  parallel  laufe,  so  wie  umgekehrt 
«e  OlMtmi  (n.  äUe  KefolMe  ia  Mk  acbÜMfl,  «vdcte  die  ^Ar  panUele  Lage 
dv  k  der  Gleichung  enthaltenen  Richtung  nach  «ich  siehL  Dwoli  diefe  CMdehioif  wird  abtr 
dis  ilfriwriBfi  Rtehln^gafleiGhwvg  (ii}  wieder: 

(•t.to.)  l=a'c-|-a"c"; 
die  Caeicfaongen  (12)  gehen  dvrch  lie  Ober  ia: 

CM»«»)    o=«+a'cMW+a"eMW,  e'srtcMW+ar+areiwW*,  cr'sacosW+a'ea»ir+«", 
wKhreiid  die  (47.  a.)  sieb  verwandeln  in : 

CM.A)  (Ka=?i'c'-i-9i"c",  ($;a'=a:c'+8i;'c",  (5;v'=a;c'+a;'c". 

Die  erste  der  Gleichungen  (92.  c.}  giebt  eine  Abbüqgigkeit  sa  erkeaaen,  welche  swiacfaen  den 
MUefha  ProjectiOMuhlen  einer  aolcfaefl  Richtung  atatt  findet,  und  ist  fdr  diese  sebierea  Pkojac- 
tioanahiea,  was  die  (92.  a.)  für  die  senkrechten  ist.   EUminirt  man  mit  ihrer  Hilfe  die  Grtfss« 

a  ans  dm  beiden  andern  ClcichiinjEren,  so  findet  mnii  imler  BcizicTinn?  der  Gleichungen  (38) 

c  —  sin  \V  (a'sin  W  —  a'  sia  Weos  3B"1 ,    r"~  sin  >\"(a"sin  W —  n'ftin  W  rn<  SÜ") , 

'  denen  man  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (45.  a.)  und  (41)  die  andere  Fonn  geben 
Innai 

CM.«»)  o'rslitfBWCCa'-Ka'O.  <rs:lt«iaW «TO t 

welche  letztem  CHeidMnffea  mm  andh  «malnritar  aa«  den  tmi^lsMMi  flliiirlwwgwi  (tt.  d.) 

hcriu>leQ  kann. 

WMre  dfe  Biehlunf  aidrt,  wie  ia  I)  oder  n)  angeooNMM  «oidM  iil,  adl  dar  Qraad»  oder 

PolaNOonlinal.  nelu  ne  X'A  X"  oder  STA  I"  parallel^  sondern  wir»  «ie  adt  der  X  A  X"  oder  I 
oder  mit  iler  XA.V  oder  ?t  \T  parallel,  so  erhielte  man  die  hierher  gehörigen  Pornieln  hiis 
den  in  1)  oder  Ii)  aogegeiMsnen  durch  eine  Vertauschung  dcf  crütco  oder  zweiten  Art.  iu  aÜeu 
diesen  Formeln  kanoa  man  fibrigene  auch  an  die  Stelle  der  ProjeetkmsaaUea  mittelst  der  im 
Einj^aniT  zu  dieser  Nummer  uiilgetheilten  Gleiihuncfen  die  Diirt  rcnrcn  von  den  <r1i>iil»«rtigen 
Coordinaten  zweier  Puocte  selsea,  durch  die  eine  solche  Richtung  hindurch  geht,  und  aus  die- 
sen Difenaien  Tersdiwiaden  «fie  Goofdiaiten  det  einen  Pnnele»,  weaa  deneibe  ia  der  Coei>- 
diaatenspitzc  lit^l,  d.  Ii.  wenn  jene  Richtung  in  einer  der  genannten  Grund-  oder  PofatfOOOrdi- 
natenabene*  liegt  und  zugleidi  durch  die  Cuordinalenspitze  hindurch  geht. 

Weaa  ebie  Richtung  parallel  mit  der  Grundcoordinalencbene  X'A  X"  lünft,  so  stdit  sie  aacb 
senkrecht  auf  der  Pularuxe  AA\  und  sie  steht  senkrecht  auf  der  Gruiidaxc  A  X ,  wenn  sie  pa- 
rallel mit  der  Palurcoordinalcncbenü  S'Ai"  läuft,  welcii-  7A\f\  Sätze  auch  umgekehrt  werden 
ki^naen;  daher  sind  die  in  dieser  Kummer  enthaltenen  auch  noch  bei  solchen  Rii^tungeu  a»* 
weadbar,  welche  leiikreeM  eaf  eiaer  der  Graad-»  oder  PoJiniMi  delieB. 

49)  Fussen  wir  die  in  der  vorigen  Nummer  \on  einem  beliebijjcn  Puncle  0  nach  einem 
andern  beliebigen  0,  hiogclwnde  Rielitung  0  0,  ins  Ajjge,  .und  lassen  wir  die  dort  eingeführten 
Beaeieimungcn  hier  wieder  gt^Ueu;  bedingen  wir  eher  die  L^fe  dieser  RicUaag  dahiB, 
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0 Ii»  «il  der  GrwMb«      iimIM  sdB  irt^  toi  riiltt^ 
00,  «MToU mit  der  CoMiÜMtenebene  XAX',  ab  mit  dv  XAX'^'fMBl  Hufl^ -dM 
ten  der  vorig«»  Nnmaier  gtniia«  die  beiden  Glcirhnngen 

a'=0    und   ■"=0  ..>:•,(         (^»s.  «.) 

nach  sich,  so  wie  umkehrt  das  g^chzeitige  lleilete»  diesem  heMaa  C9eikiia]i|F«i  da^  Parallel^ 
•ein  der  Richtung,  auf  welche  sich  die  Gleicfauagen  bexiehen,  mit  der  Axe  AX  eur  Fi^gV'liill 
Durch  diese  Gleichungen  geht  aber  die  aUgeusiae  Bkhtungsgieichung  (II')  Uber  in:  ■ 

'  !|^ae,  ■  »i  CM*M 

dl»  ClekkluMWi  (lg)  wwim  ibmi  giwiiifg 

and  die  Gleichungen  (47.  a.)  verwandein  sicli  durch  sie  in :  ' 

6a=ac  +  av+a"c",  o=a,c+a;c-|-a;'c",  o=2i,c+5i;c'+?i;'c",  (»«.'d.] 

VOM  wetehen  die  swei  letstea.  jene  AhhlngigkeAen  anssprechen,  welche  twieehen  de«  senkraelH 

len  Projcctioiiszahlen  oiiirr  so  bedingten  Richtung  statt  finden,  und  in  Beziuf  auf  die  serikredi- 

len  Frojectiouszahlen  dasiseibe  sind,  wa«  die  (ß^  *•)  ."^  Besug  auf  die  .schiefen.  £liniinirt  naq       ^ .j 

«na  der  ersten  Gleichung  (93.  d.)  die  GrijMen  tt  «ad  (T,  Oder  o  und  iTfi  «der  «•  ud  c",  so 

gelangt  man  wieder  zu  den  Gleichungen  (93.  cj'.  Die  Gleiching        h.")  In  Yoiliqidunf  mil 

der  «rslp^        c.)  zeigl,  da«s     die^M^m  Falle 

a=c=±l     ,  .     .   V  '.    '.  €•••••) 

U,  wo  filr  a-  und  6  ai  gkidier  Zeit  entweder  das  ycnMbM  +  oder  das    fenonwen  :W«r^ 
den  niuss.  .-.••■■■IS 
Bedingt  man  aber  die  Richtung  00,  dahin 

IT)  dan  tie-nüt  derPobnxe  Af ,  oder  gleäEliBeil%  »dt  den Folarebonünalenebenen  SAjT  ^  - 
und  T  A  T"  partdM  sein  mD»  SO  lidit  dies«»  den  Eifdmiafea  der  ■vorigaitNnBuner.gfp^Nt»  dte 

beiden  Gleichungen 

c'=0  und  cT'ss.O  (M. «.) 

nach  sich,  so  urie  nnigekehrt  das  gleichzoiligc  fief^fean  dieser  zwei  Gjcichungen  das  I'aralld^ 
sein  der  Richtung,  auf  welche  sich  die,  Gleichungen  bezichen,  mil  der  Pularaxc!  A  J  zur  Folge 
hat   Durch  diese  beiden  Gleichuiigen  geht  die  allgemeine  Jlichtungi^leidiung  ||^UJ  über  in: 

die  Gleichungen  C'^}  werden  ihnen  gemüss  : 

c=a  +  «'cosW4-a  cosW,  0  =  a^os  W -j-a +  a  cos  W;,,  0=|i.c(»sW'+«'cos W"-fa' , 
«nd  die  Gleidnnigen  (47.  a.)  verwandeln  .stell',  dvreh^  ip :  ,  '  . 

Cn=sf(e»  a;a'=:$I,€,  6;a''=s9,c.  f^*»^ 
Die  zwei  letzten  der  Gleichungen  f 'M  sprechen  eine  Abhängigkc'i'  \  '  -hen  den  schiefen 
frojectionsnUen  eioer  sakhen  Hichtung  aus,  und  Bind  in  Besug  anf  schiefe  das,  was  die  (04.  a.} 
m  Bezog  auf  MrikrecU»  Frojeeliouniden  silid  -  BlindMM  man  niMelit'Hler  swol- Jotirtm  Glei- 
chungen (84  e.}  aus  der  ersten  ifie  Grossen  h'  und  a"  »der  die  a  und  a"  odet'  diO'a  und  «', 
so  stösst  man  unter  Berürksicliliifunff  der  lur  das  i'olarsysicni  erhaltenen  Belaüonen  wieder  auf 
die  Glekhmgen  (94  d.^-  l>us  Gleidning  (94.  b.}  in  V  erbindui^  mit  der  ersten  (94  d.}  Ue- 
fM,  unB-AMge  dar-flWeKuiigad  (M>ftCssi  ist:  ' 

n=-4-fl   und    c=:  +  9,  CM*  •») 

wo  in  beiden  Füllen  eniwedur  nur  das  obere  oder  nur  das  oatere  Voneichea  zu  nehmea  ist 
L  10 
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Die  Kennzeichen  der  parallelen  La««  dar  Richtong  00,  mit  der  Pakme  A.^'  oder 
flfgeben  tidi  aus  (icn  vorslchcndcn  dun  h  i  inr  Vertawchnng  dw  arttoi  iMlar  nniim  Ai^ 
Bedingt  man  ferner  die  Richtung  0  Ui  dabin, 
r .  •  .    1        m.  O  ^      gkiehfdiit  pmdM  »II  im  nMl  xnamneiigeUrifea  GhiimI-  and  P«Ih^- 
coflnlinatenobenen  X  A  X'  nnd  T\  I",  oder,  was  dasselbe  sagt,  partUcl  mit  Acrm  Durchschnitt 
liafea  soll,  so  zieht  diess,  dea  £i^eliiiia«en  der  vorifea  N«iiun«r  geniss,  die  beiden  Glejchungen 

«.)   ■"sO  Hid  e=0 

I  i'  .  •      nch  sich,  so  wie  umgekehrt  das  glekliMil%e  Bestehen  dieser  Ewd  Gleichangen  das  Parallel- 
sein  der  Richtung,  auf  sich  die  Gleichungen  beziehen,  mit  dem  Durchschnitt  der  zwei 

.  .,  Ebenen  XAX'  und  i  Ai  "  zur  Fulgu  haL  Durch  diese  beiden  Gleichungen  geht  die  allgeuieiiie 

Hkbnmgagleiehniiir  (il)  ^  in: 

die  Gleichungen  (^12)  werden  ihnen  genüfss: 

nnd  die  Glaicliangcn  (47.  b.)  venvnndrln  sirh  dlirrli  sie  in  : 

CM.  C8=a'c-hä'c',  (i:a'=a;c'+ai  c'  ,  o=a;c4-a;'c''.  ^ 

Dte  erste  der  Gleichungen  (95.  c.}  gieü  eine  Abhüngigkeit  awischen  den  addefen,  die  Mite 
der  Glciclum^ri-a  (93.  d.)  «ine  AlAingfgkeit  zwischen  den  aenkcedUcn  Projectionszahlen  einer 
hoklieii  Kichlunir  zu  erkennen,  und  diese  AbliiJncrifkelten  sind  wosentlich  diosclbcn,  wie  die  in 
(95.  ti.)  vun  den  i'rojeclionszahlen  der  entgegengesetzten  Art  ausgi'üpruehenen.  Sucht  man  aus 
inA  OrielnDfen  (KL  c")  oder  (95.  ä.")  TeAindunf  mit  der  1^)  alle  der  Rfehtong  00, 
aageiilii^en  PrajecUonnaldan  auf,  ao  findet  man: 

'  .  a£3±6»lgW,  «'^7^  «mL  cra±ainWceff»r',  o'rsipainW 

wo  Überall  nur  die  obcni  oder  nur  die  nnl«ni  Ymsdohen  u  nehnM«  eind.'Bnte  nwn  Ungefen 

die  Richtung  00,  dahin  bedin^M, 

DL  b)  dam  sie  gieichzeitii^  parallel  mit  den  wechselnden  Grand-  and  Paiarcooninalen- 

ebenen  X'AX"  und  SAS",  oder  piindlfl  mit  deren  Durchschnitt  werden  soll,  so  ergeben  sich 
die  hicrlicr  jfelinrijren  Formeln  aus  denen  in  III.  a)  durch  eine  gleichzeitig  tlbcr  die  Gnmd- 
und  Polanucn  sich  erstreckende  Verlauschung  der  zweiten  Art;  sie  sind  nämlich: 


IM.«.}  asO  nnd  tTssO, 

CM.  r>  c  =  a'cosW  +  a  'cosW',   c'=  a'+ a'  cus  W",  0=«'cosW"+a", 

CMw.)  o=ac+av,  «a'=ii,c+a;c',  «r«''=«.e+a;c% 

i9B,ty  a"=±colgW",   a  =  +  .-^„  und  crs^tainWcoaS,  c=:+sinW", 


WO  die  gleichbczeichneten,  mit  analogen  Buchstaben  versdieoen  Gleichongszeichea  in  baiden 
FUmi  die  eiiuuider  entsprechenden  Gleichungen  bezeichnen,  und  e*  darf  auch  in  dteian  Oci' 
rhi!i)?en  wieder  nur  entweder  iberall.  das  obere  edsr  iberaB  das  antare  Vocscicbsn  jn«iianaiiin 

werden.  .  , 

Würde  man  an  die  ffidilanf  00,  die  Bedhiganr  alalen,  daas  sie  gleicliaeiÜ|r  VHaM  law- 

Ten  soll  mit  den  Ebenen  X  A  X'  iindJAF'  oder  mit  denen  XAX"  nmilA.?',  so  bekäme  man 
die  hierher  gebürigen  Formeln  durch  eine  Yertauschung  der  ersten  Art  im  erslem  Falle  der 
FfMMln  k  HL  a),  te  nnden  FaOa  dar  in  DL  Ii}  MftiiwiMj  odar  nerlaagic  mau  vun  jener 
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aUitang,  dMS  ri»  «II  dm  Bmum  XAr*  und  jrAff'oder  nil  deimi  ITAX?  inid'XAr 
Mld'  kvliBn  aoB,  ao  crjräben  sieb  die  dahin  gefaöriiren  Formeln  im  ersten  Falle  aus  den  in 
DI.  a),  ««•  «4eiii'F«lie  «u  den  Ja  UL  J^)  eMtetoMD  d«rah  >«i«(»  YolMiMhfiiiisr  der  drittoa 

Art  •   •    .'  . '      .  fr-  '  ('  ■  ■       •.  ■  ( 

B«dingt  man  endlich  die  BichlSli|f  00i  diUt»  ^ 

IV}  dass  sie  gleichzetüg  mit  den  xusaminrn  $ri'hürigcn  Grund-  and  roliircoordinat^ebeneii  . 
X'AX"  und  3tAS'\  oder,  was  dasselbe  s<^t,  mit  der^n  Dwcbschnilt  paraliol  laufen  »oU,  so 
«teilt  dieM,  dm  Ef^griMifseii  der  vorigoa  Nwmner  gemlM,  die  b«idea,  6leielinii^  .i 

a  =  0    und    l— 0  (M*  «*) 

nach  sich,  so  wie  umgekehrt  das  gleic^itigc  Bestet^cn  dieser  zwei  Gleichungen  das  Farallcl- 
■ein  der  Richtung,  auf  welche  aicb  diese : Gt^ldtiiivim .beaeheii,  mit  d^fii.Diii|ph8(||hiiift  der.Ebe7 
mo  X'AX'  und  S'AX"  zur  Fol^y  IfiL. ,  Diircl^  dicae  beidmtCHiaic^ii^^  gdh^  dic.idlBeiip^ji^ 
Bjchlmigsgleichiiiig  QU}  Uber  iu:     ,  •>  •  • 

i=^V-f-«"c",  .  CM*»»> 
die  GleiclHinsen  (12)  werden  ihnen  sofolge  :  t  ^ 

0  =  a'cnsW  + a'Vos  W,    <~  ;/+ a",-os  W",  c"=s»'cMW"-i;n" 
und  die  Glvicliungea  (47.  a.j  verwandeln  sich  durch  sie  in:  ;•'  • 

Dir'  erste  der  Gleichuni^en  (W.  c}  i;it'Iil  eine  Aliliiinjriü'keit  zwisrln^n  «It-n  .srhicffii  Prijjntioiis- 
judtlen  einer  solchen  Richtung  zu  erkennen,  welche  mit  dem  übereinkouiml,  wits  die  zweite 
Gbidnnig  (M.  a.)  von  den  genkrcchlen  Projcdioiuxililcn  einer  solchen  Rkhtung  (lussagt,  friit 
ähnlich  verhnlien  sich  die  «  rsi.-n  nirii  hungeh  (96.  a.)  wul  (%.  d.)  zu  «fa^mder.  ^im  kann  so- 
wohl BU.S  den  Gleichungen  (iH\.  i  .)  me  aus  denen  (nß.  d.}  die  BünuntBiehm 'der  Richtung  00, 
angehürigen  Frojectionszahlen  liiidtn  und  erhalt  so:  .      ■  i  •        ,r  i.  • 

a=— jj—  ,   a=  und   c  =gcoigS,  c=:— gcolgSö^,  l»«.  «.J 

wo  der  KUrzc  wegen  '       • .  / 

h«=H»  -   >   CM.«) 

gesetzt  worden  ist,  und  für  H  iu  allen,  diesen  Gieichui^m  entweder 'nnr  sein  pOiSiliver  oder 
nur  sein  negnliver  Wurzel wertli  e''iii>iiimeu  werden  darf. 

Ifiitle  nun  mm  der  nichtuii<r  UO,  vertangt,  das«  n'e*  flelohzeitig  mit  den  Ebenen  X  AX7 
und  oder  mit  denen  X  A  X'  und  SA^T  parallel  laufen  soll,  so  erhült  man  di<^  dahM  ge^ 

hiirijreri  Fiirnicln  nns  den  vorstehfniiii'n.  im  ersten  Falle  durch  eine  Veitntisrhtinfr  dt»r  ersten 
Art,  im  andern  Falle  durch  einu  Vrrtauscinmg  der  zweiten  Art,  wc^ei  man  indessen  nicht  Über- 
sehen dmtf  dnas  diese  Veitausdmng  sicfa  anch  Aber  die  neu  ehigeflihrie  GrBsse  Hm  eralteefeen 
hat,  and  ifaun  die  Bedralung  von  H'  und  H"  durch  die  ^leiiliung^n 

sin'VV"— h»i=ir",  sin'W  — h^  =  H''  (••*«•) 
gegehfM  wd,  nsdi  dem^  wwcin  Nr.  41  flMsi^  4«  Vdritaderungen  gesagt  werdm>ist,  dfo  Üm 
Ajontwinkeln  aus  solchen  Vertausch ungen  enispringei^ 

50)  Wir  verlassen  diese  Stelle  nicht,  ohne  ztivor  nur  dir  sdir  verschiedenen  Formen  auf- 
merksam gemacht  zu  haben,  unter  denen  die  Ausdiucku  II.  H',  und  H"  sich  zeigen  können, 
nnd  die  an  Mannigfaltigkeit  denen  des  2%n'Sdriick9  h ,  der  in  den  Gleichungen  (40),  (42),  (44) 
und  (50.  8.)  ia  sehr  vcrscliu'dciier  Goslalt  sich  actgt,  niclits  nHctxjeben.  Dabei  kfinnon  wir  uns 
auf  den  einen  Ausdruck  H  beschrlinken,  4i  die  H'  und  H '  aus  diesem  sich  durch  eine  blosd 
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Voittivdittrt^  der  eMtn-  od«  SNdtai  Art  tUoAmm  Imscb,  md  MÜtal  4a  riiid  ivir 

gien,  nur  eini^  von  seinen  mftf  lieben  FonMtt  MüHigeben.  Seist  man  in  der  Gldchnng  t)» 
wofhirch  dt  r  Aufdruck  H'  bestimmt  worden  ift,  fllr  h*  keiua  4llf«ll  (K«  OTSte  im  GWcInagM 

(_50.  «.3  gegebenen  Werlh,  so  findet  man: 

!— M'it  W"  Critt  Wcos  W  «M%B + «in  VcM  Wew  tß'j = IT, 
welc  her  mit  Zuxiehnng  der  Gleichun>:*'n  (38)  ttbef^dlt  in: 
cos"  W -j- CO  s' W  -  2  cos  W  cos  W'cos  W"=  H» . 
Dividirt  tum  die  IT  besUmiDendc  Gleithnnir  (96.  f.}  mit  h*,  wodurch  iie  wird 

■sinMV"  _  . 
h'      ~    ~  h' 

und  setzt  man  auf  der  linken  Seite  dieser  letzten  Gleichung  (ur  h",  den  Gleichungen  (4Z)  ge- 
«SÜM,  einmal  sin*W"aln*Wsin*9B ,  ein  andermal  sin*W"tftt*Wida*i)B3',  so  kommt: 

f — L  _  sin'  w)  =:         (-^.'  -      W  )  =  IT , 
sm'  NN  Vsiii  3ß  /      sin'  W  \sm'  Üö  J 

C^V*  fc»)   /     welche  nach  einer  leicht  anzubringenden  Umformung  wird : 

Ferner  ist: 

i  V  cotg'  ffi  -f  sin'  W'  cos'  W'=  h'  colg^  SB '+  sin*  W  "cos'  W  =  H' 

C««*  \  oder 

/  sin' W'Csin' WW»+co8'W')=ifa'W*(«jtfWcos'2B'+ n-j*W)  = 

wie  man  sogleich  einsieht,  wenn  man  in  diesen  Gleichungen  fWr  sin  W"  ^iin  W  cosiß  and 
sin  W  sin  W  cos  SB'  ihre  durch  die  Gleichungen  (42^  g^cbenea  Wcrthc  setzt.  Ferner  kann 
man  den  Anadruck  B*  noeh  durdi  die  folgcndeB  GMehn^gen  daratdl«it 

-T  \tP7  C  cülg  aß  cülg  SEB'—  cos  W  c08  W'3  =  H', 
I  cotg     '  *-   ^  ' 

(•9,  äk)    {  oder 

^sin%"f  .  -stnW8inw')=H', 

V0D  denen  die  letzte  aus  der  vor  ihr  stehenden  dadurch  hervorgdit,  das«  man  iu  dieser  fllr 
co«Wooa¥f  aeineB  dareh  die  leüte  CBdehung  (38)  gegebenen  Werth  ejMeM,  «nd  fllr 
cos  S  cos  seinen  aus  derselben  auf  das  Folarsy.slt-m  ubergetragenen  Gleichung  zu  erhal- 
tenden Werth;  ua  aber  die  JUditiglMit  dieser  tolalea.  Gleichmg  etofehen,  adveilM  aaeii  ihn 

Unke  Seile  so : 

V  •        *  —  s'o  W  sin  W'sin  «aaifP'  , 

smSB  sin  ?P 

und  setze  in  diesen  Ausdrucli,  den  Gleichungen  (42)  gemäss,  für  sinW  smiB  und  smWsinlS 

den  Qaotientea  _._\„„ «  ao  wird  er  mit  Rücksichtnahme  auf  die  Gleichungen  (43^: 
an  w  '  ' 

ain'W'Vk' 


■  ,         WH    ir        [  a» 

"  ytaW'aiii  WainSr 


1 


geht  MM  nüebt  w»  Blickes  auf  die  Gieichaagm  (tt)  ta^ääk  Iber  Jo: 

aiB'W"— W,  . 
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nM'JlMB  iar  Avidiwk  fi*'!«.  SdAwrihi  woHeii  wft^  noch  de  Ofeidranfai 

cos  w  cofi  w-      wif  m  cotg  .^-iü  = »:  j 


 iSjÄ  CcOsWco«  W— siti  >V  sin\V"c(is!iücosÄ')=H'  1 

cos  W  ^  ^ 

mitlhcilcn,  von  dcnt»n  sich  dif  i'iiu-  leicht  in  die  andere  mit  Zuzicluiiii:  der  Gloichungfii  (42") 
Überführen  länst,  und  deren  RictiligiiGil  uuui  «ogleich  gewalir  wird,  wenn  luan  in  der  letzten 
für  «in  WsinWeosSB'  und  lin  WctaHrcotSB  deren  Werth«  tx»  den  Gl^fdiwi^  (9Sl)  adtreibL 
Mtnche  von  den  hier  Air  W  gegebenen  Ponncii  lictrc»  so  «  rit  von  l  inaiulcr  »h.  <i»ss  ttln  un- 
mttteKMfe  UebeifiUirang  der  «inen  in  die  andwo  nicbl  ohno  einige  Selm  ierigkeit  geschehen  kann. 

5i)  Wir  htbtm  in  der  Nr.  4a  d(«  BigeMMbiiUdikeilbn  der  ProjcctionmMen  einer  Rkli- 
lang  00,,  die  mit  einer  der  Grund-  oder  Polarcoordinulcnebcnen  parallel  lünfl,  kennen  go- 
lernt;  jetzt  wollen  wir  die  Relationen  aursnchen,  welche  mischen  den  Projedionszahlen  der 
Richtung  OOj  statt  finden  mitsscn,  wenn  diese  in  irgend  einer  bestimmt  gegebenen  Ebene  lie- 
gen oder  «kiniil  penUd  imifen  soll.  Ist  die  Lage  dieser  Ebene 

1)  dorch  zwei  nicht  parallde  Richtungen  ffc^robcn,  deren  schiefe  nnd  senkrechte,  an  den 
Axen  AX,  AX\  AX"  des  Coordinatcnsystcms  sich  bildende,  Projectionszahlen  l>ei  der  einen 
dardi  A,  A',  A"  nnd  C,  CT,  M  der  andern dnnsb  A, ,  Af,  Af  nndd,  CT  besHduiel 
wt'rd<-a  sollfn,  und  donlveii  >vir  uns  dnrcli  die  Cot>rdin<iU>nspi(ze  A  drei  neue  Axen  AY,  AT', 
AI'"  gelegt  1^  von  welchen  die  beidon  ersten  AY  und  A¥'  den  zwei  gegebene^  fiicbtuqgra 
panfld  nnd  gleiolittniig  »ind  nnd  desuregen  «n  4«n  Axen  AX,  AX*,  AX*  dieaelbett  Projee- 
tionszahlcn,  wie  diese  beiden  Richtungen  selber,  geben,  wahrend  wir  die  Projectionszahlen  der 
dritten  A\e  A  >"  «fi  den  (rfoichen  Axen  AX,  A  \",  A  X"  durch  A, ,  A;  ,  A"  und  C,,  C; ,  C" 
vorsteiien  woilca,  i>o  ist  unsere  Aufgabe  auf  die  andere  zurückgeführt,  diejenige  Ibditung  0 
«n  beaUmnen,  mkks  nR  der  CMnUnalenelan«  YAY  den  nan  lijanngriligtoi  GoardinNlai- 
systcms  piirallel  läuft.  Bezeirhnet  man  nun  die  schieren  «nd  senkrechlen  Prnjeetionszahlen, 
welche  die  Richtung  00,  an  den  Axen  AX,  AK\  AX"  des  ursprünglichen  Systems  giebl, 
dnrdi  a,  a',  und  c,  e*,  ci*  nnd  die,  weldie  sie  an  d«i  Axen  AT,  AT,  AT*  des  neu  hin- 
sugekonunenen  Systems  giebt ,  durch  b ,  b',  b"  und  d ,  d',  d",  so  finden  zwischen  diesen  Pro- 
jectionszahlen,  welche  dieselbe  Richtung  00,  an  den  zweierlei  Coordinatensystemen  triebt,  die 
oben  in  ^61.  a.}  und  ^62.  b.}  niilgctheilten  dritten  Gleichungen  statt,  so  dass  mm  luit: 

b''»B"a+Br«'+ß;'«''  und  S)fysB(^e+(.d3«'-J-(^)c'', 
«nun  hier  wie  dort  ß",  B,",  fi,"  die  schiehB ywjndiOWHiMeM,  wald»  die  Axen  AX.  AX',  AX" 
«n  der  Axe  AY"  des  neu  hinnigekommenrn  Systems  pchcn,  und  (^,),  (^),  (^'?  die  anzei- 
gen, welch«  die  zur  Axe  AY"  gehörige  i'ularaxc  AJP'  im  neu  hinzngekonuuenen  Systeme  an 
den  Axen  AX,  AX*,  AX"  das  UMyrlugliehed  Syataus  giebL  WeD  nun  den  EigebniaseB  der 
»  4K  znr  Folge,  wenn  man  diese  auf  das  neur  J^ystem  übertragt,  b"— 0  das  Parallelsein  der 
Richtung  0  0|  mit  der  Coordinalenebeoe  YAY  2ur  f^Ige  bat  nod  umgehehrt  Folge  von  ihm 
ist,  SO  seigen  die  xwei  vorslebendea  CBajohongeo,  dass  sewoU 

die  analytisfhrn  Ausdrürke  nir  das  Parallelsein      r  Piirhtnnjr  0  0,  mit  der  Coordinatenebene 

TAY',  sanadi  auch  mit  der  Ub&ae  sind,  die  durch  die  ireiden  Richtungen  geht,  welche  durch 
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«Sc  PnjedtomnMeii  A,  A',  A"  oder  C,  C,  C  Mi  A«,  At,  Ar  «der  C  m**^ 

find.  An  diesen  nicichungon  vermisst  mnu  die  sonsl  i;t'\v("ihnli<Iie  Rpcipnx  ilül  der  Foniinn,  die 
nui  ihnea  jedoch  folgendenmuseji  in  zweriachcr  Art  nilUieilen  kann.  E&  ist  näuilidi  enlens 
»ifo%e  der  kinlenten  von  den  Gleichungen,  wekAe  der  leMcn  in  (87}  eiilhilleiieii  Grappt 
engdiürcn: 

(r,)=x;'B",  (r,»=35;'B:',  (r,')=2);'Br, 

uud  scUt  man  die  hirraus  für  B",  BJ',  BJ'  sich  crgcbcnde^i  WerÜie  in  die  vordere  der  vor- 
stchciidcn  Gleidiuiigeii»  ao  wird  As  dne  indere»  ond  mm  rrhllt  im  Vereine  init  der  tiioleni: 
!••.•.)  .  0=:,r,ia  +  ir^t'+(n)»"  oder  0=i^.)  +  c'+(ir,>", 

welche  nun  völlijr  rpi'iprfik«*  Fonnrii  Imhen  und  gcmeiiwriis  ni  !  xusisafrcii,  ilas«  die  RilIiIuHIJ 
0  Ol  itcnkroclit  »leiit  aul  der  i'ularuxe  A  und  daher  ia  einer  hltene  Ucgl^  die  mit  den  bei* 
doB  fegilieiieii  BidiUiiigca  pareiel  Haft;  atdtm  IM  »weilens  cofolfe  der  aMCMlen  von  den 
weldie  der  swnten  in  (^a.}  eolbilleoea  Gruppe  angehören:  i  ,i 


und  sebcl  man  die  liieraus  Ttir  (^,| ,  ,  (V/V)  sich  ergebenden  Wurlke  in  die  bintere  der  go> 
nannten  Gteichuni^en,  so  wird  dies«  eine  andere,  wekbe  im  Veieioe  mit  der  Yordem  dio  zwei 
nachütehcodcn  Glciduugen  liefeii;  .  '         '  * 

0=B''ft+Br8'+Brn''  oder  0=s^'eeiiiW"+i^r«'«i*W'+;«<!'c^einW,  ' 
III  denen  iwar  die  Rei  iprociliU  il<  r  Fonnen  noch  nicht  vollständig  heriresleHt  isl,  es  aber  wird, 
wenn  man  in  dieselb«'»  Rir  B",  B|',  W,  ihre  aus  den  vonlirii  Chu  Imnifen  (88.  a.)  und  für 
i/'sinW",  ^'sinW,  -ii'siJiW  ihre  aus  den  vordem  Gleichungen  (  90.  d.)  entnommenen  Wcrthe 
dnwiBt,  nrodoreli  man  Hodet: 

(0  =  CA'Ar— A^AOfB+tA-A,— AADo'+CAA:— A'AOe"  ' 
C»».b.>  )    und  ' 

• .    f  0=  (C  c;'-  c"  c;}  c  +  (c"  c,  -  c  c;)  c  4-    c ;  -  c  co  c". 

ErflUlt  die  Hichliinir.OÖi  eine  von  diesen  «wci  Bedingungen,  so  liuH  eio  mit  der  ^vgebenen 

Ebene  parallel  und  umgekehrt,  liiiin  dio  Ricliinny;  0  0,  mit  drr  i;eg(ln  rieu  Kluiie  paraJlel,  so 

findet  Jede  der  zwei  vor»lchenden  Gleicbungeii  .slult.   Es  wird  zwar  eine  Ebene  durch  zwei 

idiclit  penUele  Blektnngen  nur  dann  vilUig  bcslinunl, 'wenn  man  noeb  vinea  Pond  von  ihr 

kennt,  durch  den  man  sich  dann  jene  beiden  Rictiiungen  hindurch  gehend  denken  kann,  ausier» 

dem  ist  dio  Ebene  nur  ihrer  Richtung  nach, gegeben,  was  indessen  iiier  auf  die  Bestimnnng 

der  Richtung  0  0,  keinen  EinRass  Imt.   Wini  ' 

D)  die  Lage  der  Ebene,  mit  welcher  die  Ricbhmc:  0  0,  parallel  sein  soll,  nicht  durcli'  awöi 

McMangen  bestimmt,  sondern  diirrli  zwei  negriH-ne  Pnncle,  deren  schiefe  CtKirdimiteii  r  ,  <, 

iC  lind  X,,  Xi,  x^',  und  deren  senkrechte  Coordimtlen  u,,  u|,  n,"  und  u,,  u^,  u^'  sind,  nnd 

durch  nhw  Bfchtuy,  deren  aetdere  nnd  «enkredM«  froJodiensKaldon  A»  A>  A*  nnd  C,  C",  CT 

sin<l,  iiml  stellt  r  die  EnIf.'iiiiiiiL'  di'r  zwei  gesehenen  Puncte  von  dmmder  TOr,  iO  dndf  den 

im  Eingänge  zu  Nr.  48.  gegebenen  Gleicliuntfen  zur  Folge  -        ..  \ 

X,— X,     x*,  — -  x?— x;'  u,  — u,      u',  — n;     u;'  — n;' 

.   ,    ,    und    ,   ,  

r  r'       r  r  r  r 

die  schiefen  nnd  .senkrechten  rr<ijeclion.sZiihlen  der  dun  h  die  beiden  gegebenen  l'tmrie  iiiniinrcfc 

gdiffidiw  IUciitung.i  iiiun  Itnt  »oiHtih  uu«^ur  jener  einen  uiuuiUdbar  gc^beuui  iiidituiig '  iiodi 
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Ab  nrsHe«  dcrm  PfojoeliiwiiiiaMc»  lier  HilliillMr  erlMdlfli  i»«rdni  aiirf,  denen  ipindM  «Be  ge- 

suchlc  EJicm-  liepoii  niiiss,  durch  welch?  diosc  Ebone  bestimret  ist.  Selxt  man  diesem  gmiss 
in  die  Glcichuntren  (i^.  b.)  Atr  A, ,  AI ,  A,"  und  C, ,  C;,  Cj'  die  kier  ortMlIeaen  Projedieiis- 
nUen,  wodurch  jene  Gloi^chungcn  werden: 

+I:A  (a;r'*{)-A'Cx.-x,)]«7 
und  >  fM 

+[c  („;_u:)-rcu.  u,y|c",) 

sn  giebt  jede  von  diesen  den  analytischen  Ausdruck  her,  welcher  gleichbedeutend  ist  dem  Pa- 
ralldsein  der  Richtung  0  0,  mit  einer  Ebene,  die  der  Richtung,  deren  Projectionszuhlen  A,  A', 
A"  oder  C,  C.  ("'  .«iind,  pandlel  Itfuft  und  /.uglejch  durch  die  zwei  Pnncte  gellt,  deren  Cöer- 
dinetcn  X,,  xl,  x','  oder  Ut«  u|,  <  und  x.,  x^,  xZ  oder  u,,  ui,  uT  sind. 
Wird  endlidi 

1B>  die  L^fe  der  Bbene^  wll  wdeher  db  Keldnic;  0  Oi  parallel  nein  tt^  dnivh  die  zwei  ' 

in  II)  lu-zfirhneten  Puncle  und  noch  ausserdem  durch  rniicn  drillt-ii  Puiict,  dessen  schiefe  und 
•enkrechte  CoonUnate«  i  >  '«  und  u, ,  u; ,  vi'  sein  mögen,  g^eben,  und  beseichnei  r,  die 
MidhiM^g  dtow  fvolei  von  demjenigen  dar  bcüen  «ndeni,  denen  Coordlaalen  x, ,  x; ,  x;' 
nd  Qiy  i«>  mT  eidd,  ao  rtaflan 

x,—x,   »t— x;   tf— ^  ti— n.       n;   n»— «r 

r,     '      r,     '       r,  r,     *      r,     '  r, 

die  sddefen  und  senkrechten  Projcctionszalilen  derjenigen  Richtung  vor,  die  durch  diesen  an» 
dem  ond  den  bezeichneten  dritten  Pimct  ^'ehl;  man  kann  daher  die  Kbene  auch  als  durch  diese 
Richtung  nnd  dun*h  die  beiden  vorigen  Puncle  licslinmit  ansrhcii,  « cshalb  tiian  ih-n  jftziffen 
Umständen  entsprechenden  Bedingungsgleichnngen  aus  den  vfirigen  eriiatten  wird,  wenn  niun  in 
dienen  Air  A ,  A%  k*  oder  C ,  C  die  Mer  anfegebenen  PraJeeHonnahlen  «etat  Dadurdi 
verwandeln  sie  sich  in: 

o=sKxi-<>c*4'-xr3-c«r-x;ow-'D>H-[(xi'-*n(x.-xo-(x.-xO(x;'-x:'j]a' 

+ [Cx.  -  X.)  (x;- x;)  -  (x;  -  x; j  Cx,  -  X.)  K 

und 

'  +[(»»—">)  C"i— "'J— Cui^-ui'K"'— "0I"^"> 
von  denen  jede  der  mdyUseln  Avadrwdc  lllr  das  Pürallebein  der  Riehtong  00|  nil  der  Bbenn 
iat,  die  durch  die  drei  Puncte  gegehen  wird,  deren  Coordinnlen  x, ,  \\  ^  x|'  oder  Vt»  Uf»  nT 
•nd  ita ,  xi ,  x^'  oder  Ut ,     ,  u^'  und  x, ,  x^ ,      oder  u, ,  u^ ,  u^'  sind. 

In  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Ebene  durch  die  Coordinatenspitze  A  htndardi  gdit,  |nmi 
man  diese  Spitze,  deren  Cuordinaten  saninillich  null  sind,  zu  einem  der  in  il)  oder  IIT)  gege- 
benen Punrtc  nehmen,  wodttfcli  dann  die  Gleidinqgen  QSfi.  c.)  oder  (^9ä.,d.}  in  andere  viel 

einfachere  libergehciu 

52)  Man  kann  sich  iunner  die  Richtung  0  0,  und  die  zwei  gegebenen,  deren  ProjccUons- 
zafalen  in  de«  QleidHingen  (98.  b.)  vorkoininen,  durch  einen  gemeinschaftlichen  Itaok  Mudordi 

gebend  denken,  weil  statt  jeder  der  gegebenen  jede  findere  nnt  ihr  [inntllclr  (TT>niMntnf»ti  \vfrden 
kann,  dann  aber  liegen  sie  nothwendig  aKi;  drei  in  einer  nnd  dersellxiu  i^ene,  und  umgekehrt, 
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liegen  drei  solohe  UcfaUngen  in  «jner  und  denelbm  Ebene,  so  MitiwHg«ii  ihre  Frqi)eclioaf> 

2-:ihlf-it  nothwcndiff  jouc  Gleichungen.  Selzl  man  in  jenen  Gleichungen  M  die  SiflHe  «kr  GctUld- 

iteicticn  A,  C  und  A, ,  C,  dio  a, ,  c,  und  a, ,  c,,  &u  werden  sie: 

0 = t"-'  «i'  --       « + W».  -  «.  «0      («.  ai  -  al «,)  «" 

and 

0=(cJcf-crcOo+Circ.-c.cf)c*+(c.c!-c;«,)or* 

ood  gdwn  mit  JÜlf«  der  it  1fr.  3&  eiNgefllhil«  Bräriehrnngen  ttber  in: 

CM)  M=0  ™>il  C^]==0. 

Jede  dii'scr  Gleichungen  ist  mithin  ein  l'rileriiuu  für  den  l'mstand,  dass  die  drei  in  ihnen  vor- 
kommenden Ilichlunifen  entweder  inimitlethnr  in  Hnrr  und  derselben  Ebene  liegen,  oder  doch 
wenigstens  es  tliuii,  wenn  zwei  davon  mit  skli  st  Iber  p^irallel  durch  einen  Punct  der  dritten 

gelegt  werden.  Umgekehrt  gehl  au5  den  in  Nr.  4Ü.  für  [AJ  .und  [CJ  gcrundenen  Werthcn  her- 
vor, du9,  wenn  die  drd  in  ciiieni  ieldMi  Aeedmciw  endnltanen  Ridiliiiigeii  die  Axen  eines 

hf'lichig-en  Coordinalensyitrms  bilden,  d.  h.  Avrnii  sie  von  (  ini'in  nnd  demselben  Punct  ausgehen, 
jedoch  nicht  alle  drei  in  einer  und  derselben  Ebene  Uogcn,  keiner  von  jenen  Auedrttcken  null 
edn  kam;  wenn  idse  die  schiefen  «der  eenlaccihten  ProJeeltenRalden  dreier  Riehtmfen  dte 
eine  oder  die  andere  Gleichung  (99}  nicht  erfiillen,  so  ist  diess  ein  sicheres  Zeichen,  dnss  diese 
drei  Richtungen,  selbst  wenn  sie  von  einem  gemeinschaftlichen  Fund,  ausgehend  gednchl  wer- 
den, nicht  in  einer  und  derselb«n  Ebene  liegen. 

53}  Es  ist  nun  Iridit,  (Vic  Binltnjyiingsglcichungcn  aufznslellcn,  in  welchen  das  Meikmul 
enthalten  ist,  dass  ein  Punct  in  einer  gegebenen  Ebene  liege,  denn  stellen  a,  ,  x( ,  a|'  die  schie- 
fen, n, ,    ,  n!'  die  seniureclilefl  CooTdinalen  cbes  gegebenen  Puaclef  dieser  Ebene  vor,  sleDen 

fiTfier  x  ,  \',  \"  ilii'  .M'IiiiTiMi,  11.  u',  u"  dir  ^cnkn^rlitcn  CiKirdinaten  von  irjjcnd  cim^m  iindrin 
in  dieser  Ebene  liegenden  Puncto  vor,  so  liegt  die  durch  die  zwei  genajinten  Puncle  gebende 
Richlni^  netbwendig  in  denwiben  Ebene,  weshalb  deren  Projectlonsuhlen  eine  von  den  Glei- 
drangen  der  Nr.  51.  befriedigen  müssen,  welche  aber,  diess  hiingt  divon  ab,  durch  weiche  Be- 

stinmiungsstlicke  die  Flicne  selbst  iii'ir'  li>"n  ist.    Kiiii  sind  iil)er,  wenn  r  die  Entfirnung  der 
'    beiden  , so  eben  belruchleleü  i'uncte  von  cinandcf  vorstellt,  zufolge  der  im  Eingaitge  zu  ^'r. 
gegebenen  Gtoichnngen 

x^r^     1^     iT^tf-  '^^  n^r     ii:^  «r-nr 
r     '       r     '       r  r     '       r     '  r 

die  sdiicfi'n  und  senkrechten  Prujcetionsznhien  dieser  Richtung,  und  setzt  man  diese  nn  die 


UM.».) 


Stelle  von  n,  a',  a"  und  c,  c',  c"  in  die  Gleichungen  der  Nr.  51.,  iu  werden  die  (_9b.  a.); 

.  .fo=(n)(x-xo+(rt)(x'^.x;)+(r;)Cx''-.x:')  und 

die       b.)  geben  Ober  in:  . 

fO=(A'Ar--A''AO(»-xO+GA:'A.-AA;')(x'-*0+aA:~>AO(xW^ 
(fl^^  "'O  •  •  • '  <  und 

(o.s=cc;c;'-rc,'}Ctt-nO+Ct:'t'.  -c  CXu'-u.'3+cc  c;  -ccKu'-u;'), 
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(96.  c.)  yerwnMi  eleh  fn: 

0= [A'  (x;-  ^  xH  -  A"  (x;  -  xQ]  (x  -  X.)  +  [A"  c«.  -  X.)  -  A  CxT-  OJ  C«'-  «0 

+[A  c«;-*3-A'c«.-x,)3c*''-«n 

und 

dis  GlddNWigoi  (Mi  4.)  die  inffcitotMiiidt  Fom  m: 

Os=[(]i;-xO  C<-  O  -  Cx'.'-  xH  f  v;  -  xoi  Cx  -  x,) 
x;')(x, — X,}    ( X,  —  X,  3    — *0 )  (x— , 
+ K^*  -   (x;  -  x;)  ^  c^i  -  ^ )  (j^.  -  Jc.)  I  (x'-xr) 


et««.«») 


0 = [(u;  -  u.'}  (u;  -  ui)  -  («;'  -  ui)  (.u;  -  uoj  c«  -  O 

Ih'c  Aussagen  von  allen  dlaw  v«ndUe<k>npn  Gleichnngen  sind  identisch  mit  der,  dass  ein  Panct, 
dessen  Coordinaten  an  den  Azen  AX,  AX',  AX"  durch  x,  x',  x"  oder  u,  b',  a"  voi^gei^lll 
mid««,  fn  «Amt  gaggimiMi  Cbene  Hegfe,  ilter  die  (100.  a.)  Mlit  ▼oiau,  dinn  Äe  Bb«ii«  dnnk 
eine  auf  ihr  senkrecble  Richtonp,  die  (iOO.  h  ),  (inss  dir  Kbcne  durch  iwei  in  ihr  IiVpomlf  odt-r 
mit  ihr  panllcle  Richtui^cn,  die  (1Ü0.  c.^,  dass  die  Ebene  dureJi  eine  solche  Richtung  aad 
■wei  in  der  Ebene  liegende  Pnncte,  die  (103.  d.)  endlich,  dm  die  Ebene  durch  drei  soldw 
Pvnctc  gegeben  werde. 

Gellt  (iin  Ebene  ilunh  die  f  unritinfttcnÄpitze  A  .  so  kann  mnn  diese  Spitze  als  einen  der 
in  ihr  hegenden  Puncte  nehiiiini,  wodurch  die  vorstehenden  Gtcichungen  um  Vieles  einfacher 
werden,  begonden  wen  mm  denjen^en  Pnnel  dasu  tuenriilill,  deawn  CoonÜBilen^fci  ihnen 
am  bluilgaten  vorkonimeti,  will  (liitii)  diese  alle  nuD  werden. 

54)  In  der  Nr.  49.  haben  wir  die  ProjecUontzahlen  einer  Richtang  OOi  »i  finden  gelernt, 
wddie  mit  dem  Ihnvlisclmilt  tweier  Cooidnnlenebenen)  von  denen  jede  dien  MwoU  dem 
Ginndsyiteme,  wie  auch  dem  Tolarsystcmc  angehören  kamt,  parallrl  lünft  ;  jetzt  wollen  wir  die 
Projcctionszahlrn  der  Richtung  0  0,  aufsuchen,  wenn  diese  mit  dorn  Durchschnitt  von  irgend 
zwei  gegebenen  sich  schneidenden  Ebenen  parallel  laufen  soll.  Bedenkt  man,  dass  eine  Rich- 
tang, iSe  mit  den  Onrebeelmitt  zweier  Ebenen  panUd  ianiüen  soll,  gleichseitig  nft  jeder  von  diesen 
Ebenen  parallel  Iniifen  mflsse,  und  dass  jede  dieser  zwei  Kitronselwllen  die  andere  nach  sich 
zieht,  mithin  beide  von  viAig  gleichem  Umfange  sind,  so  Uberaeogt  man  sitA,  dass  die  ver- 
hngte  IHehInng  fn  Being  mf  jede  der  beiden  Ebenen  ebne  Von  den  h  Nr.  51.  anllgeetelhen 
fütfiehiingen  befriedigen  muss,  und  da!>s  sie  die  verlHni^e  ist,  so  wie  sie  diess  Ihui  Sind  dcm- 
nach  A,  A',  A"  und  A.,  A;,  A,"  die  schiefen,  C,  C,  C"  und  Q,  ,  C  die  seokrectten  Pr»- 
jeetfoniMdden,  «dehn  wmA  bi  'der  einen  Etane  Begende  md  eieii  wbMddeaie  Bieblwgen  m 
den  Axen  AX,  AX',  AX"  des  nnptlinglichen  Coordinatcnsysli'ni.<:  geben,  und  bezeichnen  a, 
a',  a"  nnd  h,  ,  al.  oI'  als  schiefe,  c,  c',  c"  nnd  c,,  cj,  c"  ids  smkrtwhte  Projectionszahten,  das 
Gleiche  in  Bezug  auf  zwei  in  der  andern  Ebene  liegende  und  sich  schneidende  Richtongen,  und 
MI  IM»  aioh  den  beiden  entern  mebtangen  pmHd  und  gletcUMIf  «vd  Mobtangm  AT 
und  AY',  die  von  der  Coordinatenspitze  A  mislnnfcn,  und  eben  solche  rw-r  i  d™  beiden  andern 
Hchlnngen  parallele  und  glelcUVvliga  A  y ,  A  y',  «o  bilden  die  A  Y ,  A  Y'  mit  einer  dritten  Rieh- 
t  11 


Digitized  by  Google 


AM.L 


tmg  AY",  die  mit  Buten  tutHA  in  daer  waA  dendbm  Ebene  tiagt,  ein  nwiteB  CoartfnücBifT 

slem,  und  eben  so  bilden  die  Ay.  Ay'  mit  irgend  einer  drillen  Ay",  die  mit  tltiicn  nicht  in 
einer  und  derseUxin  £bt'uc  liegt,  ein  drittes  CoctrdÜMtciuiyiitain.  Bezeichnen  nun  B",  Bl',  B^' 
die  schiefen  ProjeclionsnUcn,  weiche  die  ursprüngilehen  Axen  AX,  AX',  AX"  an  der  dritlan 

Am'  A  V"  des  zweiten  Systems  jjflK-u,  sowie  Ii",  U",  h'  dif,  wcKhf  dieselben  ursprünglichen 
A.veti  Uli  der  drillen  A^e  .\y"  des  tlrilli-n  Sy>U-mf4  gebeji;  bemultuen  femer  {.f,),  (j4['} 

nnd  ia'-,' ,  iu"i  die  schieren  Proj«><*lionSKidilen,  welche  die  den  dritten  Axen  AY"  und  Ay" 
im  zweili'ii  iiiul  drillen  System  entsprechenden  P(»liirn\en.  d.  h.  die  zw  ei  nnl'  den  beiden  Bbüflenj 
niil  deren  Diirchscliiiill  die  Richtnnfr  (>  O,  parallcjl  liuireii  soll,  seid»reciilen  Hiclituiitri-n  nii  ticn 
Axvu  A\,  AX',  AX,"  du«i  uf»{>ruiigUclteii  S)«Uuiu>  geUeit,  j>w.M  die  U<;diuguiig,  datks  die  Hich- 
tong  00,  mit  der^ eteten' B^en»  paiaOet  lüiift,.4latt  G(d<!bu9geRC96.  a^  anr  Folge  enthallen  in: 
/  0= ir.i +  ir.i «:  +  n'X  «der  o=K)c+(^,)  c;+(^')ci'; 

 /     und  ehen  so  ist  in  >•  ^     (  ' 

die  Hcdingunjf  enthüllen,  dass  die  Rirhliin^  0  0,  mit  der  /.weiten  Khene  |i;iralli  1  limfl.  wenn 
n,,  ,  u^'  die  scliiei'en,  i;, ,  ei,  e^'  die  senkriH'lileii  l'rojeetionszidilen  der  vi-r|jii^teii  liichliin^ 
üüj  m  den  A\en  A\,  A\',  AX  .vujtstelluu,  und  die  Grujukeiehen  {P^J  und  i/t'  den  senk- 
w<ht«i,.  agwie.di»<BrB»4»«*'*on  Mt^iWd*^ 

die  uuf  der  einen  nrfrr  t  i  Ii  rn  Fliene  senkrecht  siebend'  ('i  rn  li'  an  den  Axen  AX.  A\',  A  X" 
fietiliLi  •^»«tiMnVpji  den  aui  er!!ttu'..>2i«ilü  stelttuuleii  GJejcbuiigon  (^U)L  «.)  gieUt  m  V«rl«iadiMig 
■it!,je  fimism<im  nl  nnim,titMt^  hau,  data  die  Riddui^  X>A 

mit  jeder  der  beiden  Kbeneii.  oder,  was  dtisselbi-  ist,  mit  ihrem  DiiichsehMilte  parallel  lauft. 
tiaU«  iMa  iim  iktUng^mgi  <Ihss  diviig^ichte  Kichtuni;  mit  jeder  der  zwei  ^e|;cbcnen  Kbenu«  parallei 
laiÜBttiiBPllydMWUfA  durch  die  QlekhtHi^cn  a.)  durch  (9>>.  b.j  aus^H'dmckt,  $u  .hW«  laM 
ilUtal*iei]iiUifvi   ,vi'.,-\->4i 

eine  Ebene  und 

bii;*S»i         «inii-i;(^t».'*kj'-T*«''>a,+  C"^^^^  .  ^,,  < 

(  0  =  (c'cl' —  c"c;)  c,  -j-  (c"c,  —  c  c")  i\  -{-  (c  i'I  —  '^'l'i)  «'v' 
in  Betug  auf  die  aweite  Ebene,  welche  Glcichun|ren  <lic  Stelle  der  vorigen  zu  vertreten  habei^ 
wenn  die  Ebenen  doreh  Kwci  in  ihnen  liegende  und  sich  schneidende  Richtungen  gegeben  sind.  ■ 
Würen  aber  die  beiden  sich  sclincidendcn  Ebenen  dadurch  gegeben  wurden,  dass  «n  die 
Stell''  ve?i  einet  der  sie  bestimmenden  Richtungen  iswei  in  dieser  HieHtung  liegende  Puncle  durch 
ihre  Guuidiiuilea  gegeben  worden  wären,  so  müsste  uuui  die  FrojcctionsxalUen  dieser  Rtchtoog 
ihwdi  die  Goondiaaten  der  Ewei  Panda  tnsdrUchea  und  dieae  AuidrUdte  an  die  Sfadle  der  Pro- 
jeclioiiszahlen  dieser  Riehliiiii;  in  diejenige  der  Gleichungen  (101.  b.)  und  (101.  e.")  einsetzen, 
welche  der  £bene  angehürt,  in  der  die  gegebenen  i^oncte  liegen,  und  eben  so  müt^sie  man  ver- 
ehren, wenn  andi  noch  dn«  «adisre  oder  gar  alle  Riehiungiui  dindi  iwef.  ihrer  Fnnete  gege* 
ben  würen,  was  inuner  mit  Hilfe  der  Gleicbungea  (3)  auf  dieselbe  leichte  Weise  gcsclieben  lunn, 
wie  seilen  niehniuils  in  II")  und  III)  der  Nr.  öl.  ^jezdirt  worden  ist.  Um  dabei  die  Anzahl  der 
gegebenen  i'uncle  nicht  uuuütliiger  VV  eiitexu  ventiehrvu,  wird  es  gut  sciOi  d«,  wo  es  geschehen 
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iMaurcn,  zu  einem  ilnr  fogebenon  zu  nehinMi,  wei  go  dfe  Anzahl  der  in  die  Gieidnuigen 
eingehenden  Punrte  verringert  wird.  Es  wird  zwar  die  Lage  zweier  Ebenen  durch  vier  Pancte 
bcütiiuiul,  von  denen  zwei  iui  Durchüchnilk;  der  beiden  Ebenen  und  j«;  einer  in  diesen  Ebenen 
tnsaerluilb  des  Durduehnilto  Hegen;  hier  aber,  wo  der  Durchschiiilt  a)s  nicht  ^n^n  lirn  ange« 
nomnien  wird,  lial  man  dir  Lapc  der  ficidni  Eljcnen  im  Allgemeinen  als  durch  sechs  Punck* 
bcsliinint  auTzu lassen,  von  denen  Je  drei  in  einer  der  beideu  Ebenen  liegen.  In  dem  besuiidern 
PeOe,  wo  die  zwei  gegebenen  Bbenon  beide  oder  miek  mir  ejne  von  änen  dorch  die  fn^ee- 
tionsüpilze  A  hindimli  ijchen,  werden  snlrhe  Gleichungen  viel  einfarher,  wenn  iiiiin  die  Spilze 
A  zu  dem  Puncle  wacht,  von  welcbeiu  iUlc  gegebenen  Richtungen  udej-  doch  deren  HäUle  mu-, 
lufen,  weil  dann,  im  Falle  die  RichUingen  dnrdi  Ponete  geg(>li«>n  sind,  die  Coonünalen  dieser 
Spitze,  welche  sämmtlich  null  sind,  als  dem  gegebenen  Pnncle  zugehörig  angesehen  werden 
können,  w  odurch  eine  Yereinrachung  der  Gleichung  einer  jeden  Ebene  hewi(ii|;  wird,,  von  wei- 
cher l*uiii  le  gegeben  sind.  ,  .  , 

55)  Eb  ist  nun  leicht,  die  Bedingungsgleichungen  anzugeben,  in  weichen  das  Merinnal  ent- 
halten ist,  dass  ein  Pimrl  im  DurchniU  der  beiden  in  der  vorigen  Xumnicr  crcpchrTirn  Khenen 
li^e.  ^ind  nanilich  x, ,  < ,  x','  und  u, ,  ui ,  u','  die  ichiefen  und  seidurecblcn  C^iordinalen  von 
einem  g^ebene»  Panele  diese»  Durchscfanilie  und  alcften  x ,  j^,  x''  und  u ,  u"  dte  CoonK-' 
nalcn  von  irgend  einem  andern  unbesliinnil  j^^i  tii.s.sont  ii  Piinrl  dtsstlix  n  niinlischuilts  an  den 
Axen  AX,  AX',  AX"  vor,  so  ist»  weim  r  die  Entfernung  die«er  beiden  Puncto,  von  eirauider^ 
beieichnet,  den  im  Eingang  zu  Nr.  48.  gegebenen  Gleichungen  xv  Folge  ' 

x" — »r  .  u— u, 

.  i.i  . !  sa     und  —— 

von^«s^rl•^(■tzt,  dass  a ,  a',  a"  und  c ,  c',  t"  die  .si!iit.Ttii  und  senkrochlt  n  Proji  ctioiLsznIilen  diT 
Richtung  bedeuten,  die  von  dem  ersten  der  zwei  genannten  Pnnde  aus  durch  den  andern  hin- 
duth  geht;  es  gehören  lAer  diese  PsojeeHoBsnlden  mdrt  Nos  dieser  Wcbtung,  sondern  nnch 
jeder  mit  ihr  parallelen  und  gleicliIinSgen  an,  und  stellen  daher  im  Allgcneinm  die  von  einer 
mit  dem  llori  hschniu  fi«>r  h'M'icn  Kbenen  finrallclen  Richtung,  also  dasselbe  vor,  was  in  Hi-m  (Jlci- 
«huflgcn  der  vuii^eu  xXuiuiiicr  durcli  dieselben  Zeichen  vorgestellt  worden  ist.  Setzt  tiiau  nun 
l&r  diese  FfojedionsaaMen  ihre  hier  gegdkenett  Werthe  in  jene  CKeictnmgeii  «in,  so  werden 
die  (101.  a.) : 

nd  die  (101.  b.)  verwandeln  sich  in: 
0= CA'Ar-  A"An  (X  - -x.)  +  (A'-A.  -  A  AH  (  V    x; )  +  (A  A;  -  A'A.)  fx"    xi')  oder) 

o=(C'cr-c'c;)Cu--u04-cc'T.~cc;')Cü-uij+ccc;-c'cocu'-u;')  j" 

mwie  die  (101.  c.)  in:  ' 

o=(c'cr~e"c;)c«-ii.)+(«"c,+cc;')(u'~ii;>+Cc«j-o'c,Ku"- •>:'),    i u*»««*) 

und  ■filiT  Piin'f,  drsäpn  Coordinnteii  \  ,  x',  \"  r^t-r  n  ,  u',  n"  i'ir!  -.mf  jf-rlp  rirr  brirfrn  Hh"n''ii 
Üezug  neluneadei«  Paar  von  diesen  iiieichungen  erfilUen,  liegt  in  der  üurcbscbnitijjluiU!  dur  zwei 
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gegebenen  Ebenen,  oder  init  andern  Worten  in  der  Richlunif,  die  Iheils  dureh  die  Koeffizie^M 
der  Gleichungen,  Ibail«  Auch  den  PvmI,  denMn  CoordiiMlea  «i,  xi,  <  «der  «i,  n!,  «!'  timi, 

gegeben  ist. 

56J  Da  die  zwei  Richtungen,  wodurdi  in  Nr.  51.  die  Lage  einer  Ebene  gegeben  worden 
ist,  «nf  «ndlilig  viete  Arten  genommen  werden  kOnnen,  indem  sie  keine  ndere  Bedin^rung  zu 

ernilltn  brauchen  als  die,  dass  sie  beide  in  jener  Ebene  liegen  und  sich  schneiden,  so  kann 
man  oft  durck  eine  zweckmissige  Waid  derselben  die  eine  oder  die  andere  der  Gleichuiigen 
(101.  b.)  oder  (i02.  b.)  betrüchtlieh  einfacber  werden  lassen.  So  kann  man  Ar  die  Bicklung, 
deren  Projeclionszahlen  dort  durch  A,  A',  A"  oder  C.  ( t  "  M>riri  stellt  worden  sind,  den 
Durchschnitt  \oii  citu  i'  diT  Cnordinatcnehenrn  dps  Cniiuls\ stcms  («ii-r  auch  des  Polnrsyslcnis 
mit  der  gegebenen  Ebene  nehmen,  wo  dann  im  erstem  Falle  A~ü  oder  A'=:0  oder  A"=0 
wM,  je  iMcbdem  man  den  Dmebscbnitt  mit  der  Ebene  XkX*  oder  XAX"  oder  XAX  dem 
nimmt,  und  im  andern  Falle  wird  C  =  0  oder  r'=r()  oder  0''=0,  je  nachdem  man  den  Hurrh- 
sckottt  an  der  Ebene  S'Ai"  oder  £Ai"  oder  £A1'  dazu  wahiL  Dati  Gleiche  gilt  auch  von 
der  «ndem  Rlcbtung,  deren  FrojecUoBndilcn  dort  durdi  A, ,  A;,  Ai'  oder  C,,  C!,  Cr  ann:c- 
detUei  worden  sind,  nur  dass  man  Tür  die  zweite  nicht  dcnselhcu  DurchschnAt  nehmen  darf, 
den  mnn  sdwn  für  die  itsU-  vrrltnmrht  hal.  In  di-ni  lM";nitdcni  Fare.  wo  die  gegoltene  Ebene 
mit  ciiii-f  der  Cuonünaleiu'beuen  parallel  laull,  giebl  diese  iriil  ilir  £war  keinen  Durchschnitt, 
aber  dann  geben  noftwendiger  Weise  die  beiden  andern  CoonHnalencbeaeA  mit  der  gegebenen 
Ebene  einen  Purchschnllt,  so  dass  man  knmer  wieder  für  obige  iMMe  Richtnimen  soicke  Durch- 
schnitte nehmen  kann. 

Eine  noch  freiere  Wahl  steht  oflcn  bei  den  in  Nr.  54.  bcsprockeneo  Rkktungen;  denn  da 
diese  Riclitiragen  Inine  andere  Bedingung  zu  eriliUen  balwii,  als  iBe,  dass  sie  nickt  iMiiUel  mit 
dem  Durchschnttt  der  zwei  Ebenen  seien  und  dass  jede  in  der  Ebene  b'egcn  bleibi'.  7.11  deren 
Lagcnbcstinunung  sie  dient,  so  können  dazu  wie  in  dem  Falle  einer  einzigen  Ebene  die  Dnrch- 
scluiitte  dieser  Ebenen  nüt  einer  der  Grund-  oder  Polar -Coordinatenebenen,  falls  diese  nicht 
paraid  mit  dem  Dnrdischnitt  der  beiden  gegebenen  Ebenen  ist,  genommen  werden,  wodurch 
eine  von  den  Projcrlion^zahlrn  einer  jeden  solchen  Richtung  mt!I  wird.  WcW  alu  r  dir  gesuchte 
Richtung  0  0,  Iiier  lediglich  von  dem  Durchschnitt  der  zwei  gegebenen  Ebenen  abhangt  und 
«nziklig  vide  FUve  von  Ekenen  den  gkiehen  Durehseknill  Herein  können,  so  eriidt  man  da- 
durch Rir  die  Wahl  der  zwei  frui^Iiilirfi  Richtiiiitrt'ii  einen  noch  grüssern  S|MeIra>nii  als  zUMir. 
Man  kann  sick  von  dem  fmlange,  in  welchem  kier  eine  geschickte  Wakl  der  gcgebcaca  Rick- 
Inngen  zur  Yereurachung  der  Gletdiaiifen  beitragen  kam,  den  besten  BegritT  msdien,  wenn 
aian  erwägt,  dass  man  zu  den  Axen  AY'  und  AY*  des  in  Nr.  .'vt.  neu  eingefohrten  SysMiH 
auch  zwei  Axen  des  urspiiinglichen  Systems  und  zwar  sowohl  Grurtd-  als  Pohiraxcn  nciunen 
kann,  wenn  nur  keine  von  ibaen  mit  dem  Durchschnitt  der  gegd)enen  Ebenen  paraliui  lauiL 
WVhh  man  Usfflir  i.  H  die  leide«  (SnmdtMn  Ar,  AX*,  so  wicd  A,=0,  A:=i,  Al'sO 
■nd  A.=0,  a;=0,  A"=1  ind  dann  nfanml  das  erste  Fear  der  Gkickn^geB  (tOl.  b.)  oder 
(lOS.  b.)  die  Gestalt 

0=Aa'— A'a  und  Os=Aa"— A-a 

oder 

0=A(_x'  — x;j  — A'(x  — x.)    und   ü  =  A  {^x"— x,")  -  A"  (x  —  x.) 
an;  wählt  man  aber  hioriUr  s.  B.  diebeidraPolaraxeaAS'undA£",  sowirdC,=0,  Ci=:(K, 
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(7=0  wri  C=0,  G;»0,  C?s=er;  woAmfc  dM  »mite  Ftar  dar  GUelnd««  (lOi.  k) 
«der  (m      die  Gas Irit 

0  =  Cc'— C'c   und   0  =  4:0"— C"c 

0=C(u'— nO-r(u  — u.)   und   0  =  C(u"    n:')  -  C "  (u  —  u.) 

WHiiiwint  Shibn  iMt  nun  sich  iu  «Uea  vordem  von  diesen  Gleichniig«a  unter  A'  and  C,  C 
der  in  Ifr.  54.  md  Nr.  &5.  geimiMen  Bemeriiimg  gcniäas  die  ta  hrgeed  etner  in  der  Ebene 
YAX"  oder  Y\S"  lie(|rendcn  Richtnn;^  gehörigen  ProjecÜonszahlea  zu  denken,  so  wie  unter 
A ,  A"  und  C ,  C"  in  den  hijUem  Gleichungen  die  zu  irgend  einer  in  der  Ebene  Y  A  X'  oder  Y  A 
liegenden  Ricbtang  gehörigen.  Ueber  die  Vereinfachungen  der  so  entstehenden  Glcichuogoa 
werden  fpMerei  e^eoi  Iber  gerade  Uidea  aagesleOle  Bdreehluivai  aedi  mdir  Lidrt  veriireiteii. 


Ucsooderc  .Vrten  der  CoordJualcus)ä(fiur. 

h7^  Bis  fl  i'irr  luibi'n  wir  den  drei  Axcn  der  I)otraclil<'t('n  roordiniilrnsysicnie  t-hw  viillig 
beliebige  Stellung  gegen  einander  eingeräumt;  jetzt  aber  wollen  wir  die  iiesonderheiten  in  Er- 
wSgoiig  ziebcn,  wel^e  den  aOg<enidiien  Formdii  dinnis  erwadiseii,  dtss  jenen  drei  Axen  eine 
besondere  Sletlnnfr  jji'K'O  einander  angewiesen  ivirJ.  Ziiviiidcisi  wollen  wir  dutjcnige  beson- 
dere System  ins  Auge  r«Men,  in  wdchm  eine  Axe  seakrecht  auf  den  beiden  andern  stehle  und 
dieses  ein  gegen  diese  Axe  senkrechtes  System  nennea  NehaHm  wir  an,  dm»  die  Axe 
AX"  senkrecht  auf  den  iK-idt  ii  andern  AX  und  AX'  stehe,  so  verwandeln  sich  dadurch  die 
beiden  Axenwinkt  l  W"  und  W  in  rrdilc  Winkel,  denn  Kosinuse  verschwinden  nnd  deren  Si- * 
nuse  der  Einheit  gleich  sind,  so  dass  niaii  also  in  diesem  senkrocbtcu  Systeme 

oi»¥r=?0,  cosWssO  nnd  ainW'=l ,  8inW"=l  uos) 

lial,  wllrend  In  flni  cwW  nnd  sfnW  noch  mil  dem  WInitel  W  stell  ahlndemde  Werfbe  lia- 

ken  kihiRen.  Den  beaandcm  Gleichuniren  ((03)  gearitta  nehmen  in  diesem  Systeme  die  meisten 
früheren  allgemeinen  Gleichungen  lu  sDndiTe  Formen  an,  welche  wir  mm  näher  ins  Auge  fas- 
sen wollen.  Den  Gleichungen  (103}  zur  Folge  verwandeln  sich  bei  diesem  senkrechten  Systeme 
die  Gleichongea  (38)  In: 

cos  5B  =  —  cos  W ,  sin  W  cos  äB'=  0 ,  sin  W  cos  SB'  —  0 , 
welche  zeigen,  dass  in  ihm  i!ß  der  Nebenwinkel  von  W ,  also  sin  W  =  sin  9ÜB  ist,  W  und  SB"  . 
aber  rechte  Winkel  werden,  welches  letztere  zu  erkennen  giebt,  dass  auch  das  zu  dem  bisher 
betrachteten  Systeme  gehörige  r»hir.system,  dessen  Axcn  A  J ,  AS',  A3F"  sind,  ein  seiikrecklea 
ist,  in  welchem  die  Ave  \X"  >enkreilit  anf  den  beiden  Aä  und  AJT  Steht   Deshalb  verwan- 
deln  sich  bei  ihm  die  drei  Gleichungen  [42)  in  die  eine 

hr=sinW  CiM*«-) 

md  die  Gleidnn^gen  (41)  geben 

«=sinW,  (S;=sinW,   <£;'  =  i,  (l«4.  ».> 

Mwki  die  (45.  a) 

ll=^jj|^,   a'=  — colgW,  0;   «,  =  -colgW,  %'  =  Oil  (IM.«.) 

äi.=o,  a;=o,  a;'=:i.  )  • 
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M  AnaljtiaehA  GeauaMc.  Aktclu  L 

Faner  giehen  M  feti»  SyrieiiM)  die  GMclwiifn  (12)  Uber  in: 

un>l  <iic  (47.  a.)  nehmen  in  Folge  der  Cleidiunfen  (iOi,  b.  und  e.)  die  nachfolgendr  Ge- 
stalt an: 

CM«.».)  «tin*W=c^c'ootW,  eWWsc'— ccesW,  •"=«", 

fai  woUiien  man  auch  x,  jC,  x"  an  die  Steile  von  a,  a\  a"  «od  u»  n',  «"  an  die  SteUe  von 

Oy  f',  c"  ficn  Glcirhtiiiffrii  (IS.  a.")  iiiid  ( H.  a.")  Selzen  kann. 

Ist  bvi  zm-i  auf  eioaudor  bczuguncii,  au«  den  Axcu  AX,  AX\  A\"  und  aus  denen  AY, 
AV,  AY"  lagtittmengeaetxlen  Systemen  das  evstere  ein  fenkrecblcB^  in  welchem  (fie  Axe  AX" 
senkreebl  auf  den  zwei  andoni  AX  und  AX'  steht  und  daher  die  Polara.ve  A.S"  luit  der  GniniU 
axe  A  \"  zusaumienrülll,  so  sind  alle  lErleichnanii^en  Projeclionsztihlon.  wdi  lic  dirsc  Irl/.ti-n  ?wci 
Axcil  au  den  Axen  des  zweiten  Systems  Ucrum,  bei  bcideu  diesclheii,  iiiiin  hat  daher  in  Ge- 
inttflsheit  der  in  Nr.       Nr.  24.  and  Nr.  44.  festgrsebeten  Bcseiclmungon: 

tmmm.      ^  (B.  =lß,l,    B',={li',},    K —{BT  :  lY,=(j;\,  D;=:i^;i; 

'  ••  •iB.=(B^),  Ä=(Bi).  in'=tß;0  ;  ^.=tl>.).  ^ft=(p^,  ^.'=(1)^); 

forncr  ist  die  schiefe  Projedionsznhl,  wclrlip  ireonfl  cinr  Ri(!iltin<r  üii  der  .\\c  \X"  in  (Ji-iii 
senkrechten  Systeme  liefert,  der  senkrechten  Frojectionszald  glciiti,  welche  dieselbe  Kichluiig 
an  denelben  Axe  giebl,  daher  hat  man  in  Bezug  auf  die  stfumitlichen  Axen  de«  xwellen  Dop- 
pdayslems  in  GemiUtbeit  der  gleidien  Bezcicbnungen: 

fA'=c",  a;'=c:',  Ar=c?i  {jn=in*  i-^-m,  (^•)=(i7), 

fe»)  ....  <     und  auch  noch 

i.r=r,  J';=r,\  A;z=r;;  (A")=(C"),  tA;'i=(C."),  (a;')=u;'), 

,  well,  wenn  die  Axe  AX"  senkrecbt  mif  den  zwei  andern  AX  und  AX'  steht,  nulhwcndig  auch 
die  AX"  senkrecht  wT  denen  KS.  und  AX  steht,  somit  das  zu  dem  ersten  GnnMbyMem  ge> 
höriji^e  Polarsystrm  in  Bezug  auf  dt  sM  ii  Ave  A  T"  ein  senkrechtes  ist.  —  Ist  hinfielen  bei  den 
zwei  auf  einander  bezogenen  Systemen  (his  letztere  aus  den  <Vxeu  AY,  AY',  A¥"  zusammen- 
gesetzte  ein  senkrecht«»,  dessen  Kx»  AY"  senkrecht  «vf  den  xwei  andern  AY  und  A Y'  steht, 
so  gellen  nir  dieses  die  den  Formen  (106.  a.  und  b.)  analogen  GIcif^HmgeMi  man  erhlft  niai- 
lich  statt  der  (10«.  o.)  die: 

tmm^   \      jA,  =M,i,  a;=i^;i,  i\-;={a;);  (.•,=:(r,i,  c;=ir,),  c;'=:(r,'); 

M,=iA.. ,  ^;=(a;i,  j';={\';r,  /'.=(Q,  r,=iQ,  r;'=i(:;'j , 

mid  an  die  Stelle  derer  (106.  b.)  treten  die: 

fB"=D",  b;'=d;',  b;'=d;';  (ß")=,^"i,  («:')=,,<),  {r;)z=^.j';) 

^)  ....  )      und  <ii(' : 

\ir==:j",  m=J'^;  \B"(=(i)"j,  {%')=:{]y-),  (b;')  =iD:;:t. 

Dun  h  dio  liirr  anprezeigten,  bei  einem  senkrechten  Coordinatensystenie  eintretenden  beson- 
dem  Beziehungen  zwischen  den  Projectionszahlcn,  welche  seine  und  die  Axen  eines  mit  ihm 
veibandenen  beieli^eii' Systems  wediselseiltK  an  einander  geben,  kann  man  in  einem  solchen 
*  '  Falle  den  oben  aufgcslelllen  ifnnz  alljTrineincn  GlcicliuniiLMi,  in  welchen  solche  Projectionszahlett 
auArelen,  mannigfach  abgeimderte  Gestalten  gebou,  wekhe  einzeln  aufanflibren  wir  unicriassen; 
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Mir  cMge  iMoice  w  Imb  woHhi  wir,       üe  «n  oft  wMcriifllniide  Amrtnämg  in  d«r 

SowegugriehM  finden,  liior  nie(lerscbr«ii>cit.  M  näoilich  blos  das  aus  den  Axon  AX,  AX', 
AX"  rwsBmmpnjresf^tztf  Sysictn  in  Bezu£:  auf  sciiu"  Axo  AX"  rtn  Krnkrpchlcs  und  sptzpn  wir 
dann  in  den  driUcn  liinlcrn  (ileicbiu^n  (^(>b.  ».}  einer  jeden  (rnippo  des  Rdationen  (^lOtf.  b.} 
MT  Folg«  C",  C  C;'  «4flr  St,  O;«  D;'  mr  A",.  Ar,  A;'  «wl  tagteloh  der  Glddraag  (104  &) 

geniüsä  sin  W  filr  Ii ,  so  vcnrandoln  sieh  dicsclhon  in : 

+D,8inW=k(B'B;'-B"B:)  ,  +I>;sinW  =  k(B"B,_BBO  ,  +in'RinW=:k(BB;- B'B,);  (••§.  n.| 

isl  hingoffen  blos  dns  um  den  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  zusammengeselztu  System  in  Bmi^  nnf 
seine  A.\e  AY"  ein  senkreihtes  und  setzen  wir  dieser  Vorausselzung  gciuästi  in  den  dritten  ^, 
VHrdern  GletdningGii  (88.  a.)  einer  jeden  Gruppe  nach  Anleitung  der  GMdniiigeii  (MM.  d.) 
D",  I)'',  Di'  oder  C,,  t  ',  Hlr  R",  H"  luul  zuirli'ich  der  auf  das  jeUige  srnkreclito  Sy- 
stem Ubei^getriigenen  Gleichung  (^lOI.  h.)  zur  Fulge  sinWi  für  k,  so  vcrwanileiii  dich  die- 
Miben  in:  , 

±r,iiiW,aBk(A'Ar-A''A;>,  iC;ilaW.=sfc(A''A.-AAr)»  ±CrAiW,Äli(AA:-A'A,).  tÄK  WO 
Ferner  erlittit  man,  wenn  mm  in  die  letzten  drei  vordem  Gfetclnuigen  (9(k  (L)»  den  letzten  dni 

ReUtioncQ  (1U6.  a.)  mr  F(il<:e.  fP/'i,  (D'i,  iD'')  fiir  .  J"^,  selzt,  und  hierauf  wieder 
iDBi,  iSXB;,  2);'B;'  anslaU  iD,),  (D;),  naeJi  Aussage  der  OleicbungeD  (bT^,  und  beachtet, 
da«  £ainWr={ClkainW!=SlS:ffnW,ssk  iit: 

+kik,sinw==c,c;-c;r,,  qpkKsinWszcci-crc;,  +kiir»nw=cc;'-CG, 

und  eben  so  findet  man,  wenn  man  den  Relationen  (106.  c.)  zur  Fulgu  in  die  hinlern  Glei- 
chungen (90.  c.)  tc.i.  ((';  ,  r;  fur  r  ,  r,.  r;'  setzt,  undiuemuf  wi..iir  (?a,  ,  (f;A;,  ca;' 

fiir  ^C,),  (Q,  ^Ci'j  nach  Aussage  der  Gleichungen  (bTJ,  und  beachtet,  dass  Cisin  \V"=:(^sinVV' 
rrQ^ikiWsh  ist:  . 

±hA.ainW.=]>,1);-'D;Dt ,  q:bA;sinW,=DIK— D'D. ,  +kAriinW,^DD;-~0'D, ,  «.) 

«OB  dfloea  die  (iOT.  c.)  wahr  ist,  wenn  blos  das  hws  den  Ams  AX,  AX',  AX"  gebildete 

System  ein  an  der  Axc  A  X"  M-iikn-i  htcs  ist,  die  (107.  d.)  hitiffesr^n.  wtnui  blns  tlic  Avr  \Y" 
Hiil  denen  A  Y  und  A  Y'  rechte  Winkel  bildet  Man  kann  in  diesen  Gleichungen  die  rrojections- 
niden,  deren  Grundzeiehen  C  ist,  dnidi  Mkdie  cneiieB,  denen  GnuidEcicken  0  isl,  und  umge- 
kehrt i!i><  mit  (Ii-in  GniiuiziMrhcn  D  durck  flndere  mit  dem  GiwidKidiai  C.  Auf  solcke  Weise 

wentt'n  dii-  Gleichungen  (^107.  r.): 

±kli,MiiW  =  n'P;'— P:D",   +kB;sinW=DDr— D,D",   ±klCsiuW:=I)I):  — I'.D'      (tot.  e.) 

und  dir  Gleichung  (107.  d.)  geiit  uiier  in; 

+  h  A,  Sil!  w, — c  (•;'—  (•;  c",  +  h  a;  sin  >v, = c  c;— c,  r-,  +  u  A;'.sin  w, = c  (t — r,  c.    (mv.  f.} 

Es  gicbt  das  senkrechte  System  noch  zu  andern  diesen  ähnlichen  Gleichungen  ,\nlass,  die  wir 
indessen  weglassen,  da  sie  entweder  uchon  in  den  vorigen  entliiltcn  sind,  oder  dnrdi  em  gaiw 
Iknlicbe.s  Verfahren  sich  erhalten  lassen.  { 

5b}  Daa  senkrechte  Coordinatcasystcm  besitzt  noch  eine  andere  CigcntbilBÜicbkeil,  von  dir 
«in  künfiger  Gebnuck  gemndit  wird,  nnd  di«  wir  dnker  niokt  vnberftekBicbtigl  tasson  dürren. 
Steht  ttäinliih  in  dem  Coordinatensyslcme,  dessen  Axen  AX,  \  \  .  A  X"  sind,  die  eine  Ate 
AX"  senkrecbt  auf  den  zwei  anden  AX  und  AX',  wo  dann  bei  jlfui  die  Gktehnngeo  Ci03j 
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itatt  liiMim,  nmi  werdM  m  Gittern  Syalvne  Mos  loidiB  Pmcte  nml  Kdriwi;«!  «ileniicil,  tfv 

in  der  Ebene  X  A  X*  lifg^cn.  so  bffindi'n  sich  diese  Punctc  und  Richtungen  «ilo  in  drni  Nr.  48u 
I.  betrB(*ht(i<>n  Vh\W,  und  iw»  »cboa,  wenn  die  Iiiclitun(fen  auch  nur  parallel  mit  der  Kbcii« 
XAX'  lit'gi-d:  e,3>  gulten  diher  fflr  ioIcIk  Pancte  und  Richtunfifcn  alle  die  dort  mitgclhciltun 
Gleklllinigen,  nur  niuss  aw  <lci)  Accenlen  eine  Vertauschnng  der  zweiten  Art  vorgfcnommea 
wprdcn,  weil  hier  <lii"  EJiciu  XAX'  cinvMldt  worden  i.sl,  wiilirrrtH  «fori  die  X'AX"  in  Betrach- 
tung kam.  Mau  iiAl  duiier  mit  Berücksichtigung  der  hier  statt  üiuknden  Glelchungeii  ([103}  in 
Bcwg  «nf  Jede  niR  der  Bbene  XAX'  perdleie  RielitiiBg: 

I  a  "=c  "r=0   und  in  Folge  denen  l=«c-|-a'c'; 

""^  ^c  =  a  +  a'cosW  ,   c'  =  HcosW-f.a';   asin'W  — c   ■  c'cos W  ,   a' sin' W  =  c' —  c cos W , 

und  in  nt-zitc:  anf  jeden  in  (l(>r  Elu-nt-  \  A  X'  liogciuii  n  Panct  Uefem  die  Gicichnagca  (17)* 
C*4},  t^iä.  «.)  und  (48.  b.},  da  lür  ihn  x  '=u"=ü  ist, 

fi*=xu-f-x'u%   r=ea-|-e'«'=:cx-|- c'x' 
•=:x  +  ]['co»W  ,  m'=zcoeW+x';  jEsm*W=3ii--.ii'eoeW ,  x's&i'W=K'_neMW , 

wenn  x,  x\  X"  die  schiefen,  ü,  vtf  vT  die  senkrechten  Coordinaten  dieses  Punrtrs,  r  seine 
Fnlft'rnuits»  von  der  Coordinatenspilze,  und  a.  u  (lit>  s  •liicfcn.  c,  c'  die  '^enk-rr  -htcn  Projee- 
lionszahlcn  der  von  der  l'oordiiiatcnspitzo  nach  dicüeu  i  uiicl  liinlaufenden  iiichtung  an  den  Axcn 
AX  iiad  AX'  vomdlen.  Denkt  man  sich  in  diemn  diMNi  Pnnete  nodi  einen  swetien,  deoeit 
Ci)()r<1iiUit(  ii  wir  wie  hei  dein  ersten,  nur  dass  den  Zeichen  noch  der  Index  1  angehängt  wird,  an- 
deuten werden,  so  ist  in  Bezug  auf  diese  xwei  Puocte,  wenn  a,  a'  die  schiefe«,  c,  c'  die  senk- 
rechten ProjectlonmUen  der  vom  ersten  Pnnde  nndi  dem  xweilen  hfadnifenlen  Rkktong  and 
r  den  Abstand  der  beiden  Puncte  vw  einander  «nnigein,  ersdich  den  Gdehnngen  (S)  ge- 
mäss 

z, — X  — x*  u,  —  m  u|  — u' 

ndcm  die  dortigen  dritten  Gleichnng«!  von  jeder  Art  ^  ^  =si^  nnd  2_JL  — o  hier  in- 
folge der  ersten  Gleichungen  {  it  und  b.)  verloren  gchim;  und  acMhwn  noch  iai  Shme  der 
Gleicimogen  («)),  (1»3,  (15.  b.)  und  (48.  c.  oder  d.): 

r»  =  (x.  -  .x)  (u.  -  u)  +  (.x;  -  x-)  (u;  -  u  ) , 
r=a  (u.  -  u)  +  a'  (ul  —  u')  =  c  (x,  —  x)  -f  c'  (x,'  —  x') ; 
u,  —  u =X, — Ä+(*;— x  )  cos  W  ,    u;  —  u'=  (x,  —  x)  C0.S  W  +  x;  —  x' ; 
(xi-x)sin*W=n.-n— (»I-mOcosW  ,  (x;^x')sin»W=ii:—n'— («,-«) cos Wj 

femiT  bleiben  iin  diesern  Systeme  die  von  Richtungen  und  Plincten»  die  iidit  sdion  nyleich 

mit  dem  Systeme  gegeben  sind,  unahhüni^igen  (ileiehun^en ; 

slnW'=«aW"=sinaß'=sinaB"=l  ,   sinW  =  sinäß  ,   cosW  =— cosSj 
hsssinW,  6=:(S;=slnW  ,  6;'=ri; 

«=a:=^,  «.  =  «'= -colgw  ,  «"=«,  =  «:'=«;  =  0 ,  a;'=i 

walir  welrlui  schon  in  der  vorigen  Nummer  angegeben  worden  sind  und  mit  deren  Hilfe  nch  Glei- 
chungen, wie  die  (46. oder  (4b.  c,  d.}  sind,  den  jetzigen  Uaiständea  genisi  vMinderB  Utsten. 


CI««.dL) 
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BaMiid«!«  Co«BdlMlNii]f«traie. 


MA  mm  «ich  mboi  An  Naher  betoacUetea  SyataM  DOdi  eis  uraitof ,  ana  den  Am 

AY  ^  y  A  Y"  ziisamiTit'iio-psrtzto.s .  (icsscn  Ebene  YAY'  mit  der  XAX'  des  vorigen  in  eine 
and  (üeneliic  Ebene  AlU,  und  dessen  Axc  AY"  senkrecht  auf  seinen  bMm  andern  AY  und 
Ar  Blelit,  ao  faüen  idle  Pnncte,  die  in  dar  BbeMXAJC  Uegen,  aoeh  ia  dieYAr,  mdlUalH 
toagen,  die  mit  der  Ebene  XAX'  parallel  sind,  laufen  agdi  mit  der  YAY'  parallel;  daher  Ud- 
ben  alle  voratehendon  Gleicliun^eu  auch  noch  an  diesem  zweiten  Systeme  wahr,  wobei  wir  wie 
immer  zum  Unterschiede  die  Grundzeichen  W, ,  k ,  ^ ,  'S ,  b  ,  d ,  y ,  v  an  die  Stelle  derer  W , 
h,  6,  9Lf  n,  c,  x.  u  setzen  werden,  wührend  dieselben  Abzoicfaen  an  beiden  diaaelbeB 
Bcziehunrrcii  zu  den  Amii  A  Y  ,  AY',  AY"  und  AX,  AX',  AX"  sammt  deren  Polaraxen  an- 
zeigen soUeo.  Behalten  wir  zwischen  diesen  zwei  besQndem  Systemen  alle  die  Bezeichnungen 
wieder  bei,  welche  in  Nr.  23.  fUr  zwei  aDgeineine  festfeselzl  worden  sind,  so  hat  man,  weil 
AX"  unrl  A  Y"  mit  rinandcr  pniallel  laufen,  und  drn  iiiif  tTsicr  Zeile  stehenden  Gteirlmni^eii 
(106.  e.)  zur  Folge  cosW'=cosW"=0  ist,  bezüglich  der  lUchtung  ^Y"  an  dem  Systeme 
AX,  AX',  AX"  na«k  Auagi^  der  Gieicliungen  (93.  a.  «ad  cJ):  '  ^ 

A.  =0  ,  Ä;sO  imd  C=3Ö  ,  C;=sO  ,  ao  wie  A^sG?^:^!  (1«».  «.) 

■  •  •  ■  i#  •    .  ' 

anHi  Avaaag«  der  Gldchuag  QKL  e.},  wSluread  beiOglicli  der  Riddaag  AX"  an  dem  Systeme 

AYt  AT',  AY"  in  analoger  Welse  ist: 

B,  =  0  ,   F,=0  and  D,=:0  ,   D;=0  ,   80  wie    B;'=D;'=+1;  CM«.M 

wo  sr>n  (li  n  doppelten  Vorzeichen  das  obere  oder  unlere  genommen  werden  muss,  je  ndi-lulein 
die  puniiklen  Richtungen  AX"  und  AY"  nach  einerlei  oder  nach  entgegengesetzter  Seite  des 
Bmunes  bfaddea;  Tctner  linden  zwischen  zwei  so  besdnllteeB  Syatenea,  w»  zwei  Axen  des 
einen  iiiinier  in  eiiuT  roordinalcnebeno  in  lerii  liegen,  wenn  man  die  ersten  Gleiehnngea 
(iUK  fL^  auf  diese  Axea  ia  Anwendung  brin^ri,  noch  folgende  Worthbestimroungen  statt : 

A  "=A;'=C  "=Cr=0   und  B  "=B;'=D"=D,"=0.  (IM.  c.) 

Da  die  za  den  zwei  hier  betraehlelen  GrnndsyalemeB  gehörigen  Petareyaleme  wieder  In  dem 

Falle  sich  befinden,  diis.s  iliie  Axen  AT'  und  AJJ",  wehln;  mit  <lenen  A  X"  und  A  Y'"  ziisnm- 
men  fallen,  senkrecht  uuf  der  Ebene  .stehen,  in  welcher  XAX'  und  YAY'  liegen,  während  ihre 
Gtoofdinalendienea  I  AI'  uml  A  ^  in  (Ue  gleiche  Ebene  lUlen,  ra  Meibon  zwisehen  je  zweien, 
laa  diesen  Doiqidsyiftenien  herausgehobenen  <  inf.K  hrn  Systanen  wieder  die,  denen  unter  (iOft.n. 
bis  c.}  "jetrehenen  Hnal(»i;en  Hezielumfren  walir;  tlie^e  Gleichungen  finden  dsther  noch  stall,  wenn 
nun  sUtt  der  Grundzeichen  A ,  B ,  C ,  i>  die  y< ,  H.,  J  setzt,  oder  auch  diese  oder  jene  mit 
KlManien  angieM.  Dioen  BesttHnaunfen  gemilaa  gdien  ana  die  in  Nr.  34b  ni|getheilten  Glei- 
r!ni'iL'-'-n  fllr  Richftingen,  die  mit  der  (ir;rrh  V  \  \'  trrle(rten  Rhene  parallel  famba,  tllr  welohe 
der  ersten  Gleichung  (^lUb.  a._)  zur  Folge  immer  a".^c"=0  ist,  über  ia: 

dssCa+CraTsDa  +  I^a,  d'=C.a-f  C:a'=D'a-f-D;a  und  ) 
cs=Db-j-in>'=Cb+C.bS  e'=sl>,b+inb'=  dl I 

d^Ac+Ac*,  d'=A,c+A:o'  nad  e=Bd+ird%  e'=B,d+B;d';  >CM«^A) 
h=Bt-fB,«',  b'sB'a+Bi'«'  und  asAb+Atb',  a'sA'b+AIb';  l 

asinW={fl)d+(B'>d',  a'sin\V=(B,)d+(ß;)d'  und  b  sinW.=(y/)c+(>rf')c',  b'»inW^=(.Y,)c+(><)c'; ) 
und  die  in  Nr.       »regcbencn  gehen  für  Punete.  dif  in  der  Ebene  XAX'  liesfeii,  in  die  über, 
welche  sich  aus  denen  (109.  d.)  ergeben,  wenn  luaii  an  die  Stelle  von  a ,  b  j  c ,  d  und  a ,  b , 
L  IS 
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e',  «r  treten  IM  z,  y ,  v,  t  nrf  x',         V,  wckhe  wir  «baa  4awwig«a nieil 
Jton  brauftirn 

Berikck&ichtigt  luaa  schli42t>i»iicli ,  dacs  bei  «leu  hier  vorgefbhrtca  besondern  DuppekiyAteaMi 
fam  dar  entea  der  uf  smller  Zeile  HehaMlHi  Glekkaiigen  (1061  e.) 

<fMi  «•)  h=aiRW  ,  (h}=:aiiiS  mi  kcrabiW,  ,  (k)s=itai«B« 

iit,  hmI  Imft  der  tbr^cn  amf  dendbrn  Zdle  «lehenden 

so  i^t'laagt  nan  mit  Zuziehung  der  Glcirhiinfren  (109.  a.  bis  r.},  and  die  auf  diafc  folgend* 

Vt-rallfjmcinenine  bpRrhtend,  zu  der  Einsicht,  dnss  die  Gleichungen  (87)  an  unsern  jetzigen 
zwei  Doppelsystenien  für  {tichtongcn,  die  in  der  Ebene  XAX'  h'egen,  sich  verwandeln  in: 

'C  =D  =^<A)  anW=(ll)  iinW.  ,  C  =D,  =iA')  Mn\V  =  iBi)  sinW,, 
C  =!>'  =(Ad  mW=(V)  sinW. ,  C;  =D;  =:(A0  sinW=(K)  nnW,; 

r  =:J  =(^)  ainW=(B)liBW,  ,   F'  =(^')sin\V  =  (fl,>sinW,, 

r,  =^  =(^,isinW  =  (B')sinW,  ,    r,  —  J",  =  (^;) sin W  =  (/?;. sin  W,; 

(C)  =(^)=  A  8iDW=  ß  sinW.  ,  {C'\  —  (J,)=  A'  slnW=  i?.  »inW,, 
(C)  =  (^')=  A,  8iBW=      SinW.  ,   {C;)  =  (z/;j=  AI  siiiW=  K  sinW,; 

(DJ  =(rj  =  B  ainWi=  A  aliiW  ,  (D')=(r.)=  B*  iiiiW.=  ^.  sinW  , 
(I>,):=:(r)=  B,  cinW^^  finW  ,  (])0=(r;)=  B;  sniW,=3.d;  alnWj 

die  Caddrangen  (88.  a.  bia  Jx.)  Uar  die  folgende  Fonn  «nnebmen: 

+  B  sin  W,  =  A;  sin  W  ,  ^B'  siii  W.  =  A'  sin  W , 
4-B|  sin  W|=A,  sin  W  ,    +  B;  sin  W,  =A  sin  W; 

+  Ö  sin  äß.  =  X  sie  SB  ,  sin  SB,=^'  sin  2B, 

q:  B,  fin            ain  S  ,  ain  Stss^  aitt  S; 

(«!•.  dL).  ^        «iiiSB.sMOainW  ,  +ß')  aliilB.={wf)«hW, 

:p(B.)ainiB,=(^.)aiDW  ,  ±(110  än».=(^  «taW; 

+  f/?i  sin  W,  —  ( Ai)  sin  SB  ,    +  ( /?".  sin  W,  =  (A')  sin  2B , 

q-iß,isinW,=(;A,)  siiiü!  ,    4-i/f;  -inW,=(A)  sinSJ; 

wobei  iiocli  zo  bemerken  ist  erstlich,  dass  von  den  «ioppelt^i  Vorzeichen  iinnter  nur  die 
elMra  oder  mr  die  unlem  in  nehmen  aind,  je  nacbden  dte  iwef  Syiienie  bd  ftefcher  Ridi» 
tong  der  senkrechten  Axen  einen  tfhnlichen  oder  uiiälinlichen  Axcnlauf  h8l)«-ii.  A^iilirL-nd  die 
Vorzeichen  im  Gegenfalle  umgekehrt  zu  nehmen  sind;  zweitens,  dass  in  allen  diesen  Glei- 
chungen sin  SS}  =  sin  W  und  sin^,  =  sinW,  ist,  als  die  allgemeine  Eigenschaft  senkrechter  Sy- 
ateme,  webdie  scbon  in  der  vorigen  Nummer  angeielgt  worden  ist;  dritleos,  dass  aus  den 
li  t/ton  unter  Jedeai  Bochalabea  atelwoden  Gletdiangen  nocii  die  fidgenden  Gteiefaungcii  «idi 
ergeben : 

(+sinW,  =  (AA;  — A'A,)sinW  ,  +sm W  =  CBB:~B'B,}8io W.; 

)±sin®,=(.Y.^— ^^,>"«SB  .         +aii«fB=(BB:— FB,")*!«; 
)  ±  sin  SEB,=  \iA)  (^)  -  {A)  (^.)]  sin  W ,  +  sin  W  -  fiB)  iB:  i  -  rB'l  (B.  il  siti  ®, ; 
( ±ainW,=£(A)  (AO  -(A'}  (AJJ  ain»,  ±ain»=[(ß)(Ä)-(B'J(BOJ«a W.i 
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mäUkt  tei  «e  flMdHngni  (90.  a.  Mi  d.)  Ver  wate: 

+(D)=(CD,  :f:(DO=(cy,  +{in)=(C);) 

+(^i=:(r:),  +(.^')=(n,  +u)=(r.),  ±K)=(r):f  '^..^-^ 

±  D=z  r,,  +  w=  r  ,  +0.  =  r.  ,  ±D;  =  rw *' 

±-rf=  C  ,  q:^=  c  ,  +        c  ,  ±^  =  c  ;) 

wiluciid  die  lelsleii  unter  Jedem  der  lier  flngeMtgeBee  Bndiatabea  «teheaden  Gleiclimgeii  Uer 
■och  die  geben: 

+  sin  W,  sin  aß  =  (C)  (C,')  —  (C)  (C.)  ,   +  sin  W  sin  ^3,  -=  i'D)  (D;)  —  fW)  ,1),)  ,  \ 

±siflS.siaw=(r)(r;)~(rMr,) ,  +»mäüwii  w,={^)(j',j^{j)(j,)A  ^ 

±siii9B,«iBtts  r  r  —  r  r,  ,  iiinW.afaWs  D  DI      D"  ,( 

+  sinW,sinW=  C  C;  —  C   C,  .    +  sin  SB,  sin  ffl  =:  ^  ^  —  .^f  ^,  ,  / 

in  welchen  wifdcnun  sin  21'  — sin  W  und  sin  Ü^,  =:5in  W,  genommen  werden  darf.  Biess  bc- 
rUcksichlisreiiil  (;eualirl  niHri,  iliiss  dii'  luit"  der  rechten  Seile  der  Gleichun(|[cn  (110.  f.)  in  Klam- 

BieiT)  diigcschlossi  iii  n  AuMlriicke  bei  den  vordem  iiuiner  den  Quotienten  +  ^j^^' ' 

Unlem  den  ±  jjj^  denldien»  nnd  dew  ^  mt  den  reefaleii  Seiten  der  caeictwngeii  (iVk  gO 

stehenden' AnsdrUckc  stets  dem  Protlrtrtc  +sinWsinW,  gleich  sind,  wo  hier,  wie  Hbrrall,  hin- 
Nchtlich  der  doppellen  Yoizeicbca  die  vorhin  gegebeno  fiegel  beachtet  werden  mius.  Bei  nä- 
berer  Uittemdrang'  der  Iner  eifeilteiwn  Gleichungen  wird  man  leiclil  gewahr,  dass  die  QUO.  d.) 
sdion  in  dnn  n  (110.  c/)  und  (110.  T)  enthalten  sind,  so  wie  umgcltebrt  die  (liO.  f.)  mittelst 
der  QUO.  cJ)  aus  denen  (110.  d.)  hervor  geholt  werden  können,  wie  denn  auch  die  (ilQ.e.^ 
nnd  QUO,  g.}  mittelst  derer  (liO.  cS)  sich  in  einander  Überführen  lassen. 

Cielit  man  die  in  dieser  Nummer  erhaltenen  GletcfeMigen  cinelB  durdi,  90  wird  nan  fs- 
waiir,  den  mit  Aumduac  der  in  Qi06.  c.}  emUialteaea: 

und  der  in  (109.  a.  bis  c")  t  ntlialUiHn  alle  die  Grössen  vfrsiIiwunJeii  sind,  weit  he  auf  die 
seniu-ecble  Axe  A.\"  oder  AY"  irgend  einen  Bezug  hüben;  man  lunn  daher  in  solchen  Sy- 
atenKn,  ae  lange  sie  Mos  znr  UnleniKfcnng  von  soldben  Rkhluagen  wmI  Pnncien,  die  in  der  ge- 
neinschafllichen  Coordinatenebene  liefen,  benutzt  werden,  die  drillen  Axen  AX",  AT"  gans 
ausser  Spiel  Listen  und  die  SvstiMiii-  .•;«>  auflassen,  als  wären  sie  blas  aus  den  Axen  W  und 
A  A',  A  Y  und  A  t'  zusanunengescizl.  So  aufgefasste  Coordiiiatcnsyslcnie,  welche  indessen  nur  da 
dne  Anwending  Snden  kdwicii,  wo  alle  in  die  UBteraudningf  eingebenden  Punele  bi  einer  und  der- 
selben Ftirnp  lii'iTrn  und  alle  darin  eingehenden  Richtungen  ebenfalls  in  dieser  Khono  lirf,n  n  oder 
doch  mit  ihr  piuMel  laufen,  and  deren  zwei  Axen  in  dieser  Ebene  liegen  müssen,  werden  wir  in 
der  Folge  ebene  Systeme  nennen,  wiihrcnd  die  ans  drei  Axen  bestehenden  mm  UnlersAied  von 
diesen  räumliche  odi  r  körperliche  Systeme  heissen  sollen.  Umgekehrt  kann  man  in  jedem 
Augenblicke,  wenn  der  Hinzutritt  von  Puiicten  oder  Richtungen,  die  nicht  nielur  die  vorausgesetzte 
Eigenschaft  besitzen,  es  nöthig  machen  sollte,  ebene  Systeme  wieder  als  riiumlichc  ansehen, 
deren  dritte  Axe  auf  den  zwei  andern,  das  ebene  System  bildenden,  senkrecht  steht ;  dann  aber 
muss  man  statt  der  in  »!ii>si'r  Ninnrncr  sN'h<'nHr'n  besondem  Gleichungen  die  fritli  =r  irt  irebenen 
aUgemeinen  nehmen,  und  in  diesen  die  eben  erst  berUhrleii  Aunahae-Gleiobni^eB,  weiche  Im 
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ebemm  Systeme  gar  nicht  in  Belraditar  komnen  kdnneD,  wieder  nr  Cdl— g 

So  behallcn  rfnnn  alU*  nm  obrnen  Systeme  atirgefiindonen  BcsuÜatc  an  dem  stalt  seiner  rinjjo- 
iuhit^  senkrechten  räumlichen  noch  ihre  volle  GUliigkeil,  was  aber  nicht  aiebr  der  Fall  wäre, 
•o  wie  die  dritte  Ax«  des  finmUehea  Systems  frfdil  mehr  fenkrecht  aof  den  betdeit  mdent, 
welche  zuvor  dem  ebenen  Systeme  angehörten,  steheiiil  unurenoDimen  wUrde.  Ja  sogar  der  Be- 
griff von  Coordiaate  lüMt  sich  luiler  sokhen  Umstünden  von  der  dritten  Axe  AX"  vOUig  Qft- 
•bhängtg  machen  und  nn  ebenen  Systame  ibnfeOen;  denn  dt  luer  blos  Goordhnten  an  den 
Grundaxcn  AX,  AX'  zur  Sprache  kommen  und  diese  im  senkrechten  Systeme  durch  Ebenen 
abgosdinitten  werden,  welelie  durch  die  Puncto  gehen,  und  welche  liier  iinnier  senkrrrlit  auf  der 
Ebene  des  ebenen  Systems  stehen  und  entweder  den  Axen  AX,  AX'  parallel  laufen  oder  auf 
denieliwn  Mnbecht  alelien,  so  lusea  sidi  ehen  so  gut  diRtar  meh  Linien  sniislitaiFen,  di« 
dureh  die  Punele  (relien  und  i\on  Axni  A  \ ,  A  X"  paridle!  laufon  oder  auf  ihnen  senlirecht 
stehen,  aus  dem  Grunde,  weil  diese  Puncte  iuuner  nur  in  der  iibene  des  ebenen  Systems  sdr 
tior  liegen. 

59}  Bilden  in  dem  senkrechten  Systeme,  dessen  eine  Axe  senkrecht  auf  den  zwei  andern 
steht,  auch  noch  diese  beiden  andeni  Axen  einen  rechten  Winkel  mit  einander,  so  macht  in 
dem  so  beschaffenea  Systeme  jede  Am  mit  den  zwei  andeni  rechte  Winkel,  weshalb  wir  das 
so  ins  Besondere  gezogene  senkreehte  System  ein  rechtwinkliges  nennen  wollen.  In  dem 
rcchtwinidigen  Systeme  ist  semer  Definition  zur  Folge  * 

ClÜ>«*)  sinW=sin  W'=sinW"=1  ,    cos  W  =  cos  W'=  cos  W"=  0 , 

wenn  seine  Axca  AX,  AX',  AX  sind,  und  W ,  W,  W"  die  Winkel  XAX',  XAX",  X'AX" 
bedeuten.  Weil  im  redMwtnkligen  System  schon  jede  Axe  senkrecht  aof  den  beiden  ,  andern  steht, 
.so  hat  es  kein  Polarsystem,  oder  besser  gesagt,  es  ist  selber  sein  Polarsystem,  weshalb  bei  ihm 
die  Winkel,  welche  im  schiefwinkligen  Systeme  durch  2B ,  2ß'.  1^"  Iiezeiihnet  worden  sind, 
keine  andern  als  die  W,  W',  W"  sind,  und  man  daher  diese  Iciztem  mit  den  erstem  in  den 
GleldiaBgen  (111.  a.)  TBriaasehen  kann.  Damat  gehen  hei  ihm  die  Gleidtaiagen  (4S),  (41) 
iMd  Ca«5  fit: 

ih=:(h)=i,  si=a:=:a;'=e=6;=<*,=:i. 

Die  nir  jegliche  Richtungen  and  Puncto  gültigen  Gleichingon  (12)  nad  (1$.  a.)  Mnrohl,  ib 
die  (4S.  a.)  und  (49.  b.)  verwandeln  sich  diesen  Bestinunnngen  gemäss  in : 

a  =  c,   a'=c',   a"=:c"   und   x=n,   x'=ru',  x"=:u", 

wie  denn  in  der  That  die  beiderlei  Projectionszahlen  und  Coordinaten  in  diesem  Systeme  die 
Natur  der  scnkrediten  annehmen ;  eben  deswegen  Talit  aber  in  diesem  Systeme  der  Unterscliied 
zwischen  schiefen  and  senkrechten  Coordinaten  oder  Projcelionszalden  ganz  weg,  und  deren 
doppelte  Bezeichnungsweisc  wird  völtiu  üherflüssif,',  so  da.ss  wir  in  der  Folge  die  sümmtlichen 
Projectionsuhlen  blos  durch  c ,  c',  c",  die  sümmtlichen  Coordinaten  blos  durch  u ,  u',  a"  vor- 
sleBen  nnd  das  Beiwoft  sehief  oder  seidorecht  weglassen  kdnnea  Thon  wir  diese,  so  nehmed 
die  Cäeidknngen  (il),  (17}  und  (14)  die  nachstehende  Form  nn:  ^ 

<MI.«k)  l=c'  +  c"  +  c",   r'  =  u'-hu"  +  u"',   r  =  cu  +  c'u'-f  c"u", 

wenn  n ,  u',  a"  die  Coordinaten  von  irgend  einem  Puocte,  r  dessen  absolute  Entfernung  voa 
der  Coordinaten^itze  A ,  nnd  c ,  c',  c"  die  Projecüonaaahlen  bedeuten,  welche  die  von  A  naeii 
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BcMMdare  CoMdlMAvnqnleim. 


Piinctc  hinzielende  Rjchlang  an  de«  AlM  AX,  kX,  ÄJT  pdL  Die 
(9.  «.  vaA  b.}t  (20)  <>n<f  (1^)  werden  hier: 

CM*=cc,  +  c'c;  +  c"c;',   r'  =  («,-H)'  +  (n:-u')'  +  Ci>:'    u-O'l  . 

und  r  cos  ö  =  c  (u.  -  u)  +  c'  (ul  —  n'3  +  c'  (.uj     u  )  ,j *•> 

wenn  die  mil  dem  Index  1  versehenen  Zeidken  einen  tndem  Punde  and  der  tom  der  Coordi- 

nalcnspitze  mdl  flini  hinzielenden  Richtung  angehören,  und  6  den  Winkel  bi-ittnchnet,  welche« 
die  beiden  so  cnt«:t<>hen«lf>n  Richtungen  mit  einander  midien,  r  aber  die  atttotule  fintfenning 

der  beiden  Puncte  von  eiftandcr  \  ()rsti>Ut. 

Denkt  nun  ^ch  mil  dem  cin«»i  biidKr  betraclitetoii  rechtwinkligen  Coordiaalenaystem  noch 
etn  »weites  rechtwinkliges  verbunden,  dessen  Axen  AY,  A  Y',  A Y"  sind,  nnd  bezeidinet  mm 
die  Coordinaieit  einet  Pincfes  und  die  Projedionszahlen  einer  Richtung  an  «Iii  sein  Syiieme  eben 

so  wie  die  nn  (irm  vnrifren,  nur  mit  dem  UiilcrSclücilf,  dass  iiuiii  .shill  der  Grundzcichnn  c,  u 
die  d,  V  setzt,  so  iileiben  die  Ciieichungen  a.  bin  c.^  auch  noch  an  dein  zweiten  Systeme 

wahr,  wenn  man  in  Ihnen  stMt  der  einen  GrandsekAen  die  andern  nInunL  Was  feiner  die  Ar 
allgenifinf  P(>ppclsysfi>inr>  in  Nr.  14.  anfsrrstrlltfn  Zeichen  hrtrifH,  wodurch  die  Projectinns- 
salilca  der  Axcn  eines  jt-dea  einlHchcn  Systems  in  einem  der  zwei  DoppcUysteme  an  den  Axen 
eines  cum  andern  Doppelsystem  gehörten  einrachen  Systems  von  emander  nntersdileden  wer- 
den, 80  hut  luan  zunächst  zu  bedenken,  dass  bei  zwei  rechtwinkligen  Sysiciiien  kein  Polursystem 
von  seinem  Grundsysleni  verschieden  ist,  indem  die  gleich  accentuirten  Axen  beider  in  einander 
liegen,  und  dass  daher  die  mit  gleichen  Abzeichen  venehenen  die  gleichen  sind,  sie  mögen  ei- 
nem der  Grundzcirlii-n  A,  ^4,  (E),  (/?)  oder  einem  der  Grundzeichen  B,  B,  (A),  (^),  so 
wie  auch  einem  der  Grundzficlu'ii  C.  T,  <T)) ,  i.T\  oder  einciii  der  Cnindzfirh cn  1),  (C), 
(F>  aogchürcn,  und  dass  eben  deshalb  die  drei  letzten  von  je  vieren  der  hier  neben  einander 
geschriebenen  durch  das  erste  ersetzt  werden  kann,  so  dass  bhw  die  A ,  B ,  C ,  D  beibehalten 
zu  werden  Iiiauchen;  bedenkt  man  ferner,  dass  am  rechtwinklij^cn  Systcmr  die  srhiiTcn  und 
seakrechten  Frojectionszablen  in  einander  ttbergdien,  und  dass  daher  die  mit  gleichen  Abzeichen 
versehenen  die  gleichen  sind,  mo  nOgon  dns  GmndieidMn  A  >  B  oder  das  C ,  B  an  sich  tra- 
gen: so  sieht  man  ein,  dass  man  hier  mit  den  Cwci  Ictstem  allein  ausreicht,  wenn  die  mit  ver-  ' 
schiedenen  Abzcirhen  versehenen  in  der  Bedeutung  genommen  werden,  (Ül-  ifitu  n  in  IN'r.  23.  und 
24.  gegeben  worden  ist,  und  selbst  zwischen  diesen  finden  noch  die  schon  in  den  Gleieliungen 
(30  «nigeaproeheneii  Abliltog%keilen  statt;  es  ist  nimllch: 

C  =D,   C'  =  Ü.,  C"=D,;j 

c.  =D',  c; =d:  ,  c;'=:i>'. ;   Cut.  •»> 

c^=:D",  c;=d;',  c;'^u;',] 

so  dass  sich  die  sttmmtUchen  Projectionszahlcn  blos  durdi  die  mit  dem  Grundzeichen  C  verse- 
henen enetsen  lassen.  In  die  Gleidrangen  (III.  e.)  gehen  auch  alle  in  (86:  a.  vaA  nnd 
(87)  aufgestellten  nbcr,  wie  sich  umgekehrt  aus  diesen  letztern  der  Uebergang  der  ver- 
schiedenen Projecliünszahlen  in  einiypder  ableiten  Die  angexeigten  Uebe^giiage  und  die 
CHddnmgen  (111.  e.)  herllcfcsidilifend,  iMien  sidi  inmcr  je  vier  von  den  in  QSm.  a  nnd  b.) 
bis  (62.  a.  und  b.)  mitpelhuillen  Gleichungen  in  eine  einzJge  zusammen,  und  das  Gl«che  gilt 
anch  von  den  (64.  a.  und  bj  bis  (67.  «.  und  b.^  «ulgesldltea  Die  erstem  rodnoüten  sieb  im 
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Aaalytisclie  Geometrie. 


Absck.  L 


d  =  C  c  +  C  c'  +  C"  k",  (!'  =  C,  r  +  C;  c'+  C;'  c",  d"  =  C,  c  4-  C;  c-  +  C:  c" ; 

jC  =  Cd  +  C,d4-Cd",  c'  =  C'd  +  qd-|-C;d",  c"=C"d+ C;'d'+ C;'d"i 
Ciii*  '•)••••<    iK«  ander«  anf : 

\=Ca+C'u'+C"u",  v'=C,  u  +  C:u'+C;'u",  v"  =  Cu  + C;  0'  + C"u"  ; 

u  =  cv -{-r,v'-f-(\ u'=c'v  +  c; v'+c; v",  u"=c"v4-crv'+c;'v". 

Endlich  ziehen  sich  die  von  (%6.  a.  bis  d}  und  von  (90.  a.  bis  d.}  stehenden  16  Aggregate 
von  je  nenn  Gleichungen  in  ein  einzige«  solches  Aggregat  zusanuneni  nänüich  auf  das  folgende: 

eilt,  s.)  I4:  c = c.  (;;'-  c  c, ,  +  c; = c  c;'- 1  -  ,  +  c; = c  er  -  c  c. , 

f+r'—r,r:  xr:'r~rr;    c  (\,  4:r';r=rr  er, , 

■nd  es  (Sit  wie  ininicr«  von  dea  doppelten  Yorzeii-lien  ubcrail  nur  diis  obere  oder  nur  des  un» 
tere  zu  nehmen,  je  mäiAm.  ifie  zwei  ret^twinUigcn  Systeme,  tut  welche  sich  diesolbeii  be- 
liehen, unter  sich  einen  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axcnlauf  besitzen. 

Da  im  rcrhtwinkligcn  CoordinRtcn.sy8teme  die  .scliii^fen  Prujcclionszahlen  einer  Richtung  sich 
nicht  mehr  von  den  scnkrechteo  derselben  Richtung  unterscheidea  lassen,  und  also  dieselben 
Zeblen  n ,  n',  n",  wekbe  dM  Verhalteii  der  wakredriea  PMjeetfomMUen  e ,  c',  e"  einer  Rieh- 
tung  zu  ciniiTKlrr  unzrii^cn,  zugleirh  aiirh  das  der  schiefen  Projectionszahlen  zu  cinnnrier  aus- 
qirechen,  m  tnll  im  rechtwinkligen  CoordiuaUiasjr'teiiie  aksts  der  in  Nr.  21.  hinter  der  Glei- 
diung  (25.  a.3  besprodieiie  Fall  eni;  es  ist  niniHdi  in  Beng  auf  jede  RidUviig  bei  dieson 
Sjaletne  nicht  nur: 

«  :  a'  :  a"  :  r  :  c'  :  c"  =  m  :  m'  :  m"  :  II  ;  n'  ;  a", 
sondern  man  hat  noch  überdiess  bei  ihm: 

«0  wie  «nch 

a  =  c  ,   a'=c',  a"=c" 
m  nehmen,  weshalb  bei  ihm  die  lelite  CBeiehong  (25.  b.)  in  Bezug  auf  jede  Richtung 

1 

 T 

(n*+ii'*+n'^* 

wM,  Oed  m  Felge  denen  Hefen  bei  ihm  die  GleichuRigen  (24} : 
(iti.  h.)    a=5C=  T,  •'=«'=  j,  W=<f'= 


(ii»-fn'»+n''^**  (if+n^+n*^**  (n'+n'^+n"}* 

wrii'hi'  zeigen,  wie  .sich  die  Ko.sinusc  der  Winkel,  dir  irijond  vlnc  nirhtunjr  mit  den  drei  Axen 
eines  rechtwinkligen  Coordiitatensyslems  bildet,  finden  lassen,  wenn  drei  Zahlen  gegeben  sind, 
die  wier  aieh  dfeaeiben  VeihMlniäee  wie  fene  drai  Koolnnae  einhallea 

in  dieeer  Nummer  sind  alle  zum  rechtwinkligen  Coordinatensystemc  erforderlichen  Grand- 
gleiclmngen  nnfgeslellt  worden,  deren  AmM.  ycr^Vichm  nni  der  heim  schiefwinkligen  Coordi- 
nateneyaleme  erhaltenen,  ausscrordentli>  Ii  ^<  ung  ist.  DuuL^'m  »MA  diese  Vergleichung  zu  er- 
kiennen,  dan  der  Bau  dieser  vielen  Gleichungen  fast  durchweg  eben  so  einfach  ist,  wie  der 
jrnrr  wrniirpn,  nnd  die  später  noch  fi;1irr>ndcn  Anwendungen  der  vielen  Gleicliuittrcn  ilvs  scliief- 
winkligcn  Systems  werden  es  ausser  Zweifel  selzai,  das»  bei  solchen  Anwendungen  diti  vielerlei 
Ansdrtcke  aidi  nidil  wwoU  unter 
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ris  vielmehr,  wie  im  Conirelnie  dte  PnMKapMM,  «ich       ehunder  TttMadt  «id  wieder 

von  einander  ablösen,  um  nirgends  eine,  scbeinlwr  anvetmeidliche,  Verwirmip  eiiliielwB  M 

lassen.  Pio  Behandlung  um  scliicfwiiiklijpn  Systeme  slcllt  noch  i  nlsthiedener,  als  die  am  rtv-ht- 
winkligen,  an  den  Arbeiter  die  Forderung,  dass  er  seinen  i^egi-rtstund  scharf  Uberblicke  uud  mi 
Zlgd  hrile;  aie  ▼eriuigt  mit  tiam  WovIb  ehea  fewiadlent  Rectaler,  bildet  iki  eber  eudL 

f.  tt. 

■wUwwg  ier  miecliMci  imh  UmiMm. 

60")  In  riiinni  sriiir -^MUMiifen  CoordinnU'Dsystrmr  Iiildol  jede  seiner  Grundaxen  mit  der  ihr 
gegenüberliegenden  Gruiiii-Cüonliualeuebcne  ein  schicles  Projeclionssystem,  und  mit  der  ihr 
gregenilheriiegenden  Pobr-Coordinaloiiebeiie  ein  eeidoredilee  ProjectioBaeyilem.  Eben  ro  bildet 
jt  Jc  M-iiicr  roliinixon  mit  der  ilir  [(rgonilberliegenden  Polar- Coordinatcnebono  ein  schieres,  und 
nit  der  dieser  entsprechenden  Grund -Cnordinateoebene  eii)  senkrechtes  FrojectioRfisystem.  E» 
Ucgfrn  abo  in  jeden  scMerwinIdigen  Doppelsystemn  xwjflT  Projeetionssysleme,  Ten  denen  «B« 
eine  Hülilc  senkrechte,  die  andere  HäUte  scbkfe  itad;  lUB  kann  indessen  diü  AnuU  der  Pro- 
jcH-tionssyslpnn»  noch  viel  grösser  werden  lassen,  wenn  man  amh  solclic  Klicncn,  die  durch  eine 
Grundaxe  und  eine  Pokraxc  hindurch  gehen,  als  Projeclioniiebunen  ins  Auge  fassca,  und  tu 
Pnjediommxen  «tdi  die  OwdMdMilie  einer  Gniid->Cooninwienebe«e  und  einer  Poba-'CoorA» 
natencbene  nehmen  will.  Wir  besdirilnken  ans  eber  hier  raf  die  Bebnchtung  von  PkojeetlonK- 
,   gyatenen  der  ersten  All 

Blc'iticn  wir  7.unü(-i).sl  lu'i  (ii'iiijciiiL'cn  schiffen  Projeclionssysteme  stehen,  dessen  Axe  die 
Grund -Coordinalenaxe  A.X",  und  dessen  Ebene  die  Grund- Coordinatencbcne  XAX'  ist,  und 
betraohlen  whr  in  iSeatm  IVojeclionssystcme  irgend  ^en  PuncI  0 ,  dessen  schiefe  und  scnk- 
IwAle  Coordinalen  an  den  Gnindaxcn  A  X  ,  A  \\  A  \  "  durch  x  ,  x\  x"  und  u  ,  n',  u"  bereich- 
net  werden  sollen,  so  ist  den  oben  ($.  i.  Nr.  2.)  gegebenen  Definitionen  zur  Folge  x"  die 
znr  Projectionsaxo  AX"  gchdrigo  Ordinate  des  Punctes  0  in  diesem  Projcctionssystcme,  und 
die  Projeetion  P  des  Pmeles  O  saf  die  ProjecUnnsebene  X AX*  bat  im  CoordintlcQsyaleme  An 
schiefen  Coordinaten  x,  x',  0,  weil  dirsp  Prnjertfnn,  der  oben  ($.  1.  Nr.  8.)  von  ihr  gege- 
benen DefinÜMMi  gemäss,  in  der  Ebene  XAX'  ond  zugleich  in  der  Geraden  liegt,  die  durch  den 
Pnnet  0  parallel  mit  der  Axe  AX*  ianft.  Was  aber  in  Beriebong  anf  diesen  einen  Pnnct  0 
pesHgl  \\or<ien  ist,  gilt  eben  so  von  jedem  andern;  seine  zur  Projcctionsaxc  A  X"  gehürigo 
Ordinate  ist  immer  dessen  schiefe  Coordinate  an  der  Axe  AX"  im  Coordinalensysteme  und 
seine  Projeetion  auf  die  Projeclionscbene  XAX'  giebt  immer  im  Coordinatensysteme  an  den 
Axen  AX  und  AX'  dieselben  schiefen  Coordinaten  wie  er  selber,  an  der  Axe  AX"  aber  lie- 
fert sie  die  schiefe  Coordinate  Xulf.  'b  sie  in  der  Ebene  XAX'  liejft.  Wenn  also  x,  x',  x" 
und  u,  u',  u"  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  von 
irseMl  efaum  Puneln  0  sind,  dessen  ProjeeUim  snf  die  BbsM  XAX*  iMngs  der  Axe  AX"  wir 
dwdi  P  benidMea,  so  stad 

X  ,  x',  0 

die  schiefen  Coordinaleo  der  Projeetion  P  «n  den  gleichen  Axm;  aus  den  schiefen  Coordinalen 
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aidi  aber  «II  flüfe  *r  GMehangen  (18u  a> 

So  werden  die  des  Punctcs  0  durch  di«  Gleichungen 

CU«.       u  =  X  +  x'cos  W  +  x''cos  W ,   u'=  X  üM  W + Jt"«©s  W ,   u"=  x  cos  W'-H  x'cos  ^^  "-|-  x" 

dargfslclll,  (lit»  der  Projt'clion  1'  hinj^pg^en  werden,  wenn  man  sie  rlurch  tt',  U"  Jtexeiehiiet, 
weil  ihre  zur  Axc  ÄX"  gehörige  äcliiclc  Cuurdinatn  null  iät,  durch: 

Cti«.  b.)  ii=x-J>x'co«W  ,  u'=xcosW  +  x*,   u"=xanW'+ x'cos  W", 

umi  zidit  nn  di«  cadcbiingen  (112.  «.  ind  k)  von  ciMmder  «b,  «»  «iMl  lom: 

woniu  aick  wieder  die  GrHsacn      m',  «"  darch  CoorAMlen  dirstellea  leseen.  Sielfl  nm  ^ 

die  Eniremung  der  Projertion  P  von  der  Spitze  A  .  d  fi.  die  Liingc  der  zu  P  tri  luiriut  ii  Speiche 
vor,  und  a,  a',  a";  c,  <\  t"  die  schieren  und  senkrccliten  Projeclionstiüilen  der  Speichenricfa- 
toBg  AP,  00  M  der  deiclinng  (17)  gemin: 

md  den  GleidnuKm  (9)  sar  Folg«  hat  an: 

(tis.  b.)  «=-,  «*=-,  «"=0  und  c=?,  c'=^^, 

selzt  mau  aber  in  die  Gleichung  (113.  a.)  für  u  und  u'  einmal  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen 
(112.  ein,  ein  eiideniMl  ihre  aas  döi  deidmageii  '{iii.  enMiOmmencn  Vcirihe,  ao  er- 
hält man: 

(IIS.  ••)  =  x'  +  x"  +  2  X  xV<is  W    oder       =  x  u  -j-  Vu  —  x"  (u"—  x") , 

und  die  letzten  drei  Gleidiuugeu  (113.  b.)  werden  durch  dus  gleiche  Verfahren: 
»   _  x  +  a'cos\V      .    xcosW-I-x;  xcosW  +  x'coaW" 

CiAS*  dU>   oder 


P  ff  f 

Ri'iii'iitcn  jct/.l  H  .  Ii',  a"  die  üchiefen,  c ,  c',  e"  die  !>enkrc<  hlen  Projeclionszalden  der  Sirah- 
Icaricblung  AO  an  den  Axen  AX,  ÄA',  AX",  und  stellt  r  die  EntCeroong  desfimcles  0  vun 
der  S|iltte  A,  dllk.  die  Länge  dea  n  O  gehörigen  Sinlüe«  vor,  ao  iat  in  GeiailHlieil  dar 
aieidna^an  (5): 

tlM.«.)  a'r=^,  8-=;^'  and  c=sH,  i^^j'.  €"=5^', 

aad  iiierdaroii  werden  die  Gieiefenagen  (113.  d.),  wenn  nan  In  aie  fllr  x,  x',  and  a,  a',  «" 
ilve  auf  den  Gieichii««n  (114  a.)  aick  ergelMiden  Werthe  cinaeW: 

(^_(;a  +  a'coey)r         (aeoa  W^-aQr  (aceaW'+a'coaWJr 

)     ^      *         '  *  *  * 

(114.  ».)  '  ■  -  \ 

/c=  C<— **«»W')r         (c*— a'^eoaUnr     ^„_j  (if— t'')r 

welche  nur  der  Form  nnch  vun  deam  (113.  d.}  verschieden  nnd. 
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f.  JLllgi  M. 


(113.  c)  lebtn      Länge  dar  diiMii  befidi||mi  Prineto  O  agehOrigea 

deteeii  Cuordinnlcn  finden,  so  wie  die  Gleicirangen  (113.  d.)  die  Riohlang  dieser 
Speiche  ans  den  GowdiMiten  des  Pancte«  0  ,  oder  die  (1f4.  b.}  aas  dessen  SlrahlenrichUin^  AO 
soSSadeo  lassen.  Um  mm  noch  die  Grosso  des  Spoicbenwinkeia  in  aUgemeinster  Weise  zu  er- 
MiM,  sei  AZ  irgend  eine  von  A  auslaufende,  in  der  PlWjwlioaiebaie  XAX'  liegende  Rich^ 
tnng,  auf  wdcke  die  Lage  der  Speicfaenrichttinii^en  Lezoifpn  werden  soll,  und  ,  ,  ci"  seien 
die  schiefen,  c«,  c^,  C  die  seakrechlen  Projeclionazahlen,  welche  diese  RidUui^  AZ  «n  dea 
AinAZ,  kXt  AX"  des  GoofdiulcntjilMU  lier«il,  m  ict  entlchk  mA  dia  HkUDüf  A2  M 

<'=o,  cm.«,) 

und  du  audi,  den  Gleichungen  (113.  b.}  zur  Folge,  a"=0  iftt,  so  liefert,  wenn  w  die  Grosse 
des  Wiidiels  besefehiet,  dleii  die  S^peidimidilnf  Ap  Mit  dir  Miefeigeii,  ii  der  PnjwiioM- 

ebene  anprenonmu  nni  Ririitun,.'  A  Z  bildet,  ^.Qiilkjbßag.(9,     oder  k)  tfr  Bestiwnmf  dtotr 
ses  Winkels  die  nsthsn  in n  J  t  Anj^aben:  ■  .  ■  .        ■  > 

( o!,  w  =:  c,  Ii  4-    n'    oder   cos  w  =  ü,  t  -f  -  a',  c',  III».  Ik) 

wovon  die  ersteru  mit  Zuziuhuiig  der  Giuichungen  (113.  b.^  und  (114.  a.)  wird: 

c.x  +  c;x'      ,                 (ca  +  cla^r  '     '  '^„-.-k 

cu8w=   oder   co8W=-^^  ■  i  (IIA.«.) 

e  Q  • 

die  letztere  dageg<>n  nn't  Zn/iphung  derer  (113.  d.}  und  (114.  a.),  wenn  man  ru  gleiclier  Zctt 

die  «Ulf  die  Richtung  AZ  angewandten  Gleichungen  (112.  b.)  zur  Hilfe  nimmt:        i  *'  '  * 

a.n-t-e;n'— cjy      .             (a.c+ei*'— i?e")r  -  '  ' 
cos  w  =  •—   und   cos  w  =   ■  ^  .  (ÜA* 

Durch  die  Gleichungen  (11.").  c.  und  d.}  wird  der  Kosinus  dos  tuif  die  Ritldung  AZ  bezogenen, 

»im.  Puncto  0  gehörigen  i^peichenwinkels  von  den  Cuordinalefi  des  Punctcs  0,  oder  theUweis^ 

von  ikum  md  liieilweise  von  den  Pro|eelioiismMea  der  Stralilewrichtaiig'AO  «MMBfig  geandit;  / 

weil  aber  der  Kn.<;inus  eines  Winkels  es  unbestimmt  |äs.st,  ob  dieser  Winkel  ein  hulder  oder  ein 

erhabener  sei,  ik>  ktssen  die  vorstehenden  Gleichui^ea  es  uncnlscbietlen,  ob  die  S|^eichQ  naj:h 

der. eidien  oder  nodi  der  andoni  Sefte  von  der  Ridiliiqg  AZ  itinlicge.  Diese  Uelbestinnnfteit 

fällt  indessen  weg,  wenn  man  die  Speieiienrielilung  nicht  Mos  auf  die  eine  Richtung  A  Z ,  snn- 

dcrn  gli'i« hzeilijf  auch  noch  auf  eine  zweite  AZ' bezieht,  die  von  der  AZ  verschieden  ist,  aber, 

wie  diese,  in  der  Projcctionsebene  XAX'  liegt.    Solche  zwei  Richtuugen  AZ  luid  AZ'  kann 

■MD  aidi  «if  .JMiv      .flil)e  Art  durch  das  Coordinatensyston  H^bfr  «iqfeben  lassen.  So  wird, 

wenn  man  die'  Aie  AX  xnr.  BicliluBg  AZ  und  die  Ase  AX'  jMT.  SieliMng  AZ'  «ri^f  M 

«,^1,  «issO  »  csl  ,  i:=ooeW.,  tUsscosW 

mi  l>d  dieter: 

•'  '  •     '  .«    «,r=0  ,  tftsaal  ,  c«=£cd*W ,  Usal",  «JäoosMT-;         .  ■     .  l 
Uaher  findet  »aOf  bet  den  vofdeni  Pomen  stehen  bleAenC^:' 


x+z^eesV     .  n-x^cosW 
eoew^    *  «der  oMwaa 

9  Q 


1$ 


 ■  CM». 
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W  dien  aaf  die  Richtung  A  X ,  w'  den  auf  die  Richbmgr  A  X'  sich  benehenden  Speichen- 
•wlnkcl  vorstellt  Wie  so  eben  die  Durchschntitf  (^(>r  Grond-Coordinalenebem'ti  \  A  X"  nnd  X'AX" 
mit  der  l'rojecUaoMbeae  XAX'  za  dhW  Ridiluagon  AZ  and  AZ'  genommen  worden  atad,  fO 
UMe.nM  nck  dh  DudiselMill»  der  P«lMMkior*Ml«neb«iie  XAI"  «nd  FAF"  «dt  «br-nra^ 
i  ti  ;ns«bene  XAX'  dazu  wählen  können;  dann  wäre  bei  der  crsU^n  noch  ncsliaiinansf 
(^=0,  bis  der  andern  noch  die  BesUnununy  (,=0  su  der  a^'=0  liinxugekoRunen,  wodunä 
di*  fluOneii  a. ,  a',,  a','  und  «, ,  c; ,  c;'  in  dm  Iraideli  Plfflta  iNflli^  besiinnnte  gewordw  witim 
k  der  Weise,  wie  es  bei  der  Betrachtung  besonderer  Richtungen  gezeigt  wordte  IslL  ]ta 
hatte  di'n  dortigen  Formeln  entsprechend  in  Bezug  auf  die  jetzige  Biditang.AZi  num  mMt  M 
nach  öerselbcn  Seile  Itinziclrn  lüssl,  auf  welcher  liegt: 

\  cos  W 

a,= -:— 57  ,   oi  =  r— ^   Und    c,  =: sin  W  ,   cl=:0  ,    t;'=—  sinW'cosSB' 

auiTV  sui  w 

tind  in  Fem?  auf  die  jeizigc  IUcliliin|r  A2',  Wem  nm  dieie  ttach  dendbea  Seile  küBieleil 

lässt,  auf  weicher  AJE'  liegt:  ' 

.         «mW     a;__i^   „nd   c,=0  ,   c;  =  sinW  ,  fc— sin  WcosäB" 


I,  und  demgemlei  erhaUeii: 
*  i  xelnW     .  u— u'cosW-f  »"«inWsinWcoe! 

l  C08W=   oder    OOSW=   •  -ar  

^4>     .  pBmw 


.    ji'einW     .           ,    —  ucüsW  4- u-|-x"sinW SinW'cosSB" 
eo.^«=  —  oder  ea-W«—  ^  jdoW  '  ' 


wo  wieder  w  den  auf  die  Richtung  AZ ,  V  den  aof  iQe  Biditmig  KV  sich  beziehenden  Spei- 
chemvinkfl  vonleili  Diese  zwei  Beispiile  mögen  jrenilpen,  zu  zeirreri,  w'w  die  Rirlittinuen  A  Z 
und  AZ'  in  (ehr  verschiedener  Weise  durch  das  Coordinatensystcni  selber  vorgezcichnet  wer- 
den kSimen. 

61)  Fassen  wir  jctzl  dasjenlije  senkn-chtc  Projeclionssyslem  ins  Auge,  dcsicn  Axe  die 
Polaraxe  A£"  nod  dessen  Ebene  die  Grund-Coordinotenebcno  AAX'  ist,  so  siebt  man  sogleich 
efn,  dass  alte  in  der  vor^n  RiiiBnor  eAdtemi  ResidMe  eiidi  bei  diesen  Frojecfionssysteitne 
noch  Gtilli<::lieit  behalten  werdeH«  wem  mn  e#  eis  aus  dem  Coordinalensystcm,  des'^en  A\en 
AX,  A  X'  und  AI"  sind,  henonresrangen  finsieht.  Da  indessen  dieses  Coordinalensyslcin  nicht 
das  ursprünglich  gegebene,  aus  den  Axen  A  X ,  A  .\',  A  X"  gebildete  ist,  so  müssen  wir  jenes 
Olef  ein  ni  diewm  neii  hinzugckoimieiiee  anireieen,  decwo  Axeo  wir  Im  AllgeineiiiM  dwrck 
AY,  AT*,  A  Y"  TW  bezeichnrii  gewohnt  sind  nnd  auch  hier  wieder  so  ^ez^'i('^non  \M'rden. 
Fiojicircn  wir  nun  in  diesem  neuen  Systeme  irgend  einen  Punct  Ü  parallei  mit  der  Axe  A 
raf  die  Bbem  YAY%  und  bexeiiAnen  wir  wieder  durch  F  den  fnnet,  in  welciieni  di^  Diene 
Y  A  Y'  von  der  durch  0  hutdorch  mit  der  Axe  A  Y"  parallel  gezogenen  Geraden  gcIrofTen  wird ; 
bezeichnen  wir  ferner  durch  y ,  y',  y"  ood  v ,  v',  v"  die  scliicfen  und  senkreciiten  Coordinal^ 
des  Punctes  0  an  diesem  neuen  Systeme,  wSliread  x ,  x',  x"  und  u ,  u',  u"  die  deseelben  Punctee 
an  den  Axen  AX,  f  XV  AXf'  vonletai'Oollen,  oo  diid  .  •  • 

( .» .  . !  y .  y'  «n*! 

die  ecliiefen  Coordiiytea  des  'Punetee  P  an  den  Axen  A  Y ,  A  ¥'  und  A  Y",  wHhrend  wir  die 
GooldiBotm  dei PmeleiF  m'dmAxmAY,  AY',  Ar*  diudi  «,  v',  v"  anzeigen 
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m  AjiwteliNI  TAT,  YAir,  V*Al^'in.'dhAB. Mdea  Byrieoe«  «Me  fm  Mlt^ 

nicinpti  (hirch  W, ,  "W" ,  WJ'  von  uns  bozoichnet  su  werden  pfl^srci»,  sind  X  A  X',  X  A  J",  X'A3f", 

weil  AY  und  AY'  eins  sind  «H  AX  und  AX',  währtvd  AY"  loil  der  Poisnuce  A3t'"  zusam-  .-.«^j 

awnaHl,  lud.  d«  di«  ?9fma^AT  nf  dan  bekfen  ,<^»iiitiGm  AX  oni  AX*  Mikrei^  slid^ 

■0  wwdM  die  AxcmnRlwl  dn  neoen  Syslaaes  diudi  folgende  Gldckmgeii  iMsUmnit; 

drib«r  venrMidelii  lieli  m  dieiem  iwucb  Syaleme  dte  CMeiciinnig;en  (112.  a.)  in: 

v  =  y  +  y'flwW,  v'ssycofW+y',  V=sy."  '  '.CUt. 

Wd.dit  (112.  k)  Verden  jetzt: 

if  =  y  +  ycos\V  ,    v'=ycosW4-y',   ![>''=  0  ,  (IM./).) 

und  anstatt  derer  (112.  c.)  findet  man:  '        '  '  .  ' 

ilwl  es  ift  di»  Oidiiiale  dw  PinclM  0  an  dm  jeUigm  ProjediooMyalaBe  f  oder  v^.  tUUt 

nun  n  die  Eiitfcmunff  des  Punrips  V  von  der  Prujectioms-spitzr  A  oder  die  Länge  der  zu  die- 
ser Projeciion  P  gehühgcn  Speiche  vor,  und  li^teichiMn  wir  uocli  durch  b,  V,  b"  und  by  i\ 
V  die  aebiefen  ,«iid  «eRkrtchleii  ProjeclioHzaUen,  wdebo  di»  SpakbcnndiiiMiy  AP  an  den 
iMMn  Axen  AY,  AT",  AT"  giebt,  ao  hat  man  hier: 

b=l,  »'=1^,  V'z=0  und  b=-,  b'=-,  b"=-=0  ißfß- 

gam  in  derselben  Weise,  wie  sich  vorhin  die  Gleichungen  (113.  a.j  und  (113.  b.^  ci^elirn 
'kAM,  lind  dlaw  IrtMcm  vehnen,  weil  den  Gleidking[«»-(112.  ß.  md  y.")  mr  Polgn  Vsv; 
VssV  nif  xr=sO  iat,  die  fdgende  GeaUdt  u: 

e'=3fv  +  jV  (iiS.yv) 

»=1,  b'=X!,  r^o  oad  t='  ,  b-srO.  (iiS.A) 

•  .        .        *         p  ,      ?  e 

Avch  ist  hier  wieder  den  Gleichungen  (114.  a.}  antdog,  wenn  b,  b',  h"  und  d,  d',  d"  dÜQ 
schii-lVii  iinJ  senkrechten  Projoctinnszaldea  der  Strahlcnricbtang  AO  nn  den  neuen  Axen  AY, 
At'f  AY"  vonteHen,  und  r  die  Enifcnraqg  des  Pnncles  0  Von  der  Spitze  A  ist: 

b=2,  b'=i,  b"=J^  iind  d=:-,  i=t^,  dr=-  CM«.«,) 

md  dieae  Gteidumgen,  veigliiAen  aril  danm  {liS.      seigtn,-  dhaa 

b=b-,  b=:  — ,  b"=0'  und  b=  —  ,  t'=  —  ,  btrO  Ol«. /i:) 

ut.  lieseichnen  wir  endlich  durch  b, ,  ,  b,'  und  t>, ,  ,  die  schiefen  und  senkrechten 
Ikojja^^oppnlilim»  mlchft  Jigand  eine  duivb  A  IMmmIi  «jetioMie  und  fti  darBbene  XAX^ito 

YAY'Iifgende  Richtung  AZ  an  den  A\on  A  Y,  A  Y',  AY"  (iofert,  und  durdi  W  den  YnM^ 
wekhea  di^e  j^fcht^.iuit  der  Üfcidieniricluuiig  AP  liildeti  so  iät  erstiidi 

»,  •  .1'  lt=:b;'=:0,       '  .  -  .1  .       I   ■  ;  (IIA. «.) 
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wnl  die  Richtang  AZ  in  der  Ebene  TAYT  Itegt  wd  41«  Axd  ATT  mt' 
rcebt  itebt,  iltd  in  Folge  dessen  findet  mtn 
ItM.  '  co»ir=b,J+b;b'   oder   cos  w=r^.b  +  KoK 

odsr,  wMB  IHM  'für     y  «Iii  b,  V  Are  in  den  Gleichungen  (^lia.  i.^  angegebenen  Weillie 


ißMB,  r-)  coiwr=  r  J  +  M I  oder  «nw=h, --^-K-- 

^        Q  9  0 

Nadidem  so  die  Linge  und  RIdilung  der  zum  Funde  0  gehörigen  Speiche,  ao  wie  der  Wii* 

*  '  '  liel,  den  difsp  Speichenrichtiin£r  mit  einer  beliebigen  in  di  r  EIu  iic  X*  \  X'  anp^-n  ircu  -ii-i  Rich- 
tung bildet,  in  Coordinalcn  des  Punctes  0  m  den  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  «ufgeluntien  worden 
.  -j  i  bt,  het  mm  nur  noch  die  Beilehmgen  anf  die  Axen  AY,  AIT,  AY*  in  Besieliungen  auf  die 
Axcn  A  X ,  A  X'.  A  X"  illicr/uinfLitii,  um  micli  rias  jetzinr  rrnjct  lioiLsüyslfiii  uiiiiiittelbar  an  das 
ursprttngUck  gegebene  Cuordinalcui>ystem  angeknüpft  zu  liabcn.  Diese  Uebcrtraguag  geschieht 
alMr  ndUelBt  der  ErUher  ($.  2.  Nn  34.  gnd  35.)  miigelhcfllon  RoUiKonen,  wobei  die  dortigen 
Zeklien- Uer  ipedeB»  Bedenlungen  annehmen,  der  besondem  Stellung  gemUss,  die  den  neuen 
Axm  TM  den  niten  ftnirf'v;>-->'n  wDirlcn  hi.  Da  nflmlieli  hier  die  Axe  AY  mit  der  AX|  W 
wie  diu  AY"  ntil  der  A.\  zubaiuiiienräUt,  so  ist  in  unserut  Fülle: 

rA=:i,  A'=0,  A"sO  und  A,^0 ,  A«'^!  ,  AT^O 

Cti«.».)  ....J  und 

/B:=1,    ir=0  ,   W'—O   und   B,  =:n,    K=zi  ,  B;'=0, 

und,  weil  die  Axe  AY'  inil  der  l'ulantxe  Aj^"  zusanuiit'tiliilit,  bat  man  femer: 

Ui«.».)  A,=:W.,  a;=si;,  A;'=a;', 

nwm  skli  die  GrBssen  B*,  B;,  B;r  mit  HiUe  der  Gleichungen  (181.  n.)  «ftaj  de  nfenüch 
db  swei  hier  ntf  ehuuder  boogenM  Coordhulensrateine  «ffenbir  einen  dudfadran  Aienlenf' 

*  k 

beeiiiett,  so  iet  knft  der  Gleicbungen  (SS)  [A]=    oder  wei  hier,  wo  die  Axe  AY"  eeuk- 

recht  auf  den  beiden  nndem  AYund  AY*  ileht,  k=3«biYAr=:rinW  iet,  [Al=~-,  wel- 

f      •  '  i 

clit's  den  Relationen  (41)  zur  Folge  [A|  giebl,  und  nun  werden  die  auf  der  linlien 

Seite  stehenden  letzten  drei  Gleichuii^rcn  (81.  a.): 

(iicc.)  b,=- 81,(5;',  B;=-a;s;',  B;'=e;'. 

In  Folge  dieaer  beeundem  Werdie  geben  aber  die  obigen  CHeidungen  (601  a.)  und  (61.  a.): 

/d=e,  d's«^,  d*=l(.e+«;4^+ll7e"  mid 

b  =  a--«,Pr«",  -  ?!;(5;'a",    b"— P:'n" 

und  die  (M.  u,}  und  (65.  a.)  geben  auf  dieselbe  Weise: 
T=iu,  v'ssn',  v"s=«,u+a;n'+aru"  und 

f=x— «»«rx",  y'=:xr— a;«;v'  /'rs^ir, 

woraus  folgt,  dass  die  Ordinate  dea  Punctes  0  an  dem  j<  l/.ij^'i-n  PM;feClionaB).-<tt-ini>  nuHi  dereli 
Ci'x"  dnri»f.sti'llt  wcnlcii  kann,  wenn  \"  dessen  schiefe  t'oordinale  ain  der  A\e  A  X"  im  nr- 
sprUi^licli  gegebenen  ik)Ordiiwtens|steme  vorstellL  Dii>sc  Gleichungen,  welche  in  Bezug  auf 
jeden  Pnnd  und  anf  jede  von  A  aus  nach  Ib«  hlniaknde  Hichinng  Gifliigheit  behaUen, 


Ciif .  •.) 
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«ta«  Dodi  «taftalMM  Chilrit  an,  w«iu  dar  PiiMl  Mer  tt«  IBiiimg  in  d«r  Bbom  XAX*  Hegt» 

weil  für  solche  x"=0  der  «"sO  wird;  dahrr  ist  bexUglich  der  Richtung  AP,  wnm  a,  a',  a" 
«nd  c,  (',  ("  ihre  schiefe«  vmi  senkrechten  Projeclionszalilen  «i  den  Axen  AX,  AX',  AX"  %  • 
vontcin:.  \ 

b=c  ,  b-'zsll.e+fte'+arc''  und    fc=:a  ,  V=«' ,  *^=0       Cü«*  M 

und  eben  sit  hat  inan  licziiü'liih  der  Riclitnng^  AZ,  wi^iiii  fl,  ,  a' .  a''  und  Cj  ,  rj,  cT  ifc'M 

schiefe  und  sctikrcililc  l'rojcitiiui.sznhlfn  m  fivn  Avitn  A  \,  A  X',  AX"  anzeigen: 

b,=(. ,  b,=:i; ,  b;=a,£,  +  a;(;  +  si;'t;'  und  1).=«,,  i>i=a; ,  t);'=o.  uii* 

Seist  maB  jeM  die  Weiifae  vob  y »  y*  und  v ,  v'  aus  des  aw«  letoten  Zdle«  der  Glektoqjea 
CHT.  B.)  in  die  Glckhoiv  (IIS,  rO  «i»»  m  Sndst  pmi 

u  (x  ~  «. «;'»") +  »' C«'— «  «TO . 
wddie  Gleklmi^  mit  Znzielncng  der  dritten  in  (46.  a.)  angegebenen  Obergabt  In: 

9'  =  ux  +  ax^  x"  (ßr  x"^  u")  .  (U«,  «.) 

Durch  die  gleiche  Substilution  werden  die  Gleichungen'«  (1 13.  d.),  wenn  nun  xu  gleicher  Zeil 
itir  b,  b',  b"  und  )>,  i\  V  ihre  in  den  tildchiiBgen  (117.  d.)  enthaltenen  Wölbe  einsetzt: 


 ,  •  —   ,  «=0| 


laiY.  ».j 


nnd  die  f  115.  j'.")  werden  in  Foljrc  der  jfleidien  STihs1i(f!tif»n.  w«>nn  mm  gieichxeiÜg  Hir  t( 
und  b, ,  b',  ihre  in  deu  Gltkhungen  (113.  e.)  cnthHlljji!  ii  ^\  *  rlln;  i  inseUl: 

cos  w  =  ■ — —  *  —   ~  '  fßVU  f»J 

Die  (ilt  ic'hungen  (117.  Q  lassen  auch  liier  wieder  unenl.s(l)ii'df'n ,  ob  die  Spriclunirichttinj 
AP  auf  der  einen  oder  andern  Seite  von  der  Richtung  AZ  liegt,  und  es  lässl  sich  diese  Un- 
beafUmllMlt  dadiurcli  venneiden,  dasa  um  xn  der  einen  Kfehlnnir  A  Z  noch  eine  iweite  von  ihr 
vcrsr1iirf?i'n(^'  A  7',  \  rlr!:r  in  diT  Ebene  X  A  \"  iu-tfcud  iin;fL'nuninii'n  wird,  gesellt.  Lässt  man 
diese  beiden  Richtungen  AZ  uud  AZ'  mit  den  Axcn  AX  und  AX'  xusauuncnfallefl,  so  dass 

a',  und  c;  in  den  beiden  FMDen  die  Inea  vor  dan  Gleichungen  (115.  e.)  angewiesenen 
besondern  Werihe  anndmen,  so  ndunen  dadnich  die  GieiclnnfeB  (117.  Q  die  naebalelienden 
besondem  Formen  an: 

md  >  CiA^ 

^^^(x^a.(i;v-)coswtx'-a;(E;v'  ^  \^^^-:.\ 

.  9  Q 

wffldt  man  aber  in. den  beiden  Rirhtungen  AZ  nnd  AZ'  di^  na  wddien  die  Ebene  XAX'  von 

den  Pdar-Coordinatenebenen  SA3i'  und  FAS"  dwchschnitten  wird,  so  dass  a. ,      und  c, , 
in  den  beiden  FSUen  die  ilmen  vor  den  Gleichungen  (115.  f.)  angewiesenen  besondem  Wedhe 
1,  so  nehmen  die  Gleicbungea  (117.  L)  die  folgenden  bcsondem  Formen  an: 
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1« 


cos  w 


^  C«>^«,<gOä,w  ^^^^ 


COSW=: 


u  —  u'  cos  W  . 


tu«,  h.) 


und 


y-li;grx'')iiiiW 


oder  «011/= 


wo  imiBcr  w  den  «uX  die  Hicbliuig  AZ,  w'  den  auf  die  Bidiliug  AZ'  sich  beücbefldeo  Spei- 
dwowiitltd  bezetAneL 

62}  Den  beiden  vorigen  Projectionssystcmcn ,  deren  Projectionscbene  jedesiiiul  mit  der 
Gruri(!-Coordinatcnebcnc  XAX'  zusammenfiel,  während  dieser  Projedionscbcne  das  eine  Mal 
die  Gruiidaxe  AX",  das  andere  Mal  die  Polaraxe  A-f"  als  Projectionsaxe  beigegeben  war, 
ecUteaeen  Sidi  zwei  andere  an,  deren  Projeclionsebene  jedesmal  die  Polar- Coordinatcnebcne 
.TAI'  ist,  während  ilicstr  Proj<'(  tii>nsebeno  das  eine  Mal  die  Polaraxp  A  das  anden>  M^^l 
die  Grundaxe  AX,"  als  Projcciionsaxe  bcigc^ebea  wird.  Diese  beiden  ItsUivm  Frojectiooss^- 
aleoie  fdien  am  den  zwei  voangvgmgeae»  doreh  dne  wedisdzeitig«  VertmuKlindf  der  Gnmd- 
uikI  Pdluruven  mit  cinnndcr  lii-i-Mir,  wolici  die  Abzeichen  keiner  Veränderung  unterlicccii ;  daher 
ergeben  sich  die  den  zwei  nenen  Froji^oassyetemen  zagebörifen  Rendtaie  ans  den  xuvor  er* 
hiltaiint  zdr  reodkeii  dnreli  die  folgende  BetneUnng.  W«Q  nindich  die  zwei  neuen  Trofeo- 
tlonflzyzIeiDe  in  die  zwei  vorigen  übergehen,  wenn  man  die  Folaraxen  des  Coortliiuitonsysteais 
als  Gninduxrn  und  umgekehrt  die  Grundaxen  nis  Polantxen  ansiflit,  so  lassrn  si.  Ii  stuf  die  zwei 
neuen  Projeclioibsystcme  die  vorigen  Formeln  ernfacii  dadurch  anwendbar  machen,  ilass  man 
all»  Beziehnngan  znm  Gnuubyzteme  in  Beziehungen  znm  Polnnysleme  nudcdirt,  nfaw  didareli, 
dass  man  im  Sinne  der  in  Nr.  33.  einirfftihrton  Bezeichnungen  bIIp  auf  Hit»  Gntndaxen  sich  be- 
ziehenden Beseiclumogon  von  Coordinalen  oder  ProjecUoosKablen  mit  Klanuucrn  uoigieblq  waz 
den  doriigen  Gleiehnngen  (56.  «.  imd  b.)  md  (57.  ■.  md  b.}  gemlM  keine  andere  Folge  hal^ 
als  dass  an  die  Sli'!!-  !  i  siiiknclitfii  Coordinalen  ihIct  Projii lions/.ahlen  an  den  Axen  AX, 
AX',  AX"  die  mit  (i ,  (i; ,  muIUplicirten  sehiefen  an  den  glcidiea  Axen,  und  an  die  Stelle 
der  adUefen  die  mit  (S, ,  @| ,  d"  dividirlen  senkrechten  treten,  wobei  man  indessen  zu  beachten 
bat,  dass  die  Grössen  6,  @|,  stlber  so  wie  ilic  ^,  r  und  w  sich  während  dii-sor  Liiii- 
wnndlima'  rirlil  viriimicni,  dif  AxonwinkclW,  W,  W"  ve^^vandeln  sich  dabei  in  SB,  äß',  IJÖ", 
so  wie  diese  in  jene,  und  die  mit  dem  Grundzeichen  9(  versehenen  Grüiisen  uebiucn  andere 
Wertbe  an,  dk»  «ioh  «uz  den  Gleichungen  (4b.  a.  oder  h."}  dureb  wechsebeilige  Verlaiuchnqg 
der  Grundzeichen  W  und  SB  mit  cinamlcr  crgi  lirn  tind  eben  die  .sinri.  AvclrliP  in  den  Gleichun- 
gen (46.  «.}  stehen,  so  dass  wir  sie  unter  Berück:>ichLigung  die.si>r  GI(>ichungcn  hier  wie  dort 
dadnrcb  liezeiebnen  können,  duz  wir  die  zum  Gmndzeidien  9  gehörigen  niii  Kltmaieni  um- 
geben.  Auf  diese  Weise  erhält  man: 

a)  Tür  den  Fall,  dass  iAJi  zur  Projectionsebcnc  und  AS"  zur  Projectionsaxe  genommen 

wird,  welcher  dem  in  Nr.  60.  behandelten  analog  ist,  und  in  welchem  die  Ordinate  eines  be~ 

u"  '  '' 

licbigcn  Punctos  [x")  oder      wird,  aus  den  Gleichungen  (il3.  b.): 


wenn  ^  die  in  dem  jctzijron  Projectionssystemc  zum  Pnncte  0 ,  dessen  zchieTe  end  senkrechte 
Coordinalpn  nn  den  Axon  A  X ,  AX*,  AX"  wieder  x  ,  x*,  x"  und  u,  n',  n"  sind,  fjohiiri^ 
Speicheniänge  und  a ,  a',  a"  und  ( ,  c',  ('  die  schiefen  und  seiikrechlcn  ProjeclionszaideH  ihrer 


f=2,  fe-,  «"=0  and  ass-,  «'=-,  4"=?^ , 
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«  M  0tUkKA>A3im  AX,  AJC,  AJT,  f ,  i",     dl»  idriefiM  OoMdMn  te.n«* 

jection  P  dvs  Vuwdcs  in  dem  jcizigoi  PNjeclioiisvyateiM  Bi  deoMlbe»  Axai  Tonrtellaij  f«mer 

ans  ilen  Gleichtmgen  (^113.  c.}: 

e»=^  +  ^+2j^co.aJ  oder  p'=xa+x'u'™u''(x-- ^)  !•■«.*.> 

kr 

(.IEa=«^x-^«offfi',  pa:«'=«i'-^cM«r,  j^«''=:Cx''-^p 
die  cieh  mU  ZuMMiig  dir  GieidmqgeR  (41}  ud  (45.  i.)  nch  m  scihniben  hm»': 

p(rai=:ii+ii'c<r,  p{i;*a's:tta;9<Ti-«',  e<i?«"=n««+«'iK )  ■  ■  i 


endlich  gehen  die  ersleo  Gleichungen  (115.  c  und  d.)  Uber  in: 


Utapt  nun  die  Bid*nv  AZ  enmd  in  die  Pofanut«  AX,  dtt  UMlai«  üd  m  die  Petame  AV 


»  ifii«  «1  «»«■  Falle 

0.=« ,  md         (;^o  ,  c;'=30, 

im  andern  Falle 

0.=»,,  «;=«.  «r=«r  «wi  *i=o,  i;=(k,  *?=50j 

ddMr  weidoB  die  Gleicliiiugen  (ÜS.  d.)  dii  eine  Mel: 

«11+ av  ^  «X— 

ooew=  *         «der  coew= -<  

des  andere  Mel:  \  rit*. 

eoew^      +         oder  «o.w'=  ^^i^^^ 

we  w  den  Speichettwinkel  mit  der  Polmze  A3P,  V  den  nil  der  Poteroie  AS*  vorstelll;  nimmt 
man  zur  Richtung  AZ  einmal  die,  in  welcher  die  Puhirebene  von  der  Grundcbeee  XA'X^, 

ein  ander  Mal  die,  in  wclclior  ilii-  Klicni-  JAI'  von  der  X'A  X"  gcscbniUcn  wird,  so  werden 
ditdurch  die  Grössen  a, ,  a, ,  a'i  und  c, ,  (',,  c^'  besUnunt,  man  hat  nämlich  im  ersten  Falle 
(S.  4  Nr.  490»  wcHB  die  IhireliMiinJttarlelihaff  nll  AX  «ech  einerlei  Seile  liineielend  eofge- 


In  enden  PeOe  d^fegee^:  wem  die  INirdiscIuilliridilniig  mit  AX*  necli  eiieilei  Seile  Idulelend 


•«,s=6;  y;==5-U//.«r--- ^^^^^  «ad  <,=?-einWeoei8,  dsrsinW",  CsO, 
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mi  Im  Folg»  dianr  bcwiidani  iwIhmii  die  CllekliH«Mi  (litt  d.)  dfa 


wo  wie  in  döi  Crleiclmiigcn  (118.  f.)  w  uf  die  in  der  Bbftra  XAX",  V  dagegen  «nr  die  in 

der  Ebene  .VAX"  liegende  Richlunj^  AZ  sich  bezieht.   Sodann  erhält  man: 

b}  für  den  Fall,  dass  }'A3P'  zur  Projectionscbenc  undAX"  zur  Projectionsaxe  genommen 
wird,  welcher  dem  in  Nr.  61.  behandelten  »oilog  ist,  und  in  welchctu  die  Ordinate  eines  be- 
O  jelit  ür(x^)  oder  vT  wird,  eae  der  (üeSchM^  017.  d.): 


remer  an  den  ^tciehmgen  (117.  e.) 
imd 

welche,  weil  in  Gemassheii  der  Gleichungen  (41)  und  (46.  b.)  (a,)6  =  cosW',  (a;)^'=co8  W 

md  (V!^)(E^=t  irt,  sidi  ludt  eo  adireilieii  fausen: 

'  j_  »— ^iTeoiW*         tf— «"«wir'  '  " 

J*"",      f        *    —        9        *  ~ 
Cli«»ftb)  ...i.  /  imd 

«=5,  0'=-,  a cos W+a' CO» W"+ e*~ 0  ; 

endlich  erhält  man        den  Gleichungen  (117.  f.)  mit  Zuziehung  der  vor  den  Gleichungen 
.  b.)  angozeigteil  Aaswcrtlliiiigeii: 

luv.  c.)  ros  w  -2 — !— 2 — LJz —   oder   cos  w  ~  '  . 

(?  Q 

Lässl  man  die  Richtnnir  AZ  ciniiiiil  in  die  Poliirii.vc  AJ.  t  iii  iindcres  Mal  in  rfic  Polaraxc  AJT 

fallen,  so  nclunen  u«,  a^,      und  c, ,  ci ,  cä'  die  ihnen  uninitlelbar  >ur  den  Gleiclmngcn  (IIS.  c.) 

bägeiegteii  beMmdom  Veribe  >»,  mfo^  weielier  die  GleicbiMigen  (1^^      >">  *'>*<^ 


co>w=             '   oder  coewss^— 

9  9 

md  im  andern  Falle: 

9  9 


men  hingegce  snr  lUdiIng  AZ  ejmBil  die^  in  welcher  die  Ebene  fA7  von  derXAXf 

geschnitten  wird,  und  ein  ander  Mal  die,  in  welcher  die  Ebrne  .TAI'  von  der  X'A  \"  pc- 
•obnäteii  wird,  eo  nehmen  die  Gröcsen  0«,  o^,  <Ü  ood  c,,  c;,     die  besondero  VVerÜie  an, 
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fL  A  RK  «t. 


ISMPdIaiiM. 


m 


weldie  uamiUdlNu-  vor  den  Gleichaagai  f.)  angegeben  wonkn  iW,  ind  dadurch  vcr- 
UMlflni  lieh  die  Gl#ielniig«n  (lltL  in: 


und  CS  bozieht  üich  hier,  wie  in  den  Gleichungen  (^119.  d.},  w  auf  die  in  der  £iieae  XAX'\ 
Vf'  dagegen  iiuf  die  in  der  Ebene  X'A  X"  lii'gende  Ilichlung  A  Z . 

63}  Die  bisher  eritaUeiien  Resultate  lassen  aich  aof  die  ProjecUonssysteme,  wdelie  AX 
oder  AS'  zur  Pmjpctionsaxc  «nd  die  diesen  Axen  pcgi'niilin-IicfH'ndr'  nrund-  oder  Polar-Cn- 
ordinatenebenc  zur  ProjccUonsebene  haben,  durch  eine  Vertauscbung  der  dritten  Art  übertragen, 
io  wie  «ie  durch  «ine  Vertauscimng  d«r  tweRen  Art  anf  micbe  Projectionsprsicmo  anweniftw 
gemacht  werden,  deren  Projectionsaxe  entweder  AX  oder  Af  ist,  und  deren  Projcclionscbcne 
mit  der  diesen  Axen  gagenübcriiegendea  Grund-  oder  Polar- Coordinatcncbenc  zusinninenDilll. . 

Obgleich  im  Vorstdiendcn  IiIm  die  Projerliuni«  eines  I>Hiebigen  Punctes  0  aur  die  Pro- 
jeeÜonsaxe  sowohl,  als  auf  die  ProjectiOASebenc  zur  äprarlu-  gi  koinmen  sind,  so  ist  damit  doch 
zugleich  auch  alles  das  gegeben,  was  zur  Auffindimsr  der  Fioji  rlionon  von  Geraden  auf  die 
Projeclioiisaxo  oder  auf  die  ProjeclioDsebeoc  erforderlich  ist;  denn  da  die  ProjecUon  .einer  Ge- 
raden anf  «fie  An,  der  Nr.  3.  gemMaB,  die  Differenz  der  zu  dieser  Axe  gehörigen  Ordinalen 
Ihrer  Endpuncle  ist,  .so  crgiclit  sich  «lit^sclln^  soijli  ich  aus  di'n  auf  die  vorstehende  Weise  aus- 
gedruckten Ordinatvn  von  Funolen,  und  w^s  dio  Protection  der  Geraden  auf.  die  Projeclions- 
ebene  betriSl,  so  lisst  sich  dfeie  Qiror  Richtaing  und  GtAbss  nach  sogldch  aus  den  Fohneln 
^es  ebenen  Coordinatensystenis,  dessen  beide  Axen  in  der  Projectionsebene  liegen,  ableiti  ii,  da 
man  lüc  Courdinafon  ihrer  Endpunctc  in  dicsrm  ebenen  Sysicmf  nütlelst  der  vorstehenden  For- 
meln immer  leicht  aufllndcu  kann,  weU  diese  Endpuncte  nichts  anders  sjnd,  als  die  Projectionen 
▼00  den  Endpnncten  der  Geraden  auf  die  ProjeetiMHebene. 

Die  in  den  \origpn  Ann  Nummern  milgctheillcii  Fonialn  worden  hiiclist  einfacli,  wenn  das 
Coordinatensystcui  ein  senkrechtes  ist,  und  nan  die  Projeclionen  ins  Auge  fasst,  wekhe  parallel 
nil  dOT  Axe  gebildet  werden,  die  senkrecht  auf  den  beiden  andern  steht.  ,Dn  nfladich  in  die- 
sem Systeme  die  senkrechte  Gruodaxe  mit  der  zu  ihr  gehörigen  Polaruxe  zusammcnnillt  und 
aud)  die  diiüor  Axe  gegenüber  liegenden  Grund-  und  Pular-Courdinaienebenen  in  einander  lie- 
gen, so  ziehen  sich  die  vielerlei  Projectionssysleme,  welclie  zwei  zusammen  gehörige  Axen  mit 
ihren  beiden  gogeottber  fegenden  Goordtnflenebeaen  Ulden,  and  die  bfaher  betrwAlel  worden 
sind,  hd  ihm,  wenn  hier  die  in  einander  fallenden  Axen  und  Coordinatenebenrn  zur  Hildung 
der  Projectionssystemo  genommen  werden,  in  ein  einziges  zusanunen,  dessen  Fonneln  man  aus 
Jidum  der  vorigen  Pune  ableiteii  kann,  wieaa  man  in  ihnen  dhi  dem  senkrechten  Systeme  eigen-? 
tluiiiiliclu'n  Relationen  gellend  macht  Ist  nämlich  AX"  die  senkrtjchlc  Axe,  so  sind  W  und 
W  rechte  Winkel  und  man  hat  in  Benig  auf  ^eden  Punct  x"=:u".  Dadurch  werden  die  filet- 
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A»  (113.  d.3  «eben  iftcr  to« 

(»  e  p  e 

nnd  di«  vordem  in  (^it5.  c.}  und  (^115.  d.}  enihnitrnoii  nehmen  die  folgende  Fonn  an: 

(at«*  dl.)  cos  w  =s  -I — ! — —  oder  cos  w = — ! — . 

P  9 

Alle  diese  GU  ;  linrürtn  iTliäll  man  ganz  ehm  so,  wenn  man  sie  aus  einem  der  drei  librigea 

Projectionssyi-kTiif  ableitet,  welclio  in  Nr.  61.  und  Nr.  62.  abgehandelt  wonlen  sind. 

G4}  Machdem  wir  im  Vorigen  di«  Mittel  angegeben  haben,  wodurch  sich  Projectioucn  von 
fanden  und  Gerwleii  auf  die  PraJeetiODMUce  oder  eoT  die  Projeclfoiueibene  dnrcli  Coofdinilei 

an  dem  Coordinalf-nsysteme,  aus  welchem  jene  Projectionssystcmf  hcrv-nr^rhohint  worden  sind, 
bestimmen  lassen,  bleibt  noch  die  üludiche  Untersucbiuig  in  Bezug  auf  Projectionen  von  ebenen 
Figuren  amuslelleil  fibrig.  BezeklioeR  wir  dordi  P  den  PlMeheninbfllt  irgend  einer  beliebig  wie 
im  Räume  liegenden  ebenen  Figur,  und  denken  wir  uns  die  I^agc  der  Ebene,  in  welcher  diese 
Figur  Uegt,  durch  eine  auf  ihr  senkrechte  Richtung  gegeben,  welclic  auf  ein  beliebiges  aus  den 
Axen  AX,  AX',  AX"  instminengeselztes  Coordinalensystem  bezogen,  an  diesen  Axen  die 
SChlefnt  ProjeoUoiUSSddeO  p',  p"  und  die  seiricredllen  p,  p',  V"  iierert,  so  bildet  diese  Rieh- 
tung  mit  den  zu  dem  gewählten  Coordinatcnsysleine  echöHijeii  i'olüraxen  A  i  ,  A  X'.  A  X"  V>'in- 
kel,  welche  die  gtoichen  sind  wie  die,  weiche  die  Ebene  der  Figur  bezüglich  mit  den  Grund- 
Coonlinalondwnen  XAX'i  XAX!*,  XAX*  naclrt,  nnd  eben  so  bOdet  jene  Rlditanif  arit  den 
Gruiidaxen  AX,  A  X',  A  \"  M'inkel,  die  denen  gleich  in  I  nelefio  die  Ebene  der  Figur  be- 
züglich mit  den  Polar -Coordinatcnebenen  BTAJE",  iAi",  iAi'  macht,  wie  iiuui  sogleich  ge- 
wahr wird,  wenn  man  ai^  die  ebene  Figur  und  die  gewNidCe  auf  ihr  aenkredite  Richtung  mit 
akih  aelber  paralb^I  fortbewegt  vorstellt,  bis  beide  durch  die  Coordinatt*nspitze  A  hifidnrdi  gehen, 
wobei  in  der  Grösse  aller  Winkel  keine  Aenderung  vorTdllL  Denkt  man  sich  jetzt  durch  die 
beiden  Richtungen  A  Z  und  A  JE"  hindurch  eine  Ebene  gelegt,  so  steht  diese  senkrecht  auf  der 
Ebene  der  Figur  und  zugleich  andi  auf  der  Ebene  XAX*,  mithin  auch  auf  der  Geraden  AH, 
in  wolelier  diese  letztem  Ebenen  sich  brfeaDcn.  und  es  sclineidet  jene  Ebene  dicsr  beiden  in 
zwei  Geraden  AS,  AS',  welche  senkrecht  auf  der  AR  stehen  und  daher  den  Neigungswinkel 
der  beiden Sbenen  hef|rebeR;  weH  ferner  die  Geraden  AS,  AS'  ant  den  Ridttungen  AZ,  AIP* 
in  rechten  Winzeln  zusammenhängen  und  alle  \ier  in  einer  Ebene  lie^'eti;  so  ist  der  Winkel, 
den  die  Richtungen  AZ  und  AH"  mit  einander  machen,  gleich  einem  von  den  beiden  Neben- 
winkeln, wdcbe  ans  den  Geraden  AS  und  AS*  iiervorgehen,  folglich  anch  glefeh  einem  von 
den  beiden  Nebenwinkeln,  welche  die  Ebene  der  Figur  und  die  Ebene  XAX'  mit  einander 
machciL  So  wie  hier  cffzei^ft  \\ordcn  ist,  dass  die  Ttielitmif;  AZ  mit  der  folaraxe  AI"  einen 
Winkel  einscitliesst,  der  entweder  dem  spitzen  oder  dem  stumpfen  Winkel  gleich  ist,  den  die 
Bbena  der  P^r  bH  der  jener  Felanxe  ^egeMmt  Vegendan  Grund-Coonünatentlbene'  bildel^ 
eben  so  liisst  sich  auch  das  annlnjre  Verhalten  der  zur  Figur  geh<iricfen  Ebene  und  der  auf 
dieser  senkrechten  Ricfalong  zu  einer  andern  Coordinatenebeoe  und  der  auf  ihr  senkrechten  Po- 
laraxe  Anthnn.  Dies«  vtmmageaelddtt  folgt  nnn  sogleich,  daas  p ,  p"  die  loainnse  von  einem 
der  beiden  Nebenwinkel  sind,  welche  die  Ebene  der  Figur  bezüglich  mit  den  Polar  -  Coordioaten- 
ebenenl'AS",  £AF',  3f  AF  bildet,  da  die  senkrechten  Projcctionszahlen  nichts  anders  stad,  ab 
4  c      ■  die  Kosinuse  der  Winkel,,  welche  dk!  Bichtang  AZ  mit  den  GnuidaxcnAX,AX',AX''bildal,  nnd 

tr  .1 
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>,  C;p',        dfe  lorimw  der  WUid,  wridw  *  WMm^At  m»  d«ft  Po« 

laraxcn  A3F,  A3F',  AS"  bildet,  und  eben  desshalb  auch  die  Koginuse  von  emem  der  beiden 
Ikkeiiwiiikel».  wekdie  dte  Ebene  4er  Figur  bexUgMch  mü  den  Grand-^ordinatenebene»  X^AXT, 
XAX^,  XAX*  bDdet,  was  eine  unmittelMOre  Foi|;e  4er iGfeidiinigen  C-''^  »t,  welche  die 
leakrechtea  Projeclionszahk-n,  die  eine  Bichdinfr  hm  <li*n  Polartxen  gicbt,  aus  dm  si  tiioren  Pnw 
JedilNmaUen ,  welche  dieselbe  HrrlilunL;  hu  diu  (iniiuhiMMi  {^iclit.  zu  liiidt-n  Iflircn.  Yrrlntidet 
am  die  Bedeuinng  dieser  Kosijiuse  uul  dem  Uurcli  diu  (jleicliuitK  (2.  a. j  uusgespruchcnen  SaUe, 
durch  den  erwieien  iit,  da^p-dleJiMdbenigrilMy  w^^e»  ■ei*!»!^!^  Uffffwllwi  tkm  beUdiigeii 

elienrn  Fi<.'iir  iUlf  iri.'1'nd  n'tic  Ebene  nus  der  Fhichftiirrii'-si'  dii-siT  Fipiir  j^cfuiulm  wird,  indem 
■um  diese  mit  dem  kuüinuü  dui»  W'inliel«  tuullfpl^cirt,  den  die  i^t>euc  der  Figur  mit  der  Projec- 
liofutBbefie  oncht,  so  Obeneagt  man  gk*  oImm  alto  MUie,  dm 

die  FlilcheBffrOMen' von  den  senkrechten  Projcctionen  der  eben^^igiir  auf  die  FoJar-CöoriljU 
natenebenffrA'r,  lAr,  lAF  sind,  und  eben  80,  dtSS       '  l.nM  ^fT.l^^lt* 

tfpF  ,   (Rff  ,  «;'p"P 

die  Fliidipnpriissen  von  den  senkreclilcn  rrojccli<>n<'n  iIit  plit  tn-n  Fiuiir  nur  ilii'  nniiid-foordi- 
naleiieboni'n  X'A  \"',  XAX",  XAX'  sind,  wenn  F  don  Fluclicuinlialt  der  ebenen  Figur  vorstellt. 

Aus  diesen  senkrechten  Projeclionen ,  von  welchen  die  ersten  durch  projicirende  Gerade, 
die  d^ii  Gnindaxen  AX,  AX',  AX"  paniüil  liufcn,  die  andern  durdi  projicirende  (Jeradc,  die 
den  Pölaraxen  AI ,  AT,  AS" .mrallel  lau£eoL«n  denen  ihnen  senkrecht  gegenüber  stehcmden 
Coordinateiii^b^nen  ahgcschllitiM  ^iMSi^'W^  leicht  die  schiefen  ProjectfSiMlliM»'! 

welche  dunli  ilir-,i  ün  u  projirirenden  GiTiidi  n  <m  den  ihnen  schief  gegenüber  stehenden  Coor- 
dinati'ncbciien  ubgeschnitlen  werden,  mittelst  des  Salzes  (2.  b.}  ableiten,  welcher  aussagt,  dnss 
man  die  schiere  Projeclion  einer  ' d>ehen  Figur  aus  der  durch  dfe  gleichen  projicirenden  Geraden 
gSätÜdclen  senkrecUw'llUkt,  indem  man  diese  durch  den  Kosinus  des  Winkels  dividirt,  den  die 
zu  einerlei  projirirenden  Geraden  gehörijj<'n  senkrcchlcn  und  schiefen  Projeclitinsebenen  ein- 
schliessen.  Erwügt  man  nämlich,  dass  unserer  Anordnung  des  Pularsystems  zur  Folge  (I,  (S^, 
iSa  die  Kosihuse  der  spitzen  Winkel  sind,  welche  die  Coordinatcnebenen  X'AX"  und  FAS", 
XAX"  und  lAJ",  XAX"  und  VAJ'  mit  einander  uuichen,  so  fidi:!  soirleich  kraft  de;  ""'^(f'^ 
l&lirlen  Setses  au  den  obigen  zuerst  aufgostcUtcn  senkrechten  Projectionen,  daM 

■  ■*)  1»  /  

die  Flichengrttasen  von  denjenigen  schiefen  Projectionea  der  ebenen  Figtpr  F  and,  welche  durch 

projicirriide  Gera<le,  die  rnil  den  flrundiixen  AX,  A  X',  A  Y"  [i.iniüel  Imifeir,  iiti  den  Grusd- 

flWl dina lenebcncn  X'AX",  XAX",  XAX'  abgeschnitten  werden,  und  eben  so  luigt,  dasÄ 
n'i//.  not»  tiB  ^jiaili!>ifT  oJth  ny  :        'm|  j  . .    it^-f  ;  Ihioib  • 

pF  ,  p  r  ,  p  F  ■    I  / 

die  Flächengrössen  von  de^jenigan  schiefen  Projectioncn  der  ebenen  Figur  F  sind,,  wejd^e  /jmik 
I^jicircndc  Gerade,  di<'  iiiil  den  Pularuxen  AS,  Al°,  Ai"  parallel  I mf(n_ djm  ijoinpjtflft jl 
dinatenebencn  S'AJT',  X\i'  ahiresclmitlen  werden.   Bexeichnen  daher  tfitif 

P,    P",    P"   die  mit  den  Grundaxen  AX,  AX',  AX   parallelni'aflhieren Projeclionen  auf  die 
Grundebenen  XA  X",  X  A  X",  XAX';  ; 
i^h  (ff")  <i'&  ini^  «i^n  Polaraxen  A  A ,  AS\  AS"  parallelen  schieren  Projeclionen  auf  die 

PoiMsbenea.jb'Aa;',  i^Ar,  aiAjk'i. 
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Q,  iy,  .V'      mü  doi  Polarexen  Ai,  AT,  AT  paniMM  seakMöklMi 

die  Grundebenen  X'A  X",  X  A  X",  X  A  X' ; 
(0)>  ifft  (0")  die  mit  den  Gnindaxen  AX,  AX',  AX'  puraUdea  «eokrccfalen  Projectioaca  auf 

die  Poliifbeiwii  rAr,  JTAr,  f  Ar: 
M  hü  mm  In  GontalMdl  4<r  TomdMniea 


fp  =  |p/  P'  =  ^,F,  ^-^fi 

Citl.«.>.  <(P)=pF,    r)=P'F,  (P")=I«"F; 

/  0  =r  (TpF  ,  0'  =  (^:p'F  ,    0"  =6;'?^  ; 
Wüj-pF  ,    rO')=:p'F,      (0")  =  P"F. 

Da  (E,  (Ei,  wesentlich  positive  Urüssen  sind,  so  haben,  wenn  die  Grösse  F  in  nhsoluler 
Bedenbni;  gennniwii  wird,  P ,  P,     und  (Q) ,  (Q') ,  (Q")  mit  v ,  V',  V",  ao  wie  0 ,  Q',  iT  und 

(P),  (P'),  (P")  mit  p,  p',  p"  einerlei  Vorzeichen,  es  stellen  sich  sonach  die  Projcctionen  der 
ebenen  Figuren  als  positive  oder  negative  GrdMCfl  dar,  wenn  sie  mit  den  Grundaxcn  parallel 
geschehen,  je  nachdem  die  anf  der  Ebene  der  PlgW  senkrecht  stehende  Richtung  an  diesen 
Grundaxen  pOiltive  oder  negative  senkrechte  Prujeclionszahlen  erzeugt;  wem  Sie  aber  paralld 
mit  den  Puloraxcn  geschelicn,  je  nuchdcin  jene  Richtung^  an  den  Grundiixrn  pnsili\  i'  nJcr  ne- 
gative schiefe  ProJeclionj>zahlen  erzeugt;  weil  inde^isen  von  den  zwei  einander  enigegengesetztea 
RichlDiigiea,  wddM  aenikredit  auf  dar  Ebene  der  Figur  atehcn,  Jede  luh  den  gleieheii  Rechte 
als  die  anjTcgclion  werden  kaim,  welche  den  Gleichungen  (121.  a.)  zu  Grunde  liegt,  und  die 
ProjcrtioiiüZHhlen  dieser  beiden  Richtungen  zwar  an  Grösse  gleich,  iliretn  Vorzeichen  nach  aber 
entgegengesetzt  sind,  so  sidit  nan  em,  tfass  die  Gegenselzang  jener  Richtung  eine  Uadudumaf 
dn*  Vorzeichen  glcichzeil^  bei  allen  Projcctionen  der  ebenen  Figur,  welche  parallel  mit  einer 
Grund-  oder  Polaraxc  eines  fonrdinHlensystcras  auf  die  gegenüber  liegende  Coordinatenebeno 
gebikict  werden,  diese  mag  dem  Grund-  oder  Polarsy^lein  angehören,  zu  Stande  bringL  Die 
vomdienden  Glekhangen  Idu-eo ,  wie  alle  solche  Projeciionen  der  Figur  ans  der  Lage  ifarer 
Ebene,  welche  durch  eine  niif  dieser  Eliene  senkrerlile  Genide  ffejjelten  ist,  gefunden  werden 
kdnnen.  Ifan  kam)  diese  Gleichungen,  wenn  man  die  oben  uufgetundenea  Relationen  (iü,  a.^ 
■nd  (56,  b.)  wr  KMfe  ntaMU^  ancb  so  sdureibeos 

P=(p)F,  F'=(p')F,  rssöOFj 

)(P)=  P  F  ,  r)=  p'  F  ,  (P")=:  p"  F  ; 

*          ' <0  =  (P)F,  {)=(p-)V,  0"  =  (r)F; 

(0)=        ,  (0')=  V  P  .  (0")=  VFi 

in  wddMn  (p),  (p'),  (f)  mi  (p),  (j^),  (fT)  dio  acUeren  nwl  aenkicdilai  PrqjeeÜpnsnUea 
vorstellen,  welche  dieselbe  auf  der  Ebene  der  Ffgnr  senkrechte  RicMong  an  den  Axeo  A3f , 
Af,  AS"  des  Polarsyslenui  liefert. 

Midapliclrt  wmt  din  enlen  nnd  vlerlen  nntnr  ehmder  stehenden  ISdchungcn  (121.  a.} 
Irencwelse  mit  einander  nnd  Ibnt  num  dasadbo  ^ller  nach  hm  den  nraüen  nnd  drüleni  so  ei^ 
haltniM: 

((0)=6P,  ((?')  =  6:P',   (0")  =  «;'P*  nnd 
in««.  m.j  j  Q  _ g ^    Q'  ^q-^f)^    0"  =  6;' (P " I 

andtiplicirt  man  ferner  sowohl  die  avf  erv-tf>r  und  dritter,  als  die  Ruf  zweiter  nnd  vierter  Zade 
nier  einander  stehenden  Gleichungen  (lül.  b.j  mit  einandor,  so  findet  man: 


I 
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(P)(0)=  p   r .  (P) fO')=    »'  F*.  (r')(0'')=  p"^ r  ) 

wobei  sa  neriwil  ist,  Aass  nach  Aussaj^e  der  Olpichnngen  (58.  a.) 

(p)(p)  =  pp  ,    (p  My)  =  p'«>',    (p")(r')  =  p"p",  .     .  .      •      -.  { 

■nd  dibnr  aneh 

P  0 = fP)  (0)  ,  P'  0'  =  (P')  (0')  ,  P'*  0" = (P") ( 0'  )  uw. 
fart.  Addirt  man  dif  drei  auf  jeder  Zeile  stefaendeo  (Seichungen  (122.  b.^  m  einander  und  be- 
•diel  oun,  dMS  der  Jeder  Richtung  angcbdrigcn  CSrichung  (11)  zur  Folge  sowohl 

bl,  fo  ffebngt  mm  m  dca  «acfailehomlgn  GletelniQgeii: 

rii^r(r-\-rQ"=r  ma  iP)(0)+(PO(0')+(P'*)(0")=5F*  dt«.«.! 

63)  Wühlt  im»  in  der  auf  der  Ebene  der  Figur  senkrecht  stehendun  Richtung  zwei  Puncte» 
von  wdilu  n  (irr  <  iiu',  in  firr  Ridilung  riickwfirts  liegende,  an  den  Grundaxen  AX ,  AX',  AX" 
X,  x',  x"  und  H,  u,  u',  und  an  den  PolaraxcnAX,  Af,  AJE"  (x),  (x'),  (x")  und  (u),  (u), 
fo'O  w  «ddefen  «wil  teiila«cMev  CoonüMten  Inl,  wührend  die  du  aMtem»  in  der  IUelitMii(f 
mehr  vorwärts  liegenden,  Puncles  an  den  Grundaxen  x, ,  x' ,  x''  und  u, ,  u',,  u"  tind  an  den 
Folaraxen  (x,),  {x',),  \x")  und  (■,),'(ai)i  (»")  'ein  sollen,  so  hat  uian  in  Sinne  der  oben  auf- 
gettelllen  Gleichungen  (3) ,  wem  r  den  pdsiliv  geiomiMMn  AlMaid  der  beUen  Fimcte 
«Oll  dnMder  beBdchnet : 

5=»=,.  m, 

«nroU,  ab  aadk: 

und  setzt  man  die  hier  statt  der  Projcctionszuhlen  gegebenen  Quotienten  in  die 
(121.  b.)  ein,  »o  lassen  üich  dic^c  sogleich  in  die  folgende  Form  bringen: 


F  —      r  » 

r  ' 

fp')  x' 

r  ' 

F   ~"  r 

tu.)-^u) 
r  ' 

o:  (u;)-iu') 

.  F          r    .  » 

F       ""T"  ♦ 

Denkt  nuin  slrli  die  anf  Hor  Khfnf  dff  Fi>riir  sonkrechl  srostellte  Riehtunir  diiroh  dii»  Coordina- 
tenspüze  ge|f*gl,  so  kann  man  diese  zu  einem  der  awei  in  der  Richtung  gewühlten  Puiicte  neh- 
Mü,  daim  alod  dewon  CoofdiMton  aliMnIlich  mI»  md  ef  wavdm  dto  vorig« 
wenn  man  sich  die  Richtung  vom  äkatt  ^rilM  mu  Mach  den  twoilNi  M  der 
tan  Ptmcte  fainkafeiid  denkt: 
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~   r  ' 

P' 

W) 

r  • 

p" 

F 
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F  ~ 

7  » 

(D 

F 

^£  . 

~  r  ' 

0 

l'u,'i 

0'  _ 

1»;) 

0" 

_  W)  . 

F 

F 

r  ' 

F 

~  r  ' 

F 

—  — » 

V  *~ 

r » 

F 

-  < 
t 

Die  Gleichungen  (^123.  b.)  schlicssen  einen  Sali  in  sich,  durch  welchen  die  ganze  Nalwr 
der  Projectionen  einer  ebenen  Figur  in  allen,  nus  einem  Coordinalcnsyslcmc  hr^nittsg^chübenen 
ProjectioQSsysteuicn  sehr  einfach  ausgesprochen  wird.  Erinnert  man  sich  nämlich  an  das,  was 
oben  (Nr.  3.)  von  den  Projectionen  einer  GenMte«  «df  die  Axo  eine*  bdieMg«*  ProjectiOM* 

Systems  gesagt  worden  isl,  »luss  nümlich 

(«^  —  (x) ,  (xi)  —  (x') ,  ixi  j  —  (x'  j  die  mit  den  Ebenen  aTAi",  3L  A  i",  £A  £'  parallelen  schiefen 

Projedioneii  auf  die  Axen  A3E,  ABT,  A^T, 
Xt-^X,  xj— x',  x;'— x"  die  mit  den  Ebenen  XAX'^  XAX",  XAX'  pmdlelen  SCUdim  Pro- 
jectionen auf  die  Axen  AX,  AX'  AX't 
(u,)  — (u),  (u;)-(u'),  (u.")  — (u").  die  nät  den  Ebenen rAX",  XAX",  XAr  parnüden  senk- 
rechten Projectionen  auf  die  Axen  A  3f ,  A  3E',  A  3E", 
u, — V,  uj  — u',      -n"  Jif  mit  (l.n  Ebenen  3E'A3E",  XAX"»  3EA3E'  parallelen  senkrechten 

Projectionen  auf  die  Axen  A  X ,  A  X*,  A  X" 
von  der  auf  der  ebenen  Figur  «nkreelrton  Genden  lind,  deren  Llngc  r  ist,  «nd  vergldcht  matt 
die  hier  erhaltenen  Projeelinnssystcmc,  worin  die  Projectionen  der  ncradcn  von  der  Länge  r 
sielt  erzeugen,  mit  denen,  in  welchen  sich  diejenigen  Projectionen  der  ebenen  Figur  bilden,  die 
nlt  den  Projedioiien  der  Geraden  in  den  GleiiAangen  (123.  h.)  verbunden  abid,  ao  wird  man 
gewahr,  dass  sie  bei  senkrechten  Projectionen  die  gleichen  sind,  bei  schiefen  Projectionen  da- 
gegen stehen  sowohl  die  Coordinatetuixen,  welclie  die  Projeclionsaxen  bilden,  als  die  Coordi- 
natenaxen,  durch  welche  hindurch  die  Projedionsebenen  gelegt  sind,  im  Verfailltniss  von  Gnind- 
und  Polaraxen  xn  einander;  nennen  wir  Mwr  so  von  einander  abhüngige  ProjedidnxByitemc 
Gcgensystrine,  so  lassen  sich  jene  (ileichniigen  wie  foljrl  niifss-prcrhfTi : 
Das  Verhaltniss  der  Protection  zum  Projicirten  ist  bei  einer  ebenen  Figur  und 
bei  einer  auf  dieser  s<ettkreeht  stehenden  Geraden  ein  und  dasselbe,  wenn  beide 
Projertio  lu-n  scilii'fe  .sind  und  G  rrjons  ystemcn  «ngchöreii,  oder  wenn  heido 
Projei  tionen  senkrechte  !<ind  und  einem  und  demselben  Systeme  angehören. 

66)  >^'idl!l  man  zu  der  in  Nr.  64.  behandelten  ebenen  Figur  ein  Drrirrk,  dessen  Seiten 
(  und  l,  den  Winkel  <p  einschlies«en,  so  ist  der  Fiücheninhalt  dieses  Dreiecks  ^  (1,  sin  «|p ; 
man  ctbldt  daher  <Be  GrOsse  der  Projeelionen  dieses  Dreiecks,  wekhe  in  den  verscbfode« 
iien,  aus*  einem  Coordinatensystem  hervorifeliobrncn  Projectionssyslrmen  entstellen,  wenn 
Btan  in  den  (ileicbungen  (121.  a.)  F  =  |li,stnqp  setzt,  und  allen  dortigen Zeicli^  ihre  iVuhere 
Bodeeinng  lüsst,  womadi  ako  p,  p',  p"  und  p,  p',  p"  die  scUeCm  nqd  senkrecbton  Projec- 
tiensiahlen  einer  auf  der  Ebene  des  Dreiecks,  dessen  Inhalt  ^(I,8in4/>  ist,  senkrcciden BjchUWf , 
vorstellen.  Diese  Richtung,  welche  man  ^cb  von  dem  Puncte  auslaufend  denken  kann,  in  wel- 
chem die  isciten  l  und  1,  des  betrachteten  Dreiecks  zusanuuenstosseu,  bildet  uut  den  zwei  Rieh-, 
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tätigen,  wtrin  4t8  Mtn  f  w»i  I,  dM  Snied»  ItofSB,  «■  sadEraehlM  GoorAnateRsystevi,  af 

\Nkhe«  im  Zasanmenhah  mit  dem  tirsprttnflich  gegebenen,  die  fUr  ein  ienfcwchles  System  oben 

gegebenen  Gleiehunß'en  (107.  Ii.  und  f.)  ihre  Anwendung  finden.  Bezeichnen  nämlich  a,  a',  a" 
und  c,  c',  c"  die  schiefen  und  senkrechten  Projectionsxahlen,  welche  die  in  der  einen  Seite 

i^w^MM^'tagmtnmmm'KMaffiimi^ien  Axvn  AX,  AX',  AX'  rti    f  rtinnlriiiijiilnlnn 

V»  nrin  rlin  Pr<>jcfti(>nen  ge.schehen,  lii^fort,  a  .  /'  und  c, ,  c],  v','  dasiiclbc  in  Bezug  auJ'  die 
andere  ia  der üeite  1|  des  i^reieclU)  anf^caomniene  Hictitung  und  itMilii  nun /dies«/ beiden  fikbr- 
loagMi  «Ir  üMi  Axäa  AJ'i  *kV<  4n  <iim  9imm^  wm 
p ,  p',  p"  uiiil  p ,  p',  v"  in  ihrer  Inshcrigen  Bedpiilung  als  die  der  Axe  A  Y"  euLspriKhenden 
««biefen  und  scnkrecbtnn  tsojeetiotawuMtm  m  im  Gmndaxrn  Hnzusehen;  iiufi  tuti  daher  in 
Ml  Olek-Iiiin^ren  Uos  Statt  der  nll-^  lOmadaeichedt  A ,  A,  und  C,  (\  f«dnebflBea/:Grdtaai 
hier  die  mit  den  (irund/.eielieii  u ,  »,  und  c ,  c,  veri^ehenen,  und  .litnll  dKlllii^4lflilk.fii;tWlMMlhn 
A,  und  (-1  viTselifMien  hier  die  mit  den  GrundzeitheH  p  und  p  versehenen  t.n  setzen,  so  wie 
statt  di^s  dprl  durch  \V,  J(teif4;icUuift««|  .^^jft;^i»ißli,^,  Y^iÄ  V  tu«^;;<|ef).,^.,('U  nji^binit^  .I)ur|jli,  djese 
Subatituttonen  fTenwuHieln  «bft  «Ii»  Glflkhnqgo^^^^^  '''  ' 

• '  ivitii^tekC.'iJr^n'*^)  V  ''^M^k^X*''i>^"^fi'^ '  ^X^^9i^Wi%Ü^UViV 
äi-(iOT:-£3f  'wMrtiw>i  ■     '  -''  "-'i'-^'i'!^''-'  ke'i>  »'>r  ..        UV  i-,<:  „ 

isclzt  man  aber  die  hieraus  Air  V ,  Tp',  p"  und  p ,  p',  p"  sieh  ergQ|Nalai  ]]j|ffty4l#.  und  zugleich 
lll^sulm  für  F  iu  die  GIcioliungen  (121.  h.},  so  nehmen  diese,  vreim  man  zu  glekJier  Zeil 

berüduicUist,  <bm  ^=^W'.,  ^  =iinW,  %s  =siaW  ist,  die  Mgaaio  Fom  m:  , 

•  *  M?i   .1!)--  . 


QWelmgen  lierom  die  Kümmilit  hen  Prejectfooett  aus  den  Seiten  l ,  (,  nnd  dem  ein- 
geschlossenen Winkel  <p  gebildeten  Dreiecks,  wenn  die  Lagen  und  Grössen  von  zwei  Seiten 
dieses  Dreiecks  bekannt  sind.  Lässl  man  in  (fiesem  Dreieck  I=:I,=:i  werden,  wodurch  sein 
Ulli  ta  dw  balbea  fnlull  des  an  dasselbe  angeknüplten  neuen  CoordinataiisysleM  llbergdd^ 
sich  die  vorstehenden  Gleichungen  in  die  folgenden  zurück: 


P  s=3±|si«W"C»'ar'"»"0.  r  =±4stoW'C»"s..-asD,  f  =i±l*iaWCan;-a'«Oi 

0=±2^^'''"-'^''^d,   0'=±2--i^'('^"c.-ccO.  O"=±2^(cc:_c'c0/ 

(0)  =  ±lH«'«:'-«"«0   >       (O0=+ih(a"a.-«f.r)  ,  (0")^±il»(««:-a'a.); 
■nd  es  nasse«  inner  anf  den  nchtea  Säten  von  allen  diesen  Gleichw^gfen  stets  nur  die  obeia 
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iMler  St  «otam  VoiuifcliMi  geamlm«  iranta,  Je  woMlen  dw  an-  <m  DwiediiMigplmHyfl» 
mid  das  mt^Mtfitk»  GoordinlnuysleB  uler  ridi  ciMB  IMkfcmi  nilrir  w^jiMnii  Uimlarf 

Iwbea. 

Niimnt  man  dl«  PrajaetiOMMiltB  ■  die  Belraoliang  auf,  wdclie  die  Axen  des  Ursprung« 
KdiMl  SysteaM  an  den  Äsen  doe  sn  diM  Dreieck  «ngeknupflen  Sysloiiis  (rcbcn,  und  stellen,  n» 
serer  einffpfilhrtcn  B«!eiclinim<rswpise  analog,  b",  h',\  h'^  du;  schii'fcn  Projpctionszalili<n  vor, 
treidle  die  Axen  AX,  AX',  AX"  an  der  drillen  Axe  des  an  das  Dreieck  angekBüpfteo  öy-r 
•lens  gebellt  weiche  Aae  senkredit  auf  der  Bbeae  dee  Dreiecis  steht,  nad  in  anelogiar  Weise 
S",  S",',  S't  flii  --ikr  rhien  Prnjpclionszahlen,  welche  die  Pülaraxen  AJ,  AJ',  AI"  Jt-s  ur- 
tprURgUdHUi  Systems  an  der  Polaraxe  A^"  des  an  das  Dreieck  angeknüpften  Kystoms  iit  die- 
sen 8}ilesM}  geben,  so  liai  man,  den  Tordeni  GkHohmgen  (B8.  a.)  snr  Felge,  weB  Jiier 
lt:=silftW,=:siny  wird: 

CiM*  +  b"sin  ff>  =  h  (a'a','~        ,   +  brsiii  tpr-.h  (a"a,  —  a      ,   +  b"!?iTi  q^  —  h  (a —  a'«,")  . 

und  den  vordem  Gleichungen  (90.  dj  zar  Folge,  wenn  man  fp  an  die  Steile  von  W,  tscizt: 

(IM.  k.)  ±rmaf=>-j^0iX-f^''O,  ±«'iinv=3gpCc''«.-cei'J,  ±«;'siny=^Cc«;-e'cO. 

wobei  sn  nttken  ist,  dass  von  den  doppelten  Vorzridien,  die  iti  Ji-ii  Gleiiimngen  (125.  a.  und b.} 
vorkommen,  wieder  überall  die  ubem  oder  Überall  die  untern  genonunen  werden  müssen,  Je 
nachdem  das  urspranglicbe  System  und  das  an  das  Dreieck  angeknüpfte  eüum  timlldieB  oder 
inttnlidMi  Axcidanf  ktbeii  :  MiMelsl  dar  «aeiebnsgen  (125.  a.  und      verwandeln  sialiNann 

die  in  024.  a.)  «hTgestelllcn,  mit  RUcksiehtanabine  auf  die  Gleidungen  -^=0;, 

P=«U.|8iny,    r  =4a.|jsin9,  ,    P"  =4 11,^  sin^f» ;  ' 

in  wckheB  die  dontdlm  ToneidMn  nnMinnnden  sind,  nad  die,  w«mi  man  t=>liss  I 


ibeneben  in: 

/  b"  b['  i^t'  ' 

(  P=lg8iny,    rss^i^siny,  r=ij|^y; 

(•«».«.>  |(P)=i|^^in9'.  (P')=*^«in^F,  (P")=i  gsisy  J 

^  Ja=3|rsinv,    (y  =i  «'«iit^f  ,  (r=4«'«in?>s 

^     .  Uoi^iii'riiiv»' «n=iif««v.  (ö^=*i;'ii»<p;  '  ' 

Diese  Gleichungen  lassen  «ich  leidit  bl  die  0^^-  O  «irlliC^iOflMien,  so,  dass  man  von  ihnen 

aus  auf  den  Piincl  zurtlckkommen  kann,  von  welchem  man  ausjrpgfing^cn  isl.  Es  iHssl  sirh  näm- 
lich sehr  leicht  zeigen,  das  hier  b"=Pt\,  b','=^\  b't=if"  und  d'=(Sp,  «$;  =  «; p,  d;==6;'p7 
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67)  b  der  Bagd  itellt  imn  sioii  die  Axen  eines  Coordinatcnsystemii,  auT  welche  man  die 
Puncto  und  Richtungen  im  Räume  zu  bezichen  p«vfcnkt,  tinahiindcriich  an  ihre  Stellen  (rplnindcfi 
vor,  wodurch  dann  die  ans  Courdiniiiensyslcin  gdinüpflcn  Punctc  und  Ridilungen  niclit  nur  eine 
keaUmnle  rclalive  StaOang  g«gen  einander  eriMlIen,  MNidwn  aodi  unver«Bderh*cbe  SieHen  in 
Räume  einnohmrii;  ?:iiwoit(>n  indessen  sieht  man  sich  bewogen,  von  dieser  Rofre]  »hzugehen, 
und  deon  wird  man  zu  den  Botmchtongen  bingeirieben,  welche  den  Gegenstand  dieses  Para- 
INphen  «muuHdien.  ZvrüniMrBt  flffll  nm  «nnftteDwr  ta  dl»  Av^,  d«n  An  Beriehongen  der 
Puncte  und  Rirhliini^en  zum  ConrflinutfTisysloTnf»  keine  Aciiilcriinp  fHcidcn,  »cnn  jene  und  die- 
ses gleicfaseilig  auf  solche  Weise  im  Räume  fortbewegt  werden,  das«  die  gegenseitige  SieUung 
Mder  Siels  die  gleiche  bleibt,  SO  nlmliciht  «fe  w«M  jsM  Ponde  und  Richtungen  wA  den  Bj^ 
Sterne  zu  einem  festen  Ganzen  vereinigt  «rinn;  W«m  «bCT  das  Coordinateiusystem  bewegt  wM, 
ohne  dass  die  Puncte  und  Riehtimgen  «n  dieser  BewesytHicf  Anllu-il  nehmen,  oder  wenn  die 
Puncte  und  Richtungen  eine  Lagenänderung  erleiden,  olute  iksa  das  Coordinatcnsysitem  Hviue 
SiflOniif  im  Rnnne  veiMssl,  so  iteiil  diess  Aendcrungen  in  den  BezIdnnigeR  der  Pmelo  md 
RicbfnntTpn  zum  Coordinalcnsysteme  nach  sich,  deren  Art  und  Weise  wir  in  Bezug  auf  jedes 
beliebige  Cuurdinatensystem  jetzt  nühcr  kennen  lernen  wollen.  Vor  Allem  bemerken  wir,  dass 
die  Aendemngen  in  den  Besidningen  von  der  gteielion  BesdudTeRheit  imni  «s|r  rieh  die 
fest  nrilcr  sich  vcninit;!  (;cdii<  lili'ii  Pniirt(>  und  Richtungen  bewegt,  das  Sygti'iii  das^ffrcn  in 
Buke  bleibend  denken,  oder  man  mag  sich  das  System  mit  Br>ibeh«|||iag  sein^  Axeowinkel  in 
emgekelii^m  Stirae  bewegt,  die  Pnncle  und  Ri<^lungen  lüiigcgen  Im  lünme  rnliflnd  vorstatak 
Trii  dii  ss  einzusehen,  denke  man  sich  die  fest  unter  lioil  verbundenen  Puncte  und  RidiIaQgeil 
beliebig  wie  im  Räume  fortbmvcjrt,  das  Systom  jiIhm-  hti  spintr  StcHi^  tlie  sein  erster  Ort 
iKrissen  mag,  bleibend,  so  werden  dadurch  die  bcziehungen  der  aus  ihren  ätelien  getretenen 
Peaete  md  BIcliaBfen  m  diesem  BjstesM  andere  geworden  sein,  als  die  waren,  weldiO  Ouwn 
nnr^t  hr  rfr  -i.  iir'M  r  h'  noch  bewegt  worden  waron;  dir-sc  Aendenmgen  Mürdm  jedoch  au.sjre- 
blieben  »ein,  wenn  daü  Üyslem  mit  jenen  i^cten  und  Ricbtuagen  fest  verknUpfl  gewesen  wäre 
and  an  ilimr  Bewegung  Theil  genommen  hlHe,  wodWeh  ilun  dann  eine  andere  Stele,  die  wv 
seinen  zweiten  Ort  nennen  wollen,  angewiesen  worden  würe.  Da  die  Beziehungen  der  be- 
wegten Punote  und  Richtungen  zu  dem  an  seinem  zweiten  Orte  befindlichen  Systeme  ganz  die 
gleidien  sind  wie  die  der  noch  unbew^ten  Punctc  und  Richtungen  zu  dem  an  seioem  ersten 
Orte  bolbidliclien  Syaleme,  so  werden  alle  die  Resultate,  welche  dnnli  die  Untarauohung  der 
Punrte  «nd  Richtungen  m  di  in  S> steine,  nis  lieide  noch  an  ilirem  ersten  Orte  wnren,  erhallen 
worden  sind,  anch  noch  ganz  so  wahr  bleiben,  wenn  man  sich  beide  zugleich  an  ihren  zweiten 
Ort  griangt  vofalem.  Würde  aber  Jetat  das  System  ras  setneai  tweiton  Orte  auf  diesdbe  Weiab 
wie  es  in  i!ii<sen  £jplnn?t  ist,  wieder  ri'iekuiirts  in  seinen  ersten  Ort  I)evvr2t,  ohne  dnss  die  be- 
wegten Punctc  und  Richlungen  ifarc  at;u  eiogcnonuncnea  Stellen  verlHsseu,  so  wäre  offenbar 
alles  wieder  gerade  so  wie  »i«er,  all  die  Puncte  und  Rtdilnngen  bewegt,  das  System  alter 
ruhend  gedacht  worden  waren.  Bs  bringt  Mmaeh  diese  rUckgilngige  Bewegung  des  Systems, 
an  welcher  di«;  Puncte  und  Richtnnpen  keinen  Antheil  netnnen,  genau  die  gleichen  Wirkungen 
borvor,  wie  die  anflinglichc,  vonvurla  tchri-itcode  Bewegung  der  Puncte  und  Richtungen,  att 
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der  das  System  keinen  Anlhefl  mhm,  vonuufesetzt,  dass  nun  sich  diese  bcideriei  BowaguiigM 
von  denuelbcn  Umfange  firuindcr  }foradeza  cnl^o^enlaufend  denkt.  Durch  die  hier  L"•^v^nT^r'no 
Eiosickt  werden  wir  berechtigt,  entweder  nur  solche  Beztchungsttnderungen  zu  bt-lradiU  ii,  wolcltc 
Folge  von  einer  efiMR^p»,  mit  den  fcft  vnler  lidi  veriHuidenen  Pmüten  «ad  RieUiiBgeB  vor- 
genommenen Bi"A  iv:'imL  ist,  oder  nur  solche,  welolic  oiiii-  ein  .  itiV?  ■  Bowoüfunji  des  in  sii  h  un- 
veiinderiichen  Syslciiiii  nach  sich  zieht.  Wir  werden  nuD  Aenderungcn  der  letztern  Art  aiu- 
fiÜuKdi  entenneliea  «od  dabei  fwritehal  vonnu«elMn,  dm  die  Spitie  des  CoordinelaiBfileBe 
während  der  Bewegung  des  letztem  stets  einen  und  denselben  Punrt  im  Räume  einnehme»  odev 
■it  andern  Worten,  dass  das  Coordinateosyfleai  «idi  um  seine  Spitze  beliebig  drehe. 

68)  Fassen  wir  zuvürderst  ein  senkrecUes  System  ins  Auge,  welches  um  diejenige  sei- 
ner drei  Axcn,  die  senkrecht  auf  den  zwei  Übrigen  steht,  so  gedfebt  wird,  dass  seine  Spitze 
dabei  ihren  Ort  nielil  verlSsst,  so  bleibt  im  Laufe  dieser  Be\ve;'iiiiL'-  < 'vvctlil  ilie^e  senkrechte 
Axe,  als  auch  die  Ebene,  in  weicher  die  zwd  ttbrigen  Axen  lii'gcn,  uiivotrückt  an  ihrer  Steile. 
(NnroU  «her  diese  Axe  und  diese  Ebene  Owen  Oift  nielil  Indem,  mid  die  beiden  enden  Axen 
stets  in  dieser  Ebene  lie^H>n  bleiben,  so  ändern  doch  diese  andern  Axen  ihre  Stellen  im  Ruuine 
«nd  getangeo  wübreod  der  Drehung  in  immer  neue  Lagen,  wahreoil  beide  bewegte  Axen,  ver- 
gUehen  mit  ftrer  anAngUchen  Stellung,  wenn  die  Azonwinkel  des  Systems,  wie  wir  verana« 
setzen,  unausgesetzt  die  gleichen  bleiben,  Winke!  beschreiben,  welche  in  jedem  AugcnbUdw 
bei  beiden  A-xeti  die  gleichen  sind,  weshalb  wir  di«  Grösse  dieses  Winkels  zum  Maas  der 
Drehung  witlden  urtd  durch  k  bezeichnen  wollen.  Stellt  AX"  die  &enkn.>clit€  Axe  vur,  uiu  welche 
das  System  gedreht  wird,  und  feigen  v«r  der  Drehni^f  AX  und  AX',  nach  der  Drehung  AX| 
Tind  A  XI  di>'  !>ft(jf'n  andern  Axen  an,  welche  sich  während  der  Drehung  des  Systems  in  dec 
durch  A  seokrecbl  auf  AX"  gelegten  Ebene  fortbewegt  haben,  so  bilden  also  AX  und  AXi 
•owoU,  als  Ar  and  AX;  vnter  sieh  den  Winkel  l. 

Denken  wir  uns  nun  einen  beliebigen  Puncl  0  und  liezeiclinen  wir  einmal  durch  x,  x', 
x"  und  u,  u',  n"  die  schiefen  und  senkrechlen  Coordinaten  dieses  Punctes,  durch  a,  n',  a" 
und  c ,  c',  ^  die  scbteTen  nnd  senhieeblen  ProjecHonanaUen  der  lUcUnng  AO  an  den  Axen 
AX,  AX',  AX"  in  der  Stellung,  die  sie  vor  der  Drehung  des  Systems  einnahmen;  b^eiehnen 
wir  sodann  durch  x, ,  \[,  \7  und  u, ,  u',,  u^"  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  dessi^l- 
ben  Pandes  0 ,  durch  a, ,  aj ,  a^'  und  c, ,  ci ,  ci'  die  schiefen  und  senkrechten  Projeclionssahien 
danaftea  Wchtaif  AO  an  den  Axen  AX,,  AX;,  AX:'  in  der  SteOm«,  dfe  sie  naeh  dsf 
Drehung  des  Systems  einnehmen;  denken  wir  uns  femer  den  Pum  t  0  durch  eine  mit  der  Axe 
AX"  paraMe  Gerade  auf  die  wihrmd  der  Drehung  ruhende  durch  AX  und  AX'  hindurch 
gelegte  Ebattft  in  P  projicirt,  nnd  beaeiehnen  wir  durch  q  nnd  w,  w'  die  tu  P  gehörige  Spei- 
cfacnlünge  und  die  Winkel,  welche  die  Richinng  iBescr  Speiche  mit  den  Axen  AX,  AX'  des 
noch  ungedr«>hten  Systems  bUdct,  durch  (>,  und  w, ,  w|  die  zu  P  gehörige  Spcicheidiinge  und 
die  Winkel,  welche  ihre  Richtung  mit  den  Axen  AX«,  AX,'  des  bereits  um  den  Winkel  k  ge- 
Areblen  Syalems  bildet,  so  ist  in  GendaaheH  der  Ar  «in  senkntbles  System  gUlligeB  filaictui 
«m  C^aa  k  «Ml  d.)  sowoU 

g'=xu-{-x'u'    und   ^cosw=cr,  pcosw'=:c'r 

als  ancb 

=  x,D,-{-  x^u;    und   Qt  COS  w,  =  r,  r  ,    q,  cos  w',  —  < ;  r  , 
wenn  r  die  Entfemui^  des  Punctes  0  von  der  Coordioalenspitie  A,  die  vor  und  nach  der 
Drehung  stets  die  gieieha  Meibt,  vofsKlt.  0«  w  nnd  V  die  Winkel  besekhnen,  wdcbe  die 
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SpefdwnriclMnf  AP  nil  den  Axen  AX  md  AX*  MMM,  md  Mmt  M  RicMngeii  In  der 

durch  AX  und  AX'  gelegten  Projcciionsebene  liegen,  während  AX  imd-AX'  den  Winkel  W 
mit  «'inander  niiielicn,  so  ist  nline  Ausnahme  w=w'  +  W,  wenn  m«n  dio  bvuhn  Winkel  w 
und  w'  immer  vuu  AX  uiitl  AX'  aus  nuch  der  Seile  tiin  erxeugi  sich  denkt,  auf  weklier  man 
von  AX  ans  über  die  Coordinatencb^ic  XAX'  hinweg  mAX'  hingelangt,  oder  sie  als  nefa- 
tive  Grössen  in  die  Rcchnting  einführt,  falls  man  sie  sich  von  A  X  und  \  X'  ans  nach  der  ent- 
gegengcs«t£tcn  Seile  hin  erzeugt  vorstellt.  Aus  dem  gleichen  Grunde  ist  auch  w,  =:  ^f',  -H  W , 
wenn  mm  die  Wwkel  ond  tfi^  von  AX,  und.  A  J^  aae  meii  der  gleidien  Seite  häi  eneugt 
sicli  vor.slclll.  Ii(  «lenkt  man  norli.  diiss  sowohl  die  Projeiiionsaxc  wie  auch  die  l'rojectionsebene 
de«  au»  der  Axe  AX"  und  aus  der  auf  iiir  üeakrechten  diuxii  AX  und  A  X'  gek^gtea  Ebmt» 
gdttldeten  Projeetionssystans  wihread  der  Drehtu^  del^OoQrdlint^-nsystc'ms  iinverrUckt  an 
rar  Stelle  Mi  thi  n,  w  esliall»  =  isl,  imd  dass,  WonarMMM  TiMiin  luifnicrksam  gemacht  vroiff^ 
den  isl,  die  Aven  A  X  und  A  \'  vor  der  Drehunfr  von  denen  A  X,  und  AX^  nach  der  l)rcl\ung 
luu  den  WiuJtel  k  abliegeu,  wcsbalh  w  =  und  w'^wj-f-A  isl,  wuuB  uum  Mcb  dea 

Winkel  l  v<»  AX  ddMf  AX'  ^a 'dinli'WallijtMiiv^g^^ 

tun?  tjeschiclil,  in  Wflcher  man  von  AX  aus  über  die  Coordinntciiebene  XAX'  hinwejr  m  AX' 


w'=w— W  ,  w,=w— X  ,  wj— w— W— X. 

Setzt  ninn  aber  in  die  zuvor  ffefundenen  zwei  Zeilen  von  Gleicliunor(,-n  für  w',  w, ,  wl  ihre  hier 
gegebenen  Werthe  und  zugleich  für  er  und  c'r  ihre  \^'erlhe  n  und  u',  so  wie  für  c, r  und 
ttid  c{t  die  Vi  und      und  erfidKrf  In^        dnis  q^q,  ist,  so  gduü  dfeid^  ttbet^  ül : 

Q*=:x  n  «nd  rtCOfW=u  ,    ocohTw'   -W^=u'  J  i   , 

und  >   CdM> 

—  X,  u,  -f-  "1  u,'  utiti  i(  ciiin  w  —     =  u, ,  Q  r-tm  (  w  —  i  —  \V)  =:U,' .  \ 
Die  letzten  Gleichuugeu  auf  jeder  dieser  Zeilen  g^beiu  wena  uum  co.s  (w  —  W)  lutcl)  Sinus  un 

fMr  ffcosw  vnd  pcoarw-^X)  ihr»  Weiae..aaa  .den  flinen  vöral8leien^/0ä(4^^ 

u'— ucosW      j      .  ,       ,^     u,  —  n,coaW 

*  mn  \>  i     V        y  sm  W 

welche  Gleichungen,  wenn  man  erwägt,  dass  da  in  unsemi  jcleigen  senkrechten  System  W  nnd 

W*  rechte  Whkel  alnd,  den     aefdneehlen  Systeme  gültigen  Gleichungen  (105.  a.)  und  (105.  b.) 

11    u'    u"  X    x'  x" 

lur  Folge,  <lie,  nacfadem num in  dieselben  - ,  -  »  -  für  c,  c',  c"  und  ^  »  p  »  ^   für  a,  «',  a" 

g«Mlit  M 

usx+Jt'eoaW,  «'=xeo«W-f  iC»  ti''=«''  / 


n'— «cwW=j('«in*W  und  UT-a'coaWsxain'W  \ 

geben,  nnd  noch  glUig  bleiben,  wenn  den  GounünitenKeidien  dar  Index  I  beigelegt  wb^ 
weil  die  Axenwinkel  im  SyUeu  vnr  nnd  nach  der  Dnhung  dieadban  Halben,  «Mt  var^ 
wandeln  in: 
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ß  cos  w  —  u    und    o  t'üs  (w  —  / )  =  u, 

f^enttbenlelien,  welche  teUlem  die  püUlcrn  Gleichungen  (12&  «.}  sind.  Entwickelt  man  in 
de«  Mntera  dieior  CSIeidiiiiigett  cin(w — X)  «nd  ew(w— 1)  nack  SUhw  «nd  Kosinus  von  w 
md     «o  eriidt  nan,  Ittr  pcww  wd  pwiw  üm  Wertke  am  den  ymAem  fetaend: 

xj  =  x'c^s  X  —  u  ^!"^   und   u,  =  u  cos  +  x'sin  W  sin  il  • 

(IM*  4«)   l    denen  Hniilog^  die 

x,=xcosA4-"'^j^y   "i'J   u;=u'co«i  —  xsinWsin^l 

sind)  wdehe  sich  ergeben,  wenn  man  die  aur  Jeder  Zeile  vordersten  Gleidnuigen  (126.  b.}, 
mdidem  man  Dirai  CoordmateBseichcn  deu  Index  1  gegeben  hat,  so  schreibt: 

x;,=n,— JifcoaW  und  u;  =0,  om W+ x^abi'W  , 

und  min  für  u,  und  xl  ilirc  Wcrllii«  aus  ilrn  olu'in  nii-i(.liuri<,n'n  (\2G.  J.)  setzt,  worauf  si'^  :tiit 
Berücksichtigung  derselben  ohix'  Iii<li-v  ^n  scliricbenen  Gleichungen  ohne  Weilers  die  auf  zwei- 
ter ZeOe  alBhendfln  Gfekhungeu  (^120.  <i  j  geben.  Fügt  nuui  m  diesen  Gleidinngen  nocb  die: 

CM«.  xr=u,"=:y'=ii", 

welche  Folgen  der  obem  dritten  Gleichuni^  ^126.  b.)  verbunden  mit  dem  l'instande  sind,  dass 
die  der  AxeAX"  angahörigen  Coordimitcn  su  h  Htihrend  der  Drehung  des  Systems  nicht  ändern, 
60  hat  man  Alles,  was  zur  BestiBunling  der  durch  die  Drehung  veranlassten  CoonUnatenüiMie- 

rungen  erforderlich  isL 

Mittelst  der  in  voriger  Nummer  erhaltenen  l'ebertragungsfurmeln,  die  dem  senkrechten 
System  angehören,  lassen  aleh  min  leicht  die  aallnden,  wdche  sieh  auf  ein  beliebiges  System 

beziehen,  (Ins  um  eine  seiner  Grund-  oder  PolaiaxeQ  gedrdit  wird.  Wir  lietrachten  bierbei 

snccessivc  die  folgenden  zwei  Fülle: 

T)  WM  des  befiebige  System  am  ebie  seiner  Pobvaxen  gedreht,  woKu  wir  die  der  Crund- 

axc  AX"  ('nls[»n  rli('n(ii'  A  .T '  i  I  i  h  n  wollen,  und  denken  wir  uns  an  die  Stelle  des  ursprUng- 
licfaen  aus  den  Axen  AX,  AX  ,  AX"  zusammengesetzten  beliebigen  Systems  ein  neues  ge- 
setzt, dessen  Ajcen  wir  dnrch  AY,  AI",  AY"  bezeichnen  und  dergestalt  anordnen,  dass  die 
AT  aud  AY'  bezüglich  mit  denen  AX  und  A X'  ztuainmcnrallen,  die  A Y"  hingegen  tn  die  Man 
ursprünglichen  System  gehöHsfi-  Pnlaraxe  AS"  ßllt,  ist  ilirsps  neue  System  ein  zur  Axe 
AY"  oder  AS."  senkrechtes  und  betindel  sich  daher  genau  in  dem  zuvor  behandelten  Falle; 
beieidmen  ddber  y,  y,  y  und  v,  V,  v"  die  scbieTen  nnd  senkivehten  CoonSnatan  an  den 
Axen  AY,  AV,  AY"  von  dem  Pimrte  O,  der  im  urspriirtelichin  Systrm  dii  (\iordinalen  x, 
z\  x"  md  u,  n',  u"  hat,  beides  bevor  noch  die  Systcuu  irgend  eine  Drehung  erlitten  haben, 
nnd  stellt  mm  die  Coordumlen  desselben  Pmictes  0  an  den  Systt^nen,  die  aus  den  voiigmi 
durch  eini^  f^oriioinschalUiehe  Drehung  derselben  um  die  Axc  AY"  oder  AS"  hei »orgsbei^ 
durch  die  gleichen  aber  mit  dem  Index  1  versehenen  Zeichen  vor,  so  hat  man  nach  Anleitung  der 
Gleichungen  (126.  d.  und  ej,  da  in  unsern  jetzigen  beiden  Systemen  XAX'=YAY'=:W  ist: 
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f,=fea$l — V        ,  v,s=iT  cos  1 + y'cinW ain  1 , 
vai  \   C*0 

M  wie  mck 

ir=vr=y"=v",  ^p,y 

wobei  mm  «idi  unter  X  den  Wiakd  vmxMtelleB  ka^  den  cHie  dwdi  die  Am  AT"  oder  AS" 
gelegt«  und  mit  den  Systemen  fest  vefbwideiie  Ebene  wdirend  der,  beiden  Syotaown  gemein» 

fchanilchiMi ,  Drohung  besrlireibl 

Da  die  zwei  Axen  A  V  und  A  Y'  vom  neuen  System  in  den  Axcn  A  X  und  A  X'  dea  ur- 
aprllnglielMn  Ifegen  and  die  Axe  AY"  von  jenen  nii  der  Poianxe  AF*  von  dÜMon  sugan- 
so  berin<1(  n  sich  diese  zwei  Systeme  p^rnau  in  dem  FbIIp  (Iit  zwei  in  Nr.  Gl.  bctrach- 
I,  weshalb  die  mit  den  Grundzeichen  A  und  £  veraebcnea  Projeclionssalilen,  weiche  die 
Azen  dee  einen  Sy«lem>  an  den  Axen  d^  andeni  Syeteme  llefnrn,  Uer  wie  dort  dwcli  dl« 
Gleichungen  (116.  a.  Iiis  r.)  (jcgi-lii  ii  «ordL'ii.  Si-Izt  imhii  üIht  ilifSL-  Warthe  für  jene  Projcc- 
tionuaUeQ  in  di«  Gleichui^en  ^65.  und  (66.  aj  ein,  wodurclt  die  .\bhifagigkeit  zwischen 
den  Coonünaten  von  einem  wd  deeudben  Puncto  an  swm  bdiebigeti  Systemen  ausge«prochcii 
wird,  so  «eigen  dieio«  daai  man  bei  umen  jetiigen  Systemen  bot; 

v=u ,  v'=u',  v"=8i.u+a;ii'+a;v'  «der  v'sdrjr, 

(letzteres  der  drUteu  Gk-ichung  (48.  a.)  zur  Folge)  und  .  .  :  .    .        ,  t 

y=x— 2U6;'x",  y'=x'—2i;6;'x',   y"=^6.V',   ■■'  '  ■ '  •' 

wdehi»  Gleichtungen  nodi  währ  bleiben,  «renn  »ab  dMf  CoordtnatenMicben  'den*Tadrft'"j' 
lopl,  «eil  die  bt'idon  Systeme  vor  und  nach  der  Drohunir  ihre  Stellung  Jjegcii  <>inandi  r  nicht 
verändern.    Durcli  diese  Tür  v  ,  v',  v"  und  y ,  y',  y",  so  wie  hucIi  für  v, ,  v| .  v,"  und  y, ,  y' , 
yj'  erh^Uleiten  ^^'e^thc  nun  nehuieu  die  >ors(chcudeu  Gleichungen  (a)  und  (b')  ilie  folgende 
Üeatalt' in:'  .      '  '  "  ' ;■  '  "  ,         '  .  '    ,  '  ' 

j:-«;<Kr*r=Cjf-«;«;'jO«»*^«'^  .  'n=:?n«oaA+(ä^-«iSGri^OÄW*inii 

und  ■  ■■■    •   >..  tm«-) 

xi~it,«:itr=(x— ft,5ro«»«*+«^vv .  i<ad'eoii-(«:*-i,«yo«««i''^"«* 

so  wie 

Da  nadi  Anssage  der  dritten  Gleichung  (15.  n  } 

v"—  V,  ros  \V'-f  x,  cos  \V"4-  x" 
ist,  80  erhält  man  noch,  wenn  man  fur  x,  und  x,'  ihre  in  den  vordem  Gleichungen  (127.  a.} 
enibalienen  Werfhe  aelil,  «nd  anf  die  Glejehnng  (m.  b.)  Rttdiiiebt  afanmt: 

»r=<'+«r<0i.«»»w'+«;ceoTn+i:™w'+i^cosir— «rjr(^ 

+(n'eoaW-neoaW")Si , 

welche  Gldcitttag  einfacher  wird,  weiui  man  beachtet,  liins^  den  Gleichungen  (lä.  n.)  zur  Folge 
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u'cos  \Y'~  u  cos  W  =  X  (cos  W  coi       cof  MT} — 0»*  W  eof  W^—  eof  W) 
«■d  der  tetzten  Gleieliang  (33')  gom»ss 

«.  cos  W -H  ai  cos  W  "=    -  SU' 
ist,  wodurch  sie  ildi,  weit  li;^6r=l  «nd  den  Glefehnngen  (38^  geni«» 

OM  Wcos  W — «M  W— «bt  Wsin  W  cof  tt* 

imd 

M«  Wc«M  W—  flos  W'=iiR  W  tili  W^cN  9f 

ist,  unigtisUület  in: 

Cim.  •.)  u:'=  0'"  •  ^'"'t'")  •       +         W'rns  55"  -  Vsin  W'Vos       sin  7. . 

Die  Gleicbungen  (^127.  a.  bis  c.}  lassen  sich  noch  in  bessere  Fonuen  bringen,  wss  wir  jedoch 
kier  Ubei^chen,  d*  «ich  soifleich  der  OefeaelMid  in  iOf^elnsler  Weise  und     den  sweck- 

■ässigsten  FnrniiMi  1ieniU5,s)(  !li'n  wird. 

II)  Wird  das  beliebige  System  um  cioe  seiner  Grundaxcu,  wozu  wir  die  AX"  nelirocn 
«oUeu,  in  soldier  Welte  gedreht,  dm  dessen  Spitace  A  ihre  Stelle  niclA  veittsil,  m  fiffll  diese 
Bewegung  des  Systcm.s  mit  der  in  T)  betrachteten  zastimmen,  so  wie  mm  dlfl  Polarsyslem, 
dessen  Axen  AX,  Af,  A3E"  sind,  zum  Gnindsysleine  macht,  dessen  Polursystcin  dann  A»s 
vorige  aus  den  .\xen  AX,  A.V,  AX"  gebildete  Grundsystem  wir<L  Man  erhüll  diesem  iwch 
die  Ueriier  gdiörigen  Fonndn  uomHlelbir  ras  den  in  I)  aurgesteHten  dednrcb,  des«  mm  in 
diesen  alle  Brzit'lntn£»en  zum  Gmnusystem  in  die  analogen  zum  Polarsystem  und  iimfj  V  hrt  ullü 
Bexi^ungea  zum  Polarsysteui  in  die  analogen  zam  Grundsysleia  umändert.  Bexeichneo  wir 
dslier  mch  der  Khon  in  Nr.  3S.  fewMdten  Art  die  Coordintra  eines  betielrifen  Punctes  0  m 
den  PoUraxcn  ganz  so  wie  die  gl<  i(  hnuinigen  desselben  Pnnrios  an  den  entspriH'henden  Gnind- 
axen,  nur  mit  dem  Tnterscbiede»  dass  wir  diese  Zeichen  mit  Klammem  umgeben,  so  gestalten 
sich  die  Gleichungen  (127.  i.  Iiis  durch  diese  Umiinderung  nnd  dadurch,  dass  wir  die  Grund- 
seldien  W  und  2B  mil  cltiander  vertäust  h«'ti,  (wodurch  die  Grössen  ,  91',  andere  Werthc  an- 
nehmen werden,  die  wir  durch  (Sl,),  (ÄJ)  bezeichnen  wollen,  währnntl  die  Gnissc  (?'/,  die  den 
Kosinus  des  von  den  Axuu  AX"  und  AX"  gebildeten  Winkels  vorstellt,  durch  die  hier  vor- 
geneomene  durehgiiifige  Verweehsehinf  des  Grund-  und  Pularsyslenis,  eines  wA  dem  mdaitf 
gur  hehie  AeQderung*erleidel},  in  feigende  andere  um.  Die  Gleichungen  (127.  «.)  werdm: 

<jo-«)a?(<)=[t*^-(«a(iroo]eosA--(u)^;;;J^ , 

(uj =(n)  cosl-h  [(](') — (r.)  iS';  ijr)}smSmiX 

und 

(X.)  -  (a,)  (s;'  (xV) = [(X)  -  i%)  6;'  (x")]  cos  x + {»}  ^£  ^  , 

(ui) = (u) cos i  —  [(x)  —  i^-t 6;' (x") J sin 9S sin ;i  ; 
die  (i27.  k)  liefert: 

«')=(0 

und  die  (187.  c.}  verwiinddl  sich  in: 

(uD= «TW) + [(ul— «M  A + [(*)  «ta  »'cos  W"~-  (x')iiin  Wcos  W']  sin  1  , 

wobei  wieder  iL  den  Winkel  vorstellt,  den  eine  durch  die  Axe  AX",  um  welche  das  System 
gedreht  wird,  gelegte  und  mit  diesem  Test  verbundene  Ebene  wUirend  der  Drehung  beschretbL 
Druckt  man  at>er  die  auf  das  Polm^sieui  sidi  besietaettden  Coordhuten  nach  Anleitung  der 
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Oeichuiigcn  (57.  a.)  wd  i&7.  k.)  Ml  4h  mt  iu  GraMiyilM  tUk  haMmdM  mu,  ao 
die  vontchmlM  Gkmlnngwi      folgcMh  Gc«blt 

X,  =  X  cos  i  +  |=L>  (u  —      ö',  u"  J  iiii  ÜÜ  sin  i 


and  )   (•.) 

u.  -  (9,)  ^  u;'  =  (u  -  («,) «  u ")  cos  A  +  «  «;  x'  *-!-"  ^ 


nii2 

x^  =  xcosi —  ^^(u  — (Sl,)(£u")aiiiSßiiBiL , 

iir=u"j  (fc.) 

fJ-r."  -»^-^-^  .    <  /„»inaSyco^W"        sin  aB"co8  W'\  .  _ 

*i=«i+C*  ~*  J*'"*+  »  5^  JmX,  C**) 

Dil"  in  den  vnrslehfnden  Gleirluingcn  vorkdininfiidcn  Rrösson  |8(,)  and  ergehen  sich 
aus  Si«  und  9j  durch  Vertauschung  der  Grundzcidiun  W  und  9ß  niil  einanderj  sie  sind  datier 
dieidben,  wi«  die  in  (46.  a.)  TodEemmendcn  gLich  beieiehiielett,  co  diM  mm  JhI: 

ÜBdiii  Inlet  man,  weQ  die  delclmqgen  ^41)  und  (42) 

C=:sittW'einfB  viid  (F;=:sia  Wslnffi  g«bei^ 

(i,)C=oosW  und  (fl;)«:=cosW"i 

ferner  geben  die  Gleichungen  (41): 

sinjffi  _  »inW^jeWain»     gingB'  _  ainW"miW$inm^     nrnST  _  MWätaWrinW 

es;—       V       '  66;'—       V        »  ^«T  ~       i?  * 

oder  in  Uinhlick  auf  die  Gleictlungcn  (42): 

Mittrist  drr  in  rleii  GleidMeyeB  (d),  («}  M^geeprochaMii  R«iaUoaea  gehen  mn  die  Gleidun- 

gen  («j  über  in: 

u:  =  u;Vog  WH-  (u'—  u"co8  W")  cos  i  ~  h  X  »in  Ä  , 
X,  =  X  cos  ^  "f"  ^  ("' —  u"cos  W)  sin  k 

und  )  IM«».  «.) 

ii,=irceeW+(ii— u''cQeWOe(w;i+lix'einl ,[ 

die  caeichuiig  Cb)  bMtat: 

die  (e)  aber  gleMt  *  ' 
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KS)  Wir  gehen  jetat  danii,  dte  Goordfattlenlliidflraifn,  wckhe  an  der  Drehnif  < 

Iirbi<^oii  Systems  um  drssen  Spitze  henorjfchen,  in  allgemeinster  Weise  daniriegen.  Zu  dem 
Endo  denken  wir  uns  durch  die  Spitze  A  eines  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  ziuanuneage- 
selslen  schiefwinkligen  CoorfihalenjilysteB»  eine  Riclitang  A  Z  ganz  nacli  WIBkOlir  gelegt  md 
nüt  ili'rn  Syslcnie  Fest  \ erblinden,  und  hierauf  dem  Systeme  eine  Drehung  um  <li<'se  mit  ihm 
fest  verbundene  beliebige  Richtung  A  Z  von  der  Grösse  il  erthcili,  wobei  X  den  Winkel  bezeich^ 
net,  den  eine  durch  AZ  gelegte,  mit  dem  Systeme  ebenfalls  in  fester  Verbindung  stehendo 
Ebene  wShrend  der  Plrekiii^  beiAreibl;  .Um  das  ftrgebniss  einer  solchen  Drehung  leicht  be- 
urllieilen  zu  künni'n,  führen  wir  ne]ien  dem  nrsprünffliehen  Systeme,  dessen  Axen  A\,  A  X', 
AX"  sind,  noch  ein  neues  aus  den  Axen  AY,  AY',  AX"  gebildetes  ein,  das  wir  wie  fulgl 
anordnen.  Die  beiden  Axen  AT  nnd  AT*  vom  neuen  System  sollen  besilglicli  mit  den  swei 

Axen  A  \  lind  W  vniii  iir.spriiiiijlii  hen  System  zusamiiienfnllen,  unil  di''  drille  Ave  A  Y"  des 
■eacn  Systems  soll  die, beliebig  eingeführte  Richtung  AZ  werden,  üei  dieser  BesiliulTenlieit 
des  neuen  Systems  beflndel  sidi  dasselbe  während  der  Drehung  des  ursprünglichen  Systems 
um  die  mit  ihm  fest  verinmgle  Aichtung  A  Z  in  dem  Fidio  II)  der  vorigen  Kummer,  weshalb 
die  dort  erhaltenen  in  (I2ft.  a.  bis  c.)  aufgestellten  Relationen  auf  es  ihre  volle  Anwendung 
finden,  wcim  man  in  ihnen  an  die  Stelle  der  dortigen  auf  das  ursprüngliche  System  sich  bc- 
liehendsB  GfKssen  hier  die  iMttegcn  auf  das  neue  System  sich  beziehenden  seist;  heseichnen 
wir  daher  diese  in  der  Weise,  dass  wir  ihnen  hier  die  (Jnindzeieli(>n  W, ,  y,  v  beilegen,  wo 
dort  die  W ,  x ,  u  standen ,  diesen  ,C|rundzeichen  hier  wie  dort  die  gleiche^  Abzeichen 
hssend,  und  durch  k  vorstellend,  wns*iW  li  irird,'«Mm  W|,  1^  und  VK,  SÄii'  an 
die  SteUe  von  W,  W,  W"  und  35,  ®',  9ß"  treten,  wobei  S3?, ,  3B;  ,  W,'  im  neuen  Sysle« 
wie  2B,  W,  W^'  im  alten  sich  auf  die  zu  den  Grundaxen  gehörigen  Polaraxen  beziehen,  so 
liefern  jene  GMdnqgen  für  nnser  jetziges  neaes  System  unmittelbar  die  iolgendcn  Rolationea, 
Die  ri28.  a.)  gdmn: 

v; = vi'cos  W;'+  Cv'—  v"co8  W;-)  cos  i  —  k  y  sbul  , 

I  y,  =  y  cos  i  +  j  C*'—  *"cos       «"» A 

C«*)   (  und 

)  V,  =  vr  €08  WH-  C  —  »"cos  WO  cos  i  +  k  y'sin  l  , 

y;  =  y'  cosl —  g(y — ¥"€08 W,') sin A  j 
die  0^  b.)  lieferi: 

und  die  (_128.  c.)  wird  hier: 
(«.)  y;'=  v;'+  (y"— v")  cos   +  J  (v  cos  W;'-   v'cos  W;)  sin  ).  . 

Bedienen  wir  uns  für  die  rrojectionszuhlen,  welche  die  A.\en  des  neuen  Systems  an  den 
Axen  des  urspfflnfliehen  Systems  oder  dkse  an  jenen  giAoi»  wieder  der  in  Nr.  23.  ehigenkrtmi 
Zeidien,  so  ist  hier,  wo  die  Axen  AY  mid  AT  vom  neuot  System  in  dem»  AX  md  AX' 
vom  ursprunghchen  liegen: 
^  4A=1,  A'=0,  A''=0  vnd  B=l,  W=0  ^  V=:0  , 

'  fA,=o ,  a;=i  ,  a;=()  und  b,=o  ,  b:=i  ,  b:'=o  ; 

bezeichnen  wir  femer  die  scJiieren  und  j<enkrechien  Projectionszahlen,  welche  die  Richtung  A  Z 
an  den  Axen  AX,  .\X',  A.X"  giebt,  jener  Bezeichnungsweise  entsprechend,  weil  die  Richtung  AZ 
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nnd  die  Axc  AY"  hier  in  ciiumdcr  Liegen,  durt-ti  A, ,  A^,  A,  und  C^,  C^',  und  suchen 
«fr  die  Sttm  Wttfkm  «tUtmhiwIm  GrSiNO  B.,  B»,  IK'  du  voidani  Oeirinngai  «.) 
fMiii  mf,  M  gtebl  «M  denn  letale  Gnppe  —  wen  wir  neoh  AnMtung  der  Clftrliiwgew 

(84.  &)  [A]=+^  wben,  md  nur  dae  oben  Voiieielieii  beibelulteit,  was  elela  erieubt  ist, 

da  dicss  narli  den  Enirtt^run^eii  der  N'r.  H.  niclils  weiler  > erlangt ,  als  diiss  dii>  Richtung  AZ 
■lit  der  A  X"  auf  einerlei  Seile  von  X  A  X'  liege,  und  die  Residtata  der  Drehung  v<)U%  die  gld- 
cben  Meiben,  wenn  mb  meb  die  IHchtung  AZ  ndt  der  ymUiuMf  dto  aril  dienr  fn 
derselben  Gendn  Hegt,  ebcr  ihr'  ehlgtgengeMliI  ist  —  Ikr  dieee  GfHaeen  die 
Kendiile: 

Setzt  nwn  rl'i  unscrn  beiden  Systemen  lukommmdcn  bcsondcm  Wcrtho  m  die  SteHe  der 
Projeclioiiäzahien,  deren  Grundzeichen  A  und  B  ist,  in  die  Gleichungen  (,65.  •.}  und  (66.  «.}, 
wdeHe  dk»  RdeNonen  swiedien  den  in  eüw«  md  dameeften  Punct  gehörigen  Goordhuden  in 
zwei  ailt^fmcin  nuf  einflmlor  bn^ogmcn  Syütüinen  aBaspnshtn,  SO  geben  dien  ftt  BeRUg  nä 
die  zwei  hier  ins  Auge  gefassten  besondern: 

v=o,  v'=u',  v"=A,u+A;n'+A;'u"  ,  ) 

in  wichen  die  Coordinaten  sich  aur  einen  und  denselb^  behäbigen  Punct  0  im  ur^prUngüchea 
nnd  im  nenen  Systene  ww  «ingtlFelener  Drehung  nm  die  Bidilung  A2  beiiebea  Dn  aber 

diese  beiden  Systeme  während  der  Drehung  stets  die  gleiche  relative  SleHnng  zu  einander  be- 
iudtcn,  so  finden  die  gleichen  ReUitionen  auch  noch  bei  diesen  zwei  Syslemen  in  der  Lage  statt, 
die  sie  nacb  roilendeler  Drehong  im  die  Richtung  A  Z  dunefanen;  bezeichnet  nun  daher  die 
Coordhnlen  desselben  Punctes  0  an  den  zwei  in  dieser  letztem  Lage  befindlichen  Systenm 
fremdo  so,  wie  die  zur  ersten  Lage  ^rdiüri^en,  jedoch  mit  dem  UntencUede,  dasa  man  ihran 
Grundseichen  den  Index  1  anluingl,  ao  iii  eben  su: 

T.=n.,  ^=b;,  yr=Ain,+A;n,'+Ar*:',  , 

Durch  die  hier  in  den  Gleichungen  (i29.  a.  bis  d.}  anfgeatelllen  Rdstfooen  miB  nefamen  die 

vorhin  gegebenen  (a}  bis  (c}  die  folgende  Gestalt  »n: 

u;— CA,u.+ a;u: + a;'u:')  cosw;'=  [u'—  ca.u + a;u'+  a;'u")  cosw;']  cos  i — {kx—hA»x"}»ini , 

k  X,  —  h  A.  \['=  (k  X  —  h  A,  x cos  1  +  [u  -  (A,  u  -f-  A;  u '+  a;'u'  j  cos  Wi'J  sin  1 , 

u,-(A,u,+a;u;+a;v3cosw;=[u— (A,u+A;u'+A;'u')ri>s\v;]eosA+(kx'— hA;js'*)stoiA 

lixl— liAU'=(kzr— hA;x")cosA  — [u  — (A,u  +  A;u-|-A;'u"}cosW:jsinA  ;  ) 

A,  u,  -f  AI  u'  +  a;'u;'—  a,  u  -f  a;  «'+  a;'u"  ;  ( m«.  b.) 

hzT— kCA,n,4-AW  + A;'u;.)=LIix  "_k(.A,tt  + A;u'+ A;'u"3Jco9A  +  Cuco»W;'— u'cosWJsinÄ .  (IMK 
L  16 
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71)  Un  die  in  der  vorigen  NtmuMr  «ritfettflüleii  ■llgwaBiwa  CRrichangen  (f 90t  a.  Ins  c.) 

m  eine  Tiir  deren  Anwendung  be(|ueniere  Form  zu  bringen,  haben  irir  iIm  Einiluss  tm  beich 
\en,  den  die  Besonderheit  der  zwei  iluMm  iuleriM^g«iuleB  SystOM  mt  «ie  iMlL  Zavüffdent 

dien  »ir  darauf  aufmerksam,  dass 

(a.)  cosW;  =  C  ,   cosW;'=C;  und  W,=W 

ist,  weil  unserer  Bezeichnung  gemäss  C,  und  ('4  die  senkrechten  Projoctionszidilen  vut-»U;Uea, 
weldw  die  Bicbtiing  AZ  an  den  Axcn  AX  und  AX'  giebl,  und  diese  aiehto  «iden  flind»  ilt 
die  Ko5inusc  der  Winkel  XAZ  und  X'A  Z  o<lcr,  weil  AZ  und  A  Y"  in  einander  liegen,  der 
Wiiiiiei  XAY"  und  X'AY",  welche,  weil  AI  und  AY'  bezüglich  in  AX  und  AX'  liegeo,  keine 
■Bdern  ab  die  TAY"  und  TAY"  oder  W;  nnd  W^'  rtid.  HeniirbeneclHui  wir,  dtn  den  GM- 
i-luiMff.  n  (9.  n.  und  b.)  «ur  Folge  8,  C, -f  SS;  C;  +  C','  der  Kosinus  des  Winkels  hl,  den  die 
Sur  Grundaxc  AX"  getidrige  Polaraxe  AS."  im  unpritiigiichen  Systeme  mit  der  Bicittuag  AZ 
Idldet;  weil  «ber  die  su  A3C"  gehörige  Potenze  AJT  im  ursprünglichen  System  imd  die  sq 
AY"  gehörige  Polaraxe  A^"  im  neuen  System  in  einander  fallen,  da  die  Coordinalcncbcne 
X  A  X'  von  jenem  in  dtr  Coordinatenebene  YAY'  von  (lit  Keia  licj,'!,  nnd  beide  Systeme  bei  der 
ihnen  liier  gewordenen  \c-rschniekung  eine  ähnliche  Axunsleliung  iiaben,  »9  ist  der  Wiiikol 
JTAZ  dem  »"AZ  oder,  weil  AY"  in  AZ  Hegt,  dem  gT'AY"  «Ideli,  denen  Koeinu  nlcto 
Anders  ist,  als  die  GrOssc  in  Bezug  auf  das  neue  System,  wclclii-  im  idton  Systeme  dtt  Zei- 
chen iS^'  hat,  and  die  wir  beim  neuen  durch  'S>t  bezeichnen  wollen,  woroach  also 

ist.  Die  dritte  Gicicbung  (47.  a.}  aber  zeigt,  wenn  nuin  .sie  auf  dio  AZ  io  Anwendung  bringt, 

a.c+«'.ci+i;'c;'=«?A;' 

ktf  jmißM»  (ibl  in  Verbindeiig  mit  der  v«r^: 

Erwigt  imn  nun,  den  den  Gleidimvett  (4Q  tar  Pidge  Q'^'=  — |^  ist,  nnd  dbw,  d«  in 
Besng  mi  dag  neoe  Synton  dkadb«  C^Aho  wie  (ST  in  Bemg  anf  dai  uniwBngnelie  TOcsldll, 


k  k 
iff=i        «der,  nach  Anwme  der  letalen  Gleidinng  («),  3?=     ^      m  mwamidt  aicli 

die  eben  fofimdene  Gleiehnnf  tRK=^  io: 

<».)  liAr=lt. 

Fligt  nmn  au  den  MAer^en  Bemerimogen  nodi  die  Betnditong,  das«  In  Gemlsibeil  der  Glei- 
tkmg  (iS) 

A,u  + A^u'-f  ArH"=rrostf 

ist,  wenn  r  die  Entfernung  des  Punctcs  0 ,  dem  die  senkrechten  Coordinatcn  a ,  tt',  u"  im  ur- 
spningllclien  Coordinalenajrateme  angehüren,  von  dessen  Spitze,  «nd  If  den  Wiiikd  vorsteliefa, 

den  die  Richtungen  AO  und  AZ  einsi hUissi  n,  so  nehmen  die  Gleichungen  (130.  a.  bis  c.}, 
wenn  man  in  sie  Air  cos  WJ ,  .cos  WI',  k  und  A"u  -f  -  Ai  u'-f-  A"u"  ihre  hier  in  (a),  (b),  (c)  mit* 
gellteillen  W«rUie  einsetzt,  eine  ungleich  übersicbliiclMce  Gestalt  aa.  Ilan  findet  näudi^:    .  , 
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f.  7.  ».  71.  VeraMImic  4« 

X,  =  A,  r  cus  Ä  +     —  A,  r  cos  (?)  cos  A  -f*  g  C"  ^  —    ti^     ^  > 

3C^=AStcos0  +  (x"—A!;tto»9)eOBX-^^(MCl—u'C')iäiX  ,  V   Cm.  a>> 

uad 

n;  =  C,  r  cos  ö  -j-  (u'     T'  r  c  os  ^  eos  X  -f  'i  C"^"-^'  —    A"")  s!n  , 
ii''=  ("V      "  +  (u  ' —  (  ^'r  cos     cos  ).  -f-  Ii  (x  A',  —  x'  A, }  sin  l  ;  ' 

wobei  wir  noch  benuvkca  wollen,  das«  sidt  die  IcUtc  dieser  Gieicbungen  aus  der  (130.  b.^ 
webhe  «dl  Byduielit  «tf  dte  fater  in  CO  «lelMide  Bebtion 

A,«,+Alii,'+A?iirs=riMf« 

wird,  ergiebl,  wenn  inan  in  di<-sc  für  u,  und  u\  ihre  WerUic  aus  den  beiden  %orletzlen  Gk-i- 
cbungen  ».}  eiaseizt,  und  dabei  beachtet,  das«  A.C,+A;(^-f-A;'C;'=l  ist.  Man  bttui 
4m  vontdundea  Gleichungen,  wem  mii 

Mhreibt,  w«  duM  //x,  <<^x%  <^x"  aad  ^u,  ^u,  ^u"  dh  au  dw 
CoonUDtfeDtadi 


^x  ssCAtTcM « — X  ) 0  —  «OS  ^)  +  g     C;'— «hl X  , 
^x' = (;A;r cos ö  - x' ) (1  —  CO» +  J  C"  "C.— «  CO«inl , | 

^x*=C^r<so«d— x^O—«wO+|C«C:— )  ClM*«t> 

ud  [ 

^u  =  (C. r  cos ^  —  u  K'  —  cos +  h  (x'  A;'—  x"A;) sin  X  , 

.^u'  =  (C; r  cos       u'  XI  —  f OS  ;i)  +  h  Ct"A,  —  X  aÖ  sin i  , 
^u"=:(C;'rco8(9-^u")Cl  —  i-os/.)-f  h(x  A'.  — x'AOsinÄ  .  ' 

Die  Gieicbungen  ^131.  a.)  und  (131.  c.)  liefern  die  Coordiaaten  eines  Punclcs  oder  deren 
Aendenuigen,  wie  sie  im  Gefolge  einer  Drehung  des  Systems  von  der  Grösse  X  um  eine  bO' 
liebige  Rictitung-,  die  an  den  Axen  des  Systeme  dio  >>c-hiürcn  und  senkrechten  Projcctionszahlen 
A«,  A^,  Ä^'  und  Cs,  C^,  Ci'  giebt,  sind,  ausgedruckt  in  den  Ckiordiiialeo,  die  derselbe  Fuoct 
«n  den  Syrtsn»  vor  der  Drehuig  hat  E«  ist  bemerkenawerlh,  da««  dieie  Gleichiaiyeii  bei  all«n 
Systemen  den  gleichen  Bau  besitzen  uni!  m\\  duhcr  bei  I\t  iniMn  bcsondmi  Sv.sicnu',  nirht  einmal 
beim  icoblwinUigeii,  «usanuDenzichcn  lassen.  Gicbt  utaa  in  diesen  Glcicluu^en  allen  Coordina- 
tauteidien,  die  kehWB  bMlex  haben,  den  Index  1,  und  nhamt  mm  diMm  Index  von  fenen  weg,  die 
ihn  haben,  zu  gleiclicr  Zeit  — X  Air  1  setzend,  so  erhält  man  die  Gleichungen,  welche  die  Gooi^ 
dinuten  odi-r  dorerj  Acndcningpn,  die  cinam  Puncto  im  Systeme  noch  vor  der  Drehung  ange- 
boren, durch  die  Coordintilun  au^üriM-ken,  welche  demselben  i'uncle  im  Systeme  nach  der  Drc- 
hmf  ««vdiOrei^  urto  ndim  ifxwtß  hcinr«ii|ehl|  dai«  d««  Sy«tan  ««  ««ia»  swettop  Orte  dwdi 
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eine  Drehun^f  von  dersclbea  Grösse,  aber  von  entgegongesclzler  Richtung  in  soinrn  ersten  Ort 
,  zurUckgvfUbrt  wird,  kIs  die  isl,  wodurch  es  »m  diesem  Ort  in  Jcni>n  ^rebracbl  wordeu  i«L 

72)  Es  ist  bei  dm  Betrccbtiin^cii,  wie  wir  sie  in  diesem  Pura|rr«{ih<<n  aiuleUen,  der  Um- 
stand >ves(>nllicli,  t\ass  das  liciiebii(C  Coordinutcnsystciii  durch  eine  einziiri-  Drehtiiij;  von  der  in 
vorijjer  Nummer  bcscliricIii-riiMi  Art  in  jede  Stelle  Ubergorührl  werdi  ii  kann,  ilii'  i  s  iiln  rtiaupt, 
ohne  ditss  die  g(^cn.si'i(ige  Luge  seiner  Axen  sich  ändert  und  ohne  dfl.ss  seine  Spitze  ihren 
Ort  veittsit,  ^bmkmm  kam.  Um  diei«  dtutuselien,  woUeii  wir  ihm  du  Syülcm,  dessen  Axen  AiX, 
A  X',  AX  "  sind,  durch  eino  Reihe  >on  beliebigen  Bewegungen  um  dessen  Spilze  A  von  der 
godüchtea  Art  in  irgend  eine  itndcre  Lage  gekouuueii  vorslellea,  in  welcher  seine  Axen  be- 
xDglkli  die IUchlniq|«i  AX,,  AXt,  AXT  einnelunctt,  und  nun  die  Riclitunf  AZ  und  den  Win- 
kel }.  aufsuchen,  welche  die  Eigenschnfl  besitzen,  dass  die  Axen  A  X  ,  A  X',  A  X"  des  ursprüng- 
lichen Systems  durch  eine  einzige  Drehung  von  der  GrOssc  il  um  die  Richtung  A  Z  in  die  La- 
gen AX, ,  AX; ,  AXr  kommen.  Za  diesem  Biid^  Ihilbirto  mim  den  Wlnlidl  XAX,  in  AS,  und 
lege  durch  diese  llalbirungslinie  A  S,  eine  Ebene  1', ,  welche  senkrecht  auf  der  Klicin!  des 
Winkels  XAX,  Steht,  so  bildet  jede  in  der  Ebene  !',  liegende.  \»n  A  auslmifi-iule  Kiilitung 
mit  den  beiden  Richtungen  AX  und  AA',  gleiche  Winkel  Hiübirl  man  nun  «rbensu  den  Winkel 
rAX:  in  AS.  und  logt  dnivh  AS,  «im  Ebene  P.  soriwedit  nuf  die  Ebew  X'AX.' so  bildet 
auch  jcdi'  in  der  Ebene  P,  liegende  «m!  Min  \  auslaiifende  Richtung  mit  denen  A  \'  und  AXI 
gleiche  Winkel;  daher  bildet  jede  von  den  zweien  dem  Durciwcbtiitt  der  beiden  Ebenen  und 
Pi  angehorige«  RiAiitiigiEn- A Z  sowoU  ndt  den  >lttciiiiingett  AX  luid  AXi,  als  nil  dunen  AX* 
•nd  AXi'  gIddM  Winkel,  so  dais  sbo 
(■*)  ZAX=ZAX.  und  ZAX'=ZAX; 

ist.  Giebt  man  nun  dcni  aus  den  Axen  A X ,  AX,  AX"  zusammengesetzten  Systeme  eine  Dre- 
hung um  die  so  crhalletio,  mit  iinn  Test  vcrrini^te  nichtun^r  A  Z  ,  deren  GrOsso  durch  den  Win- 
kel licstinirnl  wird,  (icn  dii'  Rhenen  XAZ  nrul  \,  A  Z  ntil  ciniitKier  machen,  SO  werden  dadurch 
die  ursprünglichen  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  in  die  vorgeschriebenen  Richtungen  A  X, ,  A  ,  A  A," 
ObetfehArt,  nvle  sicli  so  eüMdiea  ttsai  Nimmt  uuin  nimlicb  iBe  beiden  töiperiicliea  Dreiecke 
in  Betrachtung,  deren  Kanten  eimTseits  A  X  ,  A  X',  A  Z  und  andrerseits  A  X, .  A  \'  und  A  Z  sind, 
so  sind  in  ihnen  die  beiden  an  AZ  uuliegemleo  Seiten,  den. Gleichungen  {a.^  gemäss,  gleich, 
und  ansBordem  ist  anch  noch  die  dritte  Seite  XAX'  im  einen  der  driften  Seile  AXI  im  an- 
dern gleich,  imch  der  Voraussetzung  die  Axenwinkel  in  dem  Systeme  vor  und  nach  der 
Drehung  die  frlciehen  sind;  es  sind  demnach  in  diesen  zwei  körperlichen  Dn<iecken  auch  die 
den  gleirh(!n  Seiten  geecntihcrliegenden  Winkel  einander  gleich.  Wird  nun  das  System  aus  den 
Axen  AX,  AX*,  AX"  um  AZ  gedreht,  so  dass  dadurch  AX  in  AX,  QbergcfQhrt  wird,  so  RNIM 
dabei  nothwendig  ntu  fi  \  \'  in  A  X',  faHen :  denn  fiele  die  Axe  A  X*  nicht  in  A  .X' ,  so  niisste 
Aeselbe  in  eine  Lage  A  X;  kommen,  so  dass  A  Xt  und  A  .\','  nach  den  enigegengeselztea  Seiten 
der  Ebene  Z  AX,  Mnausgbtgen  und  beide  sowoM  oiil  der  Mehlnng  AX, ,  ab  audi  mit  der  RidH 
tung  AZ  gleiche  Winkel  ina(hten;  es  niUsste  dann  also  die  Elx  ne,  \*'elehe  den  un  AZIieponden 
Winkel  des  gleichscbenkeligen  kiirperlicben  Dreiecks,  dessen  Kanten  AX,  AZ  und  AX|  sind, 
balUrt  zngleTeb  «ueb  den  Wbdcci  an  AZ  in  dem  gleichsdieidceb'fen  kOrperlidieo  Dreieck  aus 
den  Kanten  A  .\',  A  X| ,  A  Z  halhiren  und  daher  auf  den  beiden  Eh<>nen  .X  A  X,  und  X'A  X|  zu- 
gleich »rnkrt'ilil  s[i'tun  iitni  diese  P!l)encn  nach  Geruden  schneiden,  «eiche  die  Winkel  XAX, 
und  X'A  X^  halbiren,  d.  h.  es  rnUssten  die  beiden  Ebenen  P,  und  P,  in  einander  liegen.  So  wie 
dsiher  die  BbeiMHi  P,  nd  P«  diae  Dorehsduiitlsliiit«  haben  Md  maa  dndrt  das  am  dm  Asm 


I.  81  Kr:  VI. 
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AX,  Ar,  Air  gcKfaM«  Byrtm  mt  «nelbe  m  kife,  bto  AX  b  AX;  su  liegen  koMml,  m 

'nmss  glekhzeili;,'^  auch  AX'  mit  A  X'  mir!  in  Folge  dessen  dann  amh  A  \"  mit  A  Xr  zusain- 
mmfaUen.  —  la  dem  AnanahiustaUe  aber,  wo  die  beiden  E^müico  1',  und  l't  in  eine  Ebene  0 
Hnnmeafrilei^  nbo  «ina  DmcfanchdlMiaie  niehl  Befeni»  BbeneMgl  mm  tUk  MM,  im  dtem 

Ebene  0  von  den  Ebenen  X  A  X'  and  X,  A  X'  in  eitu  r  und  derselben  Geraden  gei>chiiitteo  wordoB 
UMUM,  M  das8,  wenn  wir  irgend  eine  von  den  KichUin^n  ii  dieser  Geraden  durch  AZ,  bezeichnen, 
dMiB  die  Winkel  A  X  und  Z,  A  X, ,  so  wie  ludi  die  Z,  A  \'  lukI  Z,  A  X;  einandiT  gleich  werden  un^ 
dibcr  das  aus  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  gebildete  System  durch  eine  einzige  Drehung  um  A  Z, ,  di^ 
nudil,  dass  A  X  in  AX, ,  oder  A  \"  in  A  X' fiilü,  ii>  die  \ urlaiigle  Luge  iilicr^ji'fiilirl  \n erden  kunn. 

Man  hat  diese  Eigenschaft  der  sduefwinkligeu  ( uurdinatcusysk:me  durch  eine  einzige  i>re- 
liuiqf  tun  eine  In  jedem  besondern  FnHe  besUmmte  Richlnng^'AZ  in  Jede  SleOnn^  Ubergefllhtl  *, 
werden  zu  können,  die  es  iil)er!inu[)t  bei  nitiendei'  Spitze  diireli  eine  willkiihrlichu  Reihe  von 
solchen  Bewegungen  am  Kndc  annehmen  kann,  um  so  mehr  feslzuballen^  da  es  die  einzige  den 
Coordinaiensysteinen  allgemein  ndtolnnieiidfe  »L  Dnc'tcefitWinUig«  llmt  sidi  dtirch  drei  rae- 
cesrive  Drehungen  nm  jede  seiner  Axen  in  Jede  tti6gliche  Liige  bringen,  die  es  bei  ruhender 
'Spitze  einnehmen  knnn;  dieser  Satz  ist  aber  nicllt  nefar  allgemein  wahr  bei  schierwinkligen  Co- 
ordinaiensysteinen, weder  in  Bezug  auf  ihre  'drei  CnBidiXenj''noch  In  Bezug  auf  ihre  drei  Po- 
laroxen.  Soll  jener  Satz  auch  noch  Tür  schierwioldigiB  Slyslänc  gültig  bleiben,  so  muss  er  in  . 
der  Weise  gerasst  sein,  dass  zwei  Mm  den  Drehungen  nm  j:\vei  Gnnidn  ven,  die  tlrille  aber  um 
die  ;^ur  dritten  Grundaxc  gchürige  Polaraxe  geschieht,  oder  dass  zwei  von  den  Drehungen  um 
xweiPolanutoi 'geschelida,  die  dritte  aber  im  die  der  dritten  Poinnxp  cnüi|ire<i1ieiHle  Gramhxdi. , 

73)  Bis  hierher  hahen  wir  liei  eintretedd^  Bewe^tinrr  eines  rnordinnlensystrms  stets  vor- 
nnageaetit,  dasa  dabei  dessen  Spilan  ihrea  Ott  in  Baume  nicht  verlasse;  es  ist  indessen  teickl, 
die  «liiltenen  ResvItHle  Mi  tai«nre{tan4  idUserf» meil  Qoeli  den  Fall  in  sidl  etnaehUesneo,  wo 
dessen  Spitze  ;in  der  Bewegung  Anthcil  nimmt.  Denken  wir  uns  nämlich  das  Coordinetcnsystem 
irgend  wie  auf  solche  Weisi-  bewegt,  dass  dessen  Axen  ilire  Slellnii^r  einander  während  der 
ganzen  Bewegung  nicht  abändern  und  nehmen  wir  an,  dass  auch  die  Spilzv  des  Systems  wah- 
rand  der  Bewegnng  ilvM  Ort  vnlatnB  bal^'  ao  int  Meht  dniiaalMn,  dan,  dmdi  welche  KcÜm  . . 
von  Bewegungen  das  System  aueli  nn  seinen  nnucn  Ort  gelnntt  sein  niacr.  man  es  immer  auch 
blos  durch  zwei  Bewegungen  an  denselben  Ort  wird  bringen  kdnncn,  in  deren  einer  die  Axen 
stell  irtela  parallel  bleiben  niid'tlie  Spitze  in  gerada'lJmii'Mdr  foHbe#ebit,  Ine  sie  in  Ihren  neuen 
Ort  gckonnnen  ist,  die  andere  hingegen  eine  Drehung  des  Systems  um  eine  angcbbarc  Rich- 
tung AZ  von  bestimmbarer  Grösse  sein  amss;  die  Coordiuutenandcrangen,  welche  diese  nneli 
'sieh  sieht,  lassen  sich  nach  den  Formeln  der  Vr,  Tl.  angeben,  und  die,  welche  jene  Bc»  egung 
'des  Systems  nach  rieh  sieht,  ergeben  shA  sehe«  ans  den  Fenwln  (7)  ^^r  Kr.  15^  ' 

•    .    •  .      .    I  •,  •     .         .  ■      .  l'..       :  -    ,      .,11     ■       .  .  .  ■•  • 

f.8. 

74")  Wir  haben  in  Nr.  63.  gesehen,  iln!?^-  im  senkrechten  Coordrnatensysleme,  dessen  Axe 
AX"  senkrecht  aof  den  beiden  andorn  AÄ  und  AX'  steht,  die  mit  AX"  parallel  erzeugten 
IVojeciionen  von  Pnnclea  auT  die  durch  AX  umi  AT  hfaidnrch  gehende  Projectioiisebene  Spei-  > 
chenllngen  und  Speichcnwinkcl  lierem,  die  sich  aus  den  Coordinaten  dieser  Puncle  nach  An- 
leitung der  dort  tnilgethcillen  Gleichungen  ([120.  a.  bis  d.}  auffinden  lassen.  Bezeichnen  nim- 
lich  X ,  x',  x"  und  u ,  u',  u "  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinalen  eines  Punctes  0  an  den 


Digitized  by  Google 


IM  AwOyfltdw  fieMMirie.  Abtdu  L 


Axen  AX,  AX',  AX"  uml  stellt  r>  die  Liags  der.mr  «enkradUni  PrajeeHoa  dM.PimetM  0 

mf  die  rtiirrli  AX  und  A  X'  hindurch  gelegte  ¥.h<-n-  sfchrtrftfpn  Sppirhp  vor,  ^vithn-nfl  \y  und 
«'  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Richtung  iitener  Speiche  mit  den  Axen  AX  und  AX'  bii- 
d«l,  md  bMoklet  mmi,  dua  dm  GtoidnmgM  (5)  nr  Polfe  cr=:«,  cTi^au'      ao  kil  mi 
Mdi  AnMuNf  der  CSetalmagen  (120.  b.  ««d  4}: 
a»)  p'=xu-|-x'u',   prosw  — «  ,  pcosw'=u'. 

Da  aber  im  senkrechte  Systeme,  worauf  sich  diese  Gleichungen  beziehen,  W  und  W  rechte 
Yfkkä  iM,  wi»  cotW=0  md  cm  W"=0  rar  Folge  Ikit,  so  leigen  die  GleichiiBgcn  (15.  a.), 


1ur=:  .\-j-  x'(  0s\V  ,    u'— \  fOS  W -f- x' ,    u  "=:\  " 
ifit,  woraus  umn  sofort  ganz  so  wie  hus  denen  (91.  c}  die  (91.  e.}  noch  weiter  tindet 
xain'W=:n— u'cosW  und  x'8iB'W=u'— «cmW, 

wekln  CSkidnMigMi  si^on  in  Nr.  68.  zur  Sprache  gekommen  sind. 

Macht  man  es  sich  zur  Regel,  die  Winkel  w  und  w"  von  AX  und  AX'  nus  immer  nar 
nach  der  Seite  hin  erzeugt  sich  vorzoslellen,  nach  welcher  man  von  AX  aus  Uber  den  Axen- 
Winkel  XAX'  hinweg  in  liingelangt,  oder,  w«  dttnit  gtefdiliedeolend  ist,  Tdlifl  utn  Aeee 
Winkel  uls  negative  Grossen  in  die  Hechnung  ein,  so  wie  man  sie  als  narh  der  entgegenge- 
setzten Seile  hin  erzeugt  aulgeTasst  hat,  sp  ist  stets  w'ssw  —  W.  Durch  diesen  Werth  von  w* 
geht  dnn  die  teilte  Cneidmog  (133.  a.)  zmiidMt  in  9eos(w— W3=ui'  Uber,  «od  gidi^  weu 
man  cos  w  cus  W     sin  w  sin  W  an  die  Stelle  von  cos  (>v  -  and  g^dueftig  fttr  OOS W  Mi- 

nen Werth  aas  der  vorletzten  Gleichung  (132.  ü.)  einsetzt: 

Q  sin  w  sin  W  —  u  —  u  cos  W  , 
«rdste  Hit  RMukM  «r  die  «Heni  GIciehungen  (132.  b.)  wird: 

dar  Gleidwiigeo  QiSi.  e.)  Jefetl  die  seilen  kann: 


•        I  ^ »  11     ^       x'sin  W 

«.)  ^»•ÄXii+if«',  e«gw=-,  üiiw= — - — j 

weldie  in  YeriilnAmg  ndl  der  Gleicbong  jfsn"  afle  vorigen  enelien.  Biese  lebten  Glei- 
chungen zeigen,  wie  sich  die  Länge  und  Rielilun^r  der  zur  Projection  eines  Functes  0  gchüri~ 
gen  Speiche  einfach  aus  den  Coordinatcn  dieses  Functes  im  senkrechten  Systeme  herholen  las- 
sen, wobei  man  zn  beachten  hat,  dass,  thi  durch  diese  Gleichungen  sowohl  cos  w  als  sin  w  ge- 
fimden  wird,  die  Vorzeichen  dieser  Irigunomclrischen  Verhältnisse  liinslelilHch  der  Speichcnrich- 
tun^  nach  niclit  die  geringste  Unbestimmtheit  gesliitton,  wenn  der  Winkt?!  w  stets  als  nach  der 
vorhin  festgesetzten  Seite  hin  erzeugt  aufgefasst  wird,  wie  diese  letztem  Gleichungen  voraus- 


Umgckcbrt  kann  man  ans  der  zum  Projectionssystem  gebürigen  Ordinate  x"  eines  Puncles 
0  und  aus  der  Speicbenlänge  q  und  dem  Spoichcnwinkel  w,  die  der  Projedion  dieses  Puncles 
angehören,  die  sämmtlicben  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  dcssdben  i'unctes  im  senk- 
rechten Coordinateasysleine  herholen.  Zonidist  luA  niao  nämlich  in  GenHisbeil  der  letslM  ebeip 
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«■A  i»rtl|e  dtoMT  gkM  die  eni»  «iNffe  und  die  Mkle  «riwra  xva  Jan  GMdiungen  (132.  bO: 

psinwcosW       ,     ,  .     M-  I      •       •  tir 

x=:(;co8w — - — uod  a=:0cus Wcosn -f-^8uw8iaW , 

wckhe  lieiile  sich  sogleieb  «nf  die  einfachere  Form  bringeit  Immi: 

75)  In  dem  Projcctionssysleinc,  welches  in  der  vorigen  Nummer  in  Veriinüpfung  mit  «ieui 
dort  TOnmagnelzten  senkrediteii  CoonBntensyslemc  aufgefasst  worden  isl,  winl  die  Projcdion 
einrs  Ptinrtrs  O  n!s  der  Dnrchsclinilt  P  einer  diin  li  0  mit  der  Axc  AX"  piinillcl  sjeleglen  Ge- 
raden mit  der  durch  AX  uad  AX'  gelegten  t'rojectionsebenu  erhalten;  dcsswegcn  und  weil 
AX"  senfareeht  raf  der  ProjecdoQwbra»  steht,  isl  OPA  eia  bd  P  rachlwinUifca  DMiedi,  In 
welchem  OP  die  im  Piojcitionssystein  zur  Axe  AX"  ^'ihürigfc  Ordinntc  x"  un<i  AP  dii-  Spei- 
«heülüage  q  ist}  welche  zur  Projeclion  P  des  Punctcs  0  gehört.  Stellt  also  r  die  Lange  der 
n  diesein  reclitw1nkli(rein  Drelerk  gehörigen  Hypotenote  AO  und  x  Winkel  T«r,  welelMB 
die  von  A  nach  0  hinzielende  Richtung  A  0  mit  der  i>peichenrichtnng  A  P  bildet,  welcher  Win> 
Vd  zugleich  der  spitze  Jüeiigiiiigswinkel  zwiücbea  der  mcbting  AO  und  der  ProjecliOMebea» 
ist,  iiu  hat  man: 

woraus  sich  weiter 

r*=e'+x  '   und   sinx—~y   009/=?.  CtM*  M 

finden  liisst.  In  diosen  Gleichungen  hat  man  r  und  (>  sMs  a\s  positive  Grii.'.st-n  aufzurasspn, 
weshalb  auch  cos/  immer  positiv,  sonach  x  immer  spitz  ist;  aber  sin/  iüt  pu&iliv  oder  nega- 
tiv ED  Mluneo,  jo  Mchdem  i^*  yosMv  oder  negitiT  ist,  d.  h.  je  nschdem  der  Pmict  0  mf  der 
positiven  odrr  negativen  Seite  von  der  Projectionsehrne  liegt.  Da  sich  bhs  den  Gleichungen 
(134.  ».)  die  Projedionsgrussen  x"  und  q  in  völlig  besUmmter  Weise  fuiden  lassen,  wenn  die 
Grossen  r  und  x  gegeben  siad,  «nd  de  magekelui  diese  milteist  der  Gletehungen  (134.  b.)  sidi 
in  völlig  Ijcsliniinter  Weise  linden  lassen,  wenn  jene  gegetten  j>ind,  so  wird  die  Lage  eines 
Punctes  iia  iiuume  durch  die  drei  Grössen  r ,  x  w  eben  so  bes4iauat  festgestellt,  wie  durch 
die  drei  x",  (j  und  w .  Wird  die  Lege  tob  PvimIbb  fm  Riaie  dedarch  festgestellt,  dass  filr 
joden  die  evT  ihn  sich  bczidicnden  drei  GrSssf  r,  /,  w  angegeben  werden,  näudidi:  ielM 
Eniroriiune  r  von  einem  lest  im  Räume  »nffenommenen  Pimclc  A,  welche  Entfernung  der  «um 
Functo  A  gehörige  Strahl  oder  Radius  veclor  heisst;  der  spitze  Winkd  x»  den  die  von  A 
iMb  ihm  M— ^  Rkhtmg  ni»  «iner  dwdi  A  Uadmdi  gebenden  linverUndeiUeh  ingww 
menen  Ebene,  die  die  Glcicherebene  heisst,  bildet,  welcher  Winkel  als  positive  oder  nofra- 
tive  Grösse  anznseh^  ist,  je  nscfadcu  der  Puncl  auf  der  einen  (positiven}  oder  saf  der  an- 
dern (negativen)  Srito  ton  dieeer  Ebene  ll«gt;  eniBiek  der  Winkd  w,  den  die  Bbenn  des 
Winkels  welche  die  Meridianebene  oder  der  Meridian  des  Punctes  heisst,  auf  den  de 
sich  iMsieht,  mit  einer  andern  durch  A  hindurch  gelegten  und  senkrecht  auf  der  Gleicherebcno 
Hebenden  nnverinderlichen  Ebene  bildet,  die  man  den  ersten  Meridian  zu  nennen  pflegt,  wel- 
cher FUchenwinkel  mit  dem  Winkel  der  DurchschnÜlislbiien  der  Glcicherebene  ndt  den  Ibridien 
des  Punctes  und  dem  ersten  M  T;(li;iri  übereinkommt,  so  wird  der  spitze  positive  oder  negative 
Winkel  x •  den  die  mcbtnng  AO  nut  der  GleicherelMHie  uach^  die  positive  oder  negative  Breite 
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des  Plmdes  0 ,  so  wie  der  Winkel  w ,  dtm  der  m  0  fCkÖri^e  Meridian  mit  dem  eralm 

ridian  macht,  dlt»  Läiniro  des  Punclos  ()  g-rnnnnt.  T>if*  m  p'mem  Pnncle  gehörigen  Orössen  r, 
w  beissen  auch  hier  wieder  dessen  ('oordinatrn,  doch  werden  wir  die  Jetzigen  zum  Unler- 
«cUede  von  dm  fiHlMrett  CeNtrtlooordIntleii  nennm,  vHfhraid  jene  nun  UnleneUed  von 
diesen  die  l'arallplfoordinatr^n  hcisseii  iiifiijeii.  Der  l'imrt  A  v.ird  liier  wie  dnrt  die  Coordina- 
tenspitze  genannt.  Den  Durchschnitt  des  ersten  Meridians  mit  der  Glcichcrebcnc  werden  wir 
nodt  die  Grundrlehlnng  dteser  Ebene  nenneiL 

So  wie  die  Gleichungen  (134.  a,  nnd  b.}  rar  Ueberlragung  der  Prujeelianjgrösscfi  inCoi- 
tralcourdinalcn  oder  dieser  in  jene  dienen,  so  lassen  sich  auch  die  Gleiclmiij^en  anheben,  wo- 
durch sich  die  gewulinlictiLii  oder  Parallelcoordiiiateu  in  Ceniralcoordiiiuten  und  uuigt^lictirt  diese 
b  jene  •becfllbren  hssen.  In  erstem  Falle  dienen  die  Gleichungen  (134.  b.)  in  YeMadmg 
idt  der  nretten  und  driHcn  Gleichitag  033.      and  der  IcIsteD  (133^  k),  nlididi: 

I  "       •         jCsinW     j  r  ^ 

 (       w—  -  ,    sm  w  —  —  - —    oder    cos [yr  —  W )     ~  t 

wenn  man  sich  unter  q  eine  durch  die  Gleichung 
=  X 11 4-  x'u' 

M  bestimmend«  positive  UUTsgrösse  vorstellt;  die  im  andern  Falle  erfordcrtichen  Gleichungen 
ergeben  lidi  au  denen  033.  a.  und  bu)  in  Veriiindnif  nrit  denen  (134       Man  fladd  w 

„      „       .  ,     A  sin  w 

i"=u=r«n^r,   u=ecosw  ,   x=  \^^yf 

sinfw  —  W)        ,  , 

cm.M-  ^'=-«-äir^'  »=;p««cw--w) . 

bi  welcben  man  «ich  uuler  f  die  durch  die  GleMdmiy 

p  =  r  cos  ;if 

zu  besfiinmende  positivß  Hitfsgrösse  zu  denken  hat  Die  Gleichungen  (i^Tt.  a.)  lehrrn  die  Cen- 
mdcoordinaten  aus  den  Farallelcoordinaten  zu  finden,  wenn  beide  einerlei  Spitze  haben,  nnd  die 
durch  die  Axen  AX  nnd  AX*  gehende  Ebene  tnr  Gleicherebene,  ae  wie  die  CeonfinMaiebfln« 
XAX"  zum  ersten  Meridiiiii  iri  nnni  rieri  wird;  die  Glcichuiisfen  (135.  b.)  hingegen  lehren  die 
sdüefm  und  seakrecliten  Coorilinal«n  aus  den  Coitntlcoordinalen  zu  finden,  wenn  beide  einerlei 
SpNie  baibcn,  der  Dnrdiaelmilt  dea  enden  Meridiani  mit  der  Gletdierniiene  xur  Axe  AX,  die 
um  den  Winkel  W  der  Richtung,  in  welcher  die  positiven  Lüngen  gezählt  werden,  weiter  vof- 
wSrts  liej^ende  Richtung  zur  Axe  AX',  und  die  auf  diesen  beiden  A\en  senkredile  in  die  po- 
sitive Seite  der  Gleicherebene  hineinragende  Hiclilung  zur  Axe  AX"  genommen  wird. 

Liegen  in  ehieni  besondem  Falle  aNe  Panctof  deren  Sidlen  im  Räume  dnmh  ndche  Can- 
Inkoeidinaiui  restgealelll  werdn  aollen,  bi  der  GieiAerBbene  selbst,  so  iat  für  alle  diese 
Pnnole 

ClM-a.)  sinx=0  nml  oos;rrsl,  • 

was  Sur  Folge  hat 
(!»•.».)  jr=u*=:0  und  t=Q; 

«s  veiwfawindel  daher  hi  disie«  Filto  der  BrcUennklwl  g  mtt  d«  CooidiMln  jif*  «fccV 
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gieich,  und  die  SpeichenlKugc  wird  zum  Ridüuvector;  siebt  nun  dann  von  der  verschiwunde- 
wn  Bnft»  ««4  CoofdiMle  gtnlidi  ib,  m  mmaMa  «kb  die  GMdnagaii  (138^  ».')  Mi 

i*=5xa+xii,  <»sw=3-  und  ■uiir=  — ^  UM*  «»I 

vad  dw  Gkrichaqgea  (135.  b.)  wefdai:  ' 

»  <•       ort  «inTw  -Hn        .      sin  w 

Da  dieser  Fall  mit  dem  oben  tn  Nr.  88.  belrachielen  übereinkoimnt,  wo  vir  im  dvrl  ihm  aa- 
botpemle  Coordiaalentysteni  «•in  ebenes)  genannt  habeil,  so  werden  wir  aurh  das  Ciaitnl00OI<-' 
dinatensyslem,  fttr  welches  die  J^omeia  (tS&  e.  Mid.  dl)  aligemeine  GillligiieU  beMlen,  ein 

ebenes  nennen. 

76])  Gcbürcn  die  Farallclcoordinatcn,  welciie  mit  Centralcoordioaten  verglichen  werden  sol> 
len,  keinem  senkrecfalen  Syalmie  an,  und  seil  die  durdi  die  Axen  A  X  und  A  X'  gelegte  Biene 
dieses  Systems  die  Gk'irhorebenc  der  Ccntralcoordinalen  werden,  so  wie  AX  der  Durchschnitt 
des  ersten  Meridians  mit  dieser  Glcicherebene,  so  bat  man  nur  neben  dem  ursprünglichen  Sy- 
steme, dessen  Axen  AX,  AX',  AX"  sind,  ein  neues  sich  zu  denken,  dessen  Axen  wir  durch 
AY,  AV,  AY"  bezvicbiion  und  so  anordnen  wolen,  dass  die  zwei  Axen  AY  und  AY'  vom 
neuen  System  mit  ili-n  hndcn  AX  tind  A  X"  (l.»s  ursprünglichen  Systems  zusHmmpn  Tiilh-n,  die 
AY"  aber  die  zur  Gruiidaxo  AX"  gehörige  Polanuce  ki"  wird.  So  angeordnet  ist  das  neue 
System  ein  senkrediles,  auf  Wehihes  dIe  'FofDidn  der  voiigen  Nummer  vdDe  Amvendbafkdt 
bchallpn ;  Iiczi-irlmci  inati  fliiliiT  «IJc  Coardinaten  eines  Iicliebigen  Puncles  0  an  den  Atcn  AY, 
AY',  AY"  analog  deuen  des  gleichen  Tuncles  an  den  Axen  AX,  AX',  AX",  nur  an  die  Stelle 
der  Gran^eieken  x  nnd  «  die  |^  imd  v  eelmid  und  das  GranteMdm  für  de«  AxemviidNl  W 
nit  dem  W.  vortansdieiNl,  so  .M  nm  den  ffleiduimeK  (iSft.  a.) 

f»=e«+ys  «oe;r=?  und 


r 


8inw  =  i   oder  cosfw  — W0=-  »  \  0^) 

In  wckhoB  1^  eine  durch  die  Gleichung 

SU  bestimmende  positive  HiirsgrSsse  isL    Eben  so  hat  man  den  Gleichungen  b.} 
Polfee: 

y"=;ir"— rsin/ ,   v=ßcosw  ,   v'=pcos(w  —  W|), 
sinfw  — WJ       .      sinw  # 

y=-p  ito».     ^=9iEwr      y  <*•> 

kt  wekkem  f  die  dsid  die  filekirtaf 

Q  =  r  cos  X 

tu  bestimmende  poriUre  HüfsgrOsse  TonteBt 

Um  die  in  den  Gleichungen  (a)  und  (b)  vorkommenden  auf  das  neue  System  sich  bezie- 
henden ("donJinatpi!  in  solche  überzutragen,  die  dem  gleichen  Punctc  im  ofsprilngiicfacn  SysteaM 
angehören,  liat  man  bius  zu  btmcklen,  dass  die  beiden  hier  belrucbleten  Systeme  genau  in  dei^ 
•slkoA  BeaidMNiy  ta  elNHiider  ilelu,  «ie.  dte    Ne,  M.  aar 
demMh  die  Gteickiagca  CH«.a>kiic)  aaeh  Uer  «Mer  vele 
L  IT 
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hl  dbn  flort  iBilirMtantai  SiMe  ämmü  Mrt  ■«  aber  io  die 

stehenden  Gleichung^en  für  v,  v',  v"  und  y,  y',  y"  ihm  in  den  GlcicTinTirjpn  (ii7,  a.)  ausg»» 
•pradMoien  WertlM,  so  geiien  die  Gleichungen  (a),  wenn  nun  beachtet,  da6i>  hier  W,=W  M, 
Äer  Id: 

=  P'  +  «?V,  eta;r=S!,  eoi;t=f 

a 

l' 

wibread  ^  eine  durch  die  Gleiehunfr 

X  u  +  x'u'--  (5;'-v"    u  -H  au') 

zu  besliuiRiende  pu^ilivu  Hiirsgrössc  ist;  und  eben  so  werden  die  Gleichun^n  (10)1 

(K'x"=r8in;f  ,   u  =  pcosw  ,   n'=pcM(w— W)  und 
„„  „         sinfw  — W)       ,    0,,^.  „  sinw 

x-a.g.v^-g    sinw    -  *-««<^*=f55rW' 

wihreud  ^  durch  die  Gleichung 
p=:reoe;c 

bvMmA  wM  WeB  aber  der  diMen  Gleichmg  (48.  a.)  swrolge  «;rz''s=«,«+S;«'+*;'<i^ 
wd  ■an  Uerant  flndci: 

iiyas  C^fliTs:!  üt,  lo  wM 

^•=x  ■+ «"o"-  <K?J^, 
«d  da  «jMvdieii  dea  GleUmngen  (41^)  und  (tf.  «.)  gaadss : 

ist,  so  nehmen  die  Gleichim^ror)  (c)  Hie  roltfonde  Gestalt  an: 

r'isxu  +  Ä  uH- v"u",   siii;r=  —  >   cos;f=^  und 

Ciait  «O  <  r  «  fmw=  ,    "■■         oder  ooetw— W}=- , 

^  eine  darch  die  fitotchung 

£U  bestimmende  positive  Hiirs(rr<>.ssc  vorstellt ;  die  GIrirliungpti  (d^  aber 
f  (Si'x"=:rsin/ ,   u  =  pcosw  ,   u'=i»cos(^w — VV}  und 
eis«.  *.>  -  - )  * — -  9  «n     -  W)  ,  X  m  W — ^ik W'eai STss^ ila  w  . 


ist  Um  die  noch  fehlende  trrüs^e  u"  ta  erhalten,  darf  nran  nur  crwHgen,  dass  der  driUeB 
OeidkuBir  (48.  a.)  mr  Folge 

?i:'u"=«;v'  («,u  +  ?i;u') 

iai»  und  diese  Gteicbong  gehl  mit  Ztuiehung  der  vonlehendea  fikr  n  nnd  a'  gefimdeaea 
Weiiht  Iber  in: 


Oigitized  by  Google 


f.  8.  Ar.  77.  OwHwitooarthiite».  JM 

r    ;r  —  p  f«,  OOS  w  +  a;  CO«  (w  —  W)] 

«•s^rilii  X  —  ^  [$!•  Wcot  STcoB  w + tiiiW'coBflrooB (w— W)J  / ^**'*  •'^ 

wie  die  Gleidnm^  (41)  «nd  (4$.  «.)  Mgleicti  an  die  Haed  fdiefi, ; 

77)  Gchün'n  wieder,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  die  Parallelcoordinalcn,  wdchc  mit 
Cenlralcoordinalen  vei^lichea  werden  sollen,  keinem  «enltfec^ten  Systeeto  aa,  «oll  aber  die  durch 
die  Pohraxen  AJF  nnd  Af  ffdeg*«  Bb«Be  lur  GleidbeTCib^' geaonmien  werden  and  die  Rich- 
funcr  A  jF  zuni  Durchschnitt  dos  rrstcii  Moridiuris  ini!  ilir,  so  ist  ofTenbar  dit\<c  AufijabL'  eins 
nU  der  in  voriger  Nonimer  behandelte!,  so  wie  man  sich  das  bisherige  Polarsysiem  als  Grund- 
ayMem  Torstcili,  zu  waMa»  dann  dha  Cnmdaysim  ahr  FakTsystein  gebärt.  Giebt  man 

daher  den  CoordiMtm  eines  Punclos  in  Polarsystem  dieselben  Zeichen  wie  denen  im  Gnrnd- 
System,  nur  dass  man  sie,  dpr  in  Nr.  35.  eingeführten  Bezeichntingsweise  mtsprechend,  mit 
Uammem  umgiebt,  so  ergeben  sich  dh  nnserer  jelaigen  Aufgabe  aakonunenden  i>omiehi  aus 
dnan  dar  vorigen  Nnamier,  wenn  am  alle  ChegdinlienBcieliBn' ' nitt  nanmafii  «aaficlil  md 
sugleich  dif  Cnitirirrirhrrt  W  und  ffl  wediselseilig  mit  einander  veriKitsrTrt  Hbrrhaupt  nflc  Be- 
liekongen  zum  Grundsysteine  in  die  analoge  com  Potarsysteme,  so  wie  die&e  in  jene  omliehrt. 
Dofdi  dtoM  Onkelmiff  cileültt  der  Werth  ^  kafnt  AcMertmgr  daher  ^abm  die:  6Wl 
ielMWigen  Ci37.  O  Im  8«g««wllrtig«n  Falle 


f=W(iUi-(ar)(«')+(a-)(n''),  ri»x^M^f  m^lM 


(n)       .         (x'^  sin  21^     fx")sin5B'cosW"      .  .  (u')     .         .  , 

cos w  =  --  ,    sm  w  =  —  „  0<*er    COS (j^  —  Slßj ~p  \ 

wobei  p  eine  durch  die  Gleicinnig  "  '''        '  ' '  '  '•  "  ■  ^ 

nfkeadanncndc  positive  HOfsgrösse  bedeattL  tbdt  so  gdten  tfie  Gleichungen  (137.  hJ): 

Cr';(x"}  =  rsin;r  ,   (u)  =  eco»w  ,   (u')=pcosCw     5B)   und  \ 
(xlsinSß  -  (x")siniiB"co8W'=— jain^w^a»),  (:[^')lin|^— (^;')aij»airc9«(W"==(^ 
la  welchen  man  ■  .    ,  •,.  .     j,  •!■  i.  i  \  : 

jm  aeliaa  luit,.  iiiid  die  «ntere  GUehuM  CI37<  a> ,TiKWWfle|i.flidh  <n» i .,..:  :  > 
(lOsttTrainx—  2j^[>iBB''«»W'eMW+«intt'oosVireu(w— fDT)]. 

Seilt  man  nun  shMI  dte  «mT  ds  retoiyaHm  aieli  beiiehenden  Coordhrtan  wieder  die  mT 

das  Gnind^ystd  i  süh  beffdModea  «fo,  md  AiMliMf  der GlikjinfBn  (67.  a.  md  k.)^  ae  g»^ 

ben  die  (a^  iiber  in: 

r'=:xu.+  x'u-^x"u",   sinjt=  ~  ,   coSjf=:p  ond 

Sjp    4E^  I  - 


an  beaiiiiUDende  positive  Hüfsgröste  ist;  die  (b}  aber  nehmen  die  folgende  Geatalt  an: 

IT» 
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n"=  rfin  x  i  4lx=e «6f  w  ,  Cx*=  p  cos  (w  ~  md 
tt    «"CM  W=  '  f  w  W'ni  (w — SB)  ,  i'^  a"cos W"=:9  rialTriiiw , 


IM».«.) 


in  welcher  q  die  so  eben  nnarfuhrtc  Bedeutung  iial. 

78}  Die  eigonlliche  Aufgabe  der  Ccntralcoordinalcn  bezieht  diiriu,  dass  sie  die  l^ge  der 
Puncto  dvrch  derea  Entferaniigin  von  einen  im  Rmmn  fest  Mgenoauneiien  Punol«  A  tu  iw- 
itininicn  hüben,  wozu  neben  diesen  Entrcmungen  noch  die  völlig  b'  sfiinn/."  Aiigalie  dor  von 
dem  festen  Piinct  Ä  nacli  «ieo  übrigen  Puno(«n  hinUmfeHlen  Bit'bUingen  errurderlicli  vA.  Diesen 
lebieni  Zweck  cvraidiM  die  bte  jeW  belnehleleii  Centnboordinleii  dwhireh,  dm  lie  ehe  dardl 
den  Panel  A  hindurch  gehende  fesrle  Ebene  (die  Glocherebeae)  zu  Grund  legen  und  an  ihr 
eine  von  dem  Puncto  A  auslaufende  unvenindcrliche  lUchtang  ^dio  Grundrichtung),  welch«;  wir 
durch  AG  anzeigen  wollen.  Legt  man  nümlich  dunh  die  von  A  nach  irgend  einem  Puncto  0 
UaKielendo  RMitung  AO  eine  Ebene)  welche  senkiechl  nuf  der  GU  icherebene  sU-lil  und  diese 
in  AP  schneidet,  so  wird  die  Richtung  AO  olfenhir  durch  die  Hiihliing  AP  und  den  Winkel 
PAO  oder  x  völlig  beslinunt,  wenn  roon  die  zwe  Seiten  der  Gieicherebene  von  einander  ua- 
temdieldet  wd  die  der  efawa  Seite  «igeiiBrigeii  Wfdcd  x  ^  peiiltire  GrHmn,  die  der  «ndeni 
Seile  zBgi'hiirlgf^n  Winkel  hingegen  als  negative  Grisse  in  dio  RLclitiunt  niifrürnint;  die  Rich- 
tung AP  aber  wird  voUkommen  gegeben  durch  d«  Winkel  w,  welchen  sie  mit  der  Grund- 
lichbinf  AG  neclit,  wenn  man  die  Biene  dieaei  Winkels  stets  naeh  cterid  Seile  von  der 
Grundrichtung  aus  in  der  Glcidierebene  sich  hin  entrecken  lässl,  oder  ihn  als  negative  Grösse 
in  die  Reilinuntr  aufnimmt,  so  wie  man  seine  Ebene  nach  der  entgegengcHctztcn  Sciti-  von  der 
Grundrichlurtg  sich  hin  erstreckend  denkt.  Diese  Centrulcoordiuaten  thun  soua^ii  im  Grmtde 
nichts  anders,  als  dass  sie  das  aus  den  drei  Rlchtuiigen  AG,  AP  und  AO  gddldete  Dreifcanl, 
(welches  tin  der  Kiinlc  AP  einen  rechten  Flächenvinkel  hat,  und  von  welchem  die  eine  Knnic 
A  6  und  die  eine  mit  der  Gleicherebcne  zusauunenialleiide  Seite  ihrer  I<age  nach  unabUndcrIich 
die  glekben  bleiben  nnd  gefeben  sind),  vollkonumn  besUmatien,  indem  sie  die  beiden  den  rech- 
len  Flüclienwinkd  i'iiist  hlicssendoii  Kitntenwinkel  von  ihm  an!.'(  l»r  n.  Dcrse-Ibc  Zweck  lässt  sich 
indessen  eben  so  gut  auch  dadurch  erreichen,  dasi  aostatt  der  hier  g('\>iilill<>n  zwei  Stücke  des 
angeflibrton  reebli^akligen  Dreikants  irgend  zwei  andere  vtn  ibm  aiigi-giben  werden,  woui 
häufig  der  Kantenwinkel  0  A  G  und  der  von  ihm  und  der  Chieberebono  eingeschlossene  Pl|> 
cfaenwinki'l  (jewühlt  werden,  welcher  Fliidimwiiik -l  stets  mc\  der  positiven  Scilu  diT  Clcirhor- 
ebene  hin  sich  erzeugend  gedacht  wird,  wobei  derselbe  Jedt  Grösse  von  ü  bis  zu  vier  Bach- 
ten  hin  aonidMnen  kann,  wenn  man  ihn  niehl  Udier  ab  peail^«  oder  negative  Grdase  anfflnsen 
will,  je  nachdem  er  auf  der  posilt-.  r  n  (l  ir  r  n  '^niivcn  s'citc  der  Glcirhrrclirnc  lic^.  w  i  l  uin 
dessen  absolute  Grösse  zwei  Rechte  nie  ubentctireiten  kann.  Da  wo  an  die  Stelle  der  beid«i 
H^dNl  ;r  imd  w  kwei  andere  Winkel  desselben  Dreftanls  eitgefUhrt  werden  und  die  Lage  des 
beliebigen  Punctes  0  dHnn  anstatt  durch  r,  /,  w  durch  r  und  zwei  neec  Winkd  bastbnMt 
wird,  nennt  man  diese  zwei  neaen  Winkel  in  Verbindung  mit  der  CrHsüP  r  immer  noch  die 
Centralcoordinaten  des  Punctes  0,  oad  da  sich  im  recbtwokligen  Dreikani  jedes  bluck  aus 
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flipei  nden  inmer  g«iu  ctaTadi  herMM  UM,  w  lal  m  t«wwi  TifJij  Mi  dai  PuhmIi» 

4ia  eine  Art  solcher  Centralcoordinalen  auTgefiuiden  wofidn  iM,  40  iMSDhital, 

einer  andi-rn  Art  cnlsprerhcn;  liahcr  ist  es  unnöthig,  hier  diese  neoen  Fnnncn  noch  bwtondcr» 
■ufKuTuliren,  da  sie  in  jedem  vorkonunenden  Falle  sogleich  aus  den  oben  mil^etheillen  beige- 


S.  9. 

Redaclion  derjenige!  ProJeeUoiszAUeji,  vndtht  fon  dea  Aiea  eines  Goortfnakosyslrins  an  den 
iten  eines  udera  mit  diesen  verbundenen  Coorfiniteiisxsteiu  gcMUel  werden,  «uf  die 

.  79)  Jim  den  GlMduMgm  (12)  läwl  «cb  enUtebmea,  wie  die  »eokreciilen  Projecüoiu- 
ßiMm  einer  Riehlanf  an  dea  Ann  «ta««  MkMgco  Ooordliinifluynicnn  am  den  aditeren  Pr«- 
JaflUtWUBMlilcii  dürselbcn  RichUing  an  den  gWclieii  Axen  gefunden  werden  liiiiineD,  und  d\c  Cüai- 
diiuigen  (41.  a.)  ^ehen  zu  erkennen,  wie  sich  umgekehrt  diese  aus  jenen  herholen  lassen. 
Wird  dalicr  aii  du  ursprün^liL'he:i  Coordiiiüteii&ysU'ui,  dessen  Axen  A.\,  A  X',  AA'  sind,  ein 
jBflMs  anfleknüpn,  dessen  Ajten  AT ,  A  Y',  A  Y"  aein  nOgen»  und  liMt  man  in  Benig  auf  dieae 
iwci  Systeme  die  Bezeichnungen  der  Nr.  2:5  hii-r  wieder  uiiveränrfert  gellen,  s»  kann  nnm  die 
idottigea  «cUiefeii  Projectioflsuhlea,  deren  (iruudzeichea  A  oder  B  isl,  durch  die  senkrechten 
-«■ndrilelien,  daran  Gnauheielna  C  oder  D  iil,  ao  wie  aich  auch  vngelielirt  dieae  letctem  darek 

die  erbtern  diirslelleii  lassen.  Ferner  nv\\l  aus  den  Gleichungen  (31)  und  (81.  a.  und  b.)  ber- 
«yor,  das«  nuui  sowohl  aus  den  seokreditea  vrie  aus  den  schiefct)  ProjectioiiMaldca,  die  von 
tien  Am  den  eöwn  Syatema  an  den  Axen  des  andem  SyatenMi  geliildeC  werden,  die  ableiten 
ibann,  wdche  VM  den  Axen  des  letztem  Systems  an  den  Axen  des  erstem  Systems  geliefert 
werden  Man  kann  sonach  die  siJmmllirhen  Projectionszalileii,  deren  (irundzeichen  A,  B,  C, 
It  sind,  üudeii,  wenn  man  di«  cioew  einzigen  dieser  Gruiidieiciien  euisprechenden  kennt.  Aus- 
tfefdea»  foht  aua  dea  in  (f.  &)  arilgelhaillcn  GonrilntioMlonaeh  bervwr,  dai«,  w«nn  aBa  twfr- 
Bcben  den  Cninrlaxcu  zweier  Doppelsystcme  obwaltenden  Projec4inns7:nhIen  bekannt  sind,  man 
au»  diesen  auch  jene  üud«a  kann,  weiobo  »um  Vorsohein  kommen,  wenn  man  an  die  Stelle  von 
4m  ebiaa  «dar  von  dom  andern  Gnunbyatam  aein  Pohrtysten  li«lea  liist,  oder  aodi  beide 
Grundsysteme  durch  ihre  Polarsystome  ersi  l/t.  Es  sind  deintuich  die  144  zwischen  den  Axon 
xwcier  Doppelsysteiite  mügUchen  Projcctionszahlen  in  9  von  iboen,  die  einerlei  Gmadseichen 
haben,  diese  mögen  sciüdc  oder  senkrechte  sein,  sdion  enlhailan;  aber  aneh  dieae  neun  n 
einerlei  Grundzeichen  gehörigen  sind  nicht  alle  von  einander  unabbüag%.  Sehen  »ir  niiiolich 
die  Axenv'  inke!  in  (i(  n  beiden  fTruiidsystenien  als  gegebene  Grössen  an,  sn  finden  zwischen  den 
drei  Axeawinkelu  des  einen  Systems  und  den  ProjecUonszahlen,  weiche  ihre  Schenkel  am  an- 
dern Syitan  Kefani,  die  drei  Oaidun^n  ainli,  wakin  denen  (30)  andfabildat  aind,  and  die 
eben  so  viele  Relationen  zwischen  jenen  Projcctionszahlen  au»nachen;  da  zudem  zwischen  den 
drei  Projectionszahlcn,  weleiw  joder  Axe  dea  einen  Syatema  tun  andern  System  zukonmiea,  die 
Mditnngagleichung  (llj  statt  bei,  websbe  drei  neve  Relationen  mriachen  den  als  primiiiTe  a»- 
(naabenen  nein  Projectionstahien  liefert,  wonach  also  diese  neun  Projectionszahlen  durch  6 
.Gleicbungen  Ton  einander  abhangig  gemacht  werden:  so  überzeugt  man  sich,  dass  die  neun 
ala  primitive  angesehenen  ProjecionsuiileD  auf  blos  drei  willkiüirlich  zu  wtfUcnde  Grössen  za- 
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von  vorn  herein  nach  Willktthr  anzunehnicnrir  f^rasMB  an  WmU  d0B  GefMdnd  4ht  ii 
Min  Pan^npiiea  voriuMnawadeB  üoternicfaung  aus. 

9tf)  Die  te  der  vorigen  Nnmer  beepro«kefte  Znritalftlnwg  <tor  dfiMBlIicben  Pnijeolfoa»- 

zahlen  auf  drei  völlig  wilUctthiliclie  Gmh-. n  k  nn  in  sehr  verschiedener  Weise  geschehen.  Wir 
betrncliten  zuvörderst  die,  wo  man  sich  die  Guordinalenebenen  XAX'  und  YAY'  drr  beiden 
Systeme  nulhigenTalls  verlängert  denkt,  bis  sie  sich  schneiden  und  die  Lage  aller  Axen  an  diese 
bekieB  Ebenen  and  ihre  Durehschnitlslinie  anknllpfl.  Hierbei  hingt  die  Deutlichkeit  der  Vor- 
stellungen ganz  allein  von  der  Bestimmtheit  ab,  womit  die  gcgcnffitiiro  Slcllunf  von  Mi  •^tllnfi'pfl 
und  Ebenen  unter  einander  aufgofassl  wird,  weshalb  wir  zuvor  die  hieiiiei  zu  beria-kj>iclitigen- 
d«i  UmsUtode  Biber  ins  Auge  fluten  wollen. 

1)  Wir  haben  schon  in  N'r.  il.  gesehen,  dass  die  Sb'llunjr  einer  b(  \w  hcn  von  elmm 
gegebenen  Puncte  auslaufenden  und  in  einer  beeünmlen  Ebene  Hegenden  Richtung  gegen  eine 
indere  von  deneelben  Pmele  «astanflmde  nnd  in  derselben  Ebene  Begende  dnreh  den  WMhA, 
-den  äiesp.  beiden  Richtungen  cinscliliessen,  nicht  völlig  bestimmt  wird,  wenn  man  nkfat  xuglei^ 
ench  noch  die  ScWc  könnt,  nach  welcher  hin  die  Ebene  dieses  Winkels  von  der  einen  RIchtanf 
«US  sich  erstreckt.  Stellen  wir  uns  demnach  die  Gerade  vor,  in  welcher  die  Ebenen  XAX' 
und  TAr  MMden«  nnd  beneiehnea  wir  dmeh  AN  die  eine  von  den  iwei  lidMuigea 
dieser  Geraden,  welche  in  ihr  von  A  nii<;  nrteh  entgegengesetzten  SHien  hinlaufen,  und  durch 
t  nnd  k  die  Winliel,  welche  diese  Richtung  AN  mit  den  lieiden  Richtungen  AX  and  AY  in 
den  Ebenen  XkX  nnd''TAY'  bildet,  so  «rird  dsdoreh  die  Siellung  der  beiden  leMeni  RUb- 
tungen  A  X  und  A  Y  zu  der  A  N  noch  nicht  viilliir  gennu  beslimiiil ;  man  iiiiiss  noch  In  jeder 
der  beiden  Bbraen  die  Seile  kennen,  nscb  weldier  von  der  einen  Richiun^i;  AiN  aus  die  Ebenen 
der  beiden  Wlsikel  sieh  hin  erstreeken.  Vm  diese  Seilen  bei  mserm  jeixigen  CerrensiHMle  ntf 
Ohe  onsweideutige  Weise  festlialtcn  zu  können,  bemerke  man,  dass  die  Richtung  A  N  auf  nioi 
verschiedene  Weisen  ans  ihrer  Lage  heraustreten  und  um  den  Pwnct  A  sowohl  in  der  Ebene 
XAX'  wie  .in  der  YAY'  sich  drehen  kann,  wobei  sie,  stets  in  der  gleichen  Richtung  ihre 
Drehanf  IMselHnd,  nletzl  wieder  in  ihre  sMe  Lege  mrikk  konuni  Bei  ihrer  Dretamg  in 
der  einen  von  den  Jfwei  möglichen  Richlun;^en  wird  sie  zuerst  atif  die  Axe  A  Y  oHfr  AY  Wld 
erst  später  auf  die  AX'  oder  AY'  slossen;  hhigegcn  wird  sie  zuerst  auf  die  Rkhtinig  AX* 
oder  AI*  nnd  erst  splUer  anf  die  AX  oder  AT  itossen,  wenn  ihre  Drehung  in  etnar  der  vo^ 
rigen  entgegengesetzten  Richtung  geschieht  Wir  wollen  nun,  um  diese  beiden  Drehrichlungen 
von  einander  unterscheiden  zu  können,  die  die  positive  neanen,  weicher  sie  saersk  arf 
die  Axe  AX  oder  AY  stösst,  uad  die  die  negative,  mit  welcher  sie  zuerst  «af  die  Axe  AX' 
'oder  AV  sISset,  und  eben  so  wollen  wir  den  Theil  der  durch  XAX'  oder  YAY'  gelegten 
Ebenen  ihre  positive  Hilfte  nenneni  welchen  die  Richlnng^  AN  posiliv  sich  rlrrliend  durch- 
lauft, bis  sie  wieder  in  den  Durchschnitt  der  beiden  Kbenen  gelangt,  und  dann  ihre  Richlang 
dte  enlgageageaelst>'Von  der  foworden  isl,  die  sie  vor  der Didmaf  eianshai;  dsfogsa  wallsR 
wfar  den  Thcil  j(Ti  r  Ebenen  ihre  negative  Htflfte  nennen,  wnlchcn  ^ip  vnn  dn  nli  bis  sie 
wieder  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurttdi  konnnt,  durehlflufl,  oder  von  ihrer  ursprütiglichen 
Ijga  ans  ndt  negsüver  RioMang,  Ms  sar  Verlingerang  voa  AN  asdi  der  entgegengeseWett 
'SeRo  ridl  drehend  beschreibt  Hiemach  bestimmen  wur  iran  die  Lage  der  Axen  A  X  und  A  Y 
gegen  die  Richtung  AN  durch  die  Winkel  9  nnd  il  völlig  genau,  indem  wir  festselien,  dass 
sich  ihre  Ebenen  von  der  Richtung  AN  ans  in  die  positive  iUlfle  der  Ebenen  XAX'  and  YAV 
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hbia'n  entrecken.   Diene  Lage  der  Wtnkelebeoen  sleUt  vorausgesetet,  wird  nun  auch  diu  Stei- 
^  der  Axen  AX'  ui  AY'  w  WUttm^  AN  «ireh  die  WMtel  «+W  und  l+W, 
nmraideuttg  angezeigt 

tt)  Gerade  so,  wie  &ick  die  Lage  zweier  von  einem  Puncle  atuilaareflder  RioktingaM  fi 
ciMr  Hbn»  anT  «iM  ktinar  awnidniillgfcait  Mlnr  tbum  gebaMto  W«iie  bcalinneii  HM,  kMm 
sian  auch  die  Lage  zweier  von  ifaretn  gremeiascfaBfUichcn  Durchschnitt  auslaufender  Ebenenhllf- 
teo  im  Rhoibo  gegen  einander  bM  votier  Siduirbul  fea^itcüeti.  tmmm  wir  nümlidi  die  in  1} 
dflflaiftos  posilivett  WBttm  tmi  dea  fwei  wdwgraulat  CoordiMMiMiteBM  XAT  und  YAT 
ins  Auge  un<i  bi;zeichiu'ti  wir  durch  tf)  den  WiakeL,  welchen  beMo-  MÜ  dsander  bhmIm«,  fO 
wird  durch  dioson  Winkel  die  Sldlunif  der  einen  zur  andern  im  Räume  nur  dann  in  ^nz  un- 
Bwd(lcuti(;er  Weise  anirezcij^t  wurden,  wenn  man  die  Seite  kennt,  nach  weicher  der  Wiakei- 
noBD  *f>  VOR  «in«r  der  beide«  BbeAcohdlleo  aus  «kii  IfaMIrBdiL  Uai  ntai  dteM  Sctte  «Mt 
f^m  sii  In  I  fi'otfwlfrn  711  Iviinnen,  wollen  wir  darin  nu'l  einander  ähereinhummen,  dass  sich  der 
WinlielrHum  yj  stetü  nach  der  Seile  von  der  ^sitiven  Ekeaeaiiüino  XAX'  hin  erstreckt,  in 
vrfiAe  Unabi  db  driltv  Au  AX'*  ngi  So  befUiMnI  geben  ^dib  Wtekel  ,  1  md  i/>;  die  ge- 
genseitige Stellung  der  Axen  AY,  AY'  und  AX,  AX'  zu  eitiander  in  viillitf  bf  tiruiiiler Weise 
XU  eriveiiiun;  denn  gehl  nwa  voo  dem  tiniprttiigüekiMl  Systea«  dflVMO,  Amo  AA,  AX'»  AX" 
sind,  aus,  und  ira«;!  tnan'tü  dbr  verlüngertMl  JBbtm  -TATT  dM  WhIkI''#  M  voiAX  au  mf, 
dttS  des.sen  Ebene  sich  von  AX  nach  der  eiilget^eiiffesetzten  Seite  von  der  hin  erstreckt,  tof 
welclier  die  des  AM  i  uinkels  W  hegt,  so  giebt  dessen  anderer  ?rlii  nlic  I  (ir<^  Richtung  AN  r« 
erkcuncu;  trügt  mun  tueruuf  doi  Winkel  i//  so  an  die  positive  ilultte  der  durch  die  mit  AH 
■MnaMaMkwIe  GenMta  (jictheillM  mbegimMli^veritafevleii  Bb«to  XAX'.  «nr,  dus  der  m  ifr 

gehörige  Witikeirtiuni  sich  von  dii  Sf-r  |-;i;;itivrn  Ilalfli'  üiis  ruirli  di  r  Sc'itr  Iiiii  i-rsln^ckt,  auf 
wdcker  die  Axe  AX"  liegt,  so  ^clA  duiui  die  dem  Winkel  ip  ungehörige  zweite  Ebcncnliiine 
die  Sleflong  der  porittven  Ebeneidittne  der  mbegrenzl  gedachten  GoonKnatenebene  TAY'  ca 
«rkennen;  Iriijrt  man  daher  den  Winkel  /.  vun  der  Richtung:  A  N  aus  so  auf,  dass  dessen  Ebene 
Üdl  ton  dieser  Richtung  aus  in  die  zuletzt  gedachte  positive  Ebenenhairte  Iiinein  erstreckt,  SO 
ffiiit  Äffnf' zwHbr  Schddi^el  die  Richlun^  AT  ko  erkennen,  und  trügt  man  zuletzt  noch  den 
Axcnwinkel  W,  so  von  Alf  aus  in  die  gleiche  I  lu  rn  . m  ilass  er  die  Verlängerung  von  dem 
X  bildet,  so  {{iebl  def^'-cn  riveilfir  Sehn  te  1  itit»  Richtung  A  Y'  zu  erkennen,  so  dnss  also  die 
vier  Axe«  AX,  AX'  und  AY,  AY'"  eine  völlig  bc»Uuuutv  Sleliung  zu  eiiumder  angcnooiniea 

III)  Es  bleibt  jetzt  nur  noch  die  Stellung  der  Axe  A  Y'  gegen  die  Atrn  A  X  ,  A  X*,  A  X" 
Zu  beslümien  Übrig,  und  da  die  Winkel  YAY"  and  Y'AY",  weiche  diese  Axe  mit  denen  AY 
mi  AY  bildet,  als  gegeben  vonoufeielxt  werden,  «o  ist  jene  Axe  dnreh  die  Li^  dfeeer 
beiden  Axen  vollkommen  bestimmt,  so  wie  man  die  Seite  von  YAY'  kennt,  auf  welcher  sie 
Uegt.  Denkt  man  sich  das  aus  den  Axen  AY',  AY',  AY"  gebildete  neue  System  mit  derRidH- 
tung  AN  fest  vereinigt  und  nm  diese  Richtung  gedrebl,  bis  die  positive  Hälfte  seiner  dnndi 
AM  flOitlihidwWH  «begremlen  Ebene  YAY'  in  die  posifiire  BiUle  der  durch  dieselbe  Gerade 
geediicdencn  unbegrenzten  Rhene  \  A  X'  riilll ;  verbindet  man  mit  dem  neuen  Systeme  eine  auf 
TAY'  senkr^te  Gerade  AK,  welche  bei  seiner  jetzigen  Lage  von  A  aus  auf  dieselbe  Seite 
von  XAX'  flilll,  ntf  wekber  AX^  tiegl,  md  drdil  nn  dn»  in  dieser  Lage  belbidlidie  neue 
System  um  die  Gerade  AR,  bis  die  Axe  AY'  in  die  AX  fällt:  so  liegen  dann  A  \'  und  AY' 
«uf  derselben  Seite  von  AX  oder  AT ,  weil  man  nach  1)  «faurdi  Diehung  in  derselben  BKblmg 
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Abscli.  L 


von  AX  nach  AX'  und  von  AY  nach  AY'  über  die  Coordinalenwinl(ol  hinweg  (jrelansft,  e* 
haben  mithin  die  boidon  Systeme  in  ihrer  jetzigen  Verbindung  unter  sich  einen  ähnlichen  oder 
unähnlichen  Axenlauf,  je  nachdem  die  Axen  A  X"  und  A  Y"  auf  einerlei  Seite  von  den  auf  ein- 
ander liegenden  Ebenen  .\  A  \'  und  V  A  V  oder  auf  enigegengeselzler  Seile  liegen;  du  aber 
«führend  der  Drehung  des  neuen  Systems  um  die  Ueradu  AR  seine  Axe  AY^'  siel«  auf  der- 
selben Seite  von  der  Ebene  V  A  Y'  und  diese  stets  in  der  Ebene  X  A  X'  liegen  bl«-ibt,  so  liegen 
auch  sehen  vor  dieser  Drehung  die  Axen  A  X"  und  A  Y"  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Richtun- 
gen A  R  und  A  Y"  auf  derselben  oiler  auf  entgegengesetzter  Seite  von  Y  A  Y',  je  nachdem  die 
beiden  Systeme  unter  sich  einen  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenlauf  besitzen.  Versetzt  man 
jetzt  das  neue  System  in  Verhin<lung  mit  der  an  dasselbe  geknüpften  Richtung  A  R  wieder  in 
seine  anrringlirhe  Lage  zurück,  so  hiingt  der  limstand,  oh  A  R  und  A  V"  auf  derselben  oder 
auf  enlgegengeselzter  Seite  von  YAY"  liegen,  immer  noch  davon  ab,  ob  die  beiden  Systeme 
unter  sich  einen  ühnlichen  ndor  unähnlichen  Axenlauf  haben.  Hieraus  ersieht  man,  dass  sich 
die  Seite  von  Y  A  Y',  auf  welcher  A  Y"  liegt,  angeben  lasst,  wenn  man  weiss,  ob  der  Axenlauf 
in  beiden  Systemen  ein  ähnlicher  oder  unähnlicher  ist.  Fttgt  ntan  nämlich  beim  Auftragen  des 
Winkels  v  an  seine  zweili>  Ebenenhüine  gleich  die  auf  ihr  senkrechte  Richtung  AR  so  hinzu, 
wie  es  geschehen  muss,  damit  diese  Richtung,  wenn  man  die  zweite  Ebenenhüine  durch  den 
Winkelrauui  r/j  hindurch  zur  ersten  Ebenenhiilfle  hinbewegl,  mit  A  X"  auf  einerlei  Seite  von 
XA.\'  liegt,  so  wird  diese  Richtung  AR  die  Seite  von  YAY'  »n/.eigen,  auf  welcher  A  Y" 
liefft,  wenn  die  beiden  Systeme  unter  sich  einen  ähnlichen  Axenlauf  haben ;  hinijegrn  wird  die.se 
Richtung  auf  der  entgegengeselztcn  Seile  von  A  Y"  liegen,  wenn  die  beiden  Systeme  unter  sich 
einen  uniilmliclien  Axenlauf  haben.  Es  wird  sonach  in  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle  die 
Stellung  der  Axe  A  Y"  zu  denen  AY  und  AY",  wie  auch  zum  ursprünglichen  System,  voll- 
kommen bestimmt. 

81)  Nachdem  wir  gezeigt  haben,  wie  die  relative  Lage  der  -Axen  zweier  Systeme  gegen 
einander  von  den  drei  Winkeln  0 ,  X  und  t}' ,  wenn  man  diese  in  der  beschriebenen  Weise 
aurTnssl,  ubhiingt,  werden  wir  jetzt  die  zwischen  jenen  Axen  statt  findenden  Projectionszahlen 
durch  diese  drei  Winkel  auswerthen,  wodurch  dunn  jene  Zahlen  sümmllich  auf  <liese  drei  Grös- 
siHi  zurückgeführt  werden.  Fassl  man  das  aus  den  drei  Riclilungen  A  .\  ,  \X  ,  A  V  gebildete 
körperliche  Dreieck  ins  Auge,  in  welchem  die  Seile  XAY'  dem  Winkel  i/r  gegenüber  liegt, 
wührend  N  A  .X  und  N  AY  oder  0  und  i.  ihm  anliegen,  so  wird  man  gewahr,  dass  sich  der 
Kosinus  von  X  A  Y ,  welcher  nichts  anders  ist,  als  die  senkrechte  Projectionszahl  C ,  welche 
die  Axe  AV  an  der  A.\  giebl,  durch  die  drei  Winkel  0,  k  und  xjj  darstellen  lässt;  man  findet 
nämlich :  -v^  *  i^. 


Auf  die  gleiche  Weise  eriiült  man,  wenn  man  das  ans  den  Richtungen  AN,  AX',  AY'  gebil- 
dete körperliche  Dreieck  auffasst  und  den  Kosinus  seiner  dem  Winkel  y>  gegenüberliegenden 
Seite  X'AY',  welcher  nichts  anders  ist,  als  die  oben  durch  C\  bezeichnete  senkrechte  Projec- 


*)  Oirac  Glrirhung  ijl  eine  Polfc  derer  (3fl),  wenn  man  sicli  die  Richtungen  AN,  AX,  A  Y  alt  die  K\eu 
eines  Coordinatentyitcmi  vorntrllt  und  herückiirlili);!,  daii  die  tu  diesem  .Sytlcmr  Rehlingen  Polaraxea 
Winkel  bilden,  weirtie  die  Too  den  auf  ihren  Sdicnkeln  fenkrechtstehenden  Coordinatmcbenea  («bildeten 
tu  (wel  Rechten  ergintan. 


C=:cos0cotl-\'sia$  siaXcostff .  *} 


4  •*>•■«.  si. 


8M«i  »AX  ml  NAr  ik^er  uiul  1+ W,  «uidrnicla: 

C:  =  cos    +  W)  cos  (;.  +  W.)  +  sin  (e  +  W)  »in  Ci  +  W.)  CO«  V  ■  (ß—»  »•) 

Ferner  ergiebt  «ich,  wean  amh  in  dem  m»  den  RichtODKcn  AR,  AX,  AT*  zuuameageseta- «  *> 

welcher  niclAs'  MiSei^  als  die  oben  dnrch  C,  bezeichnete  senkrechte  Projedionssahl  der  Rich'- 
tung  A  Y'  in  r*rr  Axc  A  X  ist,  durch       Wfiik  1  ^  «od  «He  bddei  ai)  im  liegemleA  6eM«K 

NA  X  nnd  iN  A  r  oder  6  und  Z  + W.  nusdiutU.    *  ^-        '  '  '  «"U,;;-*  h  «  •  •  < 

^^ikäi||,to  giebl  dus  uus  den  Richtungen  A  N.^  Ay  zusammengesctzCe  körperlichL-  Dreieck, 

wenn  miin  den  Kosinus  -.l  iiit  r  i!i  in  Winkel  gegenüberliegenden  Seile  X'AY,  welcher  nichts 
anders  ist,  als  die  oben  durch  (  bezeichnete  Pn^ectioaszahl  der  Richtung  A  Y  an  der  Axe  AX\ 
tedi  den  Winkd  y  «mI  die  nrd     'Ültf  l^^iilen  Seltek  N Ar  nd  ITAY  oder  «+W  ud« 

€=:cos(.*  +  W)cosA4-8in(tf  + W)«inAco»^.  .  ' 

Dnreh'  dfe  vonrtclwndeit  Tier  Gleichungen  diid  die  «Wlidiea  den  Axen  AX,  AX'  wd  Ai'» 
AY'  obwaltenden  senkrechten  Frojectionszahlen  auf  die  drei  Grössen  0,  X  und  ^  zurttckge> 
flihrt  worden ;  um  aber  die  noch  übrigen  Frojectionszahlen  zu  erhalten,  erwttge  man,  dass  naek 
der  Art  nnd  Weise  wie  die  Richtung  AR,  welche  in  der  vorigen  Nummer  nach  einer  bestimm- ^'"^ 
ton  Ml«  hin  treritrecht  auf  YAT  HikMet  worden  Ui^  diese  Richtung  nothwendig  mit  der  Po« 
larwxe  A  3?"  ^nsamrhenfallcn  mnss,  wenn  man  den  zweiten  Schenkel  des  Winkels  xjj ,  welchetr 
in  der  Ebene  Y  A  Y'  liegt,  mit  der  Richtung  A  R  fest  vereinigt  und  durch  diesen  Winkel  hiadoick 
•in  die  Leg«  sefoes  ersten  Scheiikcle,  der  in  der  Ebene  XAX*  liegt,-  Ubeillhrt;  dem  In  dieeitr 
Lage  steht  die  Richttjng  AR  wie  die  Polaraxe  AI"  senkrecht  auf  XAX',  und  beide  liegen 
mit  AX"  auf  einerlei  Seite  von  der  Ebene  XAX'.  Hieraos  dker  fo^  dass,  wihrend  man  <fi»- 
leeit  vweitan  Sdieidtel  wieder  in  eeine  die  Legn  MMick  vevielit,  er  Innner  mit  den  niileft 
Schenkel  einen  Winkel  von  derselben  Grösse  bödet,  wie  der  bt,  den  die  mit  ihm  IM  verimlh- 
dcnc  Richtung  AR  mit  der  Pol:»n»xr  A  T'  hMvi;  es  ist  daher,  wie  auch  die  Stellung  dei  neMB 
Systems  zum  ersten  beschaffün  sein  inug,  stets  der  hohle  oder  erhabene  Winkel        '  ' 

RAI"=u..  ■      '  M 

Pasflt  nnn  nun  du  am  den  Ridilnngen  AN,  AX  «nd  AR  gdiüdeln  Ur|»ei1iclie  Dnledc  he 

Auge,  so  gewahrt  man,  dass  in  ihm  der  Seite  XAR  der  aas  den  Ebenen  NAX  und  NAR' 
gebildete  Winkel  gegenüber  liegt  und  da  AR  senkrecht  auf  NAY  steht,  «Iso  NAY  nnd  NAR 
einen  rechten  Winkel  mit  einander  bilden,  so  ist  der  von  NAX  und  NAR  gebiMefe  WMtfll 
90^  +  '*^i  ^veil  AR  immer  in  der  VcrUtngenmg  des  ens  den  Ebenen  KAX  und  NAY  gebildeten 
■wie  voAfti  h( 'stiTiuiiten  Winkelraums  liegt  r>rtlr>!t  mnn  nun  auf  die  vorige  Weise  den  Kosinus 
der  Seite  X  A  R  in  dem  so  eben  beaseir hnctcn  körperlichen  Dreieck  durch  den  dieser  Seite  ge- 
fdnBber  Uzenden  Wlokd,  wdcher  yf-{-9(f  iaHfWi  durch  die  Äeeem  Wbihd  «MIcgenden  8el^ 
len  NAX  und' NAR  «dcr'f  und  90*  «ne,  eor  Andel  nwi,  wo!  edi(;y+'^3— -^'■■"IP^*  ' 

co8RAX  =  —  sin^siniff.  (Ik) 
Eben  so  ciiiilt  mm  in  fieoi  aus  den  Richtungen  AN,  AX',  AR  zusummengesetzten  körperli-'  i 
chen  Dreieck,  wtann  uian  den.Koainus  der  in  ih|n  ^uitrelenden  Seile  HAX  durch  den  ihr  ge- 
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tlAX  and  H  All  gckUetm  WillEfll,  wriahMT  «MarW-f  ^ 
ist,  oBd  (He  nrai  «m  «kM  alcfäda  Mtai  HAr      NAS  «d«  +W  ni 

■nadrtkfct: 

(e.j  eoiKAlTs— •b(f+V)diV'* 

man  nun  nuch  du;  aus  den  Richtungen  A  N ,  A  Y  und  A  BT'  zminnunengesclzto  körperliche 
Dreieck  hervor,  und  hoacbtet*  du»  in  ihm  der  Seite  YA£'  der  auü  den  zwei  Ebenen  NAY 
and  N  A  X '  gebikbte  Wiidnl  gcgwOberUegt,  wc;l«:her  jetzt  +  (90*—  ^)  ist,  da  fUe  Rkblitn«  A  r 
stets  in  den  aus  den  Ebenen  N  A  X  und  A  Y  gebädeten  wie  vorhin  bestianti«  VMrslnw  Uf" 
einragt  und  senkrecht  auf  N  A  X  steht,  und  daher  die  Hhenc  N  A  J"  mit  Her  N  A  X  einen  rechtem 
Winkel  bildet,  so  er^gicbl  sich,  wenn  man  den  hiiüums  der  Soile  YAi  durch  den  ihr  gegen- 
Obir  Ikgmk»  Winkel,  wddwr  entweder  9(r<-^  öder  V'— 90*  ist,  and  durch  dl»  dkien 
Winkd  iriicgeiidea  Settat  HAT  und  KKT'  oder  X  und  90*  «uadittckt: 
fß,-)  cos  S"A  Y  =  sin  A  sin  tf) . 

Hebt  man  endUch  das  aus  den  Richtungen  AN,  AY'  und  AX"  gebildete  körperliche  Dreieck 
. '  bervor,  imd  diidrt  die  ii  Am  «•ifcommadB  Seit«  STAI*  Amh  des  Ihr  gcfeatber  KegemieB 
Winkel,  welcher  wieder  enlwrrf  -rÖO' — ^>  nrtrr  v     !»<>'  ist,  und  diirrh  die  diesem  M'inkel  an- 
iiegeodeo  SeiteD  NAY'  und  NAX"  oder  A-^W,  und  90*  aus,  so  liefert  dieses  Dreieck 


co8  3r'Ay'=8in(X  +  W,)»inv. 

Bringt  man  hiermit  das  Ergebnis«  der  vorigen  Nuauner  in  Verbindung,  dass  nimlirli  in  <)eiD 
FaUe,  wo  die  beiden  Systeme  unter  sich  eine«  «hnüchea  Axenbuif  haben,  die  Richtung  A  K  im 
neuen  Systeme  mit  dessen  Axc  AY"  auf  eincriet  Seite  von  YAY'  liegl,  maA  dann  notfawcndig 
eins  ist  mit  der  zu  AY"  gehörigen  Polanixe  AS)"  dieses  Systems,  wo  dann  die  Winkel  R A3E", 
AAX,  RAX'  keine  «ndern  aU  die  ^"Ai\  S)"AX,  j^'AX'  vorstellen,  deren  Kosimise  die 
jMÜaradliBB  PnjQGlkmuaUra  ifaid,  wckhe  4i«  RkUunf  A9"  «  der  Poknxe  Alf  and  an 

den  Grundaxen  AX,  A  X'  liefert,  und  die  den  oliigen  Bi  z  ii 'iriungen  treinüss  durch  Fi',  (/",), 
{fii  dargestellt  werden,  wührend  die  Kosiousc  der  Winkel  i-  AY  und  X'AY',  welche  niohts 
tmian  üt  die  fenkredita  Projectioiinällen  sind,  welche  die  RklUiiiig  AW  m  den  Grand- 
AY  und  AT  giflh^  «nd  denselben  Beuichnangen  gemäss  durch  (^,)  und  {J",)  dargestdit 
I,  n  hberzengt  man  äch,  dm  m  diesem  Falle  die  GleichiuigeN  («.  bis  e.)  werden: 

/  r,'=  cos  v 

(IM.   )  (r^  =— Mlfiinv/  ,  (r,)  =  — siiiCe?  -f  W)  sin  v, 

In  dem  Falle  hing^gefl,  wo  die  beiden  Systeme  unter  sich  einen  unähnlichen  Axenkuf  luiben, 
liegt  die  Richtung  A  B  der  vorigen  Nummer  gemäss  mit  der  A  Y"  auf  entgegengesetzter  Seite 
von  der  Ebene  YAY',  dann  aber  hegen  die  Richtungen  AR  uad  AS)"  in  dcrsclbca  Geraden, 
aber  nach  ealgegengesetzten  Seiten  hinzielend  und  es  sind  die  WfaAd  R  A  R  A  X  und  R  A  X' 
Nebenwinkel  von  denenJO'A-T".  g)"A  X  und  ^"AX'  weswegen  man  F"  ir,)  und  — (Fi) 
m  setzen  hat,  wo  ia  den  ülucbungen  ^140.  a.J  fX,  (F^  uad  (F,)  sltlii,  wciiUitlli  sie  in  diesea 
PaRe  «erden: 

ir/m  —  cos  1,"  , 
(r^  =sintf  sinv  ,    (r.)  =8in(ö  +  W)  sia^  , 
UO=^ifeiAiiBV  >    (-«r.)=8iBCi  +  W,)»inV- 
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82)  Fmm»  wir  MB  akvfirdtrK  4m  bawwiem  NUm'A^ 

Uohe  als  das  mil  ihm  verbundene  7i  ue  Syst«in  ein  senkri-chti>s  ist,  und  die  Axc  A  X"  seifc* 
reohl  mT  den  beideii  «adem  AX  und  AX\  jo  wie  die  AV"  Mukrechl  auf  d«  iir>4w  AI  vM 
Ar  stehl,  so  Am  im  vaprttngUchen  SysICM  A  Pohm«  AJT      dar  GmAu»  AX" 


saminen,  und  im  neuen  Syale«e        die  RidllBV  A9"  ii  dto  AY*  lb«r;  d«W  tM  MM«  M 


besondern  Systemen:  '  •  • 

r/=cr,  (r,)=:C»  (ro  =  c;  und  i^,)=D..  ■  "  ', 

wobei  den  Gleicbuo^en  (31]^  sur  Folge  i',==:C"  wid  D^=:C^  ist  Dadurch  luio  venrnodeln 
aidi  die  CrMdliMfen  (UO^  a.)  bei  diewn  bceoniecii  Systenun  tni 

C;ss:— sin^sinv  ,   C;=— sin(^  +  W)sinv»  ,   C!=scM^}i  '  Cm*. 

C"=  8in  i  sin  V  ,   C;'=  sin  CA  +  W.)  sin  V ,  ) 'Wi'^l 

welche  in  Verbindung  mit  denen  (139.  a.  bis  d.}  die  sSimntlichen  senkrechten  ProjectionsiaUen, 
welche  die  Axen  des  neuen  Systems  an  den  Axen  des  ursprünglichen  geben,  durch  die  drei 
Grössen  8,1,  i"  dar<Mlrn.  waiTiii  A<Tm  aach  alle  übrigen  zwischen  den  Grund>  and  Polar- 
axen  der  beiden  Systeme  obwaltenden  senkrechten  and  schiefen  ProjeclioiM«ahlen  auf -dieselben  '.  .i  , 
ittl  GrtfMii  larBckfirfUirt  sind,  wi«  An  ttHniMin^em'iu-lk,  79.  iugMm  haben. 

Die  voTBtrhcnden  Gleichungen  Ii  fmi  die  Projectlonsiahlco,  wenn  die  beiden  senkrechten 
ßyslame  410161-  sich  einen  ähnlicben  Axeolauf  haben;  hn  Ge^^aile  trotep  bei  ihnen  die  sa  Ende 
im  TMigCB  KaHmer  angezeigten  Vertnderangnn  ein,  wndnnh  sie  weh  Aussage  derer  (140.  h,") 

Ck=sui«iiav  >   c;  =  sin(;^  +  W3sijii// ,   C"=:—oosy>;i  -  fnit  *-> 

C"=  sin  A  sin  I/«  ,  sin  (A.  +  W J  «in    .  ) 

69)  Mnd  die  beiden  auf  ebiander  bexogmea  Systeme  Idne  senkrechten,  nnd  Unnett  dem 
knillge  die  Gleichungen  (^41.  a.  und  b.)  auf  sie  nicht  hl  Anwendung  gebracht  werden,  so 
lassen  sich  doch  immer  mittelst  der  Gleichnngen  (14A%  und  b.)  die  GfOssen  C^,  C^,  C^^  and 
C",  Ci'  auf  folgende  Weise  erhalten. 

Biadleh  hat  man,  nadi  AideRm^  der  Clieiehnaf  (Sl  n^  oder  k),  ^afl  C,  C^,  (T  nnd  Gi , 
d,  CI'  die  senkrerhteij  ProjectionszahU'n  Hrr  Rirfituniron  AY  und  A  Y'  nri  Hl"!!  Ajr-n  \  X,  AX*, 
AX*,  dagegen  Wt,  SK'  die  schiefen  der  Richtung  AJT  an  denselben  Axen  sind,  und 
cosrAT=s(^,),  so  wie  «osrAr=(^,j  ist: 

,  Sodann  hat  man,  weil  D ,  D',  TT  und  !>, ,  T)' ,  DJ*  die  senkrechten  Projeclionsr.aHen  der  Rieh- 
inngen  A  X  und  A  X'  an  den  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  T",  dagegen  9, ,  ,  die  Striefen  der 
Sichtung  Ag)"  an  den  gleichen  Axen  sind,  und  «Mt"AX=(r.),  cos9"AX'=(r,)  ist: 

(n)=9.D  +  «;]>4-9^  nnd  (r^=CD,+«;D;+«PDr.  CMa.M 

Dt  C,  (T  md  C„  C;  ans  den  Oelehnngen  (iSt.  a.  tda  4>,  (^,)  nnd       aber  nv  den  Glai- 

(140.  a.  mi  r  h.)  erfT  ilii  ir  werden,  SO  liefern  fii  '  (Jl-  ichungen  (142.  a.)  die  Grössen 


(T  und  CT;  da  ferner. (A)  nnd  {rti.  dorck  die  GJeiebaDgen  a.  oder,  b.}  gegeben  werden, 
D,  D'  oder  C,  C|  nnd  D,,  Dt  oder  C,  C^  aber  schon  durdi  die  CReiehimgen  039.  n.  bis  d.) 

gefunden  sind,  so  geben  die  Gleichungen  (142.  b.)  die  Grössen  D"  und  DI'  oder  C,  und  C; 
an  die  Hand.  Femer  ist,  weil  C,,  CJ,  C,'  die  scnkrcchlcn  Prnjectionsüahlen  rfrr  Richtung  AY" 
an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  sind,  $1«,  SU,  Si;'  aber  die  8€hte{ea  der  Miciiiung  Ai"  an  dm 

18* 
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SMehen  Axm,  wrf  waim  tMVkT'=(l^  frt;  oder  «dl  Dt^lKtVl  M»  •nfevMUMf  Fk»- 

j«H-tii>ns/_ri!,Ifri  fler  RrrMiinfr  A  X"  nn  di-ri  Axen  AY,  A  Y',  AT"  sind,  ,  S', ,  53"  dtO*  4« 
schiefen  der  Richtung  A!D   an  den  gleichen  Axeti,  und  rudern  cns^  'A  X"=  (Fi'}  ist: 

(M«.«.)  (//r)=a.c,  +  9i;c;  +  9i;'(T  oder  (r;)=59.n.  !  i^;iK  4- b;'d;'. 

Kadlich  ist,  weQ  (^«),  die  seniiredilen  i'rojecüüiiüzühlcu  der  iUchtung  A£"  Ml  dco 

Ann  AT,  AT,  ATT  iiiid,  9,,  tK,  9?  aber  «e  whieTen  der  RidU««  AfT  m  dea  gkiOm 

Axcn,  und  zudem  rf)<^  T'A^"=  T,'  ist,  ndrr  w  I  iT/i,  (/*,),  (l^'i  die  senkrecht«!  Projccttons- 
ahlen  der  Richtung  AgT  den  Axen  AX,  A\',  AX"  sind,  St*,  9;,  9«'  aber  die  schiefen 
dar  HcUug  Af"  m  den  gldioben  Axen,  md  mden  OMfAfT— i«'  Mi  ' 

MriHplUit  Mm  mn  di0  voiden  ObleMuv  (IdSL  e.)  nft  IKV  dte  Uden  ipit  i|ad  «kBi» 
ate  Uanmf  mt  vordem  und  hintern  deichutiir  ^42        sn  i  rhiilt  innn: 

f  r;'=  «.(i^,) + (^,) + öi'  SU  c + «i' »;  u  -1-  «i' es 

CMS.       •  ...•]  oder 

Da  min  i  /,) ,  (^^)  und  (F,),  (H)  •««  den  Gleichung^  (140.  a)  und  (140.  hrk  nnt  sln  l, 
und  die  Gröwen  Ct,  Ci  ud  D.,  IK  oder  C",  C  so  eben  dwch  die  Gieiciinngen  i^i^.  «.) 
imd  042.  b.)  eilnilait  wovde«  aliid,  ao  kann  nan  CT  oder  aoa  der  «inen  oder  an  der 
andern  in  (142.  o.)  vorkommenden  Gleichung  finden,  so  dass  man  alle  zwischen  den  Grundaxon 

(  der  beiden  Systeme  obwaltenden  aeakrechten  ProjectionsuUen  tiB  dacdi  diO  drei  Grössen  9, 

l  und  ^  bestimmt  ansehen  kann. 

64)  So  wie  im  Vorigen  die  gegenseitige  Lage  der  Axcn  zweier  Doppebystaiw  von  der 
rebtivun  Stellung  zweier  ihrer  Grund-Coordinatcnobonon  abhüngig  gemacht  worden  ist,  eben  so 
küonie  man  an  die  Stelle  der  einen  von  beid^  oder  auch  der  beiden  Gnind-Coordioaienebeaea 
die  entapreehendan  Polar-CoordinaileDebeiMii  Ireten  hasen;  da  jedoeb  die  gane  Bdutadlaagr 
rbri  \b\\\g  die  gleiche  bleibt,  so  werden  wir  darauf  nicht  weiter  eingehen.  DaTiir  wollen 
wir  nofiii. zeigen,  wie  isan  statt  der  drei  (üröwen  »  y  auch  drei  von  ekuoder  uoabhiagigf 
rttajactiannablMi  lalkr  «  dan  dni  GHfaaen  aMKbaa  kMm,  anf  wakhii  aUa  ibdgtt  - 
gcAArt  irecden.  Ans  dar  eialen  der  Gleiitange«  (Idd.  a.)  oder  (i40.  k.")  Mft; 

'«  cost^^r+F",'   und   sin' t// =  1  —  F,", 

ud  miß  der  iweilea  und  vierteo  dieser  Gleichungen  findet  man: 

— *—  *  -9-^ 


ain> 

irsl  —  rV*  ist,  wenn  man 
setKl 

Mitteial  diewr  Wertko  mm  findet  bmui> 
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■   ,'/•  >  m  A      •  /.          1      *  •          p  sin  W  JL  (/\)  cos  W 
«m    + W)=«n   cos  W-hofli#8»W  =  1- t 


*    •       '  sin  «< 


Mid  selzl  mim  dieee  fltr  Sinus  and  Kosinus  von  0  und  X  und  von  9  +  W  und  1  -f-  erhal- 
tenen Ausdrücke  in  die  übrigen  Gleichungen  (t4(X  tu)  oder  040,  ik),  M»  wie  is  (He  (139.  a.  bü  d}, 
■0  koDWil  1  —  rV*  für  sin*     setzend : 

(fO^^^p  sinW-f-^r.ictJsW  ,    ( I r=  q sin  W,  +  (^,) COS  W, ,  \ 

»  —  «  » 


in  ir«ldiM  von  den  doppeken  Voneidien  die  obem  oder  uteni  lu  nduim  sind,  je  ndiden 

die  zwei  Systeme  unter  sich  einen  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axcnlaiif  haben.  Die  Gleichungen 
({43.  a.)  machen  die  sümmttichcn  Projcctionszahlen  von  den  dreien  (JV),  und  JTV  al»- 
hängig,  da  p  und  q  den  Gleichungen  (a.)  zur  Folge  neben  diesen  Grilssen  keine  andern  th 
vlA  enündleii;  Man  kann  die  Tür  C,  C\  C,,  C|  sich  ergebenden  Ausdrücke  synnelrisch  tna- 
dien,  wenn  man  dii-  Winkel  ß  und  ). ,  anstatt  sie  von  der  Richtun«:  AN  ht=;  zu  denen  AX  und 
A  Y  reichen  zu  lassen,  von  A IV  aus  bis  zu  den  zwei  Richtungen  niuiinl,  welche  die  Axenwinkel 
XAT  and  YAT  luilltirak 

IlaUo  man.  anstatt  sintf  und  sin?,  nus  dir  zweiten  und  vierten  der  Gleichungen  (i40.  a.) 
oder  (140.  b.}  Iicizuhoten,  sin(0-|-W)  und  sin(A  +  W,)  ans  der  dritten  und  fUnitcn  dieser 
Gtrichungen  entarnnmen,  weMie 

ee.'(#+W)==iH^'''7^  mi  eo^(A  +  W.)=  ^^T^-'^- 
oder,  weil  8ui'v=l  — wenn  man 


eMCff  +  W)=X-  und  co8(A  +  W,)= 


q 


sui^  .  suiy 

geben,  woran*  aidi  dann  nodi  woiler 
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«w#=:«i»(#-|-W)«MW+ÄC<+W)ifnW=  !l2!£2L+JZiI^tJ? , 
Sil  l=riB  (l  +  W,)MgW.-.M«CiL+WO«i«W,=—  q'«"»  W.-(^,)cosW.  ^ 

eo«Ä  =  cM(i  +  W.)co8W.+  «iii(l  +  W,)«iiiW.=     ^"'^'^a^'^  ' 

80  crfailt  nuin,  wenn  man  diese  fUr  Sinus  ond  Kosiaus  von  0  +  W  und  A  -f-  W,  uod  von  9  und 
1  eriudteim  AvMlrlldw  in  die  ttl>rigcn  Gleichungen  (140l  a.)  oder  (140.  b.),  to  irfe  h  d» 
(139.  I.  bii  d.)  eiiiMtsI  wid  beachkft,  diw  <iB>s=l  — IT  i>t: 

(r«)c=(r,)  OM  W  fp'ite W  ,  (^0={^*} cm W. — «fsbi W, « 


1  —  i  t 

in  «1  Irlifn  wieder  von  den  doppelten  Vor7<  irlan  die  obcrn  oder  unicrn  zu  nehmen  sind,  je 
nachdtiiu  die  beiden  Systeme  unter  sich  tiueu  ähnlichen  oder  unähnlichen  Axenhiuf  haben.  Di^ 
GleiCkuBgMi  043w  b.)  wadwa  die  idtaiintlicheB  hrojecKoiMKildeii  von  den  dkeien  (1^,  (JQ 
n  abhüngig,  da  p'  ond     den  CSteiehungca  (hO  mt  Felve  adwn  dfeeeit  GrOoen  bebw  enden 

in  sieh  eulhalten. 

85)  Ich  glaube  niebt,  mieh  bei  Betracbtanfen  dieser  Art,  die  kerne  gioeee  Anwendbabeft 

zu  haben  scheinen,  noch  langer  uiirhiiltcn  zu  duifenf  und  schliesse  daher  mit  einer  Abloitun|f 
(lor  Moiiij i'srhi-n  Foniu'In  aus  den  vori^jen  Hi<s(illaten.  Sind  niimlirh  die  boiifi'ti  auf  rinander 
bezogenen  Üyslonic  rechtwinklige,  so  wird  /",'  =  ti'j  (/»)  =  C,>  tA^  =  *->>  \^»j=l^»=C" 
«nd  (^srD;=Cr  ond  dibd  ist  W=W.=90*;  deber  werden  in  diesen  PaUe  die  GM- 
(Ida.  n.}: 

CiM.a.1  (  »    — X  » 

U— _i.pqc^-t^c"  pc"+qc.cy 
V,— 3r    <       -  ♦   1  „c;" — * 

in  welchen  p'  ^  1  —  Ci"  —  ("]  und  q'  =  1  —  Ci"  —  C"*  i^U  Au»  den  beiden  Gleichungen,  welche 
C  nnd  (X  Kefera,  erbüt  man  dnicb  BbnbMlioin  einnal  von  pq  und  ebi  andenaal  von  CtCt 

CGripQsCr  nnd^CrC^CTsspq; 

qoadrirt  man  aber  dfese  beiden  Gleicbongea  und  nebt  sie  von  ebiandkr  ab,  so  findet  man  m- 
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«d  ta  Oeichnig  gefet  idl  BIHb  4er  eben  fir    md     «egelMma  WeiOe  tber  tat 

i-cr+cr-c*=c!+«r».  / 

Am  deawlwB  lllr  p*  u»!  q*  gegdieMR  WeMleB  cngidkt  rieh  Mkh: 
wi  deht  Btn  von  dlMW  deichanjf  die  vorige  ab,  so  kommt: 

i^cr  _cr+c'=p'+q'. 

Sucht  mnn  aus  dm  hier  lür  (',-)-(  "■'  und  p'+q'  eriulteiwn  «nd  den  kura  zuvor  tllr  r:r" 
und  pq  gefiuideaen  Werthen  die  (ir(iäs('n  C. ,  (  "  und  p,  i|  auf,  so  findet  niajl,  wenn  zur  Ab- 

i-C4.c;+C4'=:N  ,  i+c+c;~q'=o, 
«CrrKIP+Klfö ,  a<r=:-KMf+Kifö 

w4 

2p=8KSQ-K<IF ,   «q=  Kiö+Viif 
ml  Memit  eittit  man  Mgldcli  nocli: 

ao  dm  imh  «Im  sclilie«licli  bei: 

2Cr=   Vpo  +  Kmn,  2C.=    Kpö  — Kmn,J 

wekhes  die  Monge  sehen  Formeln  sind,  und  sieb  eben  so  aus  den  Gleichungen  (143.  b.  )  her- 
holen bmen.  Auch  kann  man  Sic  In  Shnliclicr  Weise  aus  den  auf  zwei  rechtwinklige  Systeme 
übergetragenen  Gleichungen  (139.  a.  bis  d.)  und  (140.  a.)  herleiten.    In  elhn  vorstehenden 

AtKdriirkcn  sind  von  drn  rlojnn'ltcn  V(»r/.i'ichfn  nur  die  obern  oder  nur  die  untern  7\i  nchrnfn,  je 
nadideni  «iir  hcidcn  Sy.slcnic  unter  sich  einen  idinlichcn  oder  einen  unähnlichen  Axeiilaui  halten. 

Ware  man  von  tlenjeiiigvn  der  Gieicbuiigeu  (144.  a.^  ausgt^angcu,  welche  C  und  C,  lie~ 
fem,  M  mUß  min  doick  Elfantailion  einmal  von  j»  nnd  eta  andermil  von  %  erhallen: 

±(r+ccir=qG,  mid.q,±cci'=:-*<r, 

md  dieib  Gldehnngen  gehen,  wenn  ann  ale  qnadrfrt  nnd  abaleht: 

oder  die  «Ugn  Werihe  von  ^  «wi  P*  beviehakMigend: 

C- c? = C3  — (r»=q»  -  p'. 

Die  Ictxirn  zwei  vereinigten  Gleichungen  kawi  nm  miler  BerttcfcaiGhlignqg  der  Ar  q'  und  p' 

gegebenen  Ausdrücke  auch  so  schreiben: 

i— c;''-f (T*— q=q+q'  und  i-c;"-(r+c;=C"'4-p«j 
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«u  dtoMn  Iber  llwt  ädi  in  VMUnduf  «It  iM  MkA,  wMm  «A  f  C  tertaie^ 
amldiit  G;,  4|  mi  C>  p  und  sodann  auch  C  md finden,  so  dass  man  alt  BiMrilNlt  «Ull;^ 

CtM.«.)   <2c;  — KiYü'-KF I'- ,  2c;'=:Kn' F  — KM'(r,         .  . 

wo  nr  ANtflfsww 

1_C;'— C,  +  C'=M',  1— C4'  +  C,iC'=N'  ..  , 

1  +  C;- C,  +  C'=P' ,  1  +  C"  +  C,4:C'=0' 

gesetzt  worden  ist,  unil  es  Ist  wieder  in  äBeB  TonleheiMien  Anedröokmi  von  den  doppdln.Tor- 
leidien  entweder  nur  das  obere  oder  nur  des  untere  zu  nehmen,  Je  ne^en  die  baden  Sj- 

Itcmc  iintfT  sich  einen  ähnlichen  oder  tinahnlirlipn  Vvfulisur  hnben. 

Trügt  man  die  Gleichongcii  (,143.  h.)  auf  un&crc  beiden  rcchlwiniUigcn  Systeme  über,  so 
aUd»  nan  die  Fonieln,  wdolie  die  sümnllkdiett  rMjedioasiaiden  auf  die  drei  CT,  C;  vnd  CT 
zurttckrübren,  und  in  Verbindung  mit  den  vorigen  die  Fülle  aiisniarhon,  wn  solche  Reductionen 
durch  einfache  oder  symmetriache  Ausdrucke  geschehen  können;  immer  aber  behalten  die  durch 
die  Gleichungen  (139.)  and  (140.}  zversl  gegebenen  Reductfonen  einen  nickt  m  veitamendan 
Vorzug  vor  allen  Übrigen,  der  nicht  blos  darin  besteht,  dass  Jene  doch  immer  zu  den  einfach- 
sten Ausdrücken  hinführen,  sondern  mehr  noch  darin,  dass  in  allen  andern  wegen  der  in  ihnen 
auftauchenden  Quadratwurzeln  eine  UnbesUnnnthelt  der  Vendclien  zurückbleibt,  zu  deren  Al>- 
wcndiwir  Qocb  weüere  Bettneltimgen  erftndcilidi  ML  . 


Zweiter  MSMUltMMU 
Tn  ior  nene  iil  Genta  lai  IdMMgci  CtirfiiilagysleM. 


Vn  dar  fkm» 

86)  Wir  Halben  in  vorigen  Abechnitt  (Nr.  83.)  die  Beengungen  angegeben,  unter  denen 

ein  Punct  in  einer  gegebenen  Ebene  liegt.  Es  wurde  dort  gezeigt,  dass  jeder  in  der  gegd- 
benea  Ebene  liegende  Punct  durch  seine  schiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  eine  der  Glet- 
dningen  (iOCk.  n.  bia  d.}  erllflien  milase,  so  wie  umgekehrt,  disa  jeder  Ponet,  der  eine  von 

diesen  BL'dinpnnsTcii  i-rrülll,  in  dir  ifcifeboticn  EI»<'n<!  lu'sjen  iniis.si'.  Jviit'  snldie  Gleichung-  Irfigft 
mithin  sämmllicbe  zu  der  gegebenen  Ebene  gchürigea  Puncle  in  sich  und  scUiesst  alle  übrigen 
Punete  def  BMnnei  von  sush  ana;  sie  iit  dabw  m  Gebieto  der  Reehnung  ein  vollgültiger  ün* 
primtant  der  nnb^grenzt  gi^ebencn  Ebene.  Ifun  werden  wir  neigen,  daas  jede  Gldeknqg  von 
der  Foim 

Cl.)  .  .    .j)x-hp'x'+j)"x"=^|J  oder  pu-t-pV-j-p-'d*»?  . 
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der  R«|Nis«ilant  eiaer  ^nzigen,  vüllig^  hcMiiMmbcrai  mbegremten  iOiene  Est,  weim  p',  )>" 
nnd  $  oder  p',  p"  und  P  beliebige  reelle,  positive  oder  ne|ifiitive  Zahlen  vorstellen,  (die  ' 
•nch  in  so  lanpc  Nnll  sein  kilnnoti,  als  dadurch  nicht  die  Gleichunj?  selbst  verloren  (jfcht  oder 
woaB  Widersprach  in  sich  aufiiioiml}  und  x,  x\  x"  die  schiefen,  u,  u',  u"  die  scolu-ccbten 
Gooidbuleii  u  dm  Axm  eiaef  iMGeb^en  SyilsiM  vo«  dln  do^eniBCtt  Punelm  tmägn, 
durch  welche  die  Gleichang  Qi.")  in  Brfttlinnn-  ^t'hr  Mit  diesen  Betrachtungrn  werden  <;ich 
giBichiwitfg  alle  Kig«iniW;lM>nwi  der  dwnch  die  Gleichung  (^1.}  d«rg«ileUten  £bene  von  selbst  er-, 

,  SCvciirderst  bemerken  wir,  dass,  wenn  x, ,  ,  x"  die  schiefen  oder  u, ,  uj ,  a"  die  senk- 
rechten Coordinaten  an  den  Axcn  desselben  Coordinatensystems,  worauf  die  Gleichung  (1.)  sich 
bezieht,  von  eiqem  bestimm len  der  unemflicb  videi)  Funde  vorsteUen,  welche  die  erste  oder 
awnlB  dar  GkUkaagm  OO  «flÜlM,  M  dm  ilfo 

ist,  und  man  subirahirt  diese  fileichwgw  voK  denen  Ql^  In  der  Oidemi^  in  weUer  sie  g«- 

schrifb^n  stehen,  so  erhalt  man; 

p(x  — x,)  +  p'C*— J'O-hP'C*"— x")  — 0  ^^cr  p(u  — u,)  +  p'Cu— u.j  +  P  iu"— nn=0.  1») 
Diese  Gleichungen  sind  nichts  anders,  als  die  nur  dass  in  ihnen  die  Grüsiscn  und  P 
dnrdi  die  it|,  x',  und  n',  nT  ereelit  worden  lind,  wel^  ehiem  besliininlen  der  m 
den  nieichunjfcn  fO  i,n''>i'ngen  Piimtc  entsprechen;  es  enthalten  dsher  die  Cieiilmnaren  (Z.") 
neben  diesem  einen  functc  noch  alle  übrigen  Punrtc  der  Glcicbangcn  (i.")  in  sich,  und  nasser 
diesen  keinen  endem.  Wire  in  den  Gfeldiungen  (1.)  $=0  oder  P=0,  so  würde  fie  vor-^ 
dem  dorch  x=0,  x'=0,  x"=0,  oder  die  hinlere  durch  u=0,  u'=:0,  u"=0  befriedigt, 
d.h.  es  wäre  die  Coordinuien^pitze  einer  von  den  ihr  engdhftrigen  Puacten;  in  deowelben  Fdle 
aber  niibuien  die  Gleichuageii  (2.3  Uie  Fonu 

px,+pX  +  9'X=0  oder  pu,  +  p'u:  +  p"u:'=0 
an  und  in  Folg«  dieier  lebten  deWiangen  würden  die  (ß.")  tauaer  «af  die 

l^x+l^Y+rx'ssO  oder  p u  +  p'u-f-p''ir=0 

lieh  sartddtthren  lenea,  wdehe  keiw  «ndem  ah  die  (t.")  flr  9=0  oder  P=±0  «tad. 

Sodann  machen  wir  darauf  aufmerksam,  dass  jede  der  in  oder  (3.)  enthBltenen  Glei- 
ehiH^en,  nachdem  «Ue  ihre  GMeder  aiit  etner  und  derselben  beliebigen  Zahl,  die  jedoch  nicht 
flau  nshi  darf  aad  hier  ianner  redl  geAidit  wird,  multipliiirt  odar  diridiit  worden  siad,  noeh 
l^aier  fhr  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u"  die  gidch«!  W^he  und  in  dem  gleichen  Umfange  me 
zuvor  an  die  Hand  gebe,  also  nachher  wie  vorher  in  Bezug  auf  die  durch  sie  dargestellten 
Pnncfc  die^eUie  Gleichung  sei,  wie  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  ak  bekannt  vorausgesetzt^ 
waadan-  dnC  Beaejuhnen  ddiar  0  and  H  swei  Mdeho  Zahlen  and  aettM  wir 

^  'P'  V"  ,     P  P'      '     P"      "  ^ 

S  =  q.    |=:q,  oder    3=,,    g  =  q  ,    jj-  =  q  J 

J   M 

oder  |.^0,  ) 

•o  gehen  dadurch  die  Gidehaagen       aad  (3.3  Uber  in: 
I.  !• 
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f  q  (x  —  x.)  +  q'  —  x;)  +  q  Xx"—  x!')  =  0  oder  q  f  u  -  -  u,}  +  q'  (»'—»')+  q"  C""  "  »0=0 , 
und  haben  mit  jenen  völlig  gleichen  Inhalt,  so  lange  liir     und  U  Zuhlen  von  der  ungeteigten 

Die  ZaUen  imd  H  nehmen  immer  die  von  ihnen  geforderte  Besohaflcnhcit  von  sr-]hf^ 
«n,  wenn  nan  sie  aus  den  Coeffizieoten  der  dachtiBgea  (1.}  oder  (3,)  in  der  Art  bestiminl, 
wie  aie  ma  dn  Gldctaingen  (55.  a.  i»l  b.}  de«  vorig«  Alwelnilli  iMrvorgdMm,  fidb  man  f, 
p',  p"  an  (8e  Stdh»  rm  n,  m',  nf  und  p,  f%  j^"  «n  die  Stelle  vm  n,  nV  iT  seM,  wednvdi 
man  Badet: 

pP^.p'-^.p"'  4-  2  p  p'cos  W  +  2  p  p'  cos  W'-J-  2  p'p'cos  W '  =  H* 

■nd 

Dass  die  aus  den  GIcichungon  (&}  hervoiyehenden  Zahlen  ^  and  H  in  der  That  unter  allen 
Vautiindflii  dfe  tob  Amen  geforderte  Bgewchalt,  nie  nnll  fli  aebi,  beaitzcn,  davon  lAeneaft 
man  sieb  sogleich,  wenn  inuii  ^ich  p,  p',  p"  als  schiere,  p,  p',  p"  als  scnkreclite  Coonfinaieo. 
eines  Pnnctes  vorstellt,  dt-nn  dann  s;chvn  die  Gleichungen  (.53.)  und  (M.  a.}  des  vorigen  Ab- 
schnitts zu  erkennen,  dass  H'  und  die  Quadrate  der  Abstände  dieser  Puncle  von  der  Coor- 
dinalcM|rilie  k  eind,  wd  diese  Abstände  können  oflenbar  nur  in  dem  cjnen  Falle  null  wenien, 
wenn  die  drei  Coordinatcn  p,  p',  p"  oder  p,  p'y  p",  denen  sie  enlsprcchrn,  snmintürh  null 
sind ;  dann  aber  gieogen  die  Gleichungen  oder  (3.)  entweder  ganz  und  gar  vcriuren,  oder 
sie  erihidleii  einen  Widenpnicli  in  eldi  und  würden  in  beiden  Fiflten  nnRhig  sein,  irgend  Et- 
was darzustellen.  Es  geht  hii^rans  luT\or.  duss  jede  di  r  Glticliuiigcn  (5.),  wenn  diisi-  durch 
die  Zahlen  {)  und  H  erhallen  wurden  sind,  die  aus  den  Gleichungen  QL)  sich  ergeben  haben, 
den  ganzen  Inhalt  der  CHeiclmn^ren  (1.)  oder  (3.),  falls  dfeee  iHbeifimpt  enen  InMt  hAea,  in 

Femer  ^ebeii  dif  in  Nr.  32.  des  vorigen  Abschnittes  angestellten  Betr«clittin|^fln,  welche 
zu  den  dortigen  Gleichungen  (55.  a.  und  b.)  geführt  haben,  zu  erkennen,  dass  in  denselben 
FIDen,  wo  die  Gleidhragen  (50  durdi  ZaMen  ^  uid  B,  die  den  Glelelning««  (6.)  geoMi 
bestimmt  worden  sin  ),  rrlirr'f  n  werden,  die  CoelTIzienten  <\  't'.  n"  ni!f>r  q  .  q'.  q"  derselben 
inuncr  die  senkrcoiUen  oder  schiefen  ProjccIionszahleD  einer  Richtung  anzei)^ell,  die  sich  sonach 
init  den  Ooemienten  V',  oder  p,  p',  p"  der  Gleicbungen  (1.)  oder  (3.)  tor  dto  ftCM' 
eduielMne  Art  anfBuden  Iflsst.  Wir  werden  von  jetzt  an,  wenn  wir  uns  ilcr  (ileichungen  (-^O 
bedienen,  immer  voranssetzcn,  dass  ihre  CocIRzicnlen  (| ,  (|',  ^  oder  q ,  q',  q"  nach  Anleitung 
der  Gleichungen  (4.)  mittelst  Zahlen  ^  und  H ,  die  von  den  Gleichun^ren  (6.)  an  die  Hand 
fegeben  werden,  aufgefunden  worden  seien  md  deshalb  die  leitaBchlen  oder  »rhiefen  Projee« 
tionszahlen  einer  durch  sie  bcstiinnitcn  Rirhitintr  sind.  So  genomuicn  dürfiMi  dann  diese  Glei- 
chui^cn  weder  mit  einer  Zahl  onultipliziil  noch  dividirt  werden,  ohne  iluren  eigentfaümlichen 
Gliencler  n  vertiefen;  denn  jede  eoMw  Ahindemig  würde  ihnen  wieder  die  eUgemeinepn.Nn-' 
tnr  der  Glcichunircii  (1.)  oder  (3.")  mittheilen. 

Noch  hat  uiaa  zu  beachten,  dass  die  Gleichuagca  (6.)  fOr  sowohl  aJs  für  H  zwei  Weiihe 
fadn  liMn,  ttam  dMolula  firftM  die.flijdiw      die  riier  enigegengeselit»  VonqiabHn  an 
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dUh  <n««iL  Au  41mm  cwchiM  WcrttM  vm  ^  aätr    IMüra  S&  QlpfcfciMirw  (4.)  nrak: 

erlei  Wt-rthe  Tür  q  ,  o'-  fl"  o<lk?r  q  ,  <]',  q".  so  wie  auch  ffir  C  oAn  Q ,  welclie  ebenfalls  paar- 
weise diiueibe  absoiale  GröMC,  aber  eotgegeogescWe  YonetclieB  haben,  und  dies«  kat  zur 
Folge,  4M  4i»  4«i  WMmM  VtrilM  «MiprMh«te  ftojMBoaMiMMi  ^ ,  q',  n"  oder  q ,  q', 
i/*  mF  Mreinlai  MdittHMi  biiAlbMR*  41s  sln>r'rftaHi4flr  mhAbI.  Absr  MUMlIitii'iiML 

Nach  diesen,  in  der  Absicht  die  Xntur  des  Gegenstandes  aufzuhellen,  vorausgesrliicktcn  uli- 
gemeinen ErlSuteningen  ilbeRengt  inan  sich  luin  tcicht,  das«  jede  der  Gleichungen  oder 
(3.)  alle  Punclc  einer  Ebcm  tolleUt,  die  flenkreeht  sidit  auf  der  Richtung,  deren  Projeclioiu- 
zahlen  q,  q',  q"  oder  <(,  ^  4id,  welche  Projerlionszahlen  sich  aus  tlrn  Coefllzienten 
1?',  v"  *>drr  p ,  j)',  |j"  der  fri  <r,  Iw  !i-'t<  nirirlninir  in  der  besprochenen  Weise  herholen  lassen, 
and  dass  kein  zu  dieser  Ehtnc  nicht  gcliuriger  Pnnct  in  derselbea  Gleichung  eothaUea  seia 
kann.  Vergleielit  man  nUnlidi  die  anf  iweiter  2eOe  iWheiMhii  Gleichiingfla  0^.)  '"M  im 
\oritrpn  Absclmittc  gegebenen  Gleichungen  (100.  a.),  so  sieht  man,  dnss  beide  von  einerlei 
Form  sind,  nur  dass  dort  die  senkrechten  Projectionszabicn  der  Richtung,  worauf  sich  die  Glei- 
diimg  beiieht,  dnrdi  (r,),  (H),  (r,'),  hier  doreh  q,  «i',  q"  beietduiel  wenten,  w  wie  die 
schieren  Projeclionszahlen  der  Richtung,  auf  die  sich  die  Gleichung  stützt,  dort  durch  (^4-,) ,  (^) , 
{^D 1  hier  durch  q ,  q',  q"  vorgestellt  werden ;  es  stellt  daher  hier  wie  dort  jede  solche  Glei- 
chung die  Ebene  dar,  welche  durch  den  beslimnilen  Punct  x, ,  xl ,  xl'  oder  u, ,  u',  u','  geht 
und  senkrecht  auf  der  Richtung  steht,  die  sich  aus  den  Coefllzienten  der  Gleichung  herleiten 
lis';?  Dicseltic  Ebene  wird  diinn  liucli  durrli  die  enispreeiiende  auf  erster  Zeile  stehende  Glei- 
cttung  (b.)  dargestelli,  nur  dass  man  aus  dieser  zuvor  erst  einen  der  ihr  angebiirigen  Puiiclc 
auftachen  onnw,  dvrch  weWhen  die  Ebene  zu  gehen  hat  Eben  ao  wird  die  gleiche  Eben«  ane» 
durch  die  oAtsprechendcn  Gleichungen  C'  )  o'l«'''  f'^  "t  (iurgestellt,  ntH  dem  Trit.  r  hi-  Ii  jrrlr-  h, 
daM  nian  au«  diepijBn  zuvor  noch  nüttelst  der  Gleichungen  (6J)  und  ^4.^  die  Richtung  aufsu- 
anehen  bat,  auf  wäldup  iile'ttMiiü  Makracbt  stebt  In  dem  beiondeni  Falte,  wo  fn  den  Od4 
chungen  (1.)  die  Gr$ase  $  oder  P  ,  so  wie  in  den  obcm  Gleichungen  (5.)  die  Grösse  Ct  oder 
0  null  ist,  oder  wo  in  den  Gleichungen  ('2.1  die  besUuunt  gegebenen  CoordnUlenwertha  i,^ 
xi,  x"  oder  U|,  u! ,  u«"  von  solcher  BcschaHonhcit  .sind,  dass 

vx,+ip'x;-f-p"xr=o  «der  pu.+p;u;+p"u;'=o,  . 

^ik+fl-jJ+rarssO  oder  q«,+q'n:+qV=0 

«M,  aeigl  dfeM  an,  4ati  dte  diircb  fddw  GteidiwgMi  dnrfut4le  Bb«iM  dank  die 

qiilzc  A  hindurch  geht. 

87)  Alk»  in  voriger  Nummer  Gesagte  Meibl  gleicbmäasig  wahr,  die  beiden  in  (i.)  oder 
(Sk}  eathaUeaea  «dar  die  xwet  neben  einander  irteheaden  Gteichungen  mögen  eine  and 
djeeaap  oder  awet  vtM  ebmadar  TerJeMedenc  Ebenen  darataOea,  aar  hat  nun  di^  wo  dto  bÄ- 

dcn  Gleieliungen  verschiedenen  Ebenen  enLsprechen,  im  Atlgemcincn  die  Coordinnten  x, ,  \' , 
ai'  and  u.,  ul»  ui'  in  den  Gleichungen,  wo  sie  voriuMlunen,  auf  xwei  verstAiedeae  beiUnunte 
PttMle  n  baeMMa,  awbiaad  man  da,  w«  41a  baMea  Ooüshungen  ebnr  aa4  4an4bea  BbrnM 
entsprechen,  beide  Puncle  in  einen  ebiafgaa  beHtnuaten  Pnnct  sich  vereinigt  denken  kann.  Och 
hüren  die  zwei  genannten  Gleirbungen,  von  welchen  die  eine  sich  immer  aaf  schiere,  die  «m- 
dere  auf  seokrechie  Coordinaten  der  einseinen  Punete  bezieht,  einer  and  doMeiben  Ebene  an, 

19» 
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ii  wdchem  Falle  wir  sie  eombinirte  Gleichungen  dieser  einen  Ebene  nennen  werdet, 
so  sieben  deren  Coellkienlen  p ,  p',  p"  und  p ,  p',  p"  oder  q ,  q',  q"  und  q ,  q',  q"  in  ji^wis- 
Bea  Beftiehuagen  zu  einander,  die  wir  jeUt  niihor  wigeben  wollen.  Dh  näiuticli,  wenn  die  bei- 
4m  Gleictamgai  aiMr  mA  itmtbm  Ekmb  m§ohMnm  «te  conbWrt»  «liiA,  mimU  f ,  <t 

die  senkrechten,  als  q ,  q',  q"  die  srhiefen  Projeclionszahlen  von  oiner  auf  dieser  Ebene  senk- 
rechten Richtung  sind,  so  gehören  diese  beiderlei  aus  einem  der  beiden  Wcrlhe  von  ^  und  H 
gdondenen  PfoJedioMBaileB  Mrthiwäidig  entn^der  «iwer  and  ientäbm  Richtung  an,  oder  zweien, 

die  parallel  und  gegenläufig  sind.  Im  ersten  Falle  finden  zwischen  ihnen  die  im  vorigen  Ab- 
sclmitte  zwischen  den  zu  einer  und  derselben  Richtung;  gehörigen  schiefea  senkrcchtea 
Projcctionszalden  aufgefundenen  Gleichungen  (^12.)  und  (47.  a.)  statt,  nämlidi: 

f = q + q'cos  W  +  q'  cos  W  ,    q'=:  q  cos  W  +  q'+  q"co8  W",    q"=  q  cos  W'-f  q'cos  W  "+  q" 
md 

«q=s«q+«q'+rq",  «q'sa.q+icq'+ar^', 

Im  andern  Falle  liiniregi-n  müssen  die  Vorzeichen  entweder  hios  der  srliicrcn  od(T  lilns  der 
senkrechten  FrojecUunszablen  in  die  entgegengesetsten  umgewandelt  worden,  damit  alle  zusain- 
men  ebier  und  derseAen  RieUnng  angehören  und  anf  sie  wieder  die  obigea  Gleidrangen  Ar» 
Amrandung  finden;  diess  bringt  aber  in  diesen  Gleichungen  keine  andere  Aendening  hervor, 
als  dass  sämmtliche  auf  ihren  einen  Seiten  befindliche  Glieder  em  enlgegeogetelilei  Voneicheo 
annehmen.    Man  kann  sonach  dieses  Verhalten  allgemein  so  aussprechen: 

i+  q —q  +  q'cos  W  +  q"cos  W,  ± q':=q  cosW  +  q'-|- q"cos  W",  ±  q  "=  q  cos  W+q'008W"+  q" 
und 
ittqsÄq+Vq'+rq".   ±9^^=i%^+^1(^^W^%  ±«?<"=l,^|+«;q'+t,V» 

wenn  man  sidi  Idos  merkt,  dan  in  allen  dii'seti  nieichiingcn  irlilclizcilif;  lilas  die  obern  oder 
blos  die  untern  Vorzeichen  geiiOnnncn  werden  müssen,  je  naclidem  die  Projectionsxahlen  q ,  q', 
q^  nnd  q ,  q',  q"  ni  eineriei  oder  lu  entgogcnselilHi  Biditangni  UilUirea 

Selsl  nuai  in  den  Gleichungen  (7.)  anstatt  der  ProjedknianUen  ikn  dmdi'  dto  GleiehnngMi 
(4.)  gegdiemn  Wcrlhe  ein,  ao  werden  sie: 

+  ^p=^fp'cMW+p''coiW',  ±|»'=^coiW+p'+p"wW'',  ±|p''=qM»W+|^«inlir+p'' 


(»•> 


f + J    r=  «p  +  ?i'p'+  S!"p",  +  f  6;p'=  «.p  +  ?i;p'+  si:'p ,  +  ^  (r;'p"=  «.p  +  ?i;p'+  arp", 

in  welchen  ^  tnid  U  den  Gleichn^gea  (i,^  geuiüss  zu  bestimmen  sind,  und.  deren  doppelte 
V«fMiohea  dleadbe  HilctahllBMlwiKi  nie  bei  den  CMcbungen  (7.)  verlangen.  INn  m  den- ja« 
damaligen  Liinstanden  nfeftaMten  Gleichungen  (8.)  non  deckaa  die  lalaMMMa  Mf,  wahh» 

CWischeti  den  Cueflizienton  in  combmirten  Gtoichungen  statt  haben. 

Der  L'msland,  dass  man  bei  den  Gleichungen  ^7.}  oder  (ti.^  iiiuaer  erst  noch  zuzusehen 

man  kann  indessen  diesen  Uebclsland  durch  ein  einfaches  Millel  ;ius  dem  Wep  riiumen.  Setzt 
man  nämlich  ein  für  alle  Mal  fest,  von  den  zwei  aus  den  GleidiuQgea  (6.)  für  |)  und  ü  aißk 
eigebenin  Waril«  ftnaw  mm  dm  RMÜMB-an  MkaMi,  io  adMM,  daa  Uliinhwii«  (4^ 
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kn*  Folge,  y  uad  q ,  9'  arf  <,     omI  <r,  9      &i  «0  wie  f  «ni  IT*     md  q ,  p"  nnd  q", 

P  und  Q  steU  e«i  und  dasselbe  Vorzeichen  «n,  woraus  Tolgl,  dass  die  Griissen  q,  q',  q", 
gleichieitig  nrit  denen  1f ,  p\  p",  ^ ,  so  wie  <lic  4  •  <|'i  q"»  0  gkiciiMttig  aut  denen  p ,  p',  f  ", 
P  ihr  Voneichen  uodMiweB.  Da  mm  4er  hMl  «tar  jedn  ainulMn  der  io  (1.)  oder  (3.) 
enthaltenen  Gleiclmagaa  wUbt  im  flniiifslen  ibgetedert  wird ,  wenn  man  alle  ihre  Vor- 
zeii'tien  in  diu  ent|(egcii((esctzten  umkehrt,  so  li»t  tiian  es  sMa  in  seiner  Gewalt,  jedes  Puar 
couibinirtfiT  tiiekhuiigea  voa  vom  herein  so  w  schreiben,  duss  die  «us  ihnen  hergeleitet«^ 
Mukraokten  mid -aclMMt.ProjM^^  ÜulMnv  aidi^  iMMettt  md 

«leiiiiiacli  iri  d^n  (Iii  trhiin^fn  f7,^  iinil  f^")  irjnii«'!  blus  die  obcrn  Vorzeidi^Mi  ;ionL;)Tcn  wer- 
den müssen.  Tbut  man  dicsü  und  macht  mui      ^Ich^jcur  Hegd^iHlifo  langeordiielen  GloichMc.' 

die  Vorzeichen  der  einzi'Inen  Glieder  in  den  beiden  ronibintrien  Gleiihunfren  stets  die  gleichen 
bleit»en.  »der  in  beiden  Kh'ielizeilig  stidiiMiamllich  iiriikdyiett,  .«(i . Jtaani jaon  -Miedflaiiieh  .die 
Gleichungen  (7.}  und  (ß.')  immer  ohne<id»T2«ddcutigkflit  oriAnWeadmlj^  kiüipili)')1lndi«lairiull 
dura  aof  die  rechte  Wald  der  Vorzeicben  kein  besonderes  AiigeniniTk  mehr  zu  richten.  Aus 

dieser  UrsHche  wird  man  wohl  thun,  sich  unter  ?  n  i  I  H  i'Hi  ilit.  jm^iiiw n  W.  i!';r  m  denken 

ordnet  skfa  TorzmleBeii,  woM  ^|f^;a^  $l^b^en  (7.)  vöm  j^^if^^  vfjje  Qa^^-^ibmi 
Vorzeichen  zu  nehmen  braucht.    So  ungeordnete  combinirte  Glekkoigca  iMlddincn  wir  oü- 

dnri'h,  dii.s.s  \vir  üiigcn,  sie  besitzen  gleichartige  Vorzeichen. 

88 Ji  Es  mögen  combinirte  Gleichungen  erleiohartige  Vorzeichen  ludicu  oder  nicht,  so  isi  doch 

+  l  =  qcr  +  q'q'+q'r 

nach  Aussage  der  GleichiiDg  (110  ^'^^  vorigen  Abschnitts  und  man  bat  in  dieser  Gleichung 
das  obere  oder  untere  Vonteidien  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Projedionszahlen  q ,  q",  q"  und 
die  q  ,  q',  q'  einer  «od  derselben  odf^r  einander  gerade  entgegengesetzten  Richtungen  angehüren, 
d.  h.  je  nachdem  die  rorabinirten  Gleichungen,  an  welche  diese  Projeclion.s/nhlf-ri  'jckriüpfl  wor- 
den sind,  gleichartige  Voneichen  haben  oder  nichL  Setzt  man  in  die  Gleichung  {ß.  a.^  für  die 
darin  verkotmneadat  ProjedionssaUeo  ihn  dnrdi  die  GMehmgea  (4^)  fegcbemi  Werth«  da, 
M  verwaqddt  aie  aidi  In: 

±H^  =  p»>  +  pV+ pV, 

nnd  es  ist  ihr  doppeltes  Vorzeichen  in  jedem  besondem  Falle  der  eben  angegebeneu  Hegd 
gemäss  tn  besUnmen.  Findet  sidi  beün  Avfimdiea  der  poiitiveB  Werliw  H  ud  dm 
Hs=^  iatf  so  geht  die  TOrige  GIcirhimg'  über  in:  -.•  i 

+H'=±^'=pp+pv+P'r,  19. 

wobei  hinsichtlich  des  do|)peIton  Vorzeichens  immer  noch  die  alte  Regel  zu  beobachten  Iii  Jo 
diesem  Falle,  wenn  nämlich  H  =  >^  ist,  ändern  sich  di(i  Gleichungen  (S.^  ab  in: 

+  p  =  p-|-p'oosW+p"cosW',  4:p'=pcosW  +  p  -|-p  "cosW",  4-p"=pcosW'+p'cosW''+p"  i 
und  [ 

±(Sp=ap +ay+  wy,  ±«;p'=a.i? +«.>'+«:>".  ±(i;'p"=a,iJ  +  v  +  «;>", ) 

wekhe,  vergtiohen  mit  den  Gleichungen  (^.^t  **>  erkennen  geben,  dass  unter  der  gemacblen 
VorausseUung  iwiachm  den  CoeIßzieDten  der  oombinirtea  Gleüsliiugen.  genau  dieselben  Relalio- 
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Q,  q',  q".  Umgekehrt  kann  man  schliessen,  das«  H=:^  ist,  so  wie  zwischen  den  Copflizien- 
tcn  der  oowiNairteii  tiieidmagen  ife  m(Jki.')  a^^egwbeaeo  Rektionen  statt  find».  Coabiniite^ 
eiiit  Ebene  «tanMemle  GtoidMifBo,  «wkbe  mm  rar  die  Mer  angeiM^le  Weife  Min  fdmebl 
lurt^  dass  für  sie  die  positiv  vorausgosetxlcn  Werlhc  ^  und  Ii  cinandiT  gleich  wurden,  und  die 
daraus  abgeleitetee  ProjectionsKahlnn  q,  q',  q"  und  q,  fj^^'<f'*  etaer  «od  dersolbea  RicKlunff  an» 
gdiören,  d.  h.  (tai  iMide  gl*^>ci>artige  Vorzeichen  besitz««,  *«roHra  wir  dadi'tK  bezeichnen,  daaf 
wir  sie  näcliste  oeMbinirte  Glcichunj^en  nennen.  OfTenbar  verlieren  niichsle  eonilndirle 
Gleirhunfiren  ihn-n  besondem  Chartirter  nielit,  wi  nn  mit  einer  Ih lir-  i^i  n,  (losiliven  oder  ne- 
gativnn  reeiien  Zaid  nuiUiplizirt  werden,  talU  man  nur  lüem  Mulli|>licaiion  nnt  eiaer  Ziikl  tu>m«a^ 
«  Mden  Gkidn^j«  n^iMdi  eiiilvatai  llertte  liiivHiB  »Ebenä-^Uwedrir  llta»  difdl  «ioe. 
fhuntj  in  scfiiffin,  ndiT  blos'  ihirch  eine  (Il  -jiliMng  in  senkreeliten  Coordinairr  ircnrhr-n,  und 
man  will  zu  dieser  einen  dio  iiir  nuciute  K  unihioirtft^filwiflhniig  finfce,  jb»  etiudt  man  deren  Coef* 
H  deii  «aleioliiingen  (t).  d.>itfnirimMbria  dicMit  Moi  idie  ^bteimtatiAMi 


89}  Hat  iiiitn  die  coiiiliiiiirti'n  Gleichtinpcfl  einer  Elione  oilwedcr  in  der  Form  rtrrrr 
oder  in  der  Form  derer  (3.),  und  lüsst  inan  in  derjenigen,  welche  die  schiefen  Coordinaten 
der  Pimde  In  Mk.  trügt,  x"=0  md  ]^=0  sdn,  so  findel  mm 

wenn  sie  die  in  (i.')  anjri'zciclt'  Form  besitzt,  hu  1  fi  il   ö  •  dir  in  (^.}  angezeigte  Form,  so 
i   findet  man  dasselbe,  nur  dass  an  die  Stelle  von     üa  aus  der  Uleichung  ^2.}  hervoigeh«nder 
Werib  tritt.  Dieser  besondere  WerA  x  giebt  das  Ton  der  Bbene  ehgnwtoillewt  Stildi  der  Ax» 
AX  zu  criccnncn  uiit  dem  Vorzeichen  -|-  oder  —  ,  Je  nachdem  es  auf  der  poiiiir^  oder 
gatlven  Seile  dieser  Aze  liegt;  and  eben  so  geben  die  durch  die  Gkkhmiigen 

'     x'=|  iind.x"=t 

bcslimniten  GrSsseo V  imd  x""i8e  von  der  Ebene  abgeschnKenoi  SHlcko  der  Axen  AX*  trod 

A  X"  zu  eriicnncn  mit  dem  Vorzeichen  +  oder  — ,  je  nachdem  sie  auf  der  positiven  oder  ne- 
gativen  Spiti-  dieser  Axen  liegen.  Bezeichnen  wir  die  Puncte,  in  welchen  die  Ebene  VOn  den 
Axcn  AX,  AX',  AX"  geschnitten  wird,  dnrch  B,  B',  B",  so  ist  also 

UJ  *B 

.Ci«.  •»)  AB=  i  ,  AB=  ^ ,  AB'=:  ^ . 

'und  diese  Stüdce  nehmen  dos  VoncGeben  +-oder  —  an,  je  iiadideni  sie  a«f  der  positifen  oder 
negativen  Seite  ihrer  Axen  liegen. 

Stellen  (x),  (%'),  {x")  die  schiefen  Coordfoalen  der  Pnncle  der  Ebene  an  dem  «mi  nr^ 
S{>rUiig1idien  Coordinatensysteioe  feMnlgen  Palanfstome  vor,  so  ist  den  in  YPffigen  AbscIwillB 
,     eirballeaen  Gleichungen  (57.  h.)  gemüss: 

n  =  6  (x)  ,   a'=  «:  (x')  ,   u"=  (5;'(x") ; 

setzt  man  ab«r  für  u ,  n',  u"  diese  Werlbe  in  dicgeaige  der  eombinirIvH  Gleiehung«n,  in  we^ 
eher  diese  Coordiaalen  verkonuaen,  io  lenwrfefr  liA  dto  in  (1.)  voitonnnende  in:  ' 
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Iii 


«p  (X) + c  p' (lO + «sr  p"  <x")«sF 

md  di«  in  (3.}  vorkotnmendo  wird  eben  so,  nur  dass  an  die  Stelle  von  P  sein  durch  die  Glei- 
chung (2.)  gegebener  Werth  eintritt  Da  diese  Gleichung  Jetzt  in  Bezug  auf  das  Poiarsystem 
dieselbe  ist,  was  die  vorige  in  Betuf  auf  das  Grundsysleui.  so  lassen  sich  aus  ihr  die  SlUcke 
der  Polaraxen,  wdche  twi  dar  Ebern.»  abgeschnitten  werden,  gerade  so  herieileu,  wie  die  der 
Grundaxen  au^;  j(>ner  rriiaJtcn  wonleii  sind;  bezeichnet  man  iiäntlich  Jie  Puncte,  in  weichen  die 
Ebene  vpn  den  folaraxen  Ai,  AX.',  \X"  geschoUUm  wird,  bezUgUch  durch  9,  9',  S",  so 
ladet  wn:  , 

and  es  nekwen  dfeee  Sllldte  dat  VoneidM«  +  oder  —  en^  je  McMem  eie  aof  der  positiTcik 
odkr  nc^'iilivL'n  Seite  der  Polaraxtii  liegen,  von  denen  sie  abj^n  schiiittcii  worden  sind. 

Denkt  mau  skh  nun  von  der  Coonbneteiupitie  A  aas  eine  Gerade  senkrecht  gegen  die 
Ebene  gezogen»  wdche  diese  hn  Pnncle  S  sdMMfdef,  M  igt  AS  der  Abetend  der  Eb«ie  von  f 
der  Coordinalen^itiei  «nd  stellt  man  sich  in  der  Ebi-nt>  die  Geraden  SB,  SJV,  SI  it.l 
SC,  S9"  irpzosyen  vor,  so  dass  dir  Ilreiecke  S  A  B  .  SAB',  SAB"  tinJ  S  A ,  SAÖ',  SA©" 
entstehen,  welche  sammtUch  bei  S  rechtwinklig  sind,  so  lasst  sich  aus  jedem  dcrselhcu  die 
Mm  ie»  AMandea  AS  besfiraen;  «  iit  idüBdi: 

A8=±Ali  cos  BAS=±AB'cMB'A8s±AB''eof  r  AS 

=±  A«  c«8  A  S=±  A  ITcos  irAS=±  A  e^eos  VA  S , 

wo  von  den  doppelten  Vorzeichen  immer  dasjenige  zu  nelmten  ist,  welches  A  S  zu  «^iiier  posi- 
tiven Zahl  macht.  Kinn  sind  aber  die  Grössen  cosBAS,  cosB'AS,  cosB'AS  und  cus^AS, 
coiVAS,  ootVAS  stell  posttive  GrSnen,  weil  die WinkelBAS,  VAS,  B^AS  md  0A8, 
VAS,  CAS  nte.lttOiipfe  werden  können,  nnd  sogleich  sind  die  drei  erstem  Kosinuse  nichts 
«n<<e!^,  als  diu  senkrechten  Projerlioiuizahlen,  welche  die  Richtung  A  S  an  den  Grundaxeii  A  X , 
AX',  AX"  giebt,  mit  dem  Vorzeichen  -|-  oder  —  genommen,  je  nachdem  die  Stücke  AB,  AB', 
AB''  mf  den  positiven  oder  negativen  Seiten  dieser  Axen  Hegen,  d.  b.  je  nachdem  die  Gl«-  *  . 
chnnffpn  (10.  dlesv  Stücke  in  positiven  oder  negativen  Zaiüen  ausdrücken;  wälireiid  die 
drei  andern  Kosinuse  nichts  anders  sind,  alü  die  scnkrecliten  Projectiuasverhillmsse,  welche  die 
BliMnng  AS  an  den  Pofantmen  AM^  A3f,  AJT  (^ebt,  nft  dem  Voiseielien  +  oder  —  fe» 

nomtneii,  je  nachdem  die  Slttcke  A  © ,  A  t?',  A  5^"  auf  den  positiven  oder  iieffalivea  Seilen  die- 
ser Polaraxen  liegen,  d.  h.  je  nachdem  die  Gleichungen  ^10.  b.^  diese  Stücke  in  positiven  oder 
negativen  ZaMea  gehen.  RienNis  folgt,  dass  man  AS  inuner  ni  einer  positiven  Kahl  ausfe- 
drückt  eriiill,  wenn  man  Hir  AB,  AB',  AB"  ihre  durch  dte  Glcidnniiren  (tO.  a.)  gcgebenM 
Werthe  nnd  zugleich  für  die  neben  ibnen  stehenden  Kosinnse  die  sciikre^litc  Projectionswhl 
der  Richtung  AS  un  den  Grundaxen  AX,  AX',  AX",  oder,  wenn  man  ftlr  AsB,  A©',  AS3" 
Üue  *uA  die  Gteictangcn  (la  wd  ngHaiph  ftr  die  nelieo  Omen  stelmnden  Kosinase  die 
senkrechten  ProjecUonszahlen  der  Richtung  A  S  an  den  PoUraxen  A  f  ,  AT,  A  T'  srtzt  \un 
sind  aber  <),  <(',  q"  oder  — q,  — 9',  —4"  die  senkrechten f rojcctionsaihlei)  der  Kidiluag  AS» 
«  dai  Am  AX,  Ar,  AX",  je  wmMm  imk  q',  q"  gegebew  ltkUai«,dnr  AS 
gM  «te  g«|VDMg  M;  ddwff'M  MMi 

'  '     ■  As=±«iii=±!|i^r=±qj£    •;  " 

F  F  f 
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in»  ton  4eii  doppelten  Yondehen  das  ober»  oder  «ntera  «i  iUehnea  M,  je  lucMem  die  Rich- 
tung A  S  mit  der  durch  q ,  «f,  q"  gegebenen  gleich  oder  gegenlMufig  ist  Eben  ao  sind  den 
im  vorigen  Abschnitte  inilpcnicillcn  Gloiciiunircii  n.}  z«r  Folge  G'q,  61  q',  9^  q"  die  senk-* 
recbttm  Projcctionszahleo,  welche  diu  Hichlung  AS  an  den  FoUiraxen  AX,  AJT,  A.S"  giebl. 
Je  flMMnn  die  Blettimf  AS  der  dureli  4"  feg^eneii  gMeh  «dar  gegalMy  M;  df 
.  ,^lMir  ket  nun: 

P         F  f 

«der  niH  Rtcfcsichl  «af  die  Gleidrangen  (4): 

p  ■ 

wo  von  den  doppelten  Vorzeichen  das  obere  oder  untere  za  nehmen  ist,  je  uachdem  ibe  Rieh«; 
tUBg  AS  der  dörch  q,  q',  9"  gef^enen  gleich-  oder  gegenUulig  ist.  Da  diaae  BadbaOMIlV 
des  Voraeich^ns  dit-  iiriitlope  von  der  hei  der  Gkicliuiif^  (11,  a.)  gegebenen  ist,  so  folgt,  dasa, 
wenn  die  Vorzeichen  der  combinirtcn  Gleichungen  gleichartig  sind,  und  in  Folge  dessen  die 
ProjecttonnaUen  if ,  q^,  ii"  und  q ,  q',  <  md*  eine  und  diesdbe  IUdita»|r  sicli  betichen,  man 
in  den  beiden  GUMcImn^'cn  fH.  si")  iiiid  {^H.  I».")  nn  mul  dasselbe  Vorzt'iclu'ii,  das  uliorc  niiin- 
lick  oder  das  untere,  zu  nehmen  bat»  uw  durch  beide  für  AS  einen  positiven  Wertb  zu  erhal- 
te», und  den,  wann  Ban  iN  beiden  enNreder  mr  daa  obere  odw  aw  dM  nnlero  Vorseiehea 
■Inai^  inan  an*  jeder  den  Abatand  AS  vA  demaelben  Voneicbed  +  oder  —  veraeiheii  «fMH; 

Multiplizirt  man  die  Gleichungen  (II.  a.)  und  (Ii.  b.^  ndl  «blander,  SO 
die  ooobinirlea  Gleichangen  gleichartige  Voneirhen  haben: 

»R  P 


bi  weMier  Ghsicbung  hein  doppelte«  Y«nEeieben  mehr  erachebit,  weO  unter  der  gemebtea  Voi^ 

aussctzung  von  ji  iu  n  beiden  entweder  nur  die  obcni  oder  mir  die  unteni  Vorzeichen  geaUHh» 
men  werden  dürfen;  im  Falle  die  VoRcichcn  ikr  combinirten  Gleichangen  nicht  gleichartig 
wSren,  mUsste  aber  der  einen  Seile  der  Gleichung-  (1 1 .  das  Vorzeichen  —  vorgesetzt  wer- 
den. Setzt  man  hierauf  in  diese  letzte  Gleicbuiig  lür  ^  H  dessen  in  dor  Gleichung  (9.  b.)  ent- 
haltenen Werth,  wie  derselbe  combinirten  Glfliichungen  aiH  gieidwrtigea  Vmaaiclieä  ■nVtnartt 
so  nimmt  sie  die  folgende  Form  an: 

nnd  man  sieht  leicht  ein,  dnss  dipse  Gleicliiing  wahr  bleibt,  die  Vontrirhrn  d«^r  fornbinirten 
Gleichungen  mögen  gleichartig  sein  oder  nicht.  Dean  im  letztem  Falle  erhielte  man  zwar  fUr 
A8^  den  bi  der  GMobmg  C^l.  c.')  angeselglea  Werth  nH  enigegengeseiaien  VoiMfche« 
nommen;  weil  aber  in  diesem  FHÜe  zugleich  auch  in  der  Gleichnni;  (9.  Ii  ")  das  untere  Vor- 
zeichen genommen  werden  mUsste,  so  einübe  sich  fUr  AS'  iauner  wieder  der  in  der  Glei- 
chung (Ii.  d.}  angezeigte  Werft. 
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m«  in  taMbodsr  VaMner  gemMuan  AMwartbungea  salieB  ia  des  Sini,  di«  Stdlnf 

der  Ebene  sowohl  zu  jeder  Grundaxe,  wie  zu  jeder  Polaraxe  des  Coordinatensystems  festzu- 
stellen, wobei  inaa  es  immer  so  einrichten  liann,  dass  die  durch  die  ProjectionssaUoB  q,  q'i 
q"  nnd  n ,  q',  q"  geüderteo  Richtungen  beide  mit  der  von  A  nach  S  hinlaufenden  snsamnea 
ftllen. 

90}  Aus  den  Betrachtungen  der  vorigen  Nummer  lisst  s'u-h  ilii  lischst  einfaches  Kennzei- 
chen cotnebmen»  ob  combinirte  Gleichungen  nacbüle  seien  und  ob  sie  gleichartige  Vorzeichen 
in  sieli  endiiiUen  oder  nteht,  nvddu»  wir  itidil  tUMer  Aeirt  hamn  dilrTen,  da  Uennm  der  Iddile 

und  sichere  Gcbruui  ti  der  combinirtcn  Gleichungen  im  bolioMy^en  Cnordinatcnsysteni  ganz  und 
pnr  »hliiingt.  Es  Inil  siili  näinlich  in  der  voriffcn  NuninuT  hi  nais^n  slelll,  dass  ooiiibinirfc  Glci- 

-]\  p 

chuogen  mit  gleichartigen  Vorzeichen  durch  ^  und  g  immer  den  Abstand  der  Ebene  von  der 

Coordinatcnspitze  A  hergeben  und  zwar  ihn  beide  Male  entweder  als  positive  oder  beide  Male 
als  negative  Grösse  in  sich  tragen,  so  dass  abto  combinirte  Gleichungen  mit  gleichartigeQ  Vor- 


1  —l 

^  ~  a 

geben,  wobd  inen  aidi,  der  in  Nr.  67.  getreifenen  Anordnung  gemäss,  unter  ^  und  H  bhw  die 
nu  den  Gleichungen  (6.)  für  diese  Grössen  sich  ergebenden  poetttvea  Werthe  vorzustellen 
hat,  was  nach  .sich  zieht,  dass  und  P  in  romhinirlcn  Clpirhun^fcn,  deren  Vorzeichen  gli^Ii  hartig 
sind,  beide  £ugieieh  entweder  positive  oder  negative  Grössen  bezeichnen.  WeU  aber  bei  po- 
dttren  Wcrtben  ^  md  B,  wie  inlCr.  87.  dergeliMm  worden  iel,  die  Grteien  ^,  <»  &  mr 
gleichzeitig  mit  denen)),  p',  p",  rn  ^xlc  din  q,  q',  q",  Q  nur  gleichzeiti«;;  mit  denen  p,  p', 
p",  P  ihr  Vorzeichen  ündeni,  so  werden  die  aus  den  oonbinirten  Gleichungen  hergeleiteten  Pro- 
jeolioniiaUen  q ,  q',  q"  md  q ,  q*,  q"  so  lange  etiwr  und  deneben  Bicfetang  angehdm  and 
dem  zur  Folge  die  combinirten  Gleichungen  gleichartige  Vorzeichen  behalten,  als  die  Werthe 
$  und  P  entweder  beide  positiv  oder  beide  negativ  bleiben,  während  umgeltehrt  durch  diese 
swei  (k'desen,  wenn  die  eine  von  ihnen  positiv,  die  andere  negativ  ist,  angezeigt  wird,  dass 
die  Voneiohen  der  combinirtcn  Gleichungen,  denen  sie  angehören,  noch  ungleichartig  sind. 
Hieratis  nun  für  das  Aaecfareiben  der  condnnirten  Gleidnuigen  nit  gleichartigen  Vorni- 
eben  diu  folgende  Regel: 

,  Combinirte  Gleichungen  von  der  Form  (1.)  haben  gleichartige  Vonteiclien,  wenn  man 
iie  so  anschreibt,  dass  dm^n  eine  Seiten  und  P,  welche  aDe  die  Gh'eder  in  sieh  fu« 
sen,  in  denen  keine  der  unbestimmten  Coordmnfcn  voHcommt,  entweder  boide  positive 
oder  beide  negative  Werthe  haben;  sied  aber  die  combnurtcn  Gleichungen  von  der  Form 
w  feit  man  dalihr  m  aoigen,  ibis  dais^  von  den  GrBeeen  ^s«*t'y'^+^''itr  und 
p«,+p'nl+p"u:' gilt  " 

Ferner  geht  nns  der  Glciiliun^  (12.)  hervor,  dass  niiohstc  combinirte  Gleichungen,  in  wi-lrhen 
^  =  H  ist,  ouch  ^  =  P  haben,  und  umgehehrt,  dass  zwei  combinirte  Gleichungen,  in  welchen 
y=F  iit,  anoli  ^=H  ktben,  lonaeh  nichale  eonfeinU«  Cleitdnmgen  aind.  tterau  fUgl  für 
dM  Ericennen  nidister  ciManbinMer  CSIeifllnuigen  die  folgende  Begel: 

„Combinirte  Gleichunifon  von  der  Fonn  (1.)  sind  nlchstc,  wenn  man  bei  deren  Anschrei- 
ben daltlr  sorgt,  dass  ihre  Seiten     and  P ,  weklM  afle  Tbede  enthalten,  die  iieine  rer- 
l  20 
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ttMfaflMie  GooidtiMile  In  ildi  In^wi^  mwoU  dnr  OrBns  ib  dBn  VofniiAflii  Mch  ofauoB' 

der  gleich  sind;  sind  alxT  die  tonibinirlen  Gloicliungon  von  der  Fonn  (^3.^,  so  intiss  das- 
selbe in  Bezug  auf  dio  Griissen  p  x, -f  p'.xi  +  p"x,"  und  p  «, -}- p'uj  +  p"u;'  craifU  werden." 

Mau  siebt  also«  das«  du  Gleichartiginachcn  der  Voneichen  sowohl,  wie  auch  das  Vcrwandehi 
comUnirter  GMehongeR  ta  nächste  sicli  hamee  hSchst  einfiKli  diduidi  beweifcilell^«!  Bisrt, 

daw  mn  eine  von  beiden  mit  einer  Zahl  multiplizirt,  die  im  oilHi  Prite  riflb  —  1  sein  kann 
«nd  im  nndem  Falle  sich  immer  leicht  an^'cbi-ii  liissl.  Aurli  kann  man,  wo  es  Vortln'd  iirinel, 
das  Verwandehl  der  combinirtcn  Gleichungen  in  miclislti  dadurch  bewerkütttiligen,  dass  man  jede 
von  Anen  mft  einer  dasn  geeigneten  Zahl  muhipliurt,  und  c«  lasaen  sidi  anf  dieae  Web«  im- 
mer unzUhlig  viele  Paare  angeben. 

91)  Sind  7  ^  i  Fbcncn  durch  zwei  PMre  conbinirter  GMciunigm  gegeben,  vm  weldiea 
daa  &Bß  Paar  eulwiJcr  in  der  Form: 

ip,x4-J>;x4-t»;'x  "=i|j,    und   p.u  +  piu-fp.  X  r=P, 
Odar  in  ders 
^(x-x.)  +  >:(x'-xO+<C(x"-x:0=0  und  p,(^l-.^0+PiC«'-«0+^"Ctt''-O=0 
und  eben  so  das  andere  Paar  entweder  in  der  Form: 

px+p]i:-^p"x"=^^  nnd  pn+p'a'+p''a'':sF 

oder  in  der: 

Kx-^)  +  p' l>"(x"-x;')=0  und  pCu-uO  +  p'Ctt'-uU  +  P'K-O^O 
onffeelelll  sein  lann,  In  wdoben  x,  x',  x"  nnd  a,  u',  a"  die  seUeTen  und  eenkrediien  Coof^ 

dinaten  irgend  eines  belieliigen  zur  einen  oder  nn<lem  Ei)ene  gehiirigen  Punctes,  x, ,  xl ,  xj' 
nnd  Ui,  u^,  oj'  die  eines  bestimmten  Functes  in  der  ersten  Ebene  und  x, ,  xi,  imd  a*,  u^, 
^  die  eines  bestbamten  Pmctes  in  der  rweiten  Ebene  vorstetlea,  die  übrigen  Zetdhen  aber  be- 
liebig gegebene  reelle  Grossen  (»edenlen,  deren  besondere  Werthc  die  besondere  Lage  der  durch 
obige  Gleichlingen  dargestelllen  Ebenen  an  die  Hand  geben;  stHltm  Ferner  fl«  und  H 
die  aus  nachstehenden  Gleirhangcn  fitr  siu  üidi  ergebenden  Wertlie  vor: 

pi + pi'H-  pi"+  2  p.  p;  cos  w + 2  p,  p;'cos  w'+  2  p'.  p;'cos  w"=  h:  , 

1«+ 1»;*+       (I + +  +  |)«»i«r=*5 

f  4.p'»-|.p'"  4-  2  p  p'eos  W  +  2  p  p"cos  \V+  2p'p"co«  W"=  ti\ 

welche  Gleichungen  denen  (6.3  analog  sind ;  und  Dlluren  wir  UbcrdiesiS  noch  die  uurcli  Tolgende 
GtetehngM  bestinnateB  aeyen  GrBssen  etai; 

und 

1=,,  1=,-.  |'=,";  ;=,.  £  =,■.  Sr"=<-. 
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Glekhungen  mögen  gleichartige  Vonetchen  besitxen  oder  nidik,  den  in  Nr.  86.  und  87.  gescbehe» 
Ben  Untersoclumgen  zur  Folge,  die  senkrechteo  und  schiefen  Frojectionszahlen  einer  von  den 
zwdaOt  je  nach  den  Grundxeichen  q,  und  q,  oder  q  und  q  »uf  der  ersten  oder  zweiten  £beoe 
Makndllen  Richtung.  Weil  nun  der  spitxe  oder  stumpfe  Winkel,  den  zwei  Ebenen  mit  ein« 
ander  machen,  dem  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  gleich  ist,  den  die  anf  ihnen  <4t>nkrer)it  00» 
headen  IticLlungen  mit  einander  bilden,  so  ist,  wenn  0  diesen  spilxen  oder  stumpreo  Ndiga^gs- 
wiAd  beidichiiet,  dien  Gkiehinigen  C9.  a  «nd  h.")  geniw: 

oder  «em  nun  «mMI  der  Her  vealHnmnenden  Rtojeetionmllai  On  dnrch  die  wnülalber 
Toragcgingiencn  uieicnwiven  yigepencn  wenne  seni: 

wobei  muQ  indessen  niclit  ilbersehea  darf,  dass  der  Winkel  6  iu  einer  der  beiden  Gleichungen 
(14.  a.}  oder  (14  b.)  der  spitiB,  in  der  enden  deidnuig  aber  der  stanze  Ndfnngnvinlkel 
werden  kann,  weil  diess  lediglich  von  den  zu  q,  q',  q"  und  q, ,  q', ,  q"  und  von  den  zu  q, , 
^ ,  q^'  und  q ,  q',  q"  gehörigen  Richtungen  abhttngt,  und  jede  von  diesen  unabhängig  von  den 
tbrigen  «üoe  von  den  zweien  eeb  kenn,  weiche  anf  der  Hiene^  aue  dmn  ffleirfaing  Are  Fro- 
jectionszahlen  hergenommen  worden  sind,  senlureckt  eiell  MaldpGdrt  man  die  beiden  voiflte» 
Ininden  Gleichnngen  aul  einander,  so  cflittU  nun: 

in  welcher  von  den  doppelten  Vorzeichen  dM  «diere  oder  untere  genommen  werden  nnM,  je 
nach(!f»?!\  in  den  (ifid^n  Gleichnngen  (14.  b  ")  0  einen  und  di  tisrllii n  uier  in  der  einen  den 
spitzen,  in  der  andern  den  stumpft»  Winkel  vorzostdlen  hat,  was  im  tirundo  nichts  anders  sagt, 
de  deae  in  dieeer  loMen  GleklMng  von  den  doppeüen  Voneiehen  dai|en^e  giinnniaiiin  werden 
aniss,  wodurch  cos'  f  -n  einer  positiven  Zahl  wrd.  Wird  das  doppelte  Voncichen  in  diesem 
lelston  Sinne  genommen,  so  verwandelt  sich  die  GleidHUV  (14  cj,  wenn  mm  erwägt,  diss 
der  GIddiung  (9.  b.)  zur  Folge 

±^H,=Mi»+»;p;+>rpi'  nnd  i^Hrrpp  +  p'p-l-r'p" 
irt,  md  dlue  in  Jeder  dieeer  leMen  beiden  CHeidinigen^  vnabMtagig  von  der  enden,  dw  ebere 

oder  untere  Vorzeichen  genommen  werden  muss,  je  nachdem  die  Projerlionszahlen  q«,  q^,  «jT 
nad  q*  t  <l» »  q't  oder  die  q ,  q',  q '  und  q ,  q',  q"  einer  und  derselben  oder  gerade  entgegen- 
ffielilen  Bicbinngen  angeboren,  in  jedem  Falle  gleichmHssig  in: 

denn  man  findet  .^»-H,  ^  H  =  (p.  p.^- p;  p'  !"  V"  I ''H>p  +  P'p'+^V')  >  ^p""  '^"^^  "^  q. ,  qj, 
q^'  und  qt,  qi,  q«,  als  auch  q,  q',  q"  und  q,  q',  q"  entweder  beide  zugleich  einerlei  oder 
beide  zngleieb  «itgegengesetite  lUchtnngen  in  sich  tragen,  in  beiden  FlBen  eher  werden  dio 
in  den  zwei  Gleichungen  (14  a.)  oder  (14  b.)  erscheinenden  Winkel  d  dieselben,  wc 
■an  in  der  fiiwrJnint  (14  c)  nur  dae  obere  Voneiehen  beliehaiten  darf; 
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^H.^Hss—C^p.+pipi+lii'jOfOl^'f  Vp'+O").  tw«  die  «in«  dar  MgcMiitM 

Projcctionszahlen  zu  einerlei,  die  Hndcrii  aber  zu  frcradc  cntfrpgengfeseteten  Richfiingcn  ychüren, 
dann  aber  wird  von  den  beiden  m  ebm  erwümten,  mit  6  b^eichneien  Wtnkdi^der  eine  ein 
ipIlMr  und  der  «minre  ein  Stampfer,  weftaA  an  In  der  flielehung  (14.  c}  mr  dw  «Hiera 
Veneichen  beibehalten  darf,  so  dass  man  «leo  In  jede«  Fälle  inner  anf  dl«  ein«  in  «0 

ange^beno  Gleichung  bingefubrl  wird. 

Sind  die  Gleichungen  Tür  jede  Eliene  nächste  coinbinirtc,  wo  dann  .^,  =  H,  and  ^=H, 
also  auch  U«^,  =  H4^  wird,  zugleich  aber  auch  die  beiden  in  der  vordem  und  hintern  Glei- 
(14.  b.)  mit  0  bezeichneten  Winkel  dimder  glekb  werden,  so  folgt  aus  den  ndellt 
Gleichungen  in  Verbindung  mit  dem  Umstände,  da«s  jetzt  H^,=fi,^  M: 

CM.  M  p + p'+  p':  p"=  p.  p + p;  r>'+  ?:  v", 

und  das  Gleichsein  dieser  Ausdricke  wird  ünache,  du«  sich  die  Gleicliaiig  (15.  aJ)  ia  jede 

der  zwei  Formen  bringen  IhüsI: 

Wird  cos^=0,  so  ist  0  ein  rechter  Woftei,  und  dam  stehen  iBe  beiden  Ebenen  senk- 
recht eaf  einander.    Diess  grs^hii  lit  nlir^r,  wenn  entweder 

ist,  und  jede  von  diesen  beiden  Gleichungen  ist  schon  in  der  andern  enthalten,  wie  ein  Blick 
mX  die  defaliBngen  (14.  b.)  zu  «kennen  giebt;  es  trägt  diher  jede  der  Bedingungen  (16.) 
des  Kemseicben  der  senkrechten  SteDmgr  beider  Ebenen  gegen  «blinder  voOstlndig  hi  sidt 

Wird  cos'<>=l  ,  also  cos^  =  +  l ,  so  ist  0  entweder  null  oder  zweien  rechten  Winkeln 
gleich,  und  in  beiden  Fällen  laufen  die  zwei  durch  die  Gleichungen  (13.  a.  und  b.}  dargestell- 
ten EbeuMi  mit  einander  paraDeL  Diess  geschieht  aber  im  Allgemeinen,  der  Gleichung  (15.  a.) 
nr  Fdflfe,  trenn 

ist,  und  im  Falle  die  Gldchnngen  bd  Jeder  Ebene  nicbrte  oombknite  sind,,  den  Gleicbmgen 
(15.      gemäss,  wenn 

iO>.  p. + p;  pi  -t-  Pi'  pO  CP  P + P  V+  P"f) = Cp.  P  +  Pi  P'  +  P.  P" J 
oder 
c>.P.+»;pi+«'p;oo?p+rp'+>"p")=o»p.+»'p;-i-P''p.T 

ist,  wo  von  den  letzten  beideti  Gleichungen  eine  nw  die  andere  sagt.  In  jeder  !  r  I  i  (lii]gun> 
^ei)  (17.  a.  und  b.)  ist  das  Kennzeichen  der  {mrallcK  ii  L»se  zweier  durch  ihie  cuuibiuirten 
■  .  üieicliungcn  gegebeiu^  Ebenen  enthalten.   Auch  ittsai  sich  aus  ihnen  ein  anderes  einfacheres 

Verhsiten  beiieüen,  wdehes  die  CoedUienlen  soteher  Glekhnngen  anler  steh  beobechlen  mils» 
sfn,  wt  iiri  (Iii'  rfiirrh  sie  (lirrrfütcllten  Ehmen  mit  einander  parallel  Iiiufen  sollen,  zu  welchem 
man  jedoch  anf  >iel  bequememi  Wege  durch  folgende  Betrachtungen  hingeCührt  wird.  Sind 
nKnüch  zwei  Ebenen  panOel  unter  sich,  so  sind  es  aneh  die  anf  ihnen  sndtrecbl  stehenden 
GemdiMi,  so  wie  umgekehrt  das  Perallclsoi»  dieser  Geraden  das  der  Ebenen  nach  sich  zieht; 
diher  ist  des  Itenueichen  f&r  des  Psrafleisein  dieser  Oertden  s^ieieb  anch  das  (br  das  Fe- 
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nlflbein  dir  bsMoi  Bbmni.  B»  tet  iber  »dm  fai  toi^m  AbadMÜte  (Nr.  31.)  dargedun 
worden,  dass  das  Kennzeichen  paralleler  Geraden  darin  besteht,  dass  die  schiefen  oder  senk* 

rechten  Projodionszahlcn  zweier  in  diesen  Germlen  lii'm>n(ier  Riehturij^eii  an  lien  ^rk-iehen  Axen 
unter  sich  stets  ein  und  dasuielbe  Verhkltiüüä  einhalten.    Mithin  hüt  iimn  als  Keuiixeichen  der 

punflelm  Lage  aweier  Mdm  Bhsh»: 

:  4;  :  4?r=3  4| :  <:      oder  tl,  i  ^  i  tg=  q  i  q", 

wddiM  sieh ,  wenn  man  tm  dis  Stale  4«r  Projedtownliiai  im  ob«  mgß^Atmm  WerdM 
•etat,  mch  «0  gehen  Viss\: 

J>,  :  l\  :  \\  =  p  :  p'  :  J)"    oder    p,  :  p'.  :  p"  =  p  :  p' :  p".  {tM,  «.) 

Da  das  ParBUebeiii  der  Geraden  dt«  Bediqgw^giea  (il,  cj  nach  sich  xiubt  und  auch  umgekehrt 
dM  Daaebi  dieier  Bedingungen  dü  FtotltelMb  der  Gemdeii  wr  Folg«  ImI,  so  gilt  dtf  fiMde 
mdi  in  Bemg  der  bdden  von  ms  betrecfatelen  Ebenen. 

Es  liisst  sich  nus  di'n  Formeln  dieser  Xiiininer  leielit  das  allgemeine  uef,'enseitiy;e  Verhal- 
ten zweier  fibenen  ans  der  Beschaffenheit  ilircr  sie  dHrstellenden  Gieichuagca  erkennen.  £r- 
i&llefl  nlmBeh  ihre  Clelelinngen  die  Bedingung  (^17.  c.)*  nicht,  so  schneiden  rieh  die  beiden 

Bben^  in  einer  Geraden ;  besitxn  iber  die  Cocflizientcn  der  Gleichungen,  wodurch  die  Ebenen 

fpffoben  sind,  die  in  (17.  c.)  ausgesprochene  Eigenschaft,  so  zieht  diess  nach  sieh,  diis>  sich 
zwei  reelle  Zahlen  fi  und  y,  von  denen  keine  iNull  ist,  andrehen  lassen  von  der  Art,  dass 

l),  =  i.p  ,    Jf;=:>'p',    }).=vp"    und   p,=:^p  ,    p.=^p',  p;'=^p" 

wird,  wodurch  die  Gleichungon  (13.  a.)  der  cln«n  Ebene  werden: 

»*+P'x'+rx"=^'  und  pu+p'n'+p"u"=:^ 

oder 

P(x^-aO  +  V'U --x;)-j-p"Cx"-x;')=rO  und  pCu  -«,)  +  p'(n'-u;)  +  p"(u"-«n  =  0, 

je  nachdem  sie  von  der  einen  oder  andern  Form  waren.  Vergleicht  man  diese  mit  den  Glei- 
cinnigen  (18.  b.}  der  nndem  Ebene,  so  eiehl  nmn,  deee  die  obem  bi  beiden  FMlea  titf  ihren 

linken  Seiten  vnllii,'  irleiehe  Ansdriieke  iiaben  ;  isl  daher  ^IJ,  =  »'*4J  oder  P,  =  ft? ,  so  werden 
beide  sich  nicht  schneidende  Eheuvu  durch  eine  und  die^elhu  Gleichung  deigeslelU,  und  dann 
liegen  rie  in  ehnmder;  iel  hingegen  'l^.^r^^}  oder  i\-^,ti  \' ,  so  kuui  ketaPtanct,  wdcber  die 
Gleiehun^r  der  einen  Ebene  wahr  macht,  zuf^eh  mch  die  der  andern  Ebene  lieiiiedlgcn,  die 
beiden  sich  nicht  sclmeidenden  EI)eneii  !ieet»n  sonach  in  allen  ihren  Puncten  ausser  einander. 
Was  die  untern  Gleieliungen  der  beiden  Ebenen  boiriin,  so  finden  auch  bei  ihnen  noch  ganz 
die  vorigen  Kenmeiehen  statt,  nur  htt  man  in  ihnen  %  durch  ifOXi+|>'x;+9''jO  nnd  P« 
diireli  )  Q)u,-T- p'ul-f  p"u;'3,  so  wie  i<  diireh  p.\,+  px;  + p"x;'  und  P  dunh  p  U; +  p'uj+p"u" 
zu  ersetzen,  so  dass  das  Ineinandcrliegen  oder  Ausscreiuanderiiegen  der  beiden  sich  nicht  schnei- 
dcndea  Ebenen  bei  düesen  Formen  davon  abhüngt,  ob  die  Ausdrttciie 

V (x. - X.)  +  »'(xi -x;)  +  p ' (.x;  - x'O  ond  pCu.-n,)+ P' (o:-oO+p"(n:'-n;') 
HnU  Kefera  oder  nicht 

Ucbrigens  machen  wir  an  Sehtane  dieses  Paragrqthen  noch  darauf  aurnierksam,  dass  seine 
Dsntelham  einfadier  ganfOfden  vrftn^  «am  wir  Nos  nldwtn  eoabiniite  fflidchnngen  dar  fibe<- 
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nen  ins  Auge  gebsst,  und  dfraiif  seinen  Bau  gegründet  hMUen;  m  Wlre  indessen  auf  solche 
Weise  eine  Seile  der  combiniH'^n  cicjchungea  adMtOkrt  geMiiefcMiy  wnrtber  iidi  ikr  BflokMr 
TOUe  Rechenschan  moss  geben  können.  ^ 

$.  II. 

der  Gcrtdei. 

98}  Unt  MB  iwei  von  einander  verschiedene  Gleichungen  entweder  von  4er  Pwm 

oder  von  der  andern  Form 

p,  u  -f-  p'.  u -f-  pi'  u"=  P.    und    p  u  -f  p'u'-|-  p"u"=  P  , 

von  denen  jede  einzeln  genouunen  eine  Ebene  darstellt,  vorausgesetzt,  da»s  nun  j>ich  unler  den 
fai  ihr  Toriwmwdwi  mibetlimiiiteB  Coordfanlm  ■ ,  ,  i^  oder  « ,  u*,  «"alle  diejenigea  ke» 
snndem  Wcrlhe  denkt,  welche  sie  befriedigen,  ohne  dass  diese  Werihe  ausser  ihr  zugleich 
auch  noch  irgend  einer  andern  Gleichung  zu  genUgen  brauchen;  denkt  num  sich  aber  im  Ge- 
genthefle  anter  x ,  x',  x"  odw  u',  nur  aolche  Weiflie,  welche  ni  gleiclier  Zett  die  bei- 
den obigen  auf  einer  Zeib  alebenden  Gleichungen  wahr  machen,  so  hat  man  aar  diejenigen 
Puncte  vor  Augen,  welche  sowoh!  der  einen  wie  der  andern  von  den  beiden  durch  diese  Glei- 
chungen dargestellten  Ebenen  angehören.  Die  beiden  so  aurgcfasstcn  Gleichungen  stcUen  mit- 
Ua  die  DafdtfdaiiltaHai«  der  iwei  dweb  sie  oinelB  dnrgestellea  Bbeaaa  dv.  Wefl  bmui  aber 
durch  jede  Gerade  auf  unzählig  viele  Arten  iwel  von  cinanf^f-r  \  erschiedene  Ebenen  legen  kann, 
deren  Durchschnitt  sie  ist,  so  sieht  nun  gleidi  toq  vom  herein  ein,  dass  sich  jede  Gerade  auf 
oBzahlig  viele  Arten  dareh  swei  anf  die  beeduiebeae  All  aalkafiwMade  Glekböngen,  vor  do' 
nen  jede  für  sich  genommen  einer  Ebene  angehört,  darstellen  lässt  Um  die  besondere  Auf- 
fassung zweier  Gleichungen,  wobei  man  sich  unter  den  in  ihnen  vorkommenden  unbestiinmtea 
Coordinatenzeichen  nur  den  Inbegriff  aller  derjenigen  beaondem  Werthe  vorstellt,  wodurch  beide 
CSeiobttngen  zugleich  befriedigt  werden,  auch  schon  ttusserlich  wahmebMbar  m  mehen,  werden 
wir  zwischen  sie  das  Wdrtchen  mit  scbieibea  und  ile  eia  GleiebaafspMr  aemea.  So  bat 
man  also  bei  Gleichungen,  die  so 

oder  so 

p,x+p;u'+p';x"=P.     mit   pn  +  pV+p"u"— P 

geschrieben  werden,  unter  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u"  nur  alle  solche  bcsondem  Werihe  sich  za 
denken,  die  beide  auf  derselben  Zeile  stehenden  Gleichungen  gleichzeitig  wahr  machen,  wodurch 
aan  dana  sn  ilen  dea  Pnnelett  bbigefübit  wbd,  fai  wddwi  sich  die  iwei  Ebenen,  weldw  von 
jenen  Gleichungen,  wenn  man  jede  für  sich  unabhiingig  von  der  andern  aiifTiisst,  dargestellt 
werden,  gegenseitig  durchdriqgea.  Dabei  ist  es,  nach  dem  was  im  vorigen  Paragraphen  erwie- 
len  wocden  ist,  gesuttet,  an  die  SIdIo  der  vonldwoden  Cndcbwigea  «idi  die  von  der  folgen- 
den Pom  m  «eiMa: 

(p.(x-xO+|ÄC^-iO+>f  (1^-10=0  adl  Kx-j[b)+1»'0^->0+»''Ci^-'O=0 
0».h>y  l  oder 

(P.(u-  u.) + p;(.u  -  u.') + p;'  cu"-u:') =o  mu  p  (u-  u,) + p'  (u  -  u;) + p "  (u'-u.") =o , 
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«MB  w  Xki  x; ,  xr  und  X, ,  x; ,      oder  u, ,    ,  o,"  mid  n, ,  u; ,  u;'  solche  bcftiiBinle  Zih- 

<»Icr  J   CM>«>) 

wihr  gemacht  werden,  oder  mit  andern  Worten,  wenn  mir  x, ,  x^,  und  x, ,  x^,  x"  oder 
u, ,  u',  ul'  und  u, ,  ,  u"  die  Coordinaten  solcher  Punclc  sind,  wdchr  (1r>n  durcli  die  vordem 
und  hintern  auf  erster  oder  zweiler  Zeile  ^beoden  Gleichongeo  (ib.  a.)  dargestellten  Ebenen 
«ngelMtren.  In  den  CMdmogea  b.  «nd  e.)  fauna  eadi  x.=Xi,  ii«=]ät  iC=i^  eder 
u,=:Ui,  U|=Ui,  }i"=u'i'  genommen  wcnicn,  d.  Ii.  nuin  kann  an  die  Stcllr-  der  zwo!  Puncte, 
wovon  jeder  in  einer  der  beiden  Ebenen  liegt,  auch  nur  einen  selxen,  der  in  ihrem  Durchtchnitt 
liegt,  und  dleev  madm  wir  in  der  Regel  bd  CSIekhungspaaren,  wodnreh  eine  Gerade  daife- 
rteDt  wird,  lorwiiwlMMi 

93}  Man  kann  na^h  den  bekannten  Repeln  der  Aljrcbra  ans  jedem  der  in  (18  h  wUt  b.) 
vorkoRuuenden  Gleiciiungäpaare  andere  Fuire  ableiteu,  welche  in  B«»ug  auf  die  in  tlmeu  vor- 
biWfnden  uAestliiiBtfla  GtOm«  je,  x',  oder  n,  n%  vVBSg  von  daaeelben  InheHe  wie 
die  vorigen  sind,  und  daher  stets  dieselbe  Gerade,  wie  das  erste  Paar,  darstellen.  Diesg 
Haft  damit  auf  Eins  hinaos,  dieselbe  Gerade  inuner  ab  den  Durchschnitt  von  swei  neuoi  Ebe- 
nen uMwdwn.  Dndnrch  eber  wird  es  wSgliA,  dio  eineinni  eine  Oerede  direleRendett  de^ 

chung'en  so  umzufornipn,  dass  jede  von  ilinen  immer  nur  z\v(;i  von  den  Coordinaten  der  dieser 
Geraden  «ngebör^ra  Puncte  in  sich  aufnimmt,  wodurch  ihre  Gestalt  eine  einfachere  wird.  Eli- 
minirt  man  nImHeh  aus  den  xwei  anf  erster  ZeQe  stdienden  Gleidmngen  (18.  a.)  einmal  x, 
ein  ander  Mul  x'  md  ein  drittes  Mal  x",  oder  ans  den  tnf  zweiter  Zeile  stehenden  einmal  n» 
ein  ander  Mal  u'  und  ein  diäte«  Mal  n'\  fo  orbUl  wm  Jedesmel  die  folgenden  drei  neoen 
Gleichungen : 

Qp'  -  p  )  X  +  cp'     p;  pn  x"=  v'  %  -  * , 

(p p;-p.p')ü'+(p pr-p,p")u"=p  p,  -p,p, 

(p'p.-p:p^«+(p'p:-p;p"3«"=p'  p.  -p;p, 
(p"p.-p;  pj«+(p"p:-prpOu'=p"  p.  -p;'p, 

von  welchen  je  zwei  von  denen,  die  Coordinaten  derselben  Art  in  sich  enthalten,  in  Verbindung 
mit  einander  wieder  dfeaelbe  Gerade  wie  die  frühem  Paare  darstellen.  Die  gleiche  Behandhng 

der  in  (18.  b.)  stehenden  Gleichungspaare,  in  welchen  man  x,  =  x, ,  xl=:x', ,  x','—  r.''  und 
Qi=tti,  a^=:n',,  ui'=ui'  sein  läest,  ftlbrt  eben  so  zu  je  drei  Gleichniigen,  die  sielt  aus  den 
vorigen  ergeben,  wenn  man  x— Xi,  x'-^x?,  x^— x^'nn  die  Siele  von  x,  x',  x*  oder  a— n,, 

u' — ui,  u" — v"  an  die  Stelle  von  u,  u',  n"  und  zugleich  Null  an  die  Stelle  der  rechten  Sei- 
ten in  allen  den  Gleichungen  (19.)  setzt  Auch  kann  man  diese  letztem  Formen  aas  denen 
(19.)  ganz  so  ableiten,  wie  in  Nr.  86.  die  Gleichungen  (3.)  aus  denen  (i.}  hergeleitet  worden 
Bind  und  auch  hier  weiter  unten  noch  geschehen  wird. 

Hierbei  darf  man  jedoch  nicht  übersehen,  dass  zur  Morrlfrlikeil  der  viirf!f  S!:?iri«'henf'n  Eli- 
niOBlionon  erfordert  wird,  dass  in  lieinor  der  beiden  Glcicbungen  der  CoeHizieitt,  weldier  der 
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m  dNnMrmd«  GrtMd  tagtlUMy  mä  sei»  wefl  mn  Morch  xn  der  Binaicht  g^angt,  6m 

manchniiil  iwci  von  den  <Ir«'i  in  (19.)  aufgcstelllon  Fonnen  einer  joden  Art  in  einander  über- 
geben oder  auch  eine  davon  gaiu  venohwinden  kann.  Wäre  z.  B.  in  dra  Gleic^goi  (18.  a.} 
^.=0,  90  rediaärte  iBe  ente  der  dejchangren  (19.)  auf  die  vordere  m  erster  Zeile  rte» 
hend«  (IS.  a.),  wenn  nicht  auch  ))=0  ist,  in  welchem  Falle  sie  ganz  verloren  ginge;  wäre 
aber  in  jenen  nieichungen  naeli  nusserdeni  p^:r:0.  so  dass  die  obere  vordere  eijjenUirh 
jf'^  x"=^^t  wäre,  so  rcduzirtt-n  »ich  die  beiden  ersten  Gleichungen  (Id.^  auf  dieüe  eine,  wenn 
dcbt  etwa  «ncli  nodi  p=0  oder  )i'=0  wtfre,  wo  dann  domdbeB  vAllig  vetiKliwindMi 
würde.  üitTHiis  erhellet,  dass,  wenn  man  h!os  zwei  von  den  Cloiehungen  (!?♦•}  den  Bctraeb- 
UingcQ  zu  Grund  legen  will,  diei>s  mit  Vorsicht  geschehen  mUssc,  damit  nicht  etwa  die  beiden 
geiwiflillett  GleiduiRgeii  mir  eine  dntige  In  «idi  entlidten,  in  wdcliem  Fdle  aie  die  Gerade  nidit 
mdir  dmostdlen  Tennöchlen. 

94)  ZttVfirdeKt  machen  wir  nun  darauf  aurnierk>>ani,  dim  jedes  aus  den  Gleichungen  (19.) 
entnommene  Paar  von  joder  Art,  falls  es  in  der  That  den  Durcbschnill  zweier  sich  srhneidon- 
der  Ebenen  in  sich  tragt  oder  eine  Gerade  darstellt,  sich  jederzeit  so  umge&tallen  lässt,  das« 
dfe  swei  aüfeflMinai  Coordinalen,  von  denen  immer  nur  die  dae  in  jeder  GMcInng  diem» 
Paars  enthalten  iit,  «Inen  nnd  denaelken  von  NnH  verseUedenen  Co^ffidenten  an  «itdi  tngvn. 
SteUi  ntfmlich 

•"x'+ifjii"=A  mil  b"z+bjr=B 

oder 

eV+cTtt^sC  mit  d^n+dn^sB 

dn  aokhea  de»  Glddumgen  (19.)  ealnaannenea  Fkar  von  d«r  einen  oder  andern  Art  vor,  und 

ist  keiner  von  den  in  ihm  vorkommenden  CocITlzienten  a"  und  b"  oder  e"  und  d",  welche  Lei 
den  zwei  unbestünmlea  Coordinaten  stehen,  von  welchen  die  eine  blos  in  der  vordem  und  nicht 
in  der  hinteni,  die  andere  dagegen  Idos  in  der  lüntem  mid  nidit  in  der  vordem  deichiing 
vodiomint,  null,  ao  kann  man  alets,  ohne  befttidilen  zu  müssen,  die  Natur  der  beiden  Gleidntn- 
gen  711  M  t-Hifiern,  die  vordere,  je  nnrhdent  man  die  obern  oder  untern  Gleirhuneen  vor  Au- 
gen hu(,  luil  b"  oder  d",  die  hintere  mit  a '  oder  c"  nxiltiplizireo,  und  crhSit  dann  ein  Glci- 
dmngapMr,  wefcke«  «dt  den  vof%en  viNUg  g^dictt  Inbäk  kat,  fii  dem  dlter,  wie  veifaii|l 
wtirdc,  die  zu  x'  und  x  oder  u'  und  n  gehörigen  CkielHzienten  einander  pfleirh  geworden  sind, 
ohne  jedoch  null  zu  sein.  Ist  aber  einer  von  den  beiden  Coefluienten  a"  und  b"  oder  v"  und 
d"  nun,  wir  woOen  anaebaMn,  daaa  c"sO  oder  e''s=0  ad,  n  venranddn  riieb  de  vordon 
der  vordehenden  GIddnqgen  in: 

a'\"r=A   oder  c'u"=C, 

und  OS  kann  in  diesen  weder  a'==0  noch  c'=0  sein,  weil  ausserdem  diese  \urdere  (JIi  i  hung^ 
nicht«  sagend  würd«  und  dadurch  zu  vorstehen  gilbe,  data  unserer  Voraussetzung  eutgcgcu  das 
obige  GWcbungq^  keine  Gerade  io  dck  enthSlt  Setzt  man  den  aua  der  ao  gefondmi  ver> 
dem  Gleirhung  für  j^'  oder  n"  aich  myahenden  Worth  in  die  kmlare  glddndige  Gleidmg 
ein,  so  wird  diese: 

b"x  =  B  — -,A   oder  d'a  =  D  — -,C, 
a  c  ' 

und  es  kann  aueli  in  diesen  weder  b"=0  noch  d"=0  sein,  weil  ausserdmn  aus  dem  so  ehf>n 
angegebenen  Grunde  das  Gleichungspaar,  unserer  VoraassetzuDg  entgegen,  keine  Gerade  in 
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äkk  uääüto.  Ibn  hat  sooMii      Tori^Hi  6Mdhingnnf9|Marp  joM  ii  Um: 

9.'x"—A   mit   l»  x=B  —  A 

Oder         %  ;  . 

cVsC  not  d''ii=D— 

verwandelt,  in  deren  einem  weder  a'=0  noch  b''=:0,  und  in  deren  andenn  weder  o'=0  noch 
d"=0  sein  kann,  cliilur  kiinn  man  wieder  auf  die  vorige  Weise  durch  Mulliplicalion  ficr  vor- 
dem Gleichung  mit  b"  oder  d",  je  nachdm  man  das  obere  oder  nntorc  Faw  vor  Augen  hat, 
der  Mnlem  Gldebuiif  nrft  a'  oder  d'  et'  däbin  briogea,  dam  die  CoeOiaieirten  von  l^'  und  x 
oder  von  u"  nnd  u  dir  irlrirhen  werden;  es  sind  nlirr  liiesp  rnorrlinnlpn  die  zwei,  ^^M•■,^rl^l1 
nicht  mehr  die  gleichen  wie  vorhin,  von  denen  jede  immer  nur  in  einer  Gleichung  des  Paares 
smn  Yorsdieni  komml,  so  dan  man  alao  wie  voilier  daa  glaidie  vorgesiedde  Zi^  enrekht  kaL 
In  diesem  besundcrn  Falle  sind  die  Coefllzienlen  derjenigen  unbeslimmlen  Coordinale,  welche 
in  jeder  Gleichung  des  erhaltenen  Paares  zuni  Vorschein  konuni,  beide  zagleicli  null  geworden. 
Ganz  so  lässl  sich  dasselbe  Ziel  erreichen,  wenn  entweder  b"=0  oder  d"=:0  in  den  anfäng- 
lich vorhandenen  Gleichungspaare  wäre,  and  da  nie  au  gteieber  Zeil  al^sO  und  IT^O  oder 
c"—0  und  ri":^0  sein  kann,  weil  in  dirscni  FhIIc,  nnspr»T  Vomnssefrnn!»  enlsfeiien,  Ans  ge- 
gebene Gleichungspaar  keine  Gerade  in  sich  enthielte,  so  folgt  in  der  Thal,  dass  in  allen 
Flllen,  wo  daa  fefebene  Gleichungapaar  wirlilich  ein«  Gerade  daratelll,  es 
immer  anf  dir  Form  gebracht  werdrn  kann,  wo  dir  zwei  allif tineincn  Coordi- 
aaten,  von  denen  immer  nur  eine  in  jeder  Gleichung  des  Paares  vorkommt,  ei- 
nerlei Coeffizienten  haben,  der  nie  nall  sein.  kann. 

Dieser  Betrachluntr  giMniiss  werden  wir  von  jetzt  an  stets  voraussetzen ,  dass  dasjenige 
Paar  von  Gleirhtuigea  Ci^Oi  DarsIcUuiig  von  Geraden  übertragen,  zavor  aaf  die 

Form  gebracht  worden  sei,  wobei  keiner  von  den  Coeffizienten,  die  in  den  zwei  Gleichungen 
des  Paares  verschiedenen  unbeslhnuiten  Coordinaten  angehören,  null  ist,  in  welchem  Falle  man 
diese  beiden  Coefnzicntcn  inuncr  einander  ^fleich  werden  lassun  kann.  Diese  Form  des  Glci- 
chungspaarcs  hat  den  Vortheil,  dass  von  ihm  nothwcndigerwcise  immer  eine  Gerade  dargestellt 
wird,  denn  es  UeTert,  wemi  man  der  dritten  Coordinale  Irgend  einen  Werth  beilegt,  für  die 
zwei,  deren  CoelHzienten  einander  gleich  und  von  Null  vorschieden  sind,  immer  voJItg  beslimnito 
endliche  Werthe,  und  enthält  also  ohne  Ausnahme  eine  Reihe  von  Pnnclen  in  sich,  die  den  bei- 
den durch  die  einzelnen  Gleichungen  dargestdhen  Ebenen  gemein  sind;  es  stellt  sonach  die 
Gerade  vor,  in  welcher  sich  diese  beiden  Ebenen  schneiden.  Durch  dieses  Mittel  erhallen  wir 
demnach  aus  den  Gleichungen  (^19.)  immer  GleichunirspaHrc  von  einer  der  drei  folgenden  For- 
men, im  Falle  die  Gleichungen  schiefe  Coordinaten  in  sich  tragen: 

p  x'—f'x  =V  mit  p  x^— p"x  =F,  i 

p'x— pf=r  Bit  p'x"— p'y=f,>  

p"x'—p'x''=:¥     mit  p"x— pjr=F,l 

nd  hn  Faüe  die  Gieichitngen  senkrechte  Coordinaten  in  sieh  trafen : 

^)  u'— p'u  =  »4J"    mit    p  u"— p'  u  ='l.^',  \ 

p'u  —  pu'  =  ^"    mit    p' u  '— j)"u'  =  *|J,  >  

p'  a  —  p  u"=  tß    mit   p  'u  —  p  u' =  ) 
l  21 
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wo  wir  die  Bexetduranf  so  gewWI  haben,  im  Ü»  sweÜM  Fonaen  ms  den  «nta»  *wfc 

ciiw  Vcriauschung  der  ersten  Art,  wid  die  drillen  mt  den  enien  dirdi  eine  VertmisdMnff  der 

(weiten  Art  hervorgehen.  j 

Wird  eine  Gerade  durch  eines  der  in  (20.  a.J  oder  (20.  b.}  aufgestellten  GIcichungspaare 
gegeben,  «nd  denkt  man  licb  ntler  x, ,  x^,  xT  oder  nnter  u,,  n!,  oT  die  sduefen  «der  eenli- 
redlten  Coordinalen  von  cmem  bestiminlun  Punctc  der  Geraden,  so  dass  also  die  bi>.stiiiimten 
Worlhc  X, ,  .\; .  x',',  jo  nachdem  die  Gerade  durch  das  erste,  xweile  oder  drille  in  (20. »le- 
luaide  Gleichuiigüpaar  gegeben  ist,  das  Gleichungspaar 

ip  x,  —  p'x,  mit  p  xi'—  p"x, =F  oder 
p'x,  — px;=P"  mit  p'x:'-p"x:=P  oder 
p"j,'-p'xr=p  ■»  p"x,-9^=r 

«Mm  niltaieH,  oder  v,,  Je  naekdem  die  Genuio  durch  du  enrte,  sweile  oder  drBle 

in  (SO.  h.)  flehende  Gieidiung^anr  gegeben  ist,  das  Gleichungspaar 

f  p  ef  — •  p'u,  =  '45  '   mil  9  «r—      =  oder 
CM.  b.)   K'u.  — vu;  =  »4J"  mit  p'u!'— r«;  =  '45  oder 

(  p"a;  ^-  p'u:'=  »45     mit    t"u,     V  %V 

wahr  machen,  so  venvandcin  sich  die  Fonncn  (20.  a.)  und  (20.  b.^,  wenn  nun  von  dcosclbea 
die  (21.  a.)  und  (21.  b.j,  welche  aus  ihnen  hervorgegangen  sind,  abzieht,  in: 

I  p  (x'-xO  ~p'(«  -  «.)=.0  "i*   P  (»"-  <3  -  P"  ix-xO=0, 
199.  tui   ;p'(x_x,)-p(:f-xO=0  mil  p'Cjr-«r)-P''C«'~»D=ö. 

r  p''C*'—  «0 — p'  (x*—  «S'3=0  «II  p"  (x  -  lO  -  p  Cx"-  0=0 , 
wem  du  GleidMMfipaar  ichiefe  Coordinalen  in  Alk  kigl,  nnd  in; 

p'(u_Mb)-pC«'-"i)=0  mil  0i''-u:0-1p"(«'- «O^Ö, 
p-(»'-ii;)_p'(,''_,r)=0  wU  p"(tt-n,)-P  C«"-»0=0, 

wenn  daa  Gleichnngspaar  aenkrecMe  Coordinaten  in  sich  aurnioiint;  und  diese  neuen  Fonaen 

(22.  ii.")  oflor  (22.  b.")  hrs-itzm  wirctrr  die  Ei<rrn.<;ch;in ,  (hs<  sich  die  zwcilrn  und  dritten  aus 
den  ersten  durch  eine  Vertauschung  der  erstcu  und  zweiten  Art  herholen  lassen.  Was  die  Auf- 
foehnng  der  iM»liiniiiten  Werihe  x, ,  xt ,  xT  oder  n, «  n! ,  anlangt,  ao  wird  ma  aogteidi 
gewaiir,  dass  man  bei  jeglicher  der  in  (21.  a.)  oder  (21.  b.)  vorkommenden  Fonnen  denje- 
niiren  dieser  Wcrthe,  der  in  den  beiden  Glcicbungcn  des  Paares  vorlioannt,  ohne  Ausnahaie 
gam;  nach  Gerallen  wdlilen  kann,  und  dann  immer  noch  ans  diesen  Gleichungen  Ar  die  rwet 
ttbriifen  vtflii^  beaUnunle  endlieho  WerOie  erhält.  In  dem  besondcm  Falle,  wo  die  Gcmle  durch 
dir  Cnnrdinntf'nspil?:!'  hindurch  geht,  müssen  die  sie  darstellenden  Gleichunjrspaarc  von  solcher 
Art  sein,  dass  sie  durch  x=0,  x'=0,  x"=0  oder  u=:0,  u'=0,  u"=  0  befriedigt  werden, 
«nd  da  man  in  diesem  heiondcni  Falle  diesen  beslhnmlen  Piinet  «i  dem  macbeo  ham,  dessen 
Coordinaten  wir  vorhin  durch  .x, ,  \', .  x''  oder  ii, ,  n^ ,  1^  bOMichnet  hdien,  so  hann  BMI  in 
diesem  Falle  den  Qeichuagcn  (32.  a.}  die  Form 
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oder  «leiM»       b.)  4ie  Fora 

geben,  und  eben  dhse  Gestalten  nehmen  in  dem  gldehon  FaOe  «MCh  die  Gletchongen  (20.  a.} 
und  (20.  b')  an,  weil  der  l'mst.ind,  dass  diese  Gleirhun«!fen  in  dfr  ffi'ypmviiriiijcn  Vonuissctztmi» 
befriedigt  worden  niü&sen,  wenn  man  x ,  x,  x"  oder  u ,  u',  u"  iMAiinUich  null  sein  Uisst ,  nach 
wUk  »efat,  dm  in  diesem  besondem  FaDe  die  GrMm  P,  F'  oder  ^4?',  ^4)"  jederzeit 
verschwinden  müssen.  Umgekehrt  giebl  ein  Glcichiin^spnar  vnn  einer  der  in  (23.  a.)  »der 
(23.  b.}  aiigegel>eiien  Fonueo  stet«  am  erkennen,  d*s8  die  dnrch  et  daigestdite  Gerade  durch 
die  CooidiaiteM|iilie  A  UBdudigelit,  wdl  sdM  beidea  Gleieluuigen  Jodeami  befHedigt  wer- 
den, wem  aun  zsO,  ]f=0,  jf^O  oder  v=0,  ■'^0,  s^sO  edn  IlMt 

95}  Jedes  von  den  in  (22.  a.)  oder  (22.  b.)  aufgesli  llien  Gleichungspaaren  lüsst  sich  un- 
mittelbar, und  desw^en  «acb  jedes  der  im  (30.  «.}  oder  (20.  b.)  Mif(|;esiielllen  BillellMr  aaf 

die  Funn: 

X—x,  J       «J  I        <=5  p  :  p':  p"  (M.  «•> 

oder  auf  die  Form: 

:  tf—ij  j  vT—ifss  p  :  (M,  fe.) 

bringen.  D»  mm  x,  x',  x"  die  scUefien  oder  u ,  u',  u"  die  Mriuecbten  Gootdnmten  von  ir- 
gend etncni  beliebigen  Puncle  der  Geraden  vorstellen  und  xf,  xl'  die  schiefen  oder  u,,  uj , 
«T  die  «enia-cchtcn  von  einem  bestitnuiten  Functe  derselben  Geraden,  so  smd,  falls  diese  beiden 
Fnnete  von  einander  vercchiedcn  sind,  und  in  einer  Entfernung  von  einander  liegen,  die  nicht 
null  iil  und  die  wir  durch  r  bezeichnen  woBen,  den  im  vorigen  Abschnitte  (Nr.  14}  Geaif- 

Ml  gemitt,  i:=iS  die  mAlefen  oder  !-=^di»«enlTCeli- 

r        r         r  r        r  r 

ten  ProjeclionsnUen  der  von  dem  zweiten  nedi  dem  enini  Pnnde  blmielenden  in  dieser  Ge- 

raden  lio^-cndea  Riclituntr;  ^(!Zt'i^■hnct  man  diiht  r  diese  Projeilioiisznlilen,  wi-nn  es  die  schiefen 
sind,  durch  q,  q',  q'  und  durch  q,  q',  q",  wenn  es  Ute  senlurecbtcn  äind,  so  geht  aus  den 
Gleichungen  (24.  a.)  und  (24.  b.)  hervor,  diM 

q  :  q' :  q"  —  p  ;  p' :  p"    oder    <\  :  <\' :  <>"  —  V  :  p' :  fT 

isL  Es  geben  soanch  die  Goeilixienten  von  einem,  in  einer  der  Fomen  (20.^  oder  (22.3. ge- 
gebenen CHeiübnngepure  die  VerUMnine  m  die  Hand,  wetdw  die  aoMefen  oder  lenkrediten 

Ikojectionszahlcn  von  einer  Richtung,  die  mit  der  durch  diese  Formen  gegebenen  Geraden  7.11- 
sammenrällt,  unler  sich  einhalten,  imd  du  der  erste  Ptincl  eben  so  mit  iuiT  der  einen  wie  auf 
der  andern  Seile  vom  zweiten  t'unctc  liegen  kann,  so  sieht  man  schon  zum  Vanius  ein,  dass 
die  RlcUueg,  wonrnf  afeh  diese  ProjeettonsuUen  beliehen,  oowohl  H»  eine  wie  die  andere 
von  den  zwei  pejreniiitifljjen,  mit  der  Geraden  r  imll'  Ii  n  ein  knnn  rmtrekchrt  ^eht  Wcttius 
auch  hervor,  dass  man  zu  dem,  eine  Gerade  von  bekannter  Richtung  dnrütt'llendcn  tileichnngs- 
paarc  gehingt,  wenn  man  in  die  Fotmen  (20.  a.)  oder  (22.  a.)  fUr  p ,  p',  p"  drei  Zahlen  aeMv 
die  sich  zu  einander  verhalten  wie  die  schiefen  Projectionszahlen  der  bekannton  Richtung,  oder 
in  die  Formen  (20.  b.)  oder  (22.  b.)  fUr  ,  p',  p"  drei  Zahlen,  die  sich  xu  einander  verimUen 
wie  die  senkrechten  ProJecUonszahlen  der  bekannten  Itichtung. 

21» 
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bi  vw%n  AfeMhiilia  (Ht.  3S.)  iMtai  wir  gnägl,  «te  tieh  ««  mUcübb  mwiM  idb  dto 

scnkrr«clilcn  Projcctionszalilen  ciiuT  Richtung  finden  lassen,  wenn  man  die  VfrhHilnissp  kennt, 
welche  diese  ProjecUousziihlen  unter  sieb  oinlialten,  wir  künflca  soaikch  aus  de^^  Cocffizienten 
eines,  in  dner  der  geiimnlen  Formeit  fCfebmen  CXeidittnirspMnw  di«  PtrojodioasMiilen  der 

in  der  Gcradoii,  Avt-lrlic  diircli  (licsrs  Gli'icliurijjspaiir  diiraje.sit'lll  wird,  licfft-iidcn  Rirlilun^r  rinden, 
womit  dann  diese  Rictiluug  üdlist  gefunden  ist.  Sucht  man  nämUcb  nach  Anleitung  der  iui  vo- 
rigen AbfdniUe  gegebenen  Oeiehiiogea  (55.  «.}  und  (55.  b.)  Mi  den  GoeffBealen  p ,  p',  p" 
oder  p  f  p%  f"  dei  gefalieneii  G]eidnnge|iifln  die  Zild  H  oder  4^  ww  der 


P'  +     +  P   +  2  p  p'cos  W  4-  2  p  p'  cos  W4-  2  p'p  'co«  W"=  IT 

oder 


■+U  +  6;>''+C6 + 

iirt}  so  bat  mia  den  dort  gegebenen  Ertfrtenmgen  geialss: 

im.^y  q"=g:  od« 

Aus  den  Gleichungen  (38.  0.)  ergeben  sich  für  H  oder  ^  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte 
Werthc,  in  dt'r<'n  Foljc  iimii  »ucli  niis  drn  Iiunjjcn  (2R.  b.)  Tür  q,  q',  q"  oder  q,  ()',  q" 
xwei  Reihen  von  Werthcn  t-rliall,  von  weichen  die  der  einen  Reihe  denen  der  andern  Reibe 
gleidi  md  entgegengeactot  äad,  wodnrdi  mm  ebea  tuf  ^  betde«  gefenMnfigen  in  der  Go' 
radien  liegenden  Richtungen  hingerdhrt  wird. 

963  -^'^  bisher  Gesagte  bleibt  ebcniuässig  wahr,  die  Gerade  inag  blos  durch  ein  Glei- 
dnmgspesr,  in  wdclieni  sclnofe  CoordiiMlen  voriionmiett,  oder  Mos  durch  ein  Glelchungspaer, 
in  dem  senkrechte  Coordinatim  vorkommen,  oder  auch  durch  zwei  GIcicliungspaare  gegeben  sein, 
von  denen  das  eine  schiefe,  das  andere  senkrechte  Coordinaten  der  Pnnctc  in  sich  trägt.  Von 
jetzt  an  werden  wir  uns  aber  iBc  Gerade  Siefs  durdi  xwel  Gleirhnngspaare,  von  denen  das 
dne  schiefe,  das  andere  senkrechte  Coordinaten  der  Puncle  in  sich  aufnimmt,  gegeben  vorstel- 
len und  diess  dLidunh  iiiidciiltn.  dass  wir  sagen,  die  Gerado  sei  durch  coinhinirte  Glei- 
chungs paare  gegeben,  woliei  wir  iuimer  voraussetzen,  dass  jedes  der  beiden  combinirten 
GleidniOgspaare  aof  eine  der  in  (20.)  oder  (32.3  ntedcrgdeglen  Foniien  gcbnehl  worden  sei, 
wcii  man  nur  so  sicher  sein  kann,  dass  durch  sie  in  di  r  Tlint  oiiin  Gerade  dargestellt  wird. 
Die  Coeffizieatan  von  soidien  coiubinirieo  üiciclinngsyaaren  sieben  in  einer  gewi^iseo  Ablningig- 
koR  von  einandte-,  lUe  wir  jetzt  nifaer  komn  lenwn  wollen.  Da  jedes  dncdne  von  swei  cob> 
biniräui  GieichungspuarLri  eint'  und  dtescIlM!  (üerade  darstellt,  so  muss  man,  wenn  man  aus  dem 
einen  die  schiefen  Projeclionsuhicn  q,  q',  q"  mittelst  der  vordem  (ileichungen  (26.  b.)  für 
ehien  der  zwei  durch  die  obere  GIciclinng  (26.  a.)  gegebenen  Werthe  von  H,  und  aus  der 
andern  die  senkrechten  Projectionszahlen  q ,  <\\  q"  mittelst  der  hintern  Gicicluingen  (36i.  ik.) 
für  rinn  r!i'r  zwei  ilurcli  die  nrilcre  Glciilmiii;  (^2C>.  ii")  «ii^gcliriifii  Wt-rttic  mhi  ^  iitrfsiirhl, 
noUiweudig  lu  iwiden  FtfUen  auf  eine  in  der  Geraden  hegende  oder  doch  mit  iiir  panülde  Ridi- 
mng  Ungefldiit  werden,  aber  diese  bdden  Ridituagen  werden  eben  sowoU  panllele  and  glendi» 
lüu%c,  als  pandKle  uiul  ;.n't;inlii(irii;»'  wcrdiTi  kiiiiiK^ii.  Im  ersten  Fülle,  wo  die  fTrHindcnwi 
PrtyecÜonszahkiu  q,  q',  q"  und  q,  4',  4"  einer  und  derselben  KicJilung  angehören,  findet  sw^ 
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«bitl,  ireiche,  wem  man  m  He  Sidle  der  Projectionsnliteii  ihre  daidi  die  Gleidiiiiig  (2/6.  b.} 
gegebenen  Wcrthe  Betet,  eich  venvanddt  in : 

=    +  P>4-  p"P";  CM. «.) 

im  «ndern  Falle,  'wo  die  Projectionnahien  q ,  q',  q"  und  q ,  q',  q"  parallelen  aber  ge^nläuGgen 
Richhingren  angoh&ren,  onl«preolHn  dum  die  q,  q',  q"  und  die  — 4,  — q',  — q"  od«»'  auch 
die  — q,  — q',  — q"  und  die  q,  <|^,  «f  einer  und  demalben  lUcH««*  ynMOi  die Siohtunge* 
gleiehnng  in  diceen  beiden  Füllen 

giebt»  wom»  man  ndl  ZmUtmig  der  Gteicbuiigen  (2G.  b.)  Andel: 

In  eralen  Felln,  wo  die  Glddiung  (87.  tü)  stall  hat,  iit  den  im  eralon  Absduiille  erwie- 
senen Gti'ichungt'u  (12.)  und  (4T.  a.)  zur  Folge: 

<l  =  q-j-<l'coeW-i-q"ooiW,   <=qcoeW  +  q'4-q"cei  W",  <=qeeeW'+<|'«osW"+«f 

und 

«,=«q+r#'+«^<i",  9ii(=%q+K<-\-v<r,  <Kr<=«»«+«;q'+arii", 

welche  nilZioiehnng  ier  in  (86.1.}  gegebenen  Rdetionen  die  naduldiende  Form  emiduaen: 

^  p  =  p  -j-p'cosW-|-p"cos W,  ^  p'=  p  cos\>  4-  p'+  p  'cosW",  ^  p"=  p cosW  +  p  oos\r'+  p"^ 

und  )  («8. 

I  Gp = p + 3'  p'+  r p".  I  c;  p'=  si.  p + a;  p' + ar p",  |      a,  p + a;p'+  a;'p"  ;\ 

im  andern  Falle  hinge iri-ii,  wo  die  Gleichung  (27.  Ii.)  st.ili  Iint,  lictcii  an  die  Stelle  der  Glei- 
chungen (28.  a.)  andere,  die  man  Rn.s  diesen  erhilt,  wenn  man  — q,  — q',  — q"  Dir  q,  q',  q" 
dder  — q,  —  q',  —  q"  für  q,  q',  q"  seint;  diese  werden  Murt 

— qrrq+q'cosW+q^cesW,  — q'=qco8W+q -}-  q'VosW,  —  q"=  q  cosW'+  q'cos  W"-{-  q" 
und 

-  e  q  =  ?I  q  +  3l'q'+  «  q",     -  5;  q'=  51,  q  +  ^l.  q  +  a/q" ,    —  (ii'q"=  3,  q  +  a;  q'+  a;'  q", 
woraus  man  miltdst  der  Gleichungen  (26.  b.}  findet: 

-|p=H:P'wW-|-p"cosW',  -|p'=^coiW-|-p'4.p''cosW",  -|p"=^»W'4f'cesW"+p" 

Die  Gleicliungeu  (28.  a.)  und  (26.  b.)  enthaltca  die  Relationen  in  sich,  welche  zwischen  den 
GneflfaEienten  von  cooMnirten  ffleichyngepeeren  etsit  Inben  nnd  inigen,  dass  des  Voneiehen  ih- 
rer eliit'ii  Si'ik'i)  unln'sliiimit  bleibt,  wie  aucli  bei  denen  (27.  a.)  und  (27.  b.). 

Die  UflbeirtinuDlIieil  der  Vorzctcbon  auf  den  einen  Seiten  der  vonlehenden  GiekiHUigen  ist 
i»,  wo  wm  fieli  der  flOBAWrlai  Glekhungspaam  znrDinMInng  einer  fienden  bedient,  lästig, 
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wosbrib  wir,  wie  selion  bei  ier  Ebene  geMhehen  nl,  die  Nittel,  rie  nu  dem  Weg  su  rtonen, 

angfbcn  werden.  Machen  wir  es  uns  zur  Regel,  von  den  zweierlei  für  H  oder  ^  aus  den 
Giekhungen  (2(5.  n.)  sich  ergebenden  Wertben  stets  nur  denjenigen  zu  nehmen,  der  durch  eine 
poslÜTe  Zahl  ausgesprochen  wird,  io  nehmen  die  mittelst  der  Gleidnuitfen  (26.  b.)  Htr  q  ,  q',  q" 
und  q ,  q',  q''  anfgesuchlen  Zaiilen  bezüglich  dasselbt>  Vorzeichen  in  sich  aur,  wie  die,  wodarch 
die  Coi'lllzienlrn  p .  p',  p"  und  p .  p',  t>"  jrei,'elH  U  sind.  Da  iiiiiri  mm  die  Voraeii-hen  di  r  .sämml- 
licbcu  üÜ&iec  ia  einem  QeicUuugs)Muure  uobirüicUitdut  ^iuos  lultulUi  uuikulircn  darf,  und  di<^ 
nkkn-ienktera  h«iiMy 'atff:<daH  elmBtHehear  CMriiiiataa  dMet  Gleicfanagqmrw.  init  «i%efrMH> 

tri'selzti'ii  Vorzcirlif'ii  ^fsrlirichrnc  Znhlfii  unlerlcgcii,  .sii  iiHt  man  es  dndiir<-h  in  .sfiner  Gewalt 
deu  CiHjUiuientuu  dtsr  zwei  cuubiiiiriea  Glei«bungiip«Mrts  gkicb  vou  vom  liereiii  Zubleu  mit  ^>ol- 
cben  Voneieben  vatendefea»  te«  Jtt|!t<diese  GoeCrienlen  tM»  aur  di«iRel«U«Kn  (27.  ».J^ 

und  (2"*.  ii.)  (lidtifi^kcil  hclitillcii  und  diiruin  die  (27.  h.)  und  (2^.  b.)  sfaiiz  itlH'rilii^siir  wi  rden; 
denn  oiaa  wird  auf  den  ersten  Blick  gewidir,  ihss  da,  wo  die  li  lzlem  lieluliunon  zwischen 
den  OoeSUilMim'dflr'ViMdM^  sniiten,  man  nur  ^cn  Zahlen^^wo- 

dunh  die  CoffTizirnteil  4eä  «ii  <  n  i  i'ichung<<p»ares  diirue.stcllt  werden^  ifcf  linilieltehrte  VoT^ 
/A'iciieri  jjeben  darf,  um  zu  muchen,  da^s  die  so  altgeamlerlen  (iieicUuiig.spaare  den  ersUni  He- 
laliuueu  geuügeu,  uikI  thas  die  aus  ihiicu  miU4.'l«l  der  (totiiUveu  Wurllie  von  II  und  ^  abgeki- 
telen  fH^ßtaifmß^0bfa,,  «tarn  m4  ileqNiMa  Kthln« '«^^     9M       GoeiU«fl|»  von 

coHjbinirtoti  Gloiflumjjrspiiaren  auf  die  Weise  angeordnet,  dass  zwistlieii  iliuen  die  Relationen 
(27.  it}  und  (28.  a.)  statt  haben,  no  bexetoluiea  wir  dk»«  dadurch,  dass  wir  sagen,  die  Vor- 
«eirhen  der  c^mhifbfpm&fi^^l^i^p^^^ 

mit  ^leieliarligen  ToruioieB  in  diesem  Zustande  /.n  erhalten,  darf  man  nur  daniuf  selitti,  mit 
ihnen  keine  andern  aflf^ebraiseh  erkubten  VeründiTunif»'n  als  stdi-he  vorzimehnien,  wodurch  äll«' 
dnzelnen  Glieder  in  den  lieidsjl  com|tiBirt«n  GjU^khuii^sjj^ü^  «^Uwediu-  üu;  ^i^jgt]«^y;Pnek|ii^ 
iMhelnheti  oiW  alle  zugleich  lur  TotieidMil  ÜBlülireb,' ehe  Vtandnift,  die  «nter'  «lieh  tTa^i 
lippden  leicht  rin/uhalten  ist. 

.^,nwn  cimdjmirie  Glfi^tbungi^iiart;,  ittit .gki(iartigeii  iV'wxek^  ver  :^MgfHi,  euf  (.weMre, 
die  Gleiclnn^en       ».)  matflßlltm  wmndbar  tind,  i  weitp  taao^nor  ^  po^ven,  jns  dM|, 


Gleidui^g^  .ergebenden  Zahlen  II  und  ^  zulasst.  wie  wir  in  der  Ko!|;e  iimner 

v(>raü.sselr«>T)  werden,  sl»  liSlI  e.s  nicht  .schwer  otii?t!>,<hen,  dass  diese  comijiiiirlen  Glrichun^s- 
paare  durch  andere  von  dciasclbcn  Inhalte  ersetzt  werden  können,  welche  ebenfalls  gleichartige 
Vwseichfli  besitaen,  iber  nodi  annerdom  die  BigenlhilmUdikeit  an  aidi  traginif  däsa  ditf  ras 

H  fi 

Omen  heiigeleileten  Gkicbnngeo  (28.  a.)  die  Faderen  ^  und  ^  nidit  nichr  in  sich  enttudlea, 

odw,  was  dandbe  aagt,  daia  in  Besnflr  ai»  H=^  wird.  Oer  btoae  Hinblick  mf  Ae  Glei- 
ehnngen  (28>i  a.)  idft  «eboa,  daaa  dieser  Umstand  herbelgeCabrt  wird,  wenn  man  die  beiden 

u 

Caeidnngen  desjeoiigea  Paares,  in  wddicn  die  Coeffiaicntoa  f ,  p\  9"  aallrelen,  mit  ^  maki» 

plizirt,  oder  mit  ^  die  zwei  Glcidwngen  desjenigen  Paares,  in  wekiion  die  Coelüienicn 

p ,  p',  p"  annreten,  and  so  Hesse  sieb  derselbe  Zweck  nocb  aaf  anendlieli  vide  andero  Aitan 
erreichen.   Solclie  combinirto  GIcichungspaarc  mit  gleichartigen  Vorzeichen,  deren  Coeiisienlen 

auch  noch  die  Eigcn8ch»n  ht  "-'!!?!'»».  dass  sie  11=:^  werden  lassen,  wollen  wir  nüchstc  com- 
binirte  Gleichungspaarc  nennen.    Bei  nacluttmi  combinirten  GIciehungspuaren  verwandelt 
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fleh  die  GWchMg  (Zt.  in: 

Aus  den  Gteiefaiiigeii  (28. gdil  unmittelbar  hcrvur,  doss  die  hmdm  couUnirten  Glddiuofs- 
puarc  nur  dann  nachsw  sind,  fttr  wdclie  H=^  wird,  wenn  ibre  Coeffisiealen  die  Etgenschnft 

besitzen,  dass  eiUwttltr 

p  =  p4-p  cos  W H-  p  "cog  W,    V=  p  cos W  +  p'+  p"cos W",  p  =.f  cw  W'+p'cos W'+f"  i 
oder,  was  duedbe  tot,  >  iß9»  k«) 

6  p  =^  91  p  -i-  «>'  +    p".    (s;  p'=  a,  p  +  «;  v + str  a.  p + sn;  + j^y,  \ 

ist,  und  umgekoiirt  linden  diese  Gleichungen  zwisclien  <k'ti  ( ni  dlzimtm  clor  i  ouiliinirlpn  Glei- 
changspaare  süitl',  so  oft  sie  ndchslc  sind;  utau  kaiui  also  da,  wo  ursprünglich  nur  ein  coin- 
bMrtes,  die  Gerade  darstellendeB  GleielianpfipMr  (rqi:ebeii  iel,  sich  das  nlchsie  dadorcli  vor» 
schalTen,  dass  man  rtr<;spn  rnrfTi7;ientrn  nnch  Vorschrift  der  Gleichungen  f29.  b ")  üiirstichl.  und 
dann  diese  beiden  Panre  stets  unverändert  beibehält,  oder  stets  gleicbzeilig  alle  in  ihnen  vor- 
konraenden  Gleichnngen  mit  einer  nnd  dmellteii  SEaU  nralt^Iiiiii 

973  Wir  haben  oben  in  .\r.  90.  ein  sehr  einrachcs  Kcnnzciehen  aufgefunden,  aus  welchem 
sich  beurthcilen  lüsst,  ob  die  eine  Ebene  darstellenden  combinirten  Gleichungen  gleichartige 
Vorzeichen  besitaen  and  nlchste  sind  oder  nicht,  welches  Kennzeichen  zugleich  im  Yerncinungs- 
falle  das  Iklittcl  an  die  Hand  gab,  die  vcrmissie  Eigenschait  den  combinirten  GlekfaHngfiB  ait- 
zulhcilcn;  jetzt  woltoii  v«ir  in  iihnUcher  Weise  das  Kennzeichen  aufsicllcn,  aus  welchem  sich 
beiulbeilen  lässt,  ob  die  eine  Gerade  darstellenden  combinirten  Gleichungspourc  gleichartige 
V«neidieo  liceilMn  und  niciute  mmcd  oder  idelil,  weEchen  dien  so  nglekli  ein  Mittel  an  ^e 
Hand  ccbcii  wird,  solchen  Glotrhimaspaaren  die  fraglichen  Eigensclmflen  inilziilhcilcn,  dü  wo 
ne  sie -nicht  besitzen.  Zu  diesem  Ende  geben  wir  von  der  lietrachtang  der  zwei  nachstehen- 
den eine  Ebene  darsleilendcn  Gieklmngen 

i»(«-*D+i»'(x-«OH-v''(«"-*:')=oiBid  pC»~'0+p'C«-0  +  p'  (»'-":')=o  (»•.> 

ms,  in  welchen  9,  111',  ü»"  tmd  p,  p%  p"  die  Coeffizicnten  vorslelfen,  welcbo  in  den  beiden 

combinirtfti  Glcichungspaaren  von  einer  der  Formen  (20.}  oder  (22.3,  wodurch  din  Gcraifo 
dargestellt  wird,  vorkommen,  x, ,  x«,  x"  und  u,,  u^,  u,"  aber  die  scfaiefen  und  senkrechten 
Coordinnlen  von  eineni  beslirnnricn  in  dieser  Geraden  liegenden  Pnnete.  Jede  dieser  beiden 
Gleiehmigen  stellt  eine  Ebene  dar,  und  zwar  die  vordere  eine  solche,  welche  senkrecht  auf 
der  Richtung  sieht,  deren  senkrechte  l'rojeclionszahlen  sich  verhalten,  wie  die  Zahlen  p ,  p',  p", 
die  bintcre  eine  solche,  welche  senkrecht  auf  der  Bichlung  steht,  deren  schiefe  Projeclionszah- 
len  sich  wie  die  Znhton  p ,  p',  p"  verhalten.  Da  nun  die  Zahlen  p ,  p',  p"  und  p ,  p',  p",  weil 
sie  die  Cfu  fTizicnleii  von  einem  «ler  GleichimsTspanrc  iml  \vadurch  die  CoMdc  diirgcstellt  wird, 
imaer  zu  einer  der  zwei  gegenläufig«»  Richtungen  liiuluUren,  welche  m  dieser  Geraden  liegen, 
SO  felirt,  daw  die  durch  die  swei  Oeichnngen  (30.)  dn^gesleiilen  Bben^  beide  senlireoht  nof 
der  durch  ilie  cotnliiriirtoii  (i'Ißichungs|Miarc  dargcütt-'llti  n  radi  u  stehen,  und  da  dii'S<'  Elunien 
ikberdiess  eim>n  Punct  mit  einander  gemein  haben,  wenn,  wie  wir  vorausgesetzt  luben,  x,y  zi ,  xi' 
und  u, ,  u; ,  n"  die  sdneTen  und  senkreehlen  CooidnaAen  von  ebnoi  nnd  denseften  Puncto 
dar  Geraden  änd,  so  stellen  die  Gleichungen  (30.3  eine  und  dieselbe  Ebene  dar,  sind .  also 
combiniHe  Gleirhnnjf-en  dieser  einen  Ebene.  Weil  aber  die  combinirten  GIcidiunf»»paare  der 
Geraden  und  die  cuuibinirieu  Gleicbuitgea  (30.3  der  Ebene  niittelsl  der  hier  vuUig  die  gkkhen 
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ZaUen  p,  p',  p"  und  ^» ,  'p\  ifT  nttilfeBdni  GUddun««*  C^)  lani  (26L  a.)  n  dieriri  War^ 


tlirn  H  und  rühren  tind  picirhe  M'i-rtho  H  und  den  GltMchiingen  (4.)  und  (26.  b.)  zur 
Folge  wieder  in  beiden  Fallen  zu  denselben  entweder  gleich-  oder  gegenläufigen  Richlnogen  - 
Unftftnm,  to  folgt  remer,  dnw  die  eomMnlrlen  CHeicInangtpinie  d«r  Geraden  and  die  ans  ihnen 
eninonuncnen  combinirloti  GloifhdnjTfii  der  EIkiw  gleichzeitig  nächste  sind  oder  nicht,  so  wie 
auch,  dnca  «ie  gleichzeitig  gleichartige  Yoruiichcn  beeitseo  oder  nicht;  es  sind  also  die  für 
condilnlitof  eine  Ebene  daraMlende  Gleiebnnfeii  erlndlenen  Kenmw'elieHiHadt  dnvn  Hiire  aiaa 
beurtheden  kann,  ob  diese  gleichartige  Vorzeichen  hcsit:;^.  ü  und  ob  aie  nttcfaslo  seien  oder  nMi, 
wenn  man  sie  auf  dii«  Glf'ichnnE^cii  (^0.^  in  Ainvcnduiig  bringt,  zugleich  auch  die  dfii  com- 
binirten,  eine  Gerade  darstellenden  (iieichungspaaren  angdwrigeu  Keimzcichen.  Da  wir  nun 
in  Nr.  90.  geaehen  haboi,  dan  combioMn  GleiehnngeQ  einer  Ebene  von  der  in  (1.")  angege-  ' 
benen  Fdnii  fi-Irirhartifri'  Vorzeichen  haben,  wenn  die  Grossen  und  P  Zalilen  mit  einerlei 
Vorxeicheu  in  sich  tragen,  und  dass  solche iQbicbung^^  nächste  sind,  wenn  t}i=:P  ist,  positive 


stehenden  combinirtcn  nicirhtmiTcn  iinrf  chcn  so  auch  die  coinbinirlrn  Gleichun^sprtnre  einer 
Geraden,  aus  welch(>n  die  Gleichungen  (^0.)  herstauuuen,  uiil  gleichartigen  Vorzeichen  vcrse- 
liea,  wenn  die  vorstehenden  Ansdriicke  ZaUen  mit  einerlei  Voneichen  In  sich  tngfen,  und  jene 
conibinirten  Gleichungen  ndi'i-  die  i-oinbinirii-n  ni(  iilnin«.'>|iniiri".  niis  dnien  sie  ihri'ii  rr>iinin2r 
genommen  haben,  sind  ndcbstc,  wenn  die  vorstehenden  Ausdrücke  einander  gleich  sind,  immer 
vorausgesetzt,  diss  man  sich  anter  H  and  ^  nur  ihre  positiven  Weiflui  vorstellt  Umjfeltebtt 
liisst  sich  aus  diesen  Kennzeichen  das  Mittel  entnehmen,  wie  man  OOOdl'inirte  Gleichuuiifiäpaare 
in  niirhste  umwandeln  oder  deren  Vorzeichen  glelclnirliii  triiieluMi  könne,  wenn  sie  die.se  Y.v^on- 
schafl  nicht  schon  besitzen,  da  es  immer  erlaubt  iül,  die  Griisseu  p ,  p"  oder  die  p ,  p ,  p" 
•  ndt  dnor  und  deraelben  Zahl  sn  nnlliplieiren,  weil  diesa  bei  jeden  dniidnen  der  beid»  Gld- 
cbungspaare  cestnttet  ist,  aus  denen  sie  entnommen  sind,  und  man  daher  inuuer  Mivor  Jedes 
von  diesen  Paaren  für  sich  mit  einer  beUebigen  Zalü  mullif liciren  kanu.  ^ 

Das  hier  ml^elbeilte  ffennieidien  setzt  hidessen  voraon,  dass  die  GicücbioigspBaro^  wodurch 
die  Gerade  dargestellt  wird,  in  einer  der  in  (22.  a.}  und  (22.  h.")  milgelhcillen  Formen  gege- 
ben seien,  und  dass  die  Coordinateu  Xi,  xj,  xi'  und  u.,  ui,  uj',  welche  in  dem  einen  luid 
den  andern  dieser  Paare  vorkonunen,  ehiem  und  demselben  bestimmten  Puncto  der  Geraden 
'angehören.  Ist  die  Gerade  durch  Gldehlingapaaro  von  einer  andern  Form  gegeben,  so  muss 
man  diese  Vnrm  erst  in  jenp  UberlUhren,  Inn  «nf  äe  das  obige  Kennteiiähen  in  Anwendung 
bringen  zu  koiinen. 

98}  Das  Verliulten  einer  Geraden  zu  einer  Ebene  im  Allgemeinen  kann  ein  dreiluches  sein. 
Ba  wM  nHmlich  die  Ebene  von  der  Geraden  entweder  nur  in  einem  einzigen  Punete  geschnit^ 
tcn;  oder  die  Hemde  läuft  mit  der  Eliene  parallel,  in  welchem  Fallo  beide  keinen  in  endliehor 
Feme  hegenden  Puncl  mit  einander  gemein  haben ;  oder  endlich  die  Gerade  liegt  in  <ler  Ebene, 
WO  dam  aM«  Pande  der  Geraden  angleidi  aoch  FUnel«  der  Ebene  sind.  Whr  wtrilen  nm 
hcn,  wie  sich  dieses  dreifache  Verhalten  einer  Reruden  zu  einer  Ebene  aus  den  Gleichungen 
entnehmen  lüs«t,  durcfa^  welche  die  Ebene  und  die  Gerade  dargestellt  Mwrdeo;  e$  sei  daher  eine 


f.  11,  Ifr.  M.  Vta  d«r  Gmidc«.  Ii» 

»,K+»;jir+ipfx"=!|i»  and  f.«+p;h'+p;'u'=p.  cm.«.) 

«Rd  rine  G«nde  durck  die  combiniilen  6leldniiigap«ere: 

.    px"— p'x— r    mit  px"— p''x3=P'  1  . 
tind  [   («I.  M 

5  u'  -  r'n  =        Uli»    p  u"  -  ^»"u  =  ; 

gegeben,  welche  ietzleren  beide  von  der  ersten  in  ^20.  a.J  und  (20.  b.}  niedefgetegtcn  Forin  sind,  i 
•0  wird  die  UiHenadiuig,  wddws  vom  dem  so  eben  angegcbenm  divifMiMii  YerliBltaii  iwfacfeen 
dieser  Ebene  und  dieser  Geraden  statt  finde,  von  der  Aufsurhung  der  besondern  Werthe  aus- 

jTphen  »Iltissen,  welche,  Tür  x,  x',  \"  (uirr  u,  n',  u"  gesetzt,  gleichzeitig  die  nififhiinu  der 
Kbene  und  das  Gleii'UungS|iunr  der  Cieniden,  wuriii  diese  Coordinalen  vorliownien,  (»'friedigen, 
denn  nur  CeordbiMen,  welche  diese  beiderlei  Gieidmngen  wriur  mechen,  gehören  «oldben  Func-' 
len  an,  die  die  Ebene  und  die  Gerade  mit  einander  gemein  haben.  IVim  gehl  aus  der  Fonn 
des  obern  GIcichungspaares,  in  welelietu  den  Belrachluugco  der  Nr.  M.  gcmiiss  p  nie  IS'uU  sein 
kann,  kervor,  des«  «irk  xu  jedem  oadtichen  WerM,  den  men  fllr  x  Mteen  mag,  em  'vftll^  be^ 
stiuimter  und  endlirher  Wcrlli  sowohl  flir  \'  wie  für  \"  ariircben  lasse;  und  eben  so  geht  aus 
der  Fonn  de«  Kweiteu  Gleichungspaares,  in  welchem  nie  p=:0  sein  kann,  benor,  dasa  Sick 
zu  jedem  eodlickan  Weifk»  den  nmn  tüt  u  setsen  mag,  ebi  viflÜ^  beetbnnlar  endUcber  Werdi 
sowohl  Tür  u  wie  fttr  n!*  aniSnden  lasse.  Bs  Itih  >  :i  sich  demnach  so  \iele  besondere  Punde 
der  diin  Ii  oliitro  Gleiehtmgspnare  dHrci^sfelltcn  GcthJcii  erliallen,  als  man  fiir  x  und  u  besondere 
Werthe  anuiniinl,  und  umn  kann  auf  diesem  Wege  nach  und  nach  uUc  einzelnen  Puiictc  der 
Geraden  sicii  vor  Augen  legen,  wenn  nisn  sieb  unter  x  und  u  eiqe  SocoessbN)  vom  stten  den 
AVerthi-n  vorstdit,  die  (iie.sf  Grössen  müglichi-nvi  ise  annehmOl  kdlHten»  Bbl  sokkes  Bild  von 
allen  Punrtcn  der  Geraden  geben  sowohl  die  Gleichungen 

ds  die  )  ••».-  tat.  m.) 

wenn  mm  sieb  auf  den  reehlen  Sellen  dieser  Gleiobwigen  x  eder  a  alle  ihee  nfgUoken  Warthe 

nach  und  nach  durchlanfend  denkt.  Setzt  nian  diese  fnr  x'  und  x"  oder  Tür  u'  und  u"  aus  dem 
für  X  oder  u  sich  ergebenden  Weiibe  in  dto  entaprecbende  der  Ebene  suyehifrifa  Giaicbnng 

(31.  a.},  se  erhält  man:  .  .. 


uO).»)+p;p'+p;vo=>'  p.-p;r-p;"!P'j 

ond  der  hieraus  bestimmbare  Wi-i1h  von  v  und  ii  lit  fpil  in  Verijindni'L'  mit  'l»>ti  duzn  gehörigen 
x',  x"  und  u',  u",  wie  sie  «us  dein  von  x  und  u  durch  die.  Gleit:buiigi.-u  (^32.  iu)  getendea 
werden,  die  Coerdbulen  sokher  .  Punde,  weMie  der  Kbeoe  «nd  der  Genden  (^sfahMliy.«sge~ 

hürt-ii.   Es  ist  aber  aus  der  Lelirc  \oi)  den  Gleichungen  bekannt,  dass  die  (32.  b.^  ni|r.dana 
Qir  X  oder  u  einen  eiiuitji-ii  \Uiig  besitinuiton  und  endlichen  Werth  liefern,  wenn  . 

l>.i»  +  l».P'-l-P*P'^0  oder  p.P  +  p;v4-p.'l>"^0  -  (»«.•.) 

L  » 
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.  ist;  jede  A'eMr  beMea  Uhgleieliungcn,  woron  die  eine  Folge  der  andera  ist,  wenn  die  Glet- 
ckmget)  der  Ebene  und  die  Gleichungspaare  der  Geraden  combinirtc  sind,  giehl  daber  zu  er- 
kennen, Huks  die  durch  die  (ili  icliiintren  (31.  a.)  dnrgf  sli'llte  Ebene  und  die  durch 
die  (ilcichungspaarc  (31.  ii.j  dargestellte  Gerade  in  einem  einzigen  Puncte  sich 

'  f eirne ide«.  bl  hingcfen 

(M+*ip'+>i>''=0  und  «gleich  p%-p;r'-»fP'=0 
(M>  In)   }  oder 

(  P,  1>  +  p;  P'+  !';>"=  0    und  Tn^ckh    pP,-  pl  %r-  p;'        0 , 

von  denen  wieder  diu  einen  xa  einander  gehörigen  Folgen  von  den  andern  sind,  wenn  die  Glei- 
ckuogea  der  Ebene  und  die  61eie1uuigf|NMre  der  Geraden  combiairte  aind,  ao  genügt  jeder 

Wi'Hli  \oii  X  uiltr  u  den  Gleichungen  (32.  b.^,  und  in  Folge  dessen  genügt  ouch  jeder  aiis 
den  Gloichuxtgcn  (32.  a.])  in  erhaltende  Puuct  der  Geraden  den  Gleichungen  (31.  a.}  der 
Ebene;  es  itl  dahCT  jeder  Vmtl  der  Geraden  ngleidi  audi  ein  Funet  der  Ebene,  und  foudi 
trügt  jedes  dwte  (BSLI.)  enthaltenen  Bedingungspaarc  das  Kennzeichen  in  sich,  duss  die  durch 
die  Glfii'hun^sftaftre  (31.  h.")  dHr^i-ütelltc  Gerade  in  der  durch  die  GlcichuDgen 
(31.  )i.J  diirgf !>ti-llliMi  Elu-nc  liegt,   hl  endlich 

Spo  i»  +  i>i  1»'-+-  l>i'p"=0  und  zugleich  p  %  ~  \''t  i''  —  pi'  P'  §0 
«der 
NP+p;<»'+p:'D"=o  und  »gleich  p  p.-p;r-pi'f^go, 

von  welchen  Bcdiiiffungen  das  eine  Paar  wieder  schon  in  dein  andern  Paar  enthalten  ist,  wenn 
die  Gleichungen  der  Ebene  und  die  Gleichnngspaare  der  Geraden  cunitiinirte  »ind,  so  werden 
die  GldelningeB  (32l  h.")  durch  keine  WeHhe  x  oder  n  von  endlicher  Gr6Me  befriede ;  die 

Geradt;  liat  dwlier  keinen  in  endlicher  Feme  iiej^endeii  Puiicl  mit  der  Ehene  sreinein,  ifiilhin  onl- 
balten  die  Beding^un^rspuare  (33.       das  Kennzeichen  in  sich,  dass  die  durch  die  Glei- 
ehungspaare  (31.  b.)  dargestellte  Gerade'  mit  der  durch  die  Gieiehuogen  (31.  a.} 
t  dargeilellteu  Bhene  parattel  linfL 

Wir  haben  in  Nr.  94.  Titr  die  In  (20,  a.}  «ad  (20.  b.)  aufgestellten  Formen  eine  sotehe 
Beieichnungsweise  eingeführt,  dass  sich  die  zweiten  Formen  aua  den  ersten,  sowohl  bei  denen, 
<he  achicfc  Coordinat<»i  in  sich  enthalten,  wie  bei  denen,  die  nenkrechte  Coordinalen  in  sich 
tragen,  durch  eiue  au  den  Accenten  vorgenommene  Vcitmichaag  der  enten  Art  etgebw,  und 
die  dritten  aus  den  ersten  durch  eine  an  den  Acconten  vorgenommene  Vprtaiisrhnng  der  zwei- 
ten Art;  aus  dieser  Bezeichnungsweise  aber  fliesst  als  noth wendige  Folge,  dass  da,  wo  da« 
erale  in  (31.  h.}  die  Gerade  daratellende  Glridnngapmr,  aasialt  in  dtor  eisten  Pom  gegeben 

.    t       zu  sein,  in  der  zweiten  oder  in      r  dritten  Form  ijesjehen  wiire,  man  die  diesem  pHlie  enl- 

sprecbeaden  Kennseichen  aus  denen  (33.  a.  bis  c.)  einfach  dadurch  ableiten  kann,  dass  man 
iü  ibnen  an  den  Aocauien  von  p ,  p',  p"  und  P ,  P',  P^  eine  Yerfausehung  der  erMeu  «dar 
iweiieii  Art  vcirnimml^  und  diese  Tertausehung  mOsste  mit  den  Accenlen  der  Grifssen  )p ,  ^fT 
nnd  ,  15',  ^^J  "  von;f>nommen  werden,  wenn  das  zweite  die  Gerade  darstellen(!e  Cleicfaungs- 
paar,  anstatt  in  der  ersten,  in  der  zweiten  oder  dritten  Form  gegeben  würc.  Hierbei  verdient 
lemeritt  'zu  werden,  dass  ehie  sMdw  VertnncMmg'Migieich  andt  die  gleiche  an  den  AcMinien 
von  J>, ,  ,  oder  p, ,  pl,  pi'  verlangt,  weil  jene  Vertauschting  augleich  ;i-ir  h  immer  die 
;      -    ■  gleiche  an  den  Acceotco  der  Ceordinalen.  nach  sich  zieht,  den  jedesnaUgen  Gleicliungen  (32.  a.^ 
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MrFol|;e.  Eben  deswegen  indem  sich  die  Ausdrucke  )),  p -)- p'-f~  f>*'p"  und  po  +  P*  ip'4~  PoV' 
doith  eine  solche  Veriauschun?  nicht,  wohl  Bber  A'e  p9k«— ^F"— f  und  p  P,-  p;^'— p'.'^^J'. 

Ware  die  Gerade  nicht  durch  (ileichungspoare  von  der  crslcn  in  (20.  a.')  und  (20.  b.) 
enlbaltenen  Fonn,  sondern  von  der  ersten  in  (22.  a.)  und  (22.  b.)  enthaltenen  Kunn  gegeben, 
fo  wttrdra  sieb  4ie  dieaen'  MMn«a  enisprachendcn  Kenmefdieii  ans  denen  (39.  a.  bis  e.")  d»> 
dflrch  ergeben,  das»  man  für  P"  inu!  P'  ndrr  für  und  ihn'  aus  di  n  ersten  Formen 
(9i.  ».)  oder  (21.  bJ)  entnommenen  Werthe  setzt,  und  aus  den  so  erhaltenen  Kennzeicbea 
irilinlaii.ijdi  Meld  lÜi  IntfliMM  htsea,  wddw  dea  FiBen  enl^fireebni,  wo  dw  «ine  «l«r  «h 
danf  .Cleirhungspui;  der,  «weiten  oder  dritten  von  den  in  (22.  a.)  oder  (83.  k)  flehenden 
Fpnneil  angehört,  wena  man  an  den  Acccnten  der  Grössen  p,  p',  p"  und  x,,  J^,  xT  oder  der 
Grii«ie|i  Tft  P*  t>",Wd  Uti  Ui'>  ui'  eine  Vertauschung  der  ersten  oder  iweiteo  Art  vomnnmt, 
d«  «Hh,  diick.  dtoMfefl  Y«EiHSchung  die  zweiten  oder.driWiP  in  (22.  a.)  und  (22.  b.)  enthal- 
tenen Formen  aus  den  ersten  herholen  Inssen.  Auch  milssten  in  die  Kennzeichen  (!l;i.  ii.  Iiis  c.) 
iur  ^4^,  und  F,  ihre  nai;b  AnieitUDg  der  (jleicbungen  (2.^  zu  bestimnienden  Am>druciic,  wobei 

fmMI  der  Gnndsaidwii)»  wd  p  die  yit  md  p.  sbImb,  und  a«di  die  Coordinateii  d«t  be^ 
sUinmtcn  der  Ebene  anpehiirigen  Puncles,  um  diesen  nicht  mit  dem  in  den  Gleichun^spaareu 
di^  Geraden  vorlioiiuuciui«i||  ^ii  vepveciiseln,  durcli  x«,  x^,  x«'  und  Ut»  u^,  u^'  bezeichnen 
kainle),  gesefi|^!PR4"i>  ^^"^  ^  BboM  aidit  dndi  QtbÄmgm  von  der  in  (1.)  nMBelliei]- 
ten«  sondern  von  der  in  (3.3  .voritomnenden  Form  dargestellt  würde.  Alle  diese  Veriiiidenin- 
gen  sind  indessen  von  Miclier  Einfachheit,  dais  man  ihnen  nicht  noch  eine  besondere  AufmcHt- 
samiceit  zu  scfcenlrefl  Iniiacht,  da  sie  immer  auf  der  SteUe  da,  wo  sie  ndlhig  werden,  ins  Werte 
gesetzt  werden  Itünnen.  "'  ii>:f«d'j  i 

99)  VVil!  man  iius  den  conibinirten  Gleichunjren,  wodurch  eine  Ebene  dara^estelll  wird, 
und  aas  den  conibinirten  Gleichijngspaaren,  wodurch  eine  Gerade  dargestellt  wird,  die  Grosse 
Her  Neigoiiig^^  f  iiden',  welche  zwkiehen  dieser  Geraden  nnd  dieser  Ebene  statt  Bndet,  80  banii 

dicss  immer  Icirlit  in  folgender  Wei.se  geschehen.  Nehmen  wir  nn,  die  Eliem-  iin<!  die  Gerudc 
seien  durch  Gleichungen  von  der  in  (31.  a.}  und  (31.  b.)  vorliommcnden  Form  gegeben,  und 
beneiduien  wir  dnrcfa  ,  ,  die  senkrecbten  PrafectionsnUen  derjenigen  auf  der  Bbeno 
■eidirechten  Richtung,- iMote  sicb  aas  den  CioefllsienteD  y»,  der  vordem  Gloichnng 

(31.  sl)  Hur  die  oben  angezeigte  Weise  durdi  die  Gleichungen  (4.)  und  (G.)  mittelst  eines 
^etümwlen  Wcrtlis  voa,^,  herholen  lässt,  und  eben  so  durch  q,,  q^,  q^'  diu  schieren  Projec- 
tMwwliten  derj^niga«  pnf.diir  9bme  senbrecbtcn  Ricbtung,  welche  sieb  ans  den  CoeBIzienten 
P»i  P»»  P»  hintem  Gleichung  (31.  a.)  auf  dieselbe  Weise  mittelst  eines  bestimmten  Wcr- 
thea  H«  herholen  lüssl;  bezeichnen  wir  in  ibnlkber  Weise  durch  q,  q,  q"  oder  q,  q\  q"  die 
^«*lefm  .odar>.ae«kMcbtM  ProjacÜonMahlen  dar  in  der  Geraden  liefenden  RbMangan,  wekba 
s\rh  uns  den  Coeflizienten  p ,  p',  p"  oder  p ,  p',  p"  des  obem  oder  untern  in  (31.  enh 
hollenen  Gleichungspaars  der  Geraden  auf  die  oben  angeze^le  Weise  mittelst  der  GMflbwigan 
(26.  a.)  und  (26.  b.)  beflnanen  laasett  fitr  irgend  zwei  bosUmmle  Woillia  jüf  pal  ^;  ao.ip^ 
in  Folge  der  OMchnngnn  (4)  nnd  (&):  . 

I.=^--  l^<V4=<  6=* 

pi+i»'.*+pr-f»MC«»»w+tp.prcoBir+aLpipr«oaw"Äiq      ^ ....  (m.«.) 
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VMl  mfolg«  der  «HaMnng«!!  CM.  O  «m'  (»^ 

fl=H'     =        ''^H  ^=|J'   ^=^'  ^=|-' 

(a«.  Ik)   {  !>'  4- P"  +  P'"  +  2  j)  p  cos  W  +  2 p p"oos  W'+  2 p'p'cos  W  —  H\ 

Jade  der  dardi  q. ,    ,      und  q. ,    ,  q^'  eriiaHenen  1tichtnn|ren  kann  sowohl  iBe  etne,  wie 
mdcre  der  beiden  auf  der  Ekeoe  MNkrectilen  sein,  je  nRchdriii  man  für  ^«  und  H,  seinen 

einen  (uicr  iindfrii  Wfrth  eonoinmon  hat,  und  oben  so  kunn  jede  diM-  (hiirii  i| .  (]',  q"  und 
q ,  q',  q"  crhutteiien  Riciitungeii  sowoiil  die  eine,  wie  die  andere  der  beiden  in  der  Geraden 
Vegtmäem  Min,  je  Mtchdem  »an  nir  H  und  |)  geineii  einen  oder  andern  Werlli  gemmnen  hat; 
indessen  giebt  jede  der  beiden  auf  der  Ehcne  senkrecht™  Rtchtuncri'n  mit  jeder  d<'r  hvidon  in 
der  Geraden  liegenden,  doch  ioiiner  nur  entweder  deii  spitzen  oder  stumpfen  Winkel,  den  die 
Cemde,  welche  doreh  die  GMehungapaare  gegeben  ist,  mit  der  Geraden  bildet,  welclie  senk- 
recht auf  <iiT  (luifli  die  Gldrhung-on  <:c;rrh<'iicn  Elicric  .sieht  unit  cinrii  Piinrt  mit  jener  gemein 
hat;  bezeichnet  man  daher  diesen  spitzen  oder  stunipfi-n  Winkel  durch  0 ,  so  hat  man  in  je- 
den FaPe  des  tat  enlen  Abschnilt  gegebenes  dehAungiii       u.  nnd  b.}  gemäss: 

i«^  ».)     ,  C(W*=qq,  +  q'q;  +  q"q"   ond   CMds=qq,  +  q'q;+q"q;' 

«der,  wenn  man  an  die  SleOe  der  FnjeolionnaUen  ihre  dnrdi  die  mt  cnicr  Zeile  itehendca 
Glelebingen  (31  a.^  nnd  (34.  b.)  gegebenen  Werfhe  seilt: 

CW*k*)  H^.cosö=pp.+p>:  +  p"p:'    nnd   ^  H.eosÖ  =  pp,+ p'p;+p"p;'. 

und  es  kann  in  ji'iIiT  ilii'srr  Glcichungrn  lur  silIi  f  clx'n  sowohl  ilcu  spil/t-n  vm'c  dm  stirmpfcn 
der  eben  angegebenen  Winkel  vorstellen  mtlssen,  je  nachdem  man  aus  ilinen  für  rose^  eine 
poflUtve  oder  negative  Zahl  «nffindeb  MuU^iUdrt  man  die  Jetaten  beiden  auf  derselben  ZeÜe 
stehenden  Gieickungen  mit  eimuidert  se  geben  sie: 

fw.  +  H  ^  H.  ^.  cos  V = (p  p, + p'p; + p'>;')  cp  p. + i^-fi + ^-j?) , 

in  welchen  von  ilcn  doppelten  Vorzciclum  das  obere  oder  untere  jjenonimen  werden  muss,  ji* 
nachdem  in  den  beiden  Gleichungen  (ß5.  b.}  0  einen  und  denselbca  Winkel,  oder  iu  der  einen 
den  spRien  und  in  der  andern  den  simuplen  vemisleaen  hat,  vaa  hn  Grunde  nichta  andet* 
sagt,  als  dass  in  dieser  letzten  Gleichung-  von  di  ri  iloppetten  Veneicbcn  daiifenige  genonmen 
werden  muss,  wodurch  coa'tf  eine  positive  Grösse  wird. 

Tfnmtt  man  fflr     nnd  H»  sowohl,  als  Ar  H  nnd  ^  rrar  ihre  positiven  Werlbe,  so  ist  der 
Gleichung  (^  k)  gemlss 

+ H, = p,  p. + p;  -f- p;>;' 

und  den  Gleichungen  (27.  a.  und  b.^  ^nii$.s$ 

iH^=p»)+py4-p'>", 

und  man  hat  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  p,,  pö,  p^'  ond 
^»  V.»  oder.p,  p',  y"  md  i»,  p',  p"  n  gMch-  oder  gegenliia«^  Riehlugen  gehören, 
wonns  folgt,  da» 

H,  ^  H  =  CP.  P«  +  Pi  ^»  +  P«  *>•')  CP  P  +  P>'+  P"P") 
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Ift,  wd  da«  USum^UMma^h»  obere  Venelobai  m  vtämmn  M,  tvem  eowoU  <|, ,  q; ,  q;' 

ud  4» ,  ,  4«'«  als  q ,  q',  q"  und  q ,  q',  q"  entweder  beide  Male  zu  eineriei  oder  htüde  Maie 
zu  geiBrcnliiiififfcn  Richtungen  nUiren,  daas  hü^egen  das  untere  Vorzeichen  in  ihr  gesetzt  wer- 
den muss,  wenn  die  einen  von  diesen  Projectionnahlen  gtcichlaiififcc,  und  die  andern  gegen- 
VMge  Mcktungeii  fai  rieh  aufnehmen.  Da  nun  in  dem  einen  Falle  die  beiden  in  den  Gleichun- 
goa  (35.  a.)  mit  0  bexpichnfton  \Miiki'l  difisellifn,  im  imdiini  Falle  Hbor  Nebenwinkel  sind,  und  t  • 
in  den  gleichen  Fttlien  das  obere  oder  unlere  Vorzeichen  in  der  Gleichung  t35.  c.)  zu  stehen 
komnt,  M  wild  diete,  wem  mm  in  sie  Atr  ^«1^011  «ein«  eben  amg«gAen«R  Wertb  ei»'  '  ' 
•ettl,  in  jeden  Faltoi 

Sind  sowohl  die  coinbiiiirtcn  Gleichnngen  der  Ebene,  al»  die  conibinirten  Gleidiurigspaaro  der 
Geraden  niiilisi«  ,  Air  weldie  nun  den  ebigea  Betrachtmgen  zur  Folge  sowohl  Hi5=.^,'a]s 

H  =  ^  hat,  so  wird 

p.  p + pi  v'+  pi'p"=  p.  p + p'+  p;'p", 

wie  sicli  diMi  Gliidiungeti  (3Ti.  k)  ergiebt,  weil  in  diesem  Falle  H^,  =  ^H«  ist  and  zu- 
gleich f  Iii  tlineu  beiden  einen  und  denselben  entweder  spitzen  oder  stuaipfen  Winkel  vorst«Ut; 
dedulb  knm  die  GIdcbmf  (ßi,  wwa  die  bi  (ßl.  •.')  lOwnU  ib  bi  (31.  b.J  gogebeaen 
iiIdMie  sbid,  MKk  bi  jeder  der  sw«i  nachsleheaden  Ponua  geechrieben  werden: 

co.'tf=-  --  Cp.r+p:y4-p:yT  j 

■ .  (p.p.+p.p.+pi>0(pp+p>'+p  'p"j  f 


(pp.+pV.  +  p"p;7 


\ 


■  Cp«  p» + p«Pi + p.>»  j  (p  p + p'p'+  p"p"J 

Hat  man  den  Winkd  f ,  den  eine  ven  den  bdden  in  der  Geraden  liegenden  Richtungen 
mit  ciruT  \on  den  beiden  auf  der  Ebene  senkrechten  Richtungen  bildet,  gefunden,  so  arhiitt 
man  dumus  leicht  den  spitzen  Xcigiinn-sulnki  l,  il«  r  z^^i^(Iu•n  der  Geraden  und  der  Ebene  stnlt 
findet;  dieser  spitze  Neigungswinkel  ist  n>iiidich  sletj>  der  positive  Unterschied  zwischen  li  und 
einem  redilen  Wbdtel,  wobei  mn«  den  Winkel  f ,  wem  er  qnta  ist,  von  rechten  Winkel,  Ma- 
gegen  den  rechten  Winkel  von  6  abzuziehen  hat,  wenn  dieser  lelztcre  Winket  Slunpf  ist. 

Wild  costf=:0,  welches  gcscliiehl,  wenn  entweder 

pp,-f-p'p;+p  >;'=()  oder  ^»p,  +  p'p',4-P"pr— (OT.) 
ist,  so  ist  0  ein  rechter  Winket,  so  wie  umgekehrt  die. Bedingungen  (^37. j  noihwendig  crrilllt 
Sehl  nltasen»  wem  9  cbi  reeMer  Wbikel  ist;  daber  enOlit  Jede  der  Bedlngnngen  037.)  <l» 
Kennzeichen  in  sieh,  dass  die  durch  die  Gleichiingspaar"  [r'  ;r<'beno  Gerade  senkredil  auf  der 
Geraden  steht,  die  senkrecht  gegen  die  durch  die  Gleichungen  gegebene  £beuc  gestellt  ist} 
oder  dsss  die  dndi  £e  Glefebniq^spSBre  (31.  b.)  gegebne  G«nd«  entweder  punlld  nril  der 
durch  die  Gleichungen  (31.  a.)  gegebenen  Ebem  läuft  oder  in  ihr  liegt,  WM  mit  den  (33.  kmd«.) 
gefundenen  Bediogmgen  im  Einklang  steht 

Wtad  fle«*f^l  oder  oos9=:ti>  so  ist  e  entweder  nidl  oder  sweicn  Rechten  gleich; 
in  beiden  FiUen  Knft  «her  die  dmh  dte  Gleichun^spaarc  gegebene  Gerade  paraBel  ndt  jeder 
von  den  «wei  HichttmL'pn,  wdchc  sen^refhi  «uf  der  durch  die  G!eie(iiinjr»'n  !Tr>Lr(.benen  Ebene 
Stehen,  oad  steht  luiUiui  selber  senkrecht  uul'  dieser  Ebene;  daher  hat  man  als  allgemeines 
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Itmieiebn»  *m  «•  «hrnh  «e  fllddHiiyii  (31.  «««ebeM  Bbeoa  Md  di»  doM*  die 
OeKhinigaiMH«»  (31»      gugflbene  Genri«  fmkroclu  auf  einander  stdien: 

weldies  bei  lauter  nächsten  Gleichungen  und  GIcichungepaaren 
oder  weh 

CM.«.)  (p.i».+p:»>;+i;ripoo»»+pv+p"p'o=(pp.  +p>;+p''i>;'y    " . 

wbd.   Dieid  Kennzeichen  kann  bui  auch  in  der  ungleich  einfachem  Form: 

CMk)  »».  :  »>'.  :  p;'  =  t>  :     :  p"    oder    p,  :  p',  :  p;'  =  p  :  p' :  p" 

aufslenen,  welchem  sich  leicht  aus  den  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen  ik}  und 
(34.  b.}  herleiten  lässt.  Auch  lassen  «ich  die  Fonnen  (38.3  und  (39.),  wicwobl  nkhl  ohne 
didge  Sdiwieijgkeil,  in  dnaiMler  flberfiUureik 

Bs  veidieMl  nocb  heMMden  herrorgebolMii  m  «eiden»  dnat  alle  hi  dieaer  IVnnuner  eriial- 

tinti  II  Ffirrnrln  \hV:\<z  rfii-  ^r'rii-'irn  til"il)cn,  (Iii'  f.hmf  inag  durch  die  combinirten  Gleichungen 
von  der  Fonii  (!.}  oder  (3.)  g«>gt'bt'n  min,  und  die  Gerade  mag  durch  comhtnirte  Gleichnngs- 
imare  v«ni  iigend  etoer  der  dnl  b  (20.  a.)  und  (20.  b.)  «der  ven  irgend  efaier  der  drei  tat 
(22.  a.)  and  (22.  b.)  stehenden  Formen  gegeben  seht,  so  dass  also  di^  vorsleheoden  Wmkd- 
bestimmungen  s\c\&  völlig  die  gleichen  bleiben,  in  welcher  der  angezeigten  Fonnen  auch  die 
Gleichungen  der  Ebene  und  der  Geraden  genommen  seia  mögen,  vias  für  den  unonterbroche- 
>  acn  Gang  bei  svkhen  Besthmniuigon      groner  Bedeutuig  iaL 

iOO)  Zwei  reo  efaiander  venwldedene  Gerade  Uanan  aidi  entweder  in  einen  Phnde 

scliiK'icirn  iintl  <!iiTin  liegen  beide  in  einer  und  diTSflbon  Hhrn<',  oder  es  lUsst  sich  in  endlicher 
Feme  zwar  kein  Punci  angeben,  der  beiden  gemein  wäre,  aber  es  liegen  deniuifeacfatel  beide 
in  einer  tmd  deneAen  Bbene,  tai  wehbe«  Falle  afe  mit  dnander  paradd  lanfen,  «der  endRcb, 
es  liegen  beide  nicht  in  einer  und  deradben  Ebene,  wo  sie  dann  weder  sich  schneiden,  noch 
mit  fimindcr  pjirHlIcl  imiffn  kiinncn.  Wir  >volUa  nun  sehen,  wie  sich  dieses  (Irüiffirhf  N'crhal- 
ten  zweier  Geraden  gegen  emiuidur  aus  den  Gleichungspaaren,  wodurch  diese  Geraden  gege- 
ben werden,  erltenneii  Msit;  ea  ad  daher  die  dno  Gerade  daich  die  oonbüdrteB  Gldchiinfi- 
paare 

i  p,x'— p;x=p;'  mit  p,x"— p;'.\=:r, 

CMwa.)   {  ud 

lfc«'-p;n=«K:  mit  h«"- 

«ad  die  andere  Gerade  dureh  die 

,px'^p'x=r    mil  pjt"— p''x=sP' 
(M.  M   I  und 

p'u  =  T  mit  i>u"~p"u  =  H}' 

gegeben,  wddie  SlnunHich  vo«  der  ersten  der  drd  in  (20.  a.)  und  (20.  b.)  aufgesleflten 

Form  sind,  so  wird  dif  Uiilersechang,  welches  von  den  so  eben  angegebenen  dreifaclufn 
Verhalten  zwischen  d^  beidett  gegebenen  Geraden  obwaltet,  von  der  AuLsachuni^  der  bcsoo» 
dem  Werthe  «usgeban  mtase«,  wdahe  flir  x,  x*,  x"  odnr  u,  u  ,  u  gestrizt  gleichzeitig  dan 
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Qendm  fMriifMi,  fai  inM  fie 

welche  gleichzeitig  die  beidn-lci  Gleichuiürspanre  wahr  machen,  solrhen  Puntten  angehören 
kdmeo,  in  deoea  sich  die  beiden  (k^ndeq  schneiden.   Am  den  Glaicbungspaaren  der  ontot 


^  I* 

aus  den  Gleiehun^iipaarea  der  MHtem  CI«Mdeo: 

X  =  — ~—   und  *  =  — -f^ 
?  r 


U=  - — '   lind    n  —  , 

P  » 

wobei  mati  itisbt sondere  auf  den  rinsliiiid  .s<'iii  Atipeninerk  hin  zu  ric-hCcn  hat,  (liiss  da  die  For- 
men, in  welchen  die  Glcichungitpaare  (^40.  a.  und  b.}  gegeben  sind,  nie  gcslallcn,  das»  ein« 
von  dcB  GrSMen  p^i  »■  i  P « 1»  "»H  ^  ■>»■  flir  «He  die  raf  den  IMw  SeReii  der  GMchmgen 
(41.  8.  und  't'hcnden  Conrdinntrn  stets  vfllliff  bestimmte  und  endliche  Werlhc  erhalten 
werde,  wekhe  endliche  W  erlhc  man  auch  den  auf  ihren  rechtes  Seilen  befindlichen  CoonUnateo 
X  md  a  beilegen  mag.  SoDm'inm  Mdif  Conide  einen  Puiet  «It  etiumder  feaiefR  haben,  m 
innss  sich  ein  Werth  ftir  x  oder  ii  anei  l>t  n  lassen,  welcher  für  .x'  und  x"  odi'r  für  u'  und  u" 
den  Gleichungen  C4f.  a.}  zur  Folge  Werthe  giebt,  die  zugleich  auch  die  Gleichungen  (40.  b.} 
wahr  machen,  oder,  was  anf  dassdlbe  Unatisltfur),  die  filr  diesen  Werth  von  x  oder  n  aus  den 
Gleichungen  (41.  b.)  sieh  ergebenden  Wcrihe  von  wd  x"  oder  u'  und  u"  rfiUssen  zugleich 
auch  die  Gleiihuniren  (40.  u/)  >valir  machen.  Setrt  man  aber  (iie  Werthe  von  x',  .\"  oder 
u',  u"  aus  den  Gleichungen  (_41.  a.Xin.<li6  C^-  ''0  *^  denen  (41.  b.}  in  die  (40.  a.J, 
Mft  in  efnen  wie  im  andern  FäDe: 


Op'.-p.p')«=i»»'"-p'i'  ™«  Cpp:-p''pO«=p.p'-p':) 

io  yie  f   (M. «.) 

wul  e«  nMMten  die  beiden  auf  einerlei  Zeile  »lohenden  Gleichungen  glcicloeilig  durch  den 
Ihigichen  Werih  z  oder  u  wahr  fenuwlt  wvtdea  Sollen  aM  aber  dieae  beiden  GMdMnget 
nicht  widerspreche  und  dadurch  die  l^nmdglicbkeit  eines  Dnrchschnillspuncles  der  beiden  Ge- 
raden an  drn  Tn^  legen,  so  möMten  beide  X  odcf  B  aoC  di««elbe  Weaw  beHimimeo,  welobeo 
nur  daiiH  der  Fall  is>l,  wenn 

■  (p  p.'-  p'  p.)  (p.  p"  _  p  PH = (p  p;  -  p'pO  (p.  p'  -  p  p;)  j  ■ 

ErflUIen  die  Gieicfaungspaare  (40.  a.  und  h.),  wodurch  die  beiden  Geraden  dartre.sielit. 
werden,  die  Bedingunpren  (42  h  ^  nicht,  so  haben  diese  Geraden  weder  in  endlidier  mu  h  in 
unendlicher  Feme  einen  i'uucl  uut  euuuider  gemein  und  iiegcn  daher  nicht  in  einer  und 
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derselben  Ebene;  crrullon  aber  Jone  GliMdiiiiiirspaare  diese  Bedinguiigcn,  so  lasst  sich  aus 
dco  suf  einer  Zeile  slehenden  beidea  Gleichungen  (42.  «.^  Air  x  oder  u  ein  und  derselbe 
Werth  herholen,  zu  den  bhranf  die  Gldclniiigen  (41.  oder  b.)  die  nigohori^re«  WeiOie 
x',  x"  oder  u',  u"  finden  lassen,  von  denen  dann  du-  x ,  x',  x"  oder  die  u ,  u',  u"  eineir 
Durchsclinittspunct  der  beiden  fieradcn  an  die  Hand  gibeii.  »ekhcr  in  endlicher  Feme  lie^, 
irean  alle  drei  Coordinatcn  endliche  Wcrtbc  annehmen,  hingegen  von  der  Coordinatco^itzc  sich 
'  '  '  nneiHiUcli  weit  entTcmt,  $o  wie  eine  von  diem  drei  CoordiRaten  einen  mendUcli  groMen  Wecfh 
(-rliiilt.  und  in  jeden  ili«ser  Flll«  liegen  die  beiden  Geraden  In  einer  und  der- 
selben £booe. 

Da,  wo  die  Bedingungen  (42.  b.}  von  den  gegebenen  Glekhaitgspaare  eifHH  wnfden,  und 
'  (liidun-h  das  Dasein  eines  Durclinitlspunrtos  der  beiden  Geraden  in  endlicher  oder  in  unendli- 

cher Feme  zu  erkennen  geben,  kiHiaen  die  diesem  Dnrrh<>chnillspunole  entsprechenden  Coordi- 
nalenwcrihe  in  sehr  verschiedenen  Formen  sicii  kund  gi-hcn,  weldie.  ntther  zu  kennen  dem  ana* 
Ijlisclien  Geometer  in  vielen  FiOen  Nolh  dnl»  waswegeo  wir  sie  einaeln  dnidiffeben  werden; 
L  lal  von  den  Fadoreo 

(  PV'^  —  V'P"  ""'i  i»i>i  — p.p'  , 

(411,       ]  oder  von  denen 

/  VI?;'— und    PK  — p.u' 

weder  der  eine  noch  der  andere  null,  so  crludt  man  zunächst  für  x  oder  u  aus  den  Glcicliun- 
gen  (42.  a.)  nad  sodann  Itii-  x',  xf*  oder  o',  n*  ans  den  Cteichangon  (41.  a.*)  und  (41.  b.)  je 
zwei  Werlhe  von  völlitr  fu  slimintfr  und  endlicher  Gross i\  welche  cinnnrfcr  gleidi  wcrdi-n.  «cnu 
die  Bedingungen  (42.  b.)  durch  die  gegebenen  Gleichungspaare  erfüllt  sind»  und  dann  auf  ei- 
nen Dttfduduiillqmnct  der  beiden  Geraden  inunihrGn,.  der  in  einem,  «ndüchea  A)ülande,  von 
der  CoordlnalenaiiUae  an  einer  beillaunlen  Stelle  dea  Rmuhm  )ii^ 

U.  Sind  uhvr  die  lirldrii  siir  einer  Zeile  stellenden  Facloren  (43.  n/)  u'*'i«  ''loiliy  nnil,  WO 
dann  die  fiedingung  (42.  b.)  von  selber  üidt  erfültl,  und  ist  von  den  Faotoren 

fp.F— pP;-    und  |>,F— pp; 
CM*M   1  oder 

keiner  null,  so  können  die  Gleichungen  (12.  a.)  nur  fiir  solche  Werlhe  von  x  oder  u  besle- 
beo,  deren  Gntsse  alles  Maass  biierschreitet;  ein  ao  unendlidi  gross  gedachter  Werth  von  x 
oder  n  berriedigi  indessen  inmar  gleidmeü^  die  a«r  etaer  Zcflt  alaliandeii  beiden  GMcbwigon 
und  flihrt  zu  einem  Durchsdinittspunclc  der  beiden  Geraden  hin,  der  in  einem  unendlich  gros-t 
»rn  Abstände  von  der  Coordinatenspitae  liegt,  weslvlb  nnter  soidien  Unutünden  beide  Geiada 
paralici  mit  einander  laufen. 

DI.  bl  hingegen,  vrjflurend  die  beiden  anf  efaier  Zeile  stehende»  Pbcloren  (4$.  a.)  gteidi- 
seilig  null  sind,  zugleich  auch  einer  von  den  auf  derselben  Zeile  aldienden  Factoren  (43.  b.) 

•  null,  während  der  andere  einen  von  Null  verschiedenen  ^Verili  lif'ütll,  so  wird  eine  von  den  Gleichun- 

gen (42.  8.}  durch  jeden  Werlli  von  x  oder  u  befriedigt,  wahrend  die  andere  auf  derselbe  Zeile 
alebende  nar  dnreb  einen  unendlfeh  grosaen  Werib  von  x  oder  a  aalHeden  fasleBl  wird,  wal» 
eher  li  lrlerp  dann  auch  zufleieh  als  der  erstem  Gleichung  genügend  anzit^pfii^n  i^t,  tinfl  wii^- 
der  auf  einen  unendlich  weit  entfernten  DurchsoboittspanoL  der  beiden  Geraden,  d.  b.  auf  dem 
panllale  Lag»  hinwaisL  ^ 
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IV.  bt  fcner,  wütoremi  de  bcUai  nf  etiler  Zefle  st^n^  Faeloren  (43.  a.)  srlc)(^l»c^ 
wU  sind,  zugleich  auch  Jeder  von  den  auf  einer  Zeile  stehenden  Fadoren  (43.  b/),  dif  PriH  • 
jecüonszahlcn  von  derselben  Art  in  sidi  tmeon,  null,  so  wiril  i<  <!(<  der  auf  einer  Zeile  stehen- 
den Gleichungca  (42.  a.)  von  derselben  Art  durch  jeden  Werth  vuii  x  oder  o  befriedigt;  man 
ÜMifll  daher  jeden  Fand  der  ciMB  Ceniden  sugjleidi  ndi  de  «iaen'FiiDet  der  emdeni  Gendea, 
and  diess  zeigt  an,  dass  in  diesem  Falle  die  beiden  Geraden  in  einander  lie^on. 

Y.  Noch  kann  der  Fall  eintreten,  dass  von  den  auf  einer  Zeüe  sichenden  Factorcn  (43.  a.} 
mir  der  eine,  nicht  aber  auch  der  andere  null  wird,  und  dieser  Ümstand  giebt  da,  wo  er  vor- 
hamalf  nieder  einen  Durdwchnitlspunct  der  Iwidea  Genden  in  endlicher  Feme  zu  erkennen, 
voransüfesetzt,  dass  die  gegdltenm  Gtetchangspam  der  iwel  Geraden  der  Bedingung  (42.  h.} 
genügen;  denn  ist  z.  B. 

ppÖ— PtP^sO  »nnd  niebt  >ppi— -pbP'ssO, 

so  verfingt  dne  Benlehen  derjenigen  Bedingung  (42.  b.).  In  wetdwr  db  MMefen  Frajedinn*- 
laUen  voriionnnen,  dun  ^  "  ' 

sei,  dann  aber  wird  die  zweite  der  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen  (42.  a.)  durch  je- 
den Werth  von  x  keMedlgl,  wihrend  die  orrie  nuT  imOben  Zefle  eldiende  (Hekibung  (4S.  s.^ 

Hir  \'  ninrri  viillicr  bestimmten  Werth  von  endlicher  Grösse  liefrrl  D  r  nun  dieser  lelzlrre  Werth 
von  X  zugleich  auch  der  vorigen  Gleichung  gcnUgt,  indem  die»«  durch  jeden  Werth  von  x  bc- 
flriedigt  wird,  m  wird  nun  durch  ihn  auf  einen  Dun:hechnittS|nuKt  der  beiden  GemdM  fn  end- 
licher Ferne  von  der  Coordinalenspilzc  hingeHihrt  So  wie  sich  aber  dieser  Umstand  in  dem 
einen  hier  als  Beispiel  genommenen  Fnile  nachweieen  Uni,  eben  so  lAsst  er  sieb  auch  in  je- 
dorn  andern  solchen  Falle  darlhon. 

-    Bio     dteoer  Nnanuar  angeildtten  BelncUnngen  it|1nfen  slnnillleh  von  der  Vonnuselxung 

aus,  (lii<!S  jedes  der  GleichungspHare ,  wodureh  die  in  linlr  st i  tuenden  Gerarl -n  ri;<rgestelll  wer- 
den, von  der  ersten  in  (20.  a.^  oder  (20.  b.J  gegebenen  Forai  sei;  wrird  eines  oder  das  an- 
dere GteielMngaiiBar  in  einer  «ndem  dlSser  Fomnn  gegeb^i,  so  llidem  sieb  alle  in  dieser 
Hummer  eriiallenen  Ausdrücke  darnach  ab.  Es  ist  indessen  sehr  Idcht,  die  in  dieser  Nummer 
^wonnenen  Resultate  so  abzuändern,  wie  sie  werden  müssen,  wenn  die  Gleichungspaarc  von 
einer  andern  solchen  Form  gegeben  sind,  falU  nur  die  zu  derselben  Art  der  CoonSnaten  gO- 
bArigen  Gleichungspaare  beide  vnn  einer  und  defseibea  Flam  sind;  denn  so  wie  die  «weiten 
oder  dritten  der  gedachten  Formen  aus  der  ersten  durrh  eine  an  den  Aecenten  vorgenommene 
Yertausdiung  der  ersten  oder  zweiten  Art  hervorgehen,  so  mUsscn  sich  auch  die  Resultate, 
welche  Gleidmngipaaren  angehüran,  die  slnunlUdi  von  der  iweiten  oder  dritten  Form  sind, 
aus  denen  für  Gleichungspaarc,  welche  sämmtlich  der  ersten  Form  anirehiin  ii,  tjiTimdenen  durch 
die  gloiche  Vertauschniig  der  Accenle  eriullen  lassen,  durch  weiche  jene  Gleichungspaarc  aus 
diesen  hervorgehen.  Diese  einfädle  Merirtlnngsweiso  der  Resultate,  wekhe  an  andern  Formen 
der  Gleichungspaare  gohUNHI  ans  den  Resullalen,  wdcbc  vorhin  milgetheflt  worden  sind,  und 
die  lauter  GIcichungspaare  von  der  ersten  Furm  voraussetzen,  fillll  idur  we$f,  wenn  die  beiden 
Geraden  durch  Gleichungspaarc  gegeben  werden,  von  denen  die,  welche  Coordinateu  von  der- 
leOien  Art  in  sieh  enlhniien,  anf  veiwbiedene  Fotmen  sieb  beiidien.  Um  nichlB  nrOdinilassea, 
worauf  der  Rechner  kubesondeiB  filen  A«hl  sii'gclMB  bnt,  weidan  wir  ttadk  im  dridn  Go- 
binge  feigen  lasäen«  * 
L  83 
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101}  Nehmen  wir  an,  das«  die  eine  Gerade  durch  das  Gleicbnngspaar  von  der  ersten 

-  P.x'-|i;x=n'   mit  f.«"-p;'»=P'. 
(4M.a.)   l  <Mter 


fOfebe«  iil,  «rflurend  die  aadefe  Geiwle  dorch  das  GlddiUBg^pnar  von  der  zwetten  Ponn 

CM*  ftü)   I  oder 

I  J>'a  —   u'=  *4J"   mil   )p'u  "— p"u'=5ii 
gegeben  ist,  so  erhalt  man  aus  dem  crstcren 

C«a»«i)   <  oder 

^  P»  P»  ■ 


1         P  P 
CM*  li>)   <  md 

und  alle  diese  Werthe  sind  von  endlicher  und  völlig  bestimmter  Gru$t»e,  welche  emiliche  Werth« 
tun  auch  fiir  x  oder  u  und  fiir  x*  oder  «'  nelwiea  nug,  da  wedw  p*  aooh  wd  bImh«  we- 
der p'  noch  \!  null  sein  können.  Snticn  nun  die  beiden  Ger-ddün  einen  Punct  mit  einander  ge- 
mein bubon,  «0  nuts  es  für  x  oder  u  einen  Werth  geben,  wekber  mittelst  der  Gloichuogeft 
(45.  a.)  Wflftte  für  il^  x"  «der  »%  n"  Uerert,  dfo  nMnuMn  den  in  (44.  b.)  aufgcsteUlM 

Gk'ichurnreri  gt'iiüjfeii,  oder  mii-b.  es  luuss  sidi  Tür  x'  oder  u'  ein  Werth  nngelten  la!>.<>cn,  dem 
nach  Anleitung  der  Gleichungen  (45.  b.)  Wcrtho  von  x,  x"  oder  u,  u"  entsprechen,  die  in 
TetUnding  mit  jeoeM  die  deiehmigen  (44.  a.j  befriedigen;  »eilt  nm  aber  die  in  (45.  a.) 
■Mfedrtciriai  CoovdiMlen  in  die  Gleiofanigan  (^  ^%  m  findet  man: 

l(p.p'-PPi)«=P.F'+pK'   w»*  Cl»:p-P"PiD*=P.P-P'l^+P"P'; 

14«*  «•)   \  oder 

/    >)'  -  p  p.j    V.  T-r  \)  HJ;'  und  (p;'p'_ri);)  n=^>.  H-« -i + \>"  w , 

nid  setit  man  die  in  (45.  b.}  auirgcdrih^ten  Coordinaten  in  die  Gleidutngcn  (44.  a.},  so  er» 
Ult  man: 

i(p.p'--ppi)x'=p'p;'+pir  «ad  (p*p"-p:p)*'=p?r+p'K-p.F 

CM.»0   \  o^ 

/c».p-»pO«=>»''Pi'+pir  ««d  (p.p''-p;'Ott'=«ii'r+p'tp;-fr?p- 

Diese  letztem  Gleichungen  geben  ra  verstchpn,  dass  die  beiden  Geraden  nur  dann  inrn  Panct 
mit  einander  gemein  haben  können,  wenn  sich  entweder  aus  den  beiden  in  (diliü  a.])  enthalloDMi 
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Ihr  z  o4«  u,  ote  au  dctt  Min  ia  CAÜ.  b.)  cilMtaMi  anf  «te 

Werth  ergif  bt.  Die  Bcdingunur  aber,  dass  dieses  Erfordenin  v«riuMl«l  Mi,  Unk  lieh  ia  bet- 
dflfl  Füllen  auf  <lir  folgendp  eine  Fonii  brinj^en: 

Cp.p  -p[ü(p.i'  -p'  v',)  =  \>J'"  Cp'p'.'— p'W+p'P'.'  Cpp^— p"pO) 
«der  '   

(p. V'-  p  pi)  cp,  -  v  w*)=v* w  (p'p;  - p>;) + p   cp  p;  - p >.) ^ 

und  ihr  l^'icliterflUltscin  zeigt  an,  das«  die  beiden  tienuieo  keinen  DurchscbniOspiuicl  weder  in 
endlieher  noch  ia  vaendUcber  BallBnauif  haban  intl'-daber  aldil  ia  efemr  and  deraeflwn  Ebeae 

licgfcn,  wird  sie  hinge^^fcn  durch  dio  Gleichungspaare  (44.  a.  und  b.}  errülll,  so  haben  die  bei* 
den  Geraden  dnen  lernet  mit  einander  gemein  und  Heften  daher  in  einer  und  derselben  Eltenm 
Ob  dieser  Darchschnillspunct  in  endlicher  Entfernung  liege,  d.  h.  sich  in  völlig  bestimmter  Weise 
angeben  lasse,  oder  ob  er  in  oneBdiich  grosser  Ferna  liege,  und  dann  sein  Ort  sich  nicht  durch 
ConnHnnffTi  von  endürhiT  (TrHssp  angThen  lnsse,  so  iric,  (ih  nur  ein  rinziri-or  solcher  Ptirch- 
schnitlspunct  zwischen  den  beiden  Geraden  vorbanden  sei,  in  welchem  1-alle  sich  dieselben 
admeidea,  «der  ab  awiachea  den  Geraden  mcbrere  aokhe  DonAichniHapitaela  atatt  lladen,  wo 
dann  beide  in  einander  üi  ccn,  Jus  alles  lif.sst  sich  ans  den  nieiehungon  (46.  a.)  oder  ( 4fi.  b.} 
gerade  so  beortbcilen,  wie  es  in  der  vorigen  Nummer  den  dortigen  Gletcliungon  (42.  a.)  gc- 
Min  von  t  bi»  V.  gaachohcR  iat,  wesbalb  wir  es  Ider  aidit  aoch  cbmud  ni  wiederiiolen 
brauchen. 

Es  bleiben  zwar  bei  unserer  gegenwärtigen  Betrachtung  noch  die  Fälle  tibrig,  wo  die  bei- 
den Geraden,  anstatt  wie  in  (44.  a.}  und  (44.  b.}  durch  Gleicbungapaaru  von  der  ersten  und 
zweiten  Fonn  gegeben  zu  sein,  in  der  ersten  und  dritten  oder  in  der  zweitea  «ad  dräten  Foinl 
vork:i:iH  n ;  indessen  lussen  sieh  die  duliiri  f[eliiiriireii  Resultyle  iius  dt'>nen  in  gegenwärtiger 
Iilumiitcr  gefundenen  immer  ganz  einfach  durch  eine  an  den  Acccnton  vorgenommene  Yerlau- 
aebang  bei  dea  GrlSaaen  desjenigen  Gleiebangspaarea,  daa  von  einer  aaaea  Fana  iil,  eibaitoa, 
welclic  Vertauschuntr  sfets  von  derselben  Art  sein  niuss,  wie  die,  wodurch  die  neue  Fonn  aus 
der  vorigen  zweiten,  deren  Stelle  «ie  vertritt,  hervor  gehl,  und  die  dahw  bald  von  der  eratea» 
bald  voa  dar  tweilea,  baU  aadi  von  der  driHea  Art  ward  aela  nOiNB. 

102)  Will  man  aus  den  coaibiairten  Gleichungspaaren,  wodurch  zwei  Gerade  darge-stelit 
werden,  die  nrrisse  der  finden,  welche  zwischen  diesen  beiden  Geraden  stall  fmdel, 

so  kann  diess  immer  leicht  auf  folgende  Weise  geschehen.  Bezeichnen  nämlich  q, ,  q, ,  q^' 
di«  acUefen  oder  4. ,  4|( ,  dfe  aeakrechten  ProjecHonssaUen  von  ataier  aiil  der  erslea  deich 
Gleichungspaare  von  einer  der  Fnniien  (20.  a.)  oder  (20.  b.)  gegebenen  Geraden,  wobei  die 
in  den  Gleicbung^paaren  voikoinmetiden  CoeOisientea  p«,  p^,  p^'  und  p,,  p^,  sein  sollen, 
panJIelefl  Rlcbtmig,  and  ebenso  q ,  q',  q"  <Bo  aeUeren  vad  q ,  ti*,  if'  die  sefdntchten  Projee- 
ÜonszHiden  von  einer  mit  der  zweiten  durch  Gleichungspaarc  von  einer  der  Formen  (20.  a.) 
oder  (20.  b.}  gegebenen  Geraden,  wobei  die  in  den  GIcicbungspaaren  voiiu>nunenden  t^oeOi- 
zieaten  durch  p,  p',  p"  oder  p,  p',  p"  vorgestellt  werden  sollen,  paraHalea  Riditung,  so  bat 

(M  a.3  und  C26.  b.) 


g_q, 


1=^'  1=*' 

5-^'  j-r» 


CM.«,) 


(««•  «•! 
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«Wut  H.  nid  H  md  ^  ZaMen  vomMIoi,  wddw  4mA  die  mctedwiidwi  OMelHpgwt 
bettinnit  werden: 

oder 
ond 

P'  +  P"  +  P'"  +  2  p  p'cos  W  +  2  p  p"cOB  W'+  2  p'p-'co»  W"=ir 

oder 

UQ(I  dabei  künucii  den  dortigcu  Betrachtungen  zur  Folge  sowohl  q«,  qö}  uitd  <i,t  ^'t 
wi0  4 1  «l't  4"  und  4 »  <t'*  4^  gleichlMKfi|reii  oder  fegonUafigen  Ri<ililii]ig«n  ingehdren,  je  mehr 

cit'ni  bei  positiv  genommenen  H, ,  S^o ,  H  und  ^  die  Vorz.cirlion  in  den  beiden  Gleichungspaa- 
rea  gicicluutig  sind  oder  jüclit  Da  indessen  jede  vua  den  zwei  gegenläufigen  zu  der  einen 
Gendcn  peraUden  Richtungen  üi  Vcrbindgng  mü  jeder  der  nrei  gegenläufigen  zu  der  andern 
Geraden  parallelen  Richtungen  den  spitzen  oder  Stumpfen  Winkel  bildet,  wodim  Ii  liii-  Ni  i^'uii^ 
<kT  Ix'iden  Geraden  gegen  einander  angezeigt  wird,  su  ist  stets,  wenn  wir  diesen  Winkel»  er 
mag  als  spitzer  oder  stuniprer  sich  zu  erkennen  geben,  durch  0  bezeichnen: 

t4Ä.  «.)  «0H?=qq.4-q'q'.  +  q"q;'   und   coi*5=qq,  +  q'qi+q  "q;'. 

oder  wenn  uuut  an  die  Stelle  der  ProJcctioonaUen  ihre  duwh  die  Cttelchungen  (47.  a.}  gege- 
benen Werthn  Mtil: 

H^oos*=pfc+p'«+p'>:  iwa  *IUeo«*=pp,+  p'p;+p"pf. 

wo  indess™  in  jeder  dieser  Gleichungen,  linahliiltiffijr  von  der  zweiten,  0  sowohl  dcir  spitzr^n 
wie  den  stumpfen  Winlwl  zu  bedeuten  hat,  je  nachdem  man  aus  ihr.fttr  co»$  einen  pusiiivea 
oder  negativen  Weilh  olilüt.  Hnitiplkirt  man  die  beiden  Gieidnmgen  (48.  b.)  ndl  einander, 
fo  man: 

(«•.  «I  +H*H,^.co»'#=(pp,+p'j;  +  p''j)iOCl»l^+»'pi+l»''l»r). 

und  in  dieser  inuss  von  drn  tlojiprlten  Vorzeichen  das  obere  oder  iinlcn'  gcnontmen  werden, 
je  nachdem  in  den  beiden  >  origcn  6  einen  und  donseliieu  Winkel,  oder  in  der  einen  den  spitzen 
vnd  in  der  andern  den  stumpfen  Winkel  vonusteOcn  hat,  waa  im  Grunde  niehla  anden  nfjl^ 
als  dass  in  dieser  letzten  Gleichung  von  den  doppelten  Vei^eicfaen  daij«n%e  geoonmon  wer- 
den rmiss.  v\n«iiirrli  cns'i'  i'iiii«  positive  Grösse  wird. 

Miiniitl  uiuu  fiir  il«  und  JQ,  sowohl  als  Tür  U  und  ^  nur  ihre  positiven  Wcrthe^  so  ist  der 
GMfllnidg  (27.  a.)  <nr  Fdge: 

±Il»4^,=p.^+p;¥;+I!5'l^;  «id  iH^sp^+pv+pv, 

und  nian  bat  das  obere  oder  untere  VorseiolMn  M  admoi  hl  der  vordem,  je  nachdem 

q„ ,  <ü  '  <?'.'  ""'1  'Ic ,  n'.  1  qö  '»  der  hintern  Gleichung  aber,  je  nncluloni  q ,  q',  und  q ,  ^%  ^ 
gleich-  oder  gegenlHuligen  Richtungen  angehüren.    Ilicruus  Toi^rt,  ilass 

±  H.  ^.  H  ^  =  (p.    +  ji.  ?>;  4-  p,>, )  (p  j)  -i-  p>H-  fV) 
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ist,  nnd  Abss  man  in  dieser  Gleichung  du  aber«  NonnAtia  wa  neinu»  habe,  wie  die  Projeo» 
tionssahlen  q, ,  q^,  q^'  und  4.,  q'.,  q»  sowohl  als  die  q,'^^  4"  Md  4 q"  entweder  htÜB 
Male  irleichlikufigen  oder  beide  Male  |sregentaflfTiTt>n  Richtaogen  angehören,  Müiiit'iid  das  untere 
Vorzeichen  geaouuneo  werden  mu^,  wenn  <lje  einuu  der  g:«iuuuitcn  Frojectionszalilen  glcich- 
Ihitgfe,  die  andem  dber  i^eidlhilige  Ricktangen  In  «idi  inftn.  Da  im  in  deoadben  PUDen 
die  beiden  In  den  Gle^  Ii  in^i n  (AH.  a  ")  vorkoinmt  tutcn  Winkt!,  welche  durch  hf  /.olchnoi  wor- 
den sind,  entweder  dicseUicn  oder  Nebenwinkel  sind  und  es  davon  aUitngt,  ob  in  der  Glci- 
ckoig  (dB.  da«  «bei«  «der  «rters  Yoneichen  dn  rechte  ial,  ao  wnd  diese  Gtefchmif» 
ireim  man  bi  aift  Ar  n,^H^  leilMn  eben  anj^egebenen  Weilh  einaelsi,  in  jedea»  Falle: 


I. 


ti-  V.,  ^   V  +  p:  ff)  Cp V  +  w  +  p  >  )  *  ' 

.Üind  die  üleidiuntp^iir«  einer  jedcu  Geradeu  nadute,  wo  dann  den  obigen  Belradtfungen  zur 
FMge  gleiehieliig  11«=^  wd  H=:^  ist»  10  wird 

wie  aebon  der  bloso  Hinblick  auf  die  GIcichungcR  (4S.  b.)  zu  verstebon  giebt,  weD  in  dicseai 
Falle  H^,=  Hi,.5  ist,  nnd  tiigloich  0  in  ihnen  hfiffrn  finrn  und  denselben  entweder  spitzen 
oder  alinnpfra  Winkel  vurstdlt;  desshalb  kann  die  Gleichung  (49.  e.j,  ini  Falle  die  gegebenen 
Gleichangen'eihcr  jeden  Getnden  nMcbste  «iod,  «iKh  in  jeder  der  zwei  naehrtelicndeii  Fennen 
gegdien  werden: 

 Cp.y+p;^-+p';rr  J 

ip.i>.+  i'ip'.+pä\Ki'p-f-i'>"+py'j  [  . 

oder  V   iam»  M 

tp.p. + p;p; + p;>i'j  cpo + p>'+  pY)  '  ] 


Wird  eoa^sO,  wekhes  geicUebl,  wenn  cnlweder'. 

|i»l»+p; t"=:0  oder       + *; p'+  »Cp"=0  ^ßm»y 

ÜLf  ao  tat  ein  recbter  Winkel,  so  wie  umgekehrt  die  Bedingungen  (M).)  noihwendig  erfldll 
sein  müssen,  wenn  fi  ein  rechter  Winkel  ist  ;  diilu  r  eiitliSif  jede  dieser  Bedingungen  das  Kenn- 
zeichen der  senkrechten  Stellung  der  beiden  Geraden  gegen  einander  in  sieb,  in  dem  Smoe 
genomniea,  dasa  afcb  dabei  die  zwei  Geraden  nickt  an  darcbacfaneiden  bntuÄoi,  indem  der 
Winke!  0  Mos  den  zwischen  zwei,  iiiil  den  lieiden  Horaden  |iHrallelen  Bidlbuigen,  die  man  aüdl 
von  einem  und  demselben  Puncte  «u^iUuirk'nd  denkt,  bezeichnet 

Wird  cos*t>=:l  oder  costf=+l,  so  ist  $  entweder  null  oder  zweien  Hechten  ^icb; 
ui  beiden  FiUea  taufen  aber  die  beiden  Geraden  nrit  einander  piriillel  oder  «ie  liegen  in  cüh 
ander;  daher  ist  das  Kennzeichen  der  parallelen  Lage  zweier  durch  CHelctlling^panre  gtgebeaar 
Gemdcn  in  allgeniciiiüter  Weise  zufolge  d^r  Gleichung  (49.  a.): 

(i>n  p.  +  \u  vi  +  ?"  P") +  v'p'-r-  v"v")  —  Cp.  +  pi ^'4-  pö'  V'")  (p. p  -f   p'+  Pi'p")      <%lr  •>} 

und  diese  nmimt  in  dem  ludle  von  lanler  nucli&lea  condjinirten  üieiL'liuiigspaaren  culweder  die 


(p.^+pirt+K»i'>Ci^«»+pV+p'P')=(i?.»» +pi»'+Pi'P'7  CM.*.) 
oder  auch  die  Formi 
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(AI.  (p.  p. + p;  + p;  )  (p  p + p> + p"p") = p  4- 1»;  p+ p")' 

ML  DlMM  WMum  KettneMiea  der  funHelen  Lage  voB  swd  dordi  ooinbiairt«  GMobnf»- 
pmn  gvgdMMen  Oemta  lltil  «teh  i«f  di«  vinl  oUdMien  F«m 

bringen,  welche  EigcnthUiulichkcit  von  parallelen  Geraden  nun  auch  uiimiltelbar  aus  den  Gloi- 
cbungen  (25.}  aUeiton  kua.  Verglaicht  naa  die  liier  «rhaltencn  Formeln  aiit  den  in  Ifr.  91. 
mi  ia  Nr.  M.  gefaaideiusd,  »o  iQieraeiigt  mua  aidi,  da»  die  Neigung  zwischen  zwei  Bbcneii, 
zwischen  einer  Ebene  und  einer  (leriiden,  so  wie  zwischen  zwei  Geraden  durch  völlig  einerlei 
Gleichungen  ausgesprochen  wird,  welcher  Vortheil  indessen  an  den  ['instand  gebunden  ist,  dass 
die  Gleichungspaare  der  Geraden  in  einer  der  oben  angeordneten  Formen  (20.  a.  und  b.}  oder 
(22.  a.  und  b.)  aufgestellt  werden.  Ucbrigens  bleiben  die  in  diesen  Naauneni  erhaltenen  Re- 
sultate völlig  dieselben,  in  welcher  von  jenen  Ponncn  anch  die  GIcicbungspaare  der  Geraden 
gegeben  sein  mögen,  woraus  in  Verbindung  mit  dem  in  Nr.  99.  Gesagten  bervoi;gebt,  dass  die 
WinkeUieBlinHBinifen  State  dieedben  Meibeii«  waa  aneh  die  ¥am  aein  mag,  in  der  die  CSlei- 
chungspaare  der  riernden  gegolteri  sin  !,  so  diiss  also  jene  RUcksichlcn  iniF  die  Formen  der 
Glfitcbungtqpaare,  welche  wir  in  2ir.  i>b.,  iNr.  lÜU.  und  Hr.  lüi.  oehmcn  mussten,  uui  immer  das 
iimen  enlspreiAende  ridilige  Resatlat  angeben  nt  kttnnea,  nur  da  ndlbig  werden,  wo  ein  Darch- 
Schnill  zwischen  einer  Ebene  und  einer  Geraden,  oder  «wischen  zwei  Geraden  in  Betrachllllt^ 
kommt;  dann  aber  darf  dii-  jidi-snuiIiirL'  RUeksiehlsnahme  auf  die  Fonn  der  Clelchnnjr'JpHHre 
Dicht  ausser  Acht  gcUssen  werden,  weil  man  ausserdem  bcßirchtcu  niüssle,  dus!>  sich  Einzeln- 
lUle  den  Bettaebtaagea  cnliiehen.  Resultate  der  letstem  Art  aind  nnr  unter  der  Vorauiaelnuiy 
vüllij;  zuverliissicf,  da.^s  die  Fonn  der  Hieichnngen,  aus  welchen  diese  Resultate  geschöpft  WOr^ 
den  sind,  der  Geraden,  auf  welche  sie  angewendet  werden,  nicht  zuwider  ist. 

103)  Die  gietebe'  BerUclaichligttng  der  venetdedeaen  nOgUdMi  Poimcn,  in  denen  die 
GleichuRgspaarc  einer  Geraden  sich  geben  können,  hat  man  auch  da  eintreten  zu  lassen,  >vo 
das  Gleicbungspaar  fllr  eine  Gerade,  die  durch  besliuunl  gegebene  Funde  gehen  soll,  in  einer 
der  besondem  Formen  (20.  a.  oder  b.)  und  (22.  a.  oder  b.)  erst  aufgefunden  werden  solL 
Wollen  wir  z.  B.  dos  in  schiefen  Coordinatcn  ausgedruckte  Gleichungspaar  Rlr  eine  Gerade  an- 
geben, die  dureh  zwei  lieslimmle  Puncte  gehen  soll,  deren  schiefe  Coordiiuiten  ,  x',,  \','  und 
Xtt  xit  ^  sind,  und  legen  wir  dabei  ein  Gletchungspaar  \on  der  ersten  üi  (20.  a.j  betindli- 
chea  Fonn  n  Cfamde,  ilnlicli: 

pX'— p'zacP"  Mit  pX^'^p^xssF, 

9»  RnuH,  wem  der  Fuwl,  desien  acUeTe  CoonUnMen  Jd,  jC,  «T  tbid,  diesen  Gldebmigspftare 

px;-p'x.=P"  ntt  p<— p''x.=P' 

MbL  Qeht  anm,  w  P"  md  F  m  dfeninireii,  diese  Gleiehmgen  von  den  vorigen  In  der 
Ofdninig,  wie  sie  neben  einander  stehen,  ab,  so  eririUt  sunt 

CM.«.)  p(x'-<)-p'(ji-xO=0   mit  pCx"-iir)-p^C«-««)=0. 

und  hat  nun  ein  (iicichungspanr,  dessen  Gerade  durch  den  ersten  gegebenen  Punct  gehl.  Soll 
nun  diese  Gerade  auch  noch  durch  den  zweiten  gegebenen  Punct,  dessen  Coordinalen  x, ,  xi ,  x'i 
tlnä,  gehen,  so  was«  das  vontehende  GMiteng^Mr  ia  ErflOiaig-  gehen,  wenn  man  in  dem- 
aelbea  x,,  x«,     aa  die  Stalle  von  x,  i^,  xT*  sebt,  d.  b.  es  nniss  sein: 
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IHBbrirt  OHMI  Iber  mMUt  dteter  BeAitgongr  «u  dem  Gldolnngq)Mr«  (5S.     den  CoeffliiM- 

ten  p ,  welcher,  wmn  durch  dirsvs  nt(>irhungspMr  «iridkk  «{le  Ckmde  SOO  diffeMelll  WCf» 

den  kfinncn,  nie  null  s«m  darf,  so  fiiidel  man: 

(x— .v.}(a;  -^x;)"Cx'     x;)(.t,- V,)— 0  mit  (x— x,)Cx;'-<l  — (x" -xrK".  — x.):=0.  (M.  fc.) 

Dieaes  letztere  Gleicbutig«paar  »teilt  aun  zwar  im  AUgemeinett  die  verlangte  G«nide,  wdclw 
donh  H»  fwd  fvmt»  Z| ,  s! ,  xT  wtA  »  x«,  lAwtnrch  foht,  dv«  dwr  fn  betoadem  m» 
len,  wo  tr'^wiWlc  Form  sieh  mit  der  Lago  dtf><;fT  Punrtp  nicht  vcrtrajjl,  is<  f-;  illusorisch, 
und  stellt  in  W'ahriieit  keine  Gerade  nehr  dar.  Waren  s.  B.  die  zwei  gegebenen  Puncte  von 
der  beMndera  BtUtoiMSiBabeft,  daM  wm  x,=x,  MM»,  to  widHidalKn  ikk  dwlawfc  die  beidm 
«MtkusMi  (B8.  k)  In  die  dM: 

X  — x,=0, 

welche  nun  keine  Gerade  mehr,  sondmi  nur  noch  eine  Ebene  darzosIcUen  im  Stande  ist.  Nimmt 
mm  dier  n  den  Aceeatan  des  GMctongqiwue»  03.  b.}  dne  Vertansdinng  der  enien  Art 
vor  ^vndurch  es  aus  der  ersten  Feim  (Ml  «.}  fai  dfo  sweUe  Bhoigefthrt  witi  nnd  die  nch- 

stclioinle  Gestalt  annimmt;  '  ^ 

(x'— x;)(x,  — 3i,)-(x  -  x,Kx;~x;)=o  mit  (x'^x;)(x;'~xr)  ™.(x"— x;')(x;_xn=o,  (m.«.) 

ao  widerstreitet  jetzt  seine  Form  der  besondem  Bedingung  x,=:x,  nicht  mehr.    Wäre  aber 
noch  «HMcdem  Xi=3(t,  fo  «ilnle  lidi  «nck  dieiee  QMdmpfMt  wMer  «tf  irar  «in»  CU^  ' 
dnng,  ntailidi; 

x— x;=o 

muMaielien,  und  daher  eine  Gerade  darzustellen  nicht  mehr  ßhig  sein;  verwandelt  man  in- 
dessen dai  OeMmngspaar  (53.  irofches  von  der  ersten  Form  ist,  dadurch,  dass  man  an 
sein.  n  Acconten  eine  VertMBMiNmg  der  iweilen  Art  vornimmt,  in  eines  von  der  dritten  Feim, 

wodurch  es  wird: 

Cx"-x:')(x;-x;)-Cx'-x;)Cx;— xr}=o  mit  (x"~xn(v,-x.)-(x-x.)Cx;'-x;')=u,  i»».  ü-i 

so  vertrügt  sicli  nun  dessen  Form  mit  den  beiden  Bedinguugt;u  .v,=:x,  und  x;=x;,  welche 
mndicn,  daas  es  sich  venvmd^U  In:     -  . 

if— x;=30  m»  z— xisO  <M.tt.) 

nnd  so  die  verlangte  Gerade,  ^vdilic  durch  die  zwei  besondern  Punct«;  geht,  darstellt. 

Aehntlcb  gesliUlet  sich  der  Hergang,  wenn  das  Gleichtu^gspaar  Tür  eine  Gerader  aurgesucht 
werden  soH,  dfe  dareb  den  Pnnct  geht,  dessen  scbfefe  Coordinaien  x, ,  xi,  x"  sind,  und  mit 
einer  Richtung  paruUel  Unit,  deren  scbiefD  Projectionszahlcn  a ,  a',  a"  sintL  Wlfblte  man  nüm- 
Uch  fUr  dieses  Gleichungsftaar  die  erste  vnn  den  in  (20.  a.)  enthaltenen  Formen,  so  ßinde  matt: 

a  (x'^  x;}  -  a'  (x  -  X,)  ^  0    mit    a  (x"—  x^)     a"  (v  -  -  x,)  —  0 .  (M.  f.) 

Dieses  Gldfibui^spiar  wird  nun  zwar  im  AUgemeinen  die  verlangte  Gerade  darzustellen  im 
Slande  sem,  in  besondeni  Plllmi  aber  kann  es  ttberimopl  Mne  Gerade  mebr  darsteHen  mid 

gicbt  dadurch  zu  verstehen,  dass  seine  Form  sich  (lii\seiu  besondeni  FMo  nicht  mehr  anpassen  . 
kann.   Hätte  %.  ß.  die  g-eeefiene  Rirhtunrr  die  besondere  Eigtmsclmnf  dass  imi  ihr  •:=0  mtni 
so  z<>gB  sit^  obiges  Uleichungspaar  in  die  eine  Gteichong 


Digitized  by  Google 


IM 


jytaHsh.  II. 


zurück,  und  kann  mm  kfliaa  Gende  wehr  darstellen.  Nimmt  imui  aber  an  den  Accenten  des 
oLiiTcn  Gk'ichunt^spaares  eine  Yertau^chuog  der  ersten  Art  vor,  wodurch  M  «W  dar  enlca 

Vorm  in  tlii:  zweite  iiborgeltihrt  wird,  und  die  folgende  Gestalt  annimmt: 

«'Cx-sO-aCx'-x;)=o  Mit  t'(»r'-x:')-a"Cx'-x;)=o, 

w  Iii  M  jetzt  «He  Gcnde  dirnulelleii  iiü^,  weklis  4k  beMnim  Wdtaf ,  iroM  «=0 
wM^  IMiiUel  iHult.  Hätte  aber  diese  besondere  Richtung  noch  ausserdem  die  Eigeoschaß,  das» 
bei  ihr  nicht  blos  8=0,  sondern  auch  noch  übcrdiess  a'=0  isl^  so  ittute  man  die  erst« 
Fonn  durch  eine  Veriauschung  der  zweiten  Art  in  die  dritte  Fona  fiberfikren,  um  das  dci" 
dnagtpMr  nir  Darstellung  dieser  besondem  Geraden  flfl%  n  machen. 

Alles,  was  in  dicsrr  ,\iiiimuT  in  Bi-zug  auf  Gk-iiliunpspaarc,  in  denen  schiefe  Coordinaten 
und  Projcciionszahlen  auilreti*«,  gesagt  worden  ist,  gilt  ganz  ebenso  auch  da,  wo  Gleichungen 
veriangt  werden  nit  wnkrediten  CoonUnalm  «md  ProjeeliOMnlilaB.  Dabei  hnoi  sidi  die  bei- 
dLTSL'itigcn  Rosullale  t  iiifach  dadurch  aus  einander  ableiten,  dass  mnn  die  Grundzeichen  a,  x 
und  die  c ,  u  mit  einander  vertaoscbU  Zum  Schlüsse  mag  daher  hier  nur  noch  die  Bemerkung 
stehen,  dass  mui  einen  der  in  combinirien  Gleidiiing«n  oder  comblnhiea  GldchniigfpMrBB  voi^ 
haddBiien  CucfTizienlcn  der  1  gleich  machen  kann,  bdbüt  da  noch,  wo  die  Vorzeichen  gleich- 
nrifs;  gemacht  odi  i  dio  Gleichungen  selbst  in  nächste  couibinirte  umgeändert  worden  sind,  und 
ctiese  Eigenschaft  ijoliullen  sollen;  wir  haben  indessen  dieses  Mittel  zur  Vereinfachung,  da  es 
aar  von  edir  geringer  Bedeutung  ist,  zu  benutzen  unterlassen,  wn.-  den  bei  HTIdriiilblillUMinwi 
gen  aurtretondi  n  Ansilrtukfn  ihre  volle  Syminctrip  7.u  bewahren. 

lOi)  Im  Vursleheadcn  sind  die  Schwierigkeiten,  auf  die  man  beim  Gebrauche  der  Gleichuogs- 
pau«  Ton  den  bi  (20.  a.  und  b.)  oder^Sä  »  «ad  angogofieaew  Ponaen  atoanen  hain,-Hi 
Fällen,  wo  das  Hll^iL'nu  inL'  Yt  rhallen  rincr  Geraden  zu  einer  Ebene  f  d  i  zu  i  iner  Geraden  er^ 
iunat  wecdeu  «oU,  und  man  in  Uetreü'  der  Znlassigketl  dw  gewiUlea  Form  nidU  v^ig  aichet 
ist,  mit  etaier  AaBflAriichkrit  vorgelegt  worden,  die  »an  TleiUeldit  tOr  aHtagfOM  M  batea  ge- 
neigt sein  wird,  um  so  mehr,  da  dieselben  nidll  selten  so  irut  wie  ganz  verschwiegen  werden; 
ich  gicnu  indessen  dabei  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  Wcilläufigkeilen,  aus  «leiien  die  \n- 
wendnng  ihre  Sicherheit  schöpfen  muss,  keine  sind.  In  diesem  Sinne  glaub«  ich  Jcui  Irülier 
Geaaglen  noch  beilegen  m  mtaaea»  dasa  in  den  (M.  a  oder  b.}  aa%estdllen  Fonaea  gieidn 
zeilig  die  drei  der  in  (22.  a.  oder  b.}  mitgetheillpn  Gleichung^spanrr  enthallm  sind,  weswegen 
die  oben  iwriilulen  Unsicherheiten  wegfallen,  so  bngc  man  an  jenen  die  Bctrachtui^en  fort- 
bafen  ttsat;  diese  UwicherheiteB  (relen  aber  wieder  efai,  sobald  man  die  in  (34  a.  oder  b.} 
angegebenen  Verhältnissgleichungcn  wieder  in  zwei  gewöhnliche  Gleichungen  auflösen  wil), 
ohne  zuvor  die  besondere  Natur  der  Grossen  p ,  p',  p"  oder  p ,  p',  p"  erkannt  zu  hüben.  So 
wie  man  nünilich  die  Gewissheit  erlangt  hat,  dass  keine  dieser  Grossen  null  ist,  sagt  jedes  der 
aus  den  genannten  Verhältnissgleichungen  gezogene  Gteichnngspaar  zweifelsohne  der  Geraden 
zu,  die  durch  es  dargestellt  werden  soll;  und  so  wie  man  zu  der  Hin-i  !il  irdnntfl  ist,  dass 
eine  oder  zwei  von  jenen  Grössen  null  sind,  kann  man  ohne  alle  Zweideutigkeit  aus  den  Ver- 
hlltnissgleiehungeQ  das  der  Geraden  swagcado  deiehaagapaar  beriwiea.  Aas  dieaea  Grande 
kann  man  sri;-rn,  dass  die  durch  analytische  Behandlung  der  Geraden  am  räumlichen  Coordina- 
teoaysteme  erhaltenen  Resultate  eine  voUkommene  AUgemeinbeU  bohaUea,  so  lange  ihr  die  For-> 
sMn  (2i.  a.  and  h.)  Ja  mvetlnderier  Gcilalt  w  Gnnde  llcfaiL  Ik^  wie  wir  ffiAnden  haban, 
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die  Grössen  p,  p',  p"  oder  p,  p',  )>"  in  ihnen  keine  andere  Bedingfung  zu  erfüllen  braachen 
als  die,  dass  sie  den  schiefen  und  senkrechten  Projectionszahlen  von  einer  der  beiden  Rich- 
tungen, welche  in  der  durch  jene  Verhältnissgleichungen  dargestellten  Geraden  liegen,  propor- 
tional sein  mUssen,  man  also  auch  statt  jener  Grössen  diese  Projectionszahlen  gesetzt  sich 
denken  darf,  wodurch  dann  aber  die  Vcrhttitnissgleichungen  selber  von  der  Geraden  nichts  an- 
ders ungeLen,  als  einen  ihrer  l'uncte  und  eine  ilirer  Richtungen,  so  hat  niHU  zur  sichern  Er- 
zielung Miliig  nllgeineiner  Ileclinungsresultate  in  Füllen,  wii  Gerade  im  räumlichen  Systeme  be- 
hiindelt  werden,  nur  die  folgende  Regel  sich  zum  Gesetz  zu  machen:  Man  lasse  die  Glei- 
chungen der  Geraden  nur  in  einer  der  Formen  (24.  «.  oder  h.)  zu,  und  nehme  zu 
dem  Ende  von  ihr  in  die  Rechnung  nur  einen  ihrer  Puncte  und  eine  ihrer  Rich- 
tungen auf,  führe  aber  diese  Gleichungsformen  nie  in  eines  der  in  (20.  a.  oder  b.) 
oder  in  (22.  a.  oder  b.)  stehenden  Gleichungspaare  über,  bis  die  vorangegange- 
nen Betrachtungen  entschieden  haben,  welche  von  den  drei  Projectionszahlen 
der  in  die  Rechnung  aufgenommenen  Richtung  null  sind  und  welche  nicht  Die 
Auflösung  der  Verhilltnissgleichungen  in  Gleichungspaarc  wird  nur  da  unvenneidbar,  wo  Durch- 
schnilte  der  Geraden  mit  Ebenen  oder  andern  Geniden  aufgesucht  werden  sollen,  und  dieses 
wird  im  .Allgemeinen  nicht  früher  gefordert  werden,  als  bis  die  besondere  Richtung  der  Gera- 
den bereits  schon  erkannt  ist;  wo  aber  in  seltenen  Füllen  solche  .Aufsuchungen  geschehen  sol- 
len, bevor  die  Richtung  der  Geraden  in  völlig  bestimmter  Weise  angegeben  werden  kann,  da 
ist  die  gleichzeitige  Berücksichtigung  der  oben  angegebenen  möglichen  Fülle  unerlässlich.  In 
der  hier  nnlgetheilten  Regel  hat  man  den  Grund  zu  suchen,  wanmi  spater,  da  wo  wir  die  Na- 
tur der  knimmen  Linien  und  Flächen  untersuchen,  der  Gebrauch  von  Gleichungen  für  Gerade 
m  einer  der  in  (2().  a.  und  b.)  oder  (22.  a.  und  b.)  niitgctheillen  Formen  ganz  und  gar  ver- 
nücden  worden  ist 

Die  Anwendung  der  besprochenen  Verhäl Inissgieichungen  führt  auch  da,  wo,  wie  in  der 
vorigen  Nummer  geschehen  ist,  die  Gleichungen  für  Gerade,  welche  vorgeschriebene  Eigen-  \ 
Schäften  besitzen  sollen,  erst  aufzufinden  sind,  zum  sichern  Ziele.  So  z.  B.  kann  man,  wo  die 
Gerade  durch  zwei  Puncte  gehen  soll,  deren  schiefe  Coordinaten  x, ,  x^,  xT  und  x, ,  V, ,  x7 
sind,  die  ihr  in  jedem  Falle  zusagenden  Gleichungen  auf  die  folgende  Art  angeben.  Die  For- 
men (24.  a.}  sagen  nämlich  sogleich  aus,  da.ss  durch  die  Verhältnissgleichungen 

Im 

X  —  X,  :  x' —  x,'  :  x" —  x't'  =  jf  :  p' :  p" 

eine  Gerade  dargestellt  wird,  welche  durch  den  Punct  geht,  dessen  schiefe  Coordinaten  x, ,  x,' ,  x" 
sind,  also  durch  den  einen  der  verlangten,  wenn  dazu  seine  Coordinaten  genommen  worden 
sind;  soll  aber  die  Gerade  auch  noch  durch  den  Punct  gehen,  dessen  schiefe  Coordinaten 
X,,  .x^,  .xj'  sind,  so  mUssen  diese  Coordinaten  fUr  x,  x',  x",  in  obige  Gleichungen  gesetzt, 
diese  befriedigen,  d.  L  es  muss  sein: 

X,  — X,  :  x;  — X,'  :  x^'  —  x"=z  p  :  p' :  p  " 
und  aus  diesen  Vcrhältnissglcichungen  folgt  in  Verbindung  mit  den  vorigen,  dass  man  habe: 

X  —  X,  :  \' — x'i  :  x" — x',' =  x, — x,  :  x,  —  x',  :  .xi' — x',', 
welche  Gleichungen  in  ihrer  jetzigen  Gestalt  die  geforderte  Gerade  auch  noch  in  jedem  beson- 
dern Falle  darzustellen  fähig  bleiben,  weil  in  ihnen  noch  jedes  der  einzelnen  Gleichungspaarc 
enthalten  ist,  und  Aehnliches  gilt  von  je  zwei  andern  Eigenschaften  der  Geraden,  für  wekhe 
die  geeigneten  Gleichungen  aufgesudU  worden  sollen. 

L  24 
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iOS)  Wir  habe»  nbon  in  v«i(;w  AteahaillB  geteliflB,  dam  da,  wo  die  sar  UalacMitaiif 

gesogenen  Puncte  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  dns  dreiaxitrc  System  dureh  ein  zwei- 
axiges,  weklu«  wir  das  ebeoe  genaniit  haben,  cneUt  weniea  künae;  diess  wird  daher  auch 
da  gemMun  kSiMMii,  wo  nobrn«  Gend«  war  Ualenaiihnaf  komnen»  di«  MamOidi  to  eimr 
und  derselben  Ebene  liegen.  Wir  hoben  dort  gesehen,  wie  alle  dem  ebeaeo  Sjrstcine  ans^ehij- 
ritren  Formeln  ganz  einfach  uus  den  Tür  diis  rüuniliche  System,  dessen  dritte  Axo  sonkrechl 
steht  auf  den  xwei  Axeti  dts  ebenen  Systems,  gefundenen  dadurch  abgeleitet  werden  können, 
da»  4Mn  in  dien»  ele  mT  die  dritte  Axe  aidi  besidienien  Goordbialeii  oder  ProjectfOMMit*> 
len  verschwinden  lüsst.  Etwas  Aehnliches  gilt  zwar  auch  hier  noch,  doch  ist  der  Uebei^ng 
wegfui  der  bei  £bcne&  und  Geraden  in  die  Belracbtnog  auTgenomnenen  Uilfagriteseo  kein  ao 
«flnitlelbarflr,  wvstnib  wir  uns  veraeiMtt  fUdoB,  dieaen  Uebeifaiiir  noch  nMlwr  vor  Aafn  aaf 
legen. 

Man  kann  alle  Geraden,  die  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  ala  Durchschnitte  diaaer 
eteen  Eiieine  ndt  noch  andern  anffimen;  denfct'nen  aich  driier  dieae  Geraden  nnf  ein  aenh^ 
rechtes  System  )ie/.u|B;en,  dessen  zwei  Axen  AX  und  AX'  in  dieser  Ebene  liegen,  und  deiteB 
drtUe  Axe  AX"  aankreclit  anf  ilir  aleht,  so  hat  man  als  CUeicliang  dieaer  fibene  die: 

und  man  buui  jede  in  derselben  Ebene  liegende  Gerade  durch  diese  Gleichung  in  Yerbiodua^ 
mit  noch  einer,  weldie  einer  zweiten  dorch  die  Oerade  liinditrch  gebenden  Ebene  angehifit, 
darstellen.  Stellt  man  aicb  nun  diese  zweite  Ebene  immer  senkrecht  auf  der  vor,  in  welcher 
die  Axen  AX  «nid  A  \"  liegen  und  die  durch  die  Gleichungen  (54.  «.}  dargestellt  wird,  und 
denkt  man  sich  die  auf  dieser  zweiten  Ebene  senkrechte  Richtung,  welche  als  Uilfsgrössc  bei 
dar  Untenuchung  von  Ebenen  gedient  Imt,  doreb  einen  Putict  der  Geraden  gehend,  in  welcher 
die  Ebene  (34.  a.)  von  der  zweiten  Ebene  geschnitten  wird,  so  küiiuni  dit-se  Richtung  in  die 
^  '  fibene  (54  a.}  zu  liegen;  diese  lÜUiigrüiise  gcrütb  sonach  gerade  erst  dudurctt,  dass  man  die 
(weilen  Ebenen  aenkrecbt  anf  der  enlen  alehend  voranaaetit,  bi  daa  Gebiet  dea  ebenen  Sy- 
stems, und  kann  in  diesem  nls  ilie  Rirlilung  definirt  uerden,  welche  in  der  durch  seine 
Axen  gelegten  Ebene  liegt  und  senkrecht  auf  der  in  Bclrachtang  genommenen 
Geraden  atehl  Bexeiefanel  man  die  aehiefen  nnd  genkrdhtea  ProjecüonaiaUeii,  wddM  «kw 
Mdehe  RichtUHg  an  den  drei  Axen  des  senkrechten  Systems  gidit,  durch  <|  *  (f«  4"  und  ,  «1%  q", 
wie  nvor,  ao  ist  m  Folge  der  Beaonderheit  dieses  Syalema: 

tM*k*)  q"=q"=^, 

da  diese  Richtung  mit  seiner  Coordinatunebene  XAX  zusanuttcnfäUt.  Dadurch  nciunen  die  all- 
genebien  Oeicbungen 

9x-f-»V+y"x"=$  nnd  pu+pV+pV=P, 

wdche  wir  in  $.  10.  dieses  Abachoitia  eiMzilTcrt  hüben,  eine  besondere  Gestalt  an,  die  Jelil  anf- 
geandit  werden  wird.  En  m«a«  alnKoh  den  dort  in  Nr.  80.  geaebebenen  Erüntanuigm  ge- 

1=^'  1=='^  H='''  fi='«' 

sein,  wenn  die  Ifilfs^'rösscn  ^  und  H  nach  Anleitung  der  dortigen  Gleichungen  (6.)  aus  den 
C'uellizienten  der  zur  Ebene  gehörigen  Gleichung  bcstinunt  werden,  wobei  keine  von  äussn 
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MdflB  Hühfiflnu,  wie  int  g«i  äUgcMefai  gezeigt  wordea  id,  j«  imll  wvrdm  hntn,  f  o  linge 

die  Gleichung  eine  Ebeoe  wahrhaft  darxuslellen  im  Stande  ist  Es  gcbl  aber  aus  den  vor- 
stehenden Gleichongen  in  Yertuiidtiv  ^  itnm  (H,  k.}  MglMoh  bervor,  dflM  bei  «tten  wmrn 
jelxigea  zweilen  Ebenes 

p''=r=0,  CM»«.) 
tat,  im  dl»  4te  GMcfeuig  diier  jeden  soldiea  Ebene  die  bemmden  Fem 

px  +  pV=^?   oder  pa-|-pV=r  CM.«.) 
amlmli,  mi  dmi  inea  in  dieieQ  beeondero  Femeii 

1=,.   |=<   »d   £  =  q,  CM.«.) 

m  aefaiaen  haL  Die  Gleichungen  (ti.),  aus  welch^i  die  Uilfsgnissea  ^  und  H  zu  bestimmen 
iM,  vecwHidBlB  nch  in  nnserm  jetzigen  senkfechten  Syitenn,  in  «dchem  W  wd  fT  redile 
Winkel  nnd  in  Felge  dMen  ibre  Eoeinuae  null  lind,  in: 


P*  +  P"  +  2pp'cosW=ir   und   |p'+|p"+(|'  +  |')pp'=^' 

oder,  wenn  m»n  an  die  Stelle  von  §1 ,  %,  911 ,  €  und  (Si  nach  Anleitung  der  im  vorigm 
Abschniitc  mitgetbcUten  Gleichungen  (104.  b.  und  c}  ihre  dem  scnkredtton  Systeme  zukom» 
■enden  be«Mideiii  Wertte  sein,  int 

p'+p^+app-coeWssIP  nnd  ^Q,^+jfr-ZpifcMW}=9>\  CM.  ft) 

Lüsst  man  jetzt  an  die  Stelle  des  bisher  ins  Auge  gefasslen  senkrechten  Systems  das  aas  den 
AX  UDd  AX'  zusammengesetzte  ebene  Syateu  bei  den  Gleichungen  (54.  a.  bis  f.)  tre- 
■0  wird  man  gewahr:  erslIicJi,  ihas  die  Glcichunfl-en  (54.  a.  bis  c.')  bei  dicsmi  obcnen 
fua  Ubcrflitssig  werden^  indem,  was  sie  aussagen,  schon  im  Begriffe  von  diesem  Sy- 
Megt;  sweileni,  diM  <Be  GMebungea  (54.  e.  bb  C)  in  ebenen  Syiten  ga»  den  glei» 
eben  Sinn  nnnrhmcn  wir  im  senkrechten,  wenn  die  Richtung,  welche  beim  senkrechten 
Systeme  als  eine  auT  der  zweiten  i^beoe  seakrochto  autgcfassl  worden  ist,  beim  ebenen  Sy- 
■tene  ab  fenütreeht  «if  der  Gernden  stehend  gedacht  wird,  in  wddier  die  eiste  Ebene  von 
der  zweiten  geschnitten  wird;  fa^sl  man  dalier  auch  noch  drittens  von  der  Gleichung  (54  d.), 
welche  im  scnkrechlen  Coordinatotisysteint'  eine  Ebene  dnrsleltt,  auch  nur  die  zum  ebenen  Sy- 
stem gchürigeti  Puucte  ins  Auge,  so  nimmt  sie  aliein  schon  die  darzustdieudt)  Gerade  in  sich 
mdt  wtd  weil  dann  alle  la  ihr  aoweU,  ab  in  der  anf  ihr  eenhndden  Ridilnng  aufzurassenden 
Puncte  in  der  Ebene  des  fbenrri  Systems  licjftm,  sonach  alle  Coordinatcn  x,  x'  oder  u,  u', 
die  bierliei  etwa  zur  Spraciic  liuiiunen  könnten,  als  durch  Linien  erzeugt,  die  in  der  Ebene  des 
Syaleon  selier  den  Axi;n  AX*,  AX  pwalM  laidiBn  oder  senhreeht  anf  denen  AX,  AX*  stehen, 
angesehen  werden  kwnneii,  woraiir  wir  schon  im  ersten  Abschnitte,  da  wo  von  dem  ebenen 
Systeme  die  Rede  war,  aurmerksun  gemacht  haben,  (Absch.  L  $.  Nr.  58.  gav  «n  ßade}, 
die  Gleidiungen  (54.  a.  bis  f.)  nichts  mehr  in  iridi  anf,  desaen  iedeniMMf 
ebenen  Systeme  vullt<iridiif  erkannt  werden  könnte.  Es  folgt  hieraus,  dass  jede  SMn 
ebenen  Systeme  gehori^^e  f^rrj  !;  in  diesem  dnrch  eine  einsige  Gleiehnng  VOH 
der  Form  (54.  d._),  statt  deren  man  auch  die 
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CM*s.)  j>(x-.x.)  +  J>*(x  — x:)=0  «der  p(b— u.) +  p'Cu'— u;)=:0 

iiehineii  kaiiii,  wem  x, ,     und  q, ,     4te  tdiieren  und  Mfdmdileii  CoordHiMlm  vim  eliwm 

(Ifcspr  Geraden  nriift'lifirigcn  Puncle  anspigrn ,  fliirtreslcllt  wirci,  und  tlnss  die  Lafc 
dieser  Geraden  in  der  Ebene  des  Systems  aus  der  gegebenen  Gleichung  mit- 
telst der  Gleichungen  (54.  e.  bis  f.)  vollstMndIg  enlnommen  werden  kann,  wenn 
man  die  in  ihnen  zum  Vorschein  kommenden  Projectionszahien  q ,  q'  und  q ,  of  auf  die  Rieb» 
tung  beziebl,  welche  «uf  der  Geraden  senkrecht  steht,  «nd  in  der  Ebene  des  ebenen  Systems 
liegU 

Das  hier  Erwiesene  gilt  eben  so  auch  noch  von  allen  übrigen  in  $.  10.  ainfgei\lhrten  Glei- 
chuneen,  welche  sich  dort  «uf  l  itic  Elicne  bcziflien,  hier  »hvr  ihre  nenhintr  an  der  Geraden 
•  '  finden,  die  im  ebenen  Systeme  durch  die  Gleichung  (_ä4.  d.)  dargestellt  wird.   So  geben  ha 

ebenen  Syatame»  bei  welidiem  mm  sidi  mter  W  und  W"  rechte  Whihet  cn  denken  hat,  die 
doitifon  Gleidiangen  (7.)  ilher  in : 

<M.        +q  =  q  +  q'eosW,  +4'=qcosW+q'  and  ±qsui*W=q— q'oosW,  :bq's>B*W=V— qcoaW, 

die  (6.)  verwandehi  sich  hier  in: 

(H.  ».>  +Mj,=^p*eoiW,  +|p'=:pcwW+p'  and  +^m»W=»-»'c»jW,  i^p'ritt*«r=»'— »ewW, 

und  die  Qi.  a.  bis  c.)  werden  Wer: 

^>H  =  pp  +  p>',   — ^H  =  pp  +  py,   ^'  =  H'  =  pv  +  p>', 
wo  hier  wie  dort  anter  der  Vonnaselznngrt  diM  Ittr  ^  und  H  nur  ihre  posltiveo  aus  den  Glei- 

chiiiitjcii  [rtA.  f.")  üiili  cr^fclictuicii  M'frllic  trciiniiitncn  \MM(lrii.  miii  den  (j'Icii  iiiiii^nii  (35,  a.  und  b.) 
nur  die  obern  oder  nur  die  nntem  Vonseicbeu  gcnouunen  werden  diirien,  Je  nacbdem  die  frth- 
jeelionsxahten  q ,  q'  und  q  ,  q'  auf  einerlei  oder  auf  gerade  oitiregengeseUte  Ridiluttgen  aiA 
,  Lu-zichca,  und  von  den  Gleichungen  (55.  c.}  die  erste  oder  zweite  benutzt  werden  muxs  in 

den  gleichen  Fällen,  wo  in  denen  (55.  a.  und  b.)  das  obere  oder  »mtere  Vorzi-ichen  das  ge- 
forderte ist;  di^egen  tritt  die  dritte  der  Gleichungen  (55.  c.^  slaK  einer  der  zwei  etsioA  ein 
in  dem  besondem  FtOe,  wo  sieh  Küffl  nnd  infj^leieh  die  Prajeetienaiahlen  q,  q'  und 

q  ,  q'  nnf  einerlei  Richtung  hinrühren.  Hierbei  Irrten  alle  die  kurz  vorher  angeseiiden 
Bczichungca  auf  das  eiMNie  äjslein  statt  der  durtigeu  auf  das  rAumliche  System  ein.  Selbst 
die  den  Qli%en  eine  Ebene  im  rlumHchen  >y>ienie  daralellenden  Gleichuntren  (1.),  wenn  ain 
combinirlo  wnreti,  unter  Umständen  beigelegten  Phidicale,  woinil  iiire  Vorzeichen  als  gleichai^ 
ti<re  oder  sie  selbst  sds  niichsic  cKinhinirte  bezeichnet  \Mirdcii,  liis^cn  sieh  hier  wieder  eben  so 
auf  die  eine  öeradc  im  elieiien  Systeme  darstellentlen  üleichuitgen  (54.  i.),  wenn  es  couibi- 
oirte  sind,  in  Anwenduny  bringen;  man  wird  nindfoh  die  Voncoichen  dieser  OMchnngien  all 
gleichartiic^e  zu  bezeichnen  hnben,  wenn  die  »ns  den  Gleichungen  (54.  c.)  unter  Vormtssetzting 
positiver  Wcrtbe  von  Ii  und  lur  q'  und  q,  q'  zu  sehüpfeiKlon  Zahlen  ciucr  und  dersel- 
ben dem  ^enen  Systeme  zugehörigen  Rkirtung  entsprechen,  und  eben  so  wird  man  jelieGle^ 
chungen  nächste  combiniric  zu  nennen  haben,  wenn  sie  bei  gleichartigen  Vorzeichen  filr  H 
and  <^  gleiche  Zahlen  liefeni.  Die  oben  (Seile  153.)  gegebenen  Kennzeichen,  mit  deren  Hilfe 
die  Benrtheilung,  ob  Gleichungen,  wie  die  (1.)  sind,  gleichartige  >  orzoicben  haben  oder  nicht, 
und  ob  sie  nächste  combinirle  sind  oder  nicht,  giflU  leicht  geschehen  kann,  und  wodurch  man 
eben  so  leicht  diese  Eigenschaften  den  Glefaihirogen  mittheilen  kann,  wann  am  nicht  TOihand« 
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«M,  Imk»  «Mi  Her  dir  die  ClefalmiijfMi  (54  d.)  in  «bctwn  Sfilon«  wieder  gm  to  wi« 

dort  in  Bczii^  »tif  <Ias  riiitiiiliclif  Sysit'iii  Hufsiu-hen;  man  i;t>liin|j^t  so  7.11  denselben  RetnlUlen, 
nur  inil  ilent  ünterschie<k> ,  «las»  aas  den  m  jenen  Sätxea  voriu)Uuneadoa  Amdrtlckcn  die  Glie- 
der, welche  p",  p"  oder  q",  <f"  in  sich  erthnHco,  den  BetaUmen  (M.  b.  «ad  c)  sur  Folge, 
fiBz  wegfallen  niissen. 

Nimmt  mau  neben  äer  c'meix  (\cn\  rboncn  Systeme  »neHiorigw»  Gcmilcn.  dfn  ii  (Oiiibinirte 
Gleicliungen  die  in  (54.  dj  angcschrieiM;ncn  «ind,  noch  eine  tweile  in  die  Betraclitiuig  auf, 
dem  cMiUrffto  GMetangM  die 

»;x+ii;x=!B,  «nd  p;ii'=sp«  <«••■.) 

aetn  mögen,  und  versteht  man  unter  q, ,  q« ,  q* »  4^ »  ^  und  H,  genau  das,  whs  die  Gleiehun-  ^  ,  , 
gen  (.>4,  p.  Ms  f.")  dafür  an  die  Hand  ijrltni.  wenn  mm  in  ilim  n  die  Grundzeiclien  p,  p, 
q,  q,  und  H  mit  dem  Index  0  versielit,  so  bleiben  auch  alle  übrigen  in  dieser  Nimuaer 
nUgclhelleii  fiMdnngcn  md  Ammgea  Im  Bnmf  mr  diese  tweile  Oeride  widr,  wen  Bin 
nur  immer  allen  Grundbuchslaben  i)i-n  Iiidcv  0  licitegt,  und  <>t(^tl<<n  (7,,  umt  q, ,  qä  die 
Projectionsublen  von  einer  der  beiden  Kichlungen  vor,  welche  dem  ebenen  Systeme  augehdrea 
ud  anf  der  sweiten  Geradeii  senlireclit  stehen ;  beieiehnet  daher  9  den  Winltel,  wddwn  eu* 
besliinnilc  \on  den  zwei  süf  der  ersten  Geraden  senkrechten  Richtuni^en  mit  einer  besfinunteil 
von  den  beiden  auf  der  rwcilon  GcrtuN-n  si-nkrechtcii  Rirlitimiren  marM,  so  Isl  Immer 

und  nuin  wird  in  jeder  dieser  beiden  Gleiclitmgen  unabhüng%  von  der  andern  das  obere  Yor- 
asfehea  iwlinNn  0118880,  wcm  di*  twci  mrirtwigwi,  auf  wdcbe  skh  die  hi  ihr  voriuHnueiMiMi 

Projcctionszalüen  beacben,  entweder  beide  nül  den  Schenkeln  des  Winkels  0  zusaimnenfallea  ' 
oder  beide  die  gerade  entgegengesetzte  Richtung  dieser  Schenkel  einnehmen,  hingegen  wird 
man  in  jeder  solchen  Gleichung,  imubhiingig  von  der  andern,  das  untere  Vorzeichen  nehmen 
mÜSien,  weim  dii>  «  iiu-  der  in  ihr  auflrctenden  Richtungen  mit  einem  Schenkel  des  Winkels  $ 
insnnmenf^llt .  die  andere  dein  andern  Sehenkel  aber  gerade  ent.:r'£ri'iil'''i''^  ^cM  man  in  ilie 
CKeichungen  {bü.  b.)  Tür  q ,  q',  q ,  4'  und  q, ,  q^ ,  q, ,  qä  ihre  nach  Anleitung  der  Gleiciinngen 
(54.  e.)  sich  ergebenden  Werthe  ein,  so  indet  man: 

.+  cosO=  ^^-|j(pl>,-hp>i)    mal   +  cos  ö=  ^ij|-(p,p  + p;  p')  »  (»•••.> 

und  CS  gellen  hinsichtlich  der  duppellen  Vorzeichen  die  so  eben  nngegebcncn  Begoln.  Da  9 
unter  sulchcu  l'nislitodcn  den  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  vorstelll,  den  zwei  auf  den  beiden 
Geraden  scnhrechl  stehende  and  in  der  Ebene  des  Systems  liegende  Richtungen  mit  einander 
liiliii  ti  und  dieser  dem  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  gleich  kommt,  diu  tlic  beiden  Geraden 
mit  einander  machen,  so  isl  es  gicichgtiltig,  weiche  von  diesen  zweierlei  Rcdeutungen  man  dem 
Wbiket  9  nnlerlegen  will  —  Man  Oberscagt  sich  iibrigcns  leicht,  dtss  zufolge  der  so  eben 
hinsichllich  der  do]»pellen  Voraeichen  in  den  Gleichungen  (56.  b.  oder  c.)  gegebenen  Regeln 
in  den  beiden  nclicn  i  iiiinidiT  sti  lu  iidmi  Gleichungen  gleichzeitig  das  obere  oder  elfii  fi-^titiCT 
das  untere  Vorzeichen  genouuiieu  werden  muss,  wenn  die  rrujecliunszahlen  q,  q  und  q,  <]', 
SO  wie  die  II, ,  4;  und  4« ,  entweder  gteidueiüg  avT  einerlei  «der  gicitJueiliir  anf  gerade 
entgegengesetzte  Richtungen  hinrrdircn.  diss  hingegen  in  rier  einen  Gleichung  d;is  ül>orr>.  in 
ttar  «MitMii  Qkkbia^  das  unboru  Vorzeicben  genomnien  wwden  una»,  wenn  das  Projcdions- 
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in  fliaMi  Fall»  n  «kiMAeii,  im  mien  Falb  abar  m  «alfafaagaaablaB 

hinfuhrt.  Hbü  hier  Gesagte  lisat  sich  mit  andern  Worten  auch  so  gvben:  Von  den  beiden  in 
(^5&  stebeoden  GleicbnngeB  nius  gleichzeitig  das  obere  oder  glekfawitjg  das  utere  Vor» 
Mjchen  genoniiMn  vrerden,  je  aadhdani  die  oaafcilairleii  Gieidttageii  der  fini  bebaclrteten  6e- 
radcn  entweder  in  Bezug  auf  jede  Gerade  gletcharUge  oder  in  Bezug  aaf  jede  Gertde  it»» 
£^lci«-hurtipc  Vorzeichen  hoben,  hingrepo  muss  von  der  einen  du  obere  und  von  der  andern 
duü  untere  Vorzeichen  genoaiinuii  Wiarden,  wenn  die  combinirten  Gleicbungeo  der  einen  Gera- 
den gletcfaartige  und  die  der  andern  Geraden  ongleidiartige  Vonekkaa  Inbea.  HiillipÜeHl  aHi 
DU  die  Mdeii  Gkidmiigeii  (5«.  «.}  mit  einander,  ao  eiiUÜt  aan: 

und  es  geht  aas  der  so  eben  in  Bezug  auf  die  doppelten  Vorzeichen  gegebenen  Regel  her>'or, 
dMi  in  dieser  GMchnng  daa  «bare  VoneidiMt  fenmMnn  «erden  «Oiaa,  wodarck  ile 


wird,  wenn  die  combinirten  Gleichungen  bei  jeder  Geraden  entweder  gleichartige  oder  ungleich- 
artige Vorzeiciicn  haben,  und  dass  in  ihr  das  untere  Vorzeichen  genommen  werden  mUssc, 
wodurch  sie 


wird»  wean  die  oandiiairlen  Gleieinmgfn  der  eiaan  Gnaden  gleicbaffiffe,  die  dar  amdem  G»- 
raden  vqgiaichtrtlg«  Voiuiclien  Uicn.  Si  iat  aber  naeb  AnleilMag  der  GMcbnifen  (W.  «.): 

und  es  muss  in  Folge  «1er  dort  hinsichtlich  der  doppelten  Vorzeichen  gegebenen  Regel  in  jeder 
dieser  GleiciNUigco  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  genommen  werden,  je  nachiieui  die  com- 
binirten Gleiduingan  dar  Geraden,  worauf  «ie  sieb  belieben,  glcichartigo  oder  ungkicliartige 
VorwMcben  beaüiaBj  mulliplldrt  man  dabcr  dicf«  beiden  Glciohn^gen  mit 


H  ^  H.  ^ = ±  Cp  p -h  p>0  0.  >. + p;  i>o , 

mid  es  wuaa  bi  dieser  das  obere  oAw  nnlcTe  Voneichen  bi  denielbeR  PMlen  genammen  wer- 
den, wo  es  hei  der  Gh  irhiuig  (56.  d.)  geschehen  muss,  wonms  folgt,  dass  Uwe  letztere  Glei- 
chung, wenna  man  in  sie  für  H^H.^  den  Wer  erhallenen  Wcrtb  cinaebS,  bt  jedem  Falle 


und  diese  Gleichung  nimmt,  wenn  die  Gleichungen  einer  jeden  von  den  zwei  Geraden  närhslo 
condrinlrte  aind,  m  welchen  aowoU  IT=^  «b  H«=^.  also  «icb  H^,=ll,^  ist,  und  zu- 
gleich in  jeder  der  beiden  Gleichungen  (5().  e.)  nur  das  obere  Vondelicn 
darf,  da  0  in  beiden  denselben  Winkel  vorstellt,  und  also 

CM'M  Pl>o4-py.  =  p.)p  +  p'.lP' 

eine  Folge  von  der  Glncknng  U<&»=:H.|)  ist,  jede  von  den  awei 
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Wird  cos^  =  0.  so  ist  0  ein  rechter  Winkel,  iiiid  dtuin  stehen  die  beiden  6end«a  Sflidt* 
rechl  auf  einander.   Dieses  geschieht  aber,  wenn  eiitwcdrr 

PlP.  +  pV.  =  0    oder    p.p  +  plv'— 0  tM*) 

ist,  wobei  jede  von  diesen  Gleichungen  schon  in  der  andern  enthalten  ist,  wie  ein  Blick  auf 
die  Gleidiungen  (56.  c.)  xu  erfcmiMn  giebt;  es  Mgt  mnuhHi  jede  der  Bedingongen  (58.}  du 
Kennrcklirri  der  sriikn-chlin  Stcllun;,'  der  beirlcn  Geraden  gegen  i'in;in(lrr  in  siih. 

Wird  cos*^  =  l,  «Is«  cos0=+l,  so  ist  entweder  null  oder  zweien  Rechten  gioich, 
in  jeden  diewr  beiden  Fülle  iMfen  aber  die  Mai  Gendn  oiil  ciaaDder  paialleL  Diess  gc- 
■diieht  dM  der  Glddioag  (57.  a.}  «ir  Folge  iai  AVgemcinen,  wcna 

isi,  und  im  Falle  die  beiden  conibiniriea  Gleichnigapaai«  nüchrte  snu^  den  6leidmng«ii  (57.  &) 

gemäss,  wenn 

(P  P  +  P'V  )  CP.  t>.  -f-  l'^P")  =  IP  P.  -f  1'  P«T  oder  (p  p  +  pV)  (p,  +  p'.  pH  =:  (p.  p  +  p;  p')^ 
ist,  wo  \on  den  ielzlen  lioid«-n  Gleichungen  eine  was  die  andere  sagt.  In  den  Bedingungen 
(59.  a.)  nnd  (59.  b.)  ivad  die  Kcnmeiohen  der  paralldei  Lage  «weier  Geraden,  wtM»  dnrdi 
GIcicduiigcn  von  der  in  (5f).  tt.')  ariirfsrelx-nen  Fonn  dHrgestellt  werden,  eniiiiilleii.  Aus  ftinen 
lässt  sich  ein  anderes  einfacheres  Verbalien  herieilea,  welches  die  Coedlzienien  solcher  Gki- 
ehungen  nnler  aieli  einiuiUen  mflMeir,  wenn  die  durdi  die  Gleichungen  dargcslelltea  Geraden 
ant  einander  parallel  laufen  sollen,  das  sich  aus  dem  (17.  e.)  Ittr  Ebenen  gefundenen  ergiebt, 
wenn  man  die  anf  die  dritte  A.xe  des  dein  ehenen  S^>;l(-!nl>  %n  Grunde  liegenden  senicreciiten 
eich  besicbenden  ProjecUonszahlen  null  sein  iuast;  innn  i-riialt  m: 

^  oder    p.  ;  p'.  =  p  :  p'. 

Die  in  dieser  Nummer  angestellten  Betrachlungeii  hüben  dar^rcth»n,  doss  alle  der  Geraden 
im  ebenen  Systeme  zm/oliMriirfn  Gleichungen  sich  aus  denen  für  die  Ebene  im  rHUniÜihm  Sy- 
äeme  gefundenen  einfach  dadurch  erhalten  lassen,  dass  man  alle  Coordinaten  und  Trojeclions- 
xahlen  an  der  dritten  Axe  Tcrschwniden  Ueat,  und  dabei  die  Coordinaten  der  Pnncte  an  den 
Axen  AX  und  AX'  als  ilurcli  Linien  in  der  Ebene  des  ebenen  Systems,  welche  mit  lien  Axen 
AX',  AX  parallel  laufen,  oder  auf  denen  AX,  AX'  senkrecht  stehen,  erzeugt  sich  denkt,  so 
wie  die  dort  bei  den  Betracblnngen  der  Ebene  sur  mre  genommene  auf  ihr  aenkrechle  Rieh- 
lang  hier  als  eine  auf  der  Geraden  senkrechte  und  in  der  Ebene  des  eln-nen  Systems  liegende 
Richtung  aiifTasst,  Die  Hcrleitungsweisc  der  Formeln  Rir  die  Genide  im  ebenen  Systeme  aus 
denen  fiir  die  Ebene  iui  räumlichen  Systeme  ist  eine  völlig  allgemeine,  weswegen  auch  die 
Gkicbn«  C^l.  d.)  bei  der  Gcnden  im  ebenen  SyaleM  wird: 

wenn  AS  den  Abstand  der  Geraden  von  der  Coordinatenspitse  des  ebenen  Systems  vorslellL 
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§.  12. 

BQJfüsäUr  aus  «1er  .VblriCuiifürrrbiinBi^  fitkaltrnd. 

In  die  rechnende  Behandlaug  der  Curven  oder  Kladien  pi'lu-ii  hliiifi?  SSIze  aus  der  Diffe- 
renzittl-  oder  Abieitungsrcchnung  ein,  deren  für  unäera  Zweck  wicliligätc  bier  in  der  spütcr 
itala  gcbmicbteii  Benicbmigiwetoe  inrgeaMh  werden  mlleii,  uad  als  EinMIaiig  ia  du  Fol- 
gende angetdien  weiden  binnen. 

A.  lliBlIlaller  edw  «ntuhlnlt  gegebene  f  aedknen. 

108)  Jeden  durdi  irgemi  Bedainngenpeteliencn  ane  beKebif  viden  Grteeen  aneamnien- 

gesetzten  Ausdnuk  katin  ihhii  inimL-r  durrd  pinm  einzigen  BiKlistaben  bezeichnen,  wozu  wir 
in  der  Regel  eiaea  der  folgenden  F ,  g ,  /,  f  aehinen  werden.  Sicht  luao  eine  oder 

■ohrrro  von  den  in  enen  sokhen  Ansdinck  voikommenden  Grfftaen  da  aeldw  an,  von  denen 
jede  Tür  sich  üiren  M' ort  Ii  ganz  nach  Belieben  Inden  kann,  während  man  den  übrigen  in  de« 
Aiisifnifki-  vorkomnicnden  Grössen  Werthe  zusehreiht,  die  stets  dieselben  bleiben,  so  nennt  man 
jene  die  v crttader liehen  oder  variablen  Grossen,  auch  schlechtweg  die  Veränderlichen 
mter  VariaUen  dea  Anidncka,  diese  bi^egm  deaaen  beatindige  «der  eonstante  Grös- 
sen, auch  kurzweg  dessen  Beständige  oder  Constante.  Da  der  hier  nno-i'crehpne  Unter- 
schied zwischen  beständigen  und  veründerlicbeo  Grössen  blos  in  unserer  VorstcUungsweise  sei- 
nen Giund  hat,  vnd  GrOaaen,  die  wir  ms  jcist  als  Yetinderiidie  denken,  ein  andemal  die 
Rolle  von  beständigen  spielen  können,  so  wie  umgekehrt  Grössen,  die  jetzt  als  beständige  auf- 
gernsst  iverden,  Später  in  unserer  Vorstettung  «i  veränderlichen  w(»den  iiönnen,  so  wird  es 
nöthig,  um  Verwechselungen  der  Prädicale  sn  vermeiden,  diejenigen  Grössen,  welche  man  im 
Laufe  einer  Untersuchung  als  veränderliche  ansielil,  besonders  hervorzuheben.  Die.<i<>  geschielit 
gewöhnlich  diidurch,  dass  man  die  Buchslaben,  womit  die  als  veriindcrlirh  gedachten  Grössen 
des  Ausdrucks  bezeichnet  worden  sind,  demjenigen  Buchstaben,  der  als  Zeichen  für  den  gan- 
Mtt  Anadradt  gewäUt  worden  ist,  redüi  und  etwas  tiefer  anlilqgl.  So  gidit     tn  veratdiea, 

dass  in  deai  Auadrodt  ^  die  dne  GrOase  x  als  Veiindeilidw  aageaehen  wird,  91^  ^  hingegen 

glebt  sn  versteh«' n,  dass  in  dem  Ansdmck  die  beiden  Grössen  x  und  u  als  Veränderliclie 
angesehen  werden  und  so  fort,  wenn  dni  und  mehr  Grössen  des  Ausdrucks  voriimlcrürh  ^e- 
daeht  werden.  Schon  in  den  vorangegangenen  Abschnitten  und  auch  in  der  Folge  noch  sind 
die  von  nns  gebnmclien  Zeidien  so  gewflbll  worden,  dua  aieislens  alle  GrMsen,  die  gleidi- 
seilig  als  Veränderliche  oder  nis  Hrst-niriififc  Kenoiniucn  werden,  einen  und  denselben  Buchsta- 
ben an  sich  tragen,  der  von  einer  zur  andern  bkts  mit  einem  Abseieben  ^Acceot)  verseliea 
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wird.  Diese  Eigcnlhiiinlichkeit  unserer  Zeichen  macht  es  fast  immer  möglich,  die  in  einem  Aus- 
druck als  veränderlich  gediichten  Grössen  einfach  dadurch  anzudeuten,  dass  wir  dem  für  dea 
ganzen  Ausdnick  gewählten  Buchstuben  den  einen  Buchstaben  anhängen,  der  allen  Veränderli- 
chen znm  Grundu  licgL    So  giebl  uns  (p^  zu  verstehen,  dass  in  dem  Ausdruck  rp  alle  durch 

den  Buchstuben  x  bezeichneten  Grössen,  die  x ,  x',  x". . . .  und  von  einander  giinzlich  verschie- 
den sein  können,  als  Veränderliche  anzusehen  sind.  Hierbei  haben  wir  uns  freilich  immer  noch 
die  Anzahl  dieser  Veränderlichen  besonders  zu  merken,  die  sich  jedoch  jederzeit  uns  der  Art 
einer  jeden  besondern  Untersuchung  gleichsam  von  selbst  schon  zu  erkennen  giebl,  und  daher 
bei  Anwendungen  kaum  je  noch  besonders  cnvähnt  zu  werden  braucht.  Kommen  in  dem  Aus- 
druck ff  ausser  den  Veriindcriichcn  x ,  x',  x"  auch  noch  die  u ,  u',  u"  vor,  so  drücken 

wir  diess  durch  or      aus.    Sollen  in  dem  Ausdruck  tp    an  die  Stelle  der  Veränderlichen 

X,  x',  x"  die  Grössen  ^,  |"  treten,  so  geben  wir  <liescn  Umstand  dadurch  zu  er- 
kennen, dass  wir  rp^  anstatt  q)^  schreiben;  und  (p^     anstatt  (f.  ^  ,  wenn  ausserdem  auch  noch 

q ,  ti%  f]['. ...  an  die  Stelle  von  u ,  u',  u"  treten  sollen,  wobei  es  keinen  Unterschied  macht, 

ob  ninn  sich  die  Grössen  |"  und  i],       ij". ...  als  Veränderliche  oder  als  Bestän- 

dige vorzustellen  habe.  Der  Werth  eines  Ausdrucks  ändert  sich  mit  den  Werlhcn  seiner  Ver- 
änderlichen zugleich,  was  wir  dadurch  auszusprechen  pflegen,  dass  wir  ihn  eine  Function  voa 
seiocn  Veränderlichen  nennen,  ai  .'  x  rji«l>  'itiut«  mm,««  ^^.t4  itl  i«ii  aviiuiM 

i^jj^  107)  Stellt  {f>^  eine  Function  der  einen  Ver»nderllchen  x  Tori  so  bezeichnen  wir  durch 

X  (p^  die  Ableitung  oder  den  DifTerenzinlquotienten  der  Function  rp^ ,  d.  h.  jene  andere  Function 

von  X,  welche  man  findet,  indem  man  x-j-h  in  den  Ausdruck  ()p^  filr  x  einsetzt,  ihn  hierauf 

in  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  vun  h  geordnete  Reihe  entwickelt,  und  den  zur  ersten  Potenz 
von  h  gehörigen  CoelTizienten  nimmt  Die  Ableitungs-  oder  DilTercnzialreclinung  lehrt,  wie  sich  "b  rp^ 

aus  <p^  immer  durch  höchst  einfache  Operationen  erhalten  lasse,  durch  welche  ZahlvcrknUpfun- 

gen  auch  (p^  aus  den  darin  vorkommenden  Grössen  entstanden  sein  mag.   Die  Ableitung  von 

Zip^  wird  durch  ^'y^»  «üo  von  Vq)^  durch  Vg>^  bezeichnet,  und  so  fort  r^, 

n'.li  Stellt  (p^  eine  Function  der  zwei  Veränderlichen  x  und  x'  vor,  so  kann  man  Ableitungen 

dieser  Function  in  Bezug  auf  die  eine  Veränderliche  x  oder  in  Bezug  auf  die  andere  x',  oder 
auch  thcils  in  Bezug  auf  die  x  und  theils  in  Bezug  auf  die  x'  nehmen  wollen.  Diess  pflegt 
man  dadurch  anzudeuten,  dass  man  Uber  das  Ableitungszcichcn  zuerst  die  Anzahl  der  in  Be- 
eng auf  X  hinler  einander  zu  nehmenden  Ableitungen  setzt,  und  dann,  durch  ein  Komma  von 
Jener  getrennt,  die  Zahl  der  von  diesem  Resultate  in  Bezug  auf  x'  hinter  einander  zu  nehmcn- 

dea   So  bezeichnet,  wenn  la  und  n  ganze  positive  Zahlen  vorstellen,  ^  <p^  das  Resultat  von 

m-\-n  auf  einander  folgenden  Ableitungen,  von  denen  sich  die  m  ersten  auf  die  Veränderliche 
X ,  die  n  letztem  auf  die  Veränderliche  x'  beziehen,  wobei  jedoch,  wenn  nach  einer  der  beiden 
Veränderlichen  gar  nicht  abgeleitet  werden  soll,  anstatt  der  Zahl  der  auf  sie  sich  beziehenden 
Ableitungen  das  Zeichen  0  gesetzt  werden  muss,  damit  man  immer  mssc,  auf  welche  Verän- 
derliche die  daneben  stehende  Zahl  zu  beziehen  sei   Eben  so  bezeichnet  man,  wenn  (p^  eine 

Function  der  drei  Veränderlichen  x,  x',  x"  anzeigt,  und  m,  n,  p  ganze  positive  Zahlen  vor- 
L  25 
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stellen ,   durch       fp   Has  Rosullnt  von  m-f-n-f-p  AHcmingpn,  von  ffcncn  die  m  ersten  auf 

die  Veiiiideiliclio  x ,  dio  n  folgenden  auf  dia  Ycründerlicbe  x\  die  p  leizten  auf  die  Ycräader" 
Jiebe  Betu^  nehnen,  mid  0  an  <Re  SIdle  ron  einer  iBeier  ZÜiIea  tritt,  wem  gar  kiiM 
AMettong  in  lU-/.ug  auf  die  Veriinderitche,  zu  der  sie  gehurt,  vorgenommen  werden  soll.  AefalH 
lieh  verniiirl  man  hvi  iKu  li  tm  lir  Voriiiuii  rtirlKn,  iÜl'  denselben  Buchstaben  an  sich  tragen. 
Diese  Bczvichnungswt:ii>e  kuiiii  zu  keiner  Liibeätiiiimthcit  Anlass  geben,  weil  in  der  Ablcilungt- 
recfammg  dargelfaan  wird,  den  dae  Reiollat  soicker  Ableitungen,  von  deren  AufeUuoderfoIge 
gMnzlich  unnliliängig'  ist.  Soklie  Ablcitung:(*n,  die  immer  mir  die  eine  von  mehrem  iinaMiüngig 
Veränderlichen  in  einer  Function  treQen,  oder  jeixt  nur  die  eine  und  später  nur  die  andere 
plegt  nun  mit  den  Hamen  von  ParlialebleUunf  en  zu  belegen.  Wo  Ableitungen  von  ei- 
ner FniMlion       ,  im  Sinne  der  in  Nr.  106.  beqnrochenen  Beieicbnnngaweiie  genommen^  fliefla 

in  Bezug  auf  tlic  Veränderlichen  x ,  x',  x"  ,  Iheils  in  Bezug  auf  die  Veränderliclien  ii ,  u',  u". . . . , 

geschehen  sollten,  da  könnle  mm  sich  noch  immer  einer  der  vorigen  analogen  Bezeichnungs- 

weisfi  bedienen.  So  würde  "c    <?f/"j  ^  »^ss  Resultat  von  m-f-n-f-p  +  q  +  r  Ableitungen  an- 
zeigen, von  denen  sich  die  m,  n,  p  ersten  auf  die  Yentiiderliclien  x,  x,'  x",  düe  q,  r  fot» 
gtnden  hingegen  aef  die  YetttuMlekan  i ,  u'  bedelMn.  Solen  ta  tagMelMi  AMtdinngiw 
anitaten  die  Grössen  £,     T  «n  die  SteDe  derer  x,  x',  .\"  tret«,  io  eolmjbt  nan,  iitt'dt»* 

■es  aasiMleilenr'Si'^i  oder^'^^^^  anstatT^^^  oder  ^^gp|^^  ,  und  aoDen  «och  nodi  die 
GrOflsen  9,  4'  an  die  Sldto  dent  a,  «'  treten,  so  lehreibt  man,  mn  diesca 


"^Smip^^  attataU^^^^  .  (Mbnibar  kann  man  MeAei,  ao  lange  die  GrOeami  |,  ^,  oder 

i|,  «]'  noch  vöHig  unbestimmt  bleiben,  nnd  ihr  Buclistabc  nicht  schon  von  beaUiridigen  Grös- 
sen des  Ausdnicka  in  Besils  genoamm  worden  ist ,  die  Ableitungen,  welche  mi  den  Re- 

niltate  • 

führen,  eben  sowohl  auf  die  Grössen  |,  |"  und  t}',  als  auf  die  x,  x\  x"  and  u,  a' 
bcniehen;  ja  aaOut  wenn  |,  1",'  |*  oder  4,  ff  Ulniiwerdie  oder  nu*  die  NoD  YomsteBcn 
haben,  kann  man  die  Ablcitunircn  doch  noch  auf  sie  sich  beziehen  lassen,  wenn  man  sie  bis 
nach  volUUhitem  Abl&lm  blos  als  Typen  ansieht,  die  man  bis  dahia  durch  irgend  ein  Mittel 
Von  einander  nnd  von  den  Beständigen  des  Anadracfcs  nnterscheidet  nnd  bezüglich  dersclbmi 
erst  nach  vollendetem  Ableiten  Werthverknilpfungen  unter  sich  und  mit  den  übrigen  Grössen 
des  Ausdrucks  eingehen  lüsst,  Wir  werden  in  der  Folge  zur  Vereinfarhnng-  des  Druckes  die 
Kommata  zwischen  den  Uber  dem  AMcitungszeichcn  stehenden  Zahlen  weglassen,  was  zu  kei- 
ner IMealBcUteil  fUbiea  kam,  da  nicgenda  Zahlen  mit  snsammengeieblen  Zeidien  ab  AHefc- 
tungsindcxe  voritonuMi;  WO  diea»  aber  geodwlcn  Mille,  bd  auoi  die  Konmmtn  in  ihie  Siriln 
bin  zu  setzen. 

106^  Ans  der  Differenzial-  oder  Ableitungsrechnung  ist  bekannt,  dass,  wem  (p^  eine 
VoMlIoii  der  dnen  Terlhideriidien  x  vomeDl,  die  Gleictoig 

x'  xj 
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«der,  wenn  tp^  eine  FkmcUoii  der  beiden  Verinderfidten  z  «ad  i^  vorstdit,  dte  GleüAuif 

►  .  .         ■  .       .  ■ 

«nd  dm  «Um«  so  die  ihiiUdi  geftfldeleii  CHeielniiqiw,  wtm     #ei  oder  mehr  Veribideirfidh» 

m  sich  triigtl  auf  beiden  Sc\Wn  idcnlisrli  glriche  Ausdrücke  darstellen,  wenn  in  den  auf  ihrer 
linken  Seite  stehenden  Ausdrücken  für  x ,  x',  x". ...  die  durch  nacbstebende  Gleichungen  be- 
ftiuHDteD  Sununen  k-ssr+i?....  CüO 

gpsi'Izt  Avorden.  Hierbei  ist  es  ganz  einerlei,  ob  die  Tb  eile  ^  und  x,,  1*  und     ,  ^'  und  x". 
in  welche  die  Veränderliclien  x ,  x',  x". . . .  zerlegt  worden  sind ,  beide  selbst  wieder  als  Yer- 
Indertieke  angesehen  werden,  oder  ob  nun  unter  den  einen  Tlieilen«be4Hni%e  und  unter  dei|' 
MUdam  veriinderliche  Grössen  sich  denkt.   NLnint  man  beiderlei  Thcilc  als  Veränderliche  tn^ 
so  enthalten  die  Gleichungen  (1.  a.},  ^1.  bJ)  u.  s.  f.,  wenn  nia  |  +  x,,  |"+x^'. ... 

an  die  ätcUc  von  x,  x',  x"        setzt,  den  Salz  in  ädi,  weldien  man  den  verallgenieinerten 

Ttylortehen  SaU  zu  nennen  pflegt;  denkt  man  sich  Ungugen  dio  Theile  |,  ^,  |". ...  ab 

conslante  Grossen,  und  schreibt  den  Gleichungen  (2.}  gemSss  x  —  ^,  x' — ^,  x" — |"  an 

die  Stelle  von  x«,  x^,  x^'....,  so  eiläll  man  den  Satz,  wekhcr  der  verallgemeginerte  Mac- 
lanrittielte  Sats  genannt  wird,  beide  nach  den  Namen  ihrer  enten  Ainder  ao  genanti 
Man  kam  di»  GIcidHuigen  (1.  a.),  (i.  b.}....  ancb  ao  achreiien: 

'  x' 

und  so  fort   Denkt  man  sich  k  diea«tt  Ghidiungen  sämmtlidie  Tbeflo  $  und  i^^  f  nad  x^, 

{"  und  x"  als  Veränderliche,  so  zciijen  sif ,  wie  die  Wcrthnntcrschiedc  einer  nnd  derselben 

Function  für  verschiedene  Werlhc  der  in  ihr  enthaltenen  Verfindcrlichen,  durch  die  Uiilerscliiede 
der  dleaen  Veränderlichen  beigeleglen  Wortbe  selbst  amfedfOdtl  werto  kOnnan.'  Die  in  die- 
ser Nummer  nurgcstclllen  Gleichungen  bnben  sftrrmilirh  eine  unbedingte  Gültigkeit,  so  lang-e  der 
Ausdruck  qi  sowohl  zwischen  |  und  x«  als  zwischen  ^  und  x^  und  zwischoi  |"  und  x^'  end- 
%A  und  aleliff  bleibt,  wobei  aldi  von  seibat  Tersteht,  data  er  tmeihaOi  dieser  Greanen  aebie 
Zwtmniens-elznngsweise  nicht  vcründcm  darf. 

109)  Stellt  (p^  eine  Function  der  einen  Verfindcrlichen  x  vor  iintl      eine  Function  der 

einen  Vchinderlichen  u ;  denkt  man  sich  femer  in  der  Pnnelion  (f^  an  die  Stelle  von  x  dio 

Function      gesellt,  so  ^rclit  dii-sc  Fiuiction  von  x  in  eine  andere  von  u  über,  dio  urir  durch 

besckhaen  wollen,  und  man  hat  den  Acgeln  der  Ableitungsrechnong  gemlss: 

25» 
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l  'XU 

U.«.)   ]^>„=«>,(^/J'  +  ^9'»^'/, 

'       n.  s.  f. 

Stein  aber  w   eine  Function  der  zwei  Vcründerlichai  x  und  x'  vor  und  /  ,  /'  zwei  von 
'  jt  •'u 

Tflnchndene  Fancliomni,  von  denen  jede  die  bddea  VeiindalicliBn  n  nnd  u  in  »di 

denkt  «mn  siob  femer  in  der  FtanoUen      in  die  Stelle  von  x  und     die  Fnnalionen 

und     gewli^  eo  geht  dednroli  Aeie  Fundion  yo«  x  md     in  eine  endere  vm  n  md 

Ober,  die  wir  durch      beseichnen  wollen,  md  mm  hit  den  Kegdn  der  Ableilungsreehnmg 


1 1  t  e        Ol  Dl  Ol 

~u         '^x-'o'  'x-u' 

I«  >•         10  II         I»       It  •>  tt  ••        «•  »I  *• 

Aefadiche  Gleidingm  laoen  «ich.  noch  bilden,  wem  die  Funetion  drei  oder  mehr  von 
den  TertndMkh«  x,  x',  at^....  in  lidi  «nihiill,  md  durch  die  Gleichmgen 

x=/^,  x;=/;,  i"=/;,.... 

in  eim  Fonctlon  y»^  von  eben  eo  vielim  der  Veiinderiichen  «,  n',  n"....  Obergefilfarl  wiri 

B»  Ivti  ütichug«!  «der  iMBtwickcH  gcgcbeM  FiMÜMtn. 

110}  Wenn  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen  geg;cben  ist,  so  wird  durch  diese 
Gleicfaunu;  die  eine  der  beiden  Veriindorlichen  zu  einer  Function  der  andern  gciuacht,  die  nun 
finden  würde,  wenn  mao  jene  Vcründerliche  als  unbckaanic  (irü&se  in  der  ülcichung,  allee 
Udnige  dagegw  eb  bekennt  enelhe,  md  dam  diese  Ihsbekamle  dnreh  AnHaim  der  (üteicbii^ 
besUmmle.  Ist  aber  eine  Gleichung  zwischen  drei  VcründrHtrhrn  gc^rlion,  so  wird  durch 
Gieichung  jede  der  Veränderüchen  zu  einer  Function  der  beiden  übrigen  gemachl,  die 
durch  Aufltfwn  der  Gleichnng  erhielte,  wenn  mu  jene  VertinderUche  ab  die  einnge 

in  ihr  ansähe,  und  so  fort,  wenn  eine  Gleidiung  zwischen  vier  oder  mehr  Veründetli" 


eben  gegeben  wird   Ist  z.  B.  die  Gleichung  ^  swiadien  den  swd  Veränderlichen  x 

nnd  u  gegeben,  so  kann  man  u  als  Function  von  x  ansehen,  was  man  dem  so  eben  über  dio 
Bezeichnung  der  Functionen  Vorgebrachten  gemäss,  wenn  man  u  gleich  Tür  den  Buchstaben 
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zeigen  könnte;  aber  eben  sowoiil  hätte  man  auch  x  sis  eine  Function  von  u  ansehen  und  durch 
x^  beMidom  Utanett.  Iii  Magegpn  i.  K  <lte  GUUlKag        ==  0  xiriMheii  im  int  V«r- 

«nderiiclien     u ,  z  gegeben,  so  konnte  nu«  s  ds  Fnadion  von  z  md  n  dmtdien,  nnd  m-<- 

folge  der  gicfchea  Bcceichnungsregcln  durch  z    andeuten,  oder  n  ab  Function  von  x  und  s 

gcdeiill  durch  u^  ^  ,  oder  ondlidi  x  als  Function  von  u  und  z  geaoinnien  durch  x^  be~ 

zeichnen,  nnd  so  fori  bei  oin'^r  Gleichung  zwischen  vier  und  mehr  Verilndpriiclicn.  Mnn  nennt 
diejaiigen  in  Gleichungen  vorlioumiendea  oder  sonst  wie  ia  VertHndaog  unter  eiituuier  gedach- 
ten VeritaMkriklMi,  wekhe  nan  slok  tb  nneHonen  der  indem  denkt,  «bkBngig 

liehe;  unabhängig  Veränderliche  liinpfcgen  solche,  die  man  sich  nicht  als  Functionen  von  an- 
dern vorsiellt.  Wenn  aber  bei  der  von  uns  gebrauchten  Bczcichnungswcisc  7-1^  =rO  eine  Glei- 
chung zwischen  den  beidca  YcrändcrUchcn  x  und  x'  vorstellt,  so  mUsstc  man  nach  Art  der  so 
eben  besprochenen  Benekknmgnrase  x',  als  Function  von  x  gedacht,  durch     ,  oder,  wenn 

9)^=0  cme  Ca«ieknng  nriicbn  den  drei  Verfaderiicken  x,  x',  ^  damdR  and  nun  woDle 
elf  Fanctfam  von  z  nnd  ^  inaehen,  «0  mUnte  dien  dnrdi  1^  onsedMel  mden  ht  Ginne 

der  In  Sr.  106L  eingefttvlen  Benieknnngswdse^  und  Ihnlich  mlleste  die  BenekdnnHf  bei  noch 

mehr  Vcrtinderlichen  geschehen.  In  diesem  letztem  Falle  jedoch,  wo  die  Venindfrlir-hrn  vfrts 
denselben  Buchstaben  in  sich  tragen,  der  schon  im  Fnnctionszcichen  vorkoBunl,  ist  dessen  Wio- 
derinhtng  vunig  ttberflUssig,  und  es  genügt  die  ttoie  Angabe  dee  Fandieneieichene  idion  vnB* 
knunen,  wenn  dazu  noch  die  Abzeichen,  vdcbe  die  darch  den  gtehihm  Baehstaben  vorgesteiU 
len  unabhMnpr<iT  Voninderlichcn  an  sich  tn^een,  gefügt  werden  Ja  sofffir  die  Beifügung  dieser 
Abxekhea  kaao  wegfallen,  wenn  wir  dunn  mit  einaitUur  uburvuikoauuuM,  wie  wir  jetzt  thun 
wollen,  diM  nmaer  nur  die  Verfnderiiehe,  bei  welcher  der  Bnehalabe  die  meislen  Accenle  hat, 
als  Function  der  übrigen  angesehen  wird,  denn  dsnn  sind  hei  einem  solchen  Functionszcichen 
immer  alle  diejenigen  veründeriicheii  Grössen  als  unabhängige  hinzu  zu  denken,  welche  der 
gleiche  Buchstabe  mit  Accenten  in  geringerer  Anzahl  als  das  Funrtionszeichcn  hat,  hergicbL 
Üeiem  gemäss  haben  wir  uns  immer  in  der  Function  x'  die  eine  Vorlnderliche  x ,  in  der  1^' 
die  swei  TerMnderiichen  x  and  x',  in  der  1"'  die  drei  VerttnderüdieB  x ,  x',  x"  zu  denken  n. 

s.  f.  iS'uch  diesen  Bestiounaqgen  steDt  sich  nnn  £e  Bedeutung  der  Zeichnn  H  x',  %  x",  o  zT 
ganz  von  selbst  heraus. 

Wenn  gleichzeitig  2  Gleichungen  zwischen  3  Veränderlichen,  3  Gleichungen  zwischen  4 
Teilnderiichen,  4  Gldchungeu  zwisdien  5  Verltadeilichen  n.  s.  f.  gegeben  wtren,  so  würden 
dirch  diese  Gleichungen  alle  YerlnderiidM»  bis  auf  eine  zu  Functionen  dieser  einen  goniudll^ 
wie  man  sogleich  einsieht,  wenn  niiin  mit  Ansnahme  dieser  einen  Veränderlichen  alle  Übrigen 
in  den  Gleichungen  als  unbekannte  Grossen  ansieht,  die  sich  dann  durch  Auflösen  der  Glei- 
dnngen,  wefl  deren  gerade  so  vide  als  Unbekannte  shid,  als  AnsdrOdie,  worin  aar  noeh  dfe 
eine  Veränderliche  vorkommt,  darstellen  lassen.  Eben  so  würden,  wenn  2  Gleichungen  zwi- 
sohen  4  Veriinderlichcn,  oder  3  Gleichungen  zwischen  5  Veränderlichen,  oder  4  Gleichungen 
zwischen  6  Veränderlichen  gegeben  wären,  alle  diese  Veränderlichen  bis  auf  zwei  zu  Functio- 
nen dieser  xwei  genndit  wwden,  wio  sidi  gine  auf  di^  glriehe  Weise  einsdben  lässt  AOge-  ^  , 
mein  kann  man  sich  Uberzeugen,  dass,  wenn  m  Gleichungen  zwischen  ro  +  n  Vpr  inderüchen  ge- 
geben sind,  m  von  diesen  Veräuderiiciien  durch  die  m  Gleichungen  so  Functionen  der  n  iibri- 
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.   gm  Yertlnderiidiai  ganachl  verdeB.  Tragen  in  «inen  Michen  Fall«  alle  Vartwkriidian 

und  (ifiiäcllicii  Dui'listiibfri  an  siili,  iiml  iiiikTsclieiik'ii  sie;  .sii  li  vmi  fiiiHiKler  mir  «lurcli  die  die- 
sem üuclulabeu  beigegtiieueu  AbxeiubeB,  so  itcheiul  uujiert:  bisherige  iiczticltiiuiig  niaogeiluifl 
ZU  werden.  Stnd  s.  B.  3  Gleichinigen  zwiachen  den  6  Veriinderiiclien  x ,  x",  x",  x'",  x'*  nnd 
"iMvelicn,  tlass  3  von  iliii-  ri  zu  Pondtonen  <l«;r  ulirii^i  ii  3  wcrdi  ii,  und  wibtcn  wir  zu  diesen 
IftztiTii,  (lern  .so  ttbeit  gftrofrcrien''üeber»'ii>koniiiifii  ^Tiriiiss,  iliir  \,  \',  x",  so  müssen  wir 
x",  i"  und  x'^  als  Fiuictjonoii  der  TeiinderychfU  x  ,  x',  x"  aiifluiscn,  und  nian  »irki-nnt  jeUt 
ncht  mehr  m&  dem  FiiiicÜoilflwicheii  oder  x'  aileiu  diu  in  diesen  Aunlrücken  YorkommelH. 
den  Vi-randerlicliLTi  uiitldsl  dir  vorliin  iiiiije^('bt.'ru!ii  llcif<;l.  lirwitift  iiuin  jcditcli,  «iüss,  wie 
8€boa  tu  ^ir.  lÜti.  .,augi}gtdH.'ii  M  orduu  u>t,  die  Auiwiil  der  uualduiugig  \  tirundürlkiieu,  dcrjcnigea 
ntaUch,  die  nieht,  wieder  ab  Fulictioiien  von  andern  auflast!  werden,  sich  aas  der  Art  einer, 

jeden  lie.sondiTn  L'ntersueliun^r  irleiclisam  \en  selljcr  schon  zu  erkennen  fjiel'l,  .so  lilier/.eiigl 
niun  sich,  ddSA  üiii,'ar  in  uinem  sulclien  Falle,  die  von  uos  eingerührte  Boseicfaimng  ani  keiner  Un-' 

beslinunlheit  Anluss  ifeben  kmm.  "  ' 

•  ;..  .  ....  ..... 

111}  Weao  k  der  Gletdiung 

9^=0 

ä»  beiden  Veilndeiiiclmi  x  md     ToriHiaunen,  and  demgemlai     ala  FniKlinn  van  x  ge- 

nominen  wird,  so  bitte  diese  Function,  wenn  sie  durch  Auflösen  der  Gldching,  ala  Unbe- 
kannte nehmend,  gefunden  worden  wHrc,  der  Natur  der  Gleichunj^en  xufolgc  die  Eiffcnschafl, 
düns  iiüy  au  diu  Slellü  von  x  iu  den  Ausdruck  (f^  eingesetzt,  die&eu  vernichtete,  so  du^s  in 

ihm  kein  x  mehr,  ea  sei  dem  bloi  fofaainbar,  xurQckldiebe.  Deswegen  mtiss  nicbt  nur  die  enta^ 
fondem  andi  jeile  der  fidgenden  AUeUiingen  de*  Anidmoki         weMbeM  mm  üdk'm  41^ 

Stell»  von  x'  die  gcnannlo  Fundira  von  x  gcs<^eben  denkt,  nach  dem  dann  in  ihm  nur  noch' 
scheinbar  vorhcmdeneii  z  genommen,  null  geben,  ao  ifaaa  man  den  Regein  der  AUeitangsroclH'.! 

nung  gemüj>s  hat: 

(  ?)V,  +  V9>^Bx'=0  , 

 yi^^ 4-  2  tf^  b  x'+ »Vi  ^        *x  ^'  » 

\  u.  s.  f., 

in  welcbcn  Gleichungen  mui  sieb  stets  unter  x'  die  so  eben  beschriebene  Function  von  x  tu 
denken  hat.  Dieae  Gleichungen  sind  deshalb  von  ao  grosser  Wichtigkeit,  weil  sie  lehren,  wie 

die  Ableitungen  <)  x',  ^'  x',  der  Function  x'  sich  darstellen  lassen,  ohne  dass  diese  Function 

scüist  irerunilcn  zu  sein  braucht,  und  daher  in  vielen  Fällen  in  den  Stand  setzen,  die  mit  dem 
Aufluden  ik-r  Gleiciiungen  vcrknUpDen  Scbwlengkciten  zu  umgcbciL   Bezeichnet  man  zur  Ab- 

I  0 

Umnng  ^, —  dorbb  9^,  so  tadein  sich  die  vonlebendem  Gleichnngim  nn  fn: 


t».  fc.)   I     + V   «  x'+  B'  x'=  0 

u.  s.  f., 
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in  welchen  tp'^  eine  uitt  der  Gleichnng  <f^~0  zugleich  gegebene  Fnnction  von  x  und  x'  ver- 


sucht man  ans  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  (5.  a.)  den  Werth  von  ^x'  auf 
und  niaunt  von  der  so  sich  ergebenden  GleichuBg  auf  einander  folgende  Ableitungen  nacli  x, 
4d>ei  ImMr  x'  md  table  AUe^iiie«!!  ab  FanetiOMa  vmi  x  aaaaheody  to  eiUlt  man: 


10       II  Ol       >0  I*       Ol  Ol       II  \. f C»} 

C^'y.)' 

u.  s.  f. 

eder,  «cui  das  Glekfae  bei  den  Glekbangen  (5.  b.)  geschieht: 

b'x'+'öV;-y;'<)Vi=0>  

0.  8.  f.,  )    .       .  . 

mkhea  nMita  aedefs  ab  wieder  die  CSaiciHiiig«      a.)  md  (Jk  bÖ  aiad,  mr  in  elwaa  ab- 

geün<icrtcr  Gestalt,  und  wie  jene  dio  AMeitungin  von  x'  lediglich  aus  dem  gegebenen  Aus- 
druck ip^  hcrvoigehea  lassen «  wenn  man  in  jede  folgendet  bevor  man  sie  aufs  Hieue  ableitet 
IVr  9x'  «eiiiaa  mt  der  cntee  eetaOBBMMtt  Werib  ataKM. 
112)  Wom  fn  der  Gleidinv 

die  drei  Veränderlichen  x,  x',  x"  voriioonneo  und  demgemäss  x"  als  Function  von  x  mid  x' 
feaemaieB  wird,  an  bitte  dieee  FtoncUen,  wem  ale  dwä  Auflösen  der  Cneiobvng^,  x"  ab  Utk- 

bckantilf  in  ihr  nehmend,  ^rt-runJin  worJuii  wäre,  der  Nulur  der  Gleiiluingen  zufolge  die  Ei- 
genschaft, dass  sie,  anstatt  x"  in  den  Ausdruck  4p^  eingesetzt,  diesen  veiniciilete,  so  dass  In 
ihm  weder  x  nocb  x'  mebr  tonleii  ab  blo»  acbefaibar  lartckbleibeii  könnte,  Deew«cen  MBaam 
die  nach  x  oder  x'  gcnoounenen  Ableilungci»  des  Ausdrucks  <f^ ,  wenn  man  in  diesem  un- 
ter x"  dir  (Tpnnnntc  Function  von  x  und  x'  sich  vorstellt,  aimmtlich  null  geben,  SO  dass  man 
den  Hegein  der  Ableitungsrechnung  gemäss  bat: 

100  001        10  010  001  (I 


^V=~Xt^  md  bx"=-.|Jä 


1« 


dnnh  weiter  InigcaniilM  Aldeim  dbser  GbMtmgm  aadi  x  oder  X*,  jadeamil  Ittr 


oder  tx^,  Ai  wo  sie  enisleben,  flure  durch  die  vonldmidan  GMdnmgn  gegelienm  Wevtte 

einsetzend,  findet  nun'^x^,  l&x!",*%x*  a..iL  f.  bdigUsii  uns  dem  fagabenm  Ansdrudt  ^  her» 
TWg^ndL  Setat  man  bbr  der  Kllne  halber 

f.» 
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«0  verwandeln  sicii  die  vorstehendi^n  Gleichungen  (6.  u.)  in: 

0=9;i+'^Jf"   und   0  =  <f';+*dx'\ 
in  welchen  y>i  und  q>'^  Ftuiclioncn  von  x,  x',  x"  vorstcUen,  die  als  mit  der  Gleichung  (f^=0 
selbst  gegeben  zu  emctücn  sind.  Leitet  man  die  Gleichungen  (ß,  b.}  aufs  Neue  nach  den  un- 
ibUngig  VeriiiuterUeheii  x  «der  x^di,  w  ergeben  atch: 

■  •  •        •  •  I    I  •  II 

^   »1»     »ti  »1  «1 


wekfae  Mit  Zmiehung  derer  (6.  b.)  Ubergeheii  in: 

1  <'  I  0  0  0  1  II 


|Ü=  d  iy>'^  — 94  %  9)'^  +  bx", 
II*  •  •  I  «1 

1 1 

und  von  denen  die  beiden,  welche  t  x"  enÜMHeii,  iu  cikflimeB  fAen,  diss  iwüldieii  den  GrO»^ 

aea      und  ^»il  die  Bedingungsglcichung : 

•I«  «Ol  »II 

I  0  1  I 

statt  finde.  Durch  weiter  torlfeMtstes  Ableiten  kirne  man  at  Gleicinuigeii,  jh  denen  tx", 
tj^',  Vx"  n.  SL  t 


Man  sieht  leirht  ein,  wie  TeriUucn  werden  mllaite,  wem  in  der  Gleidtnng  qp^ssO  mdrir 

als  drei  Veriinderliclu;  vurlsämen.  * 

I 

113}  Wenn  gleichzeitig  dio  zwei  Gleichungen 

qp,  — 0   und    0^  —  0 

zwischen  den  drei  YeründerUchea  x,  x',  x"  gegeben  sind,  und  man  dcmgeinass  x'  und  x"  als 
Fkinctionen  von  x  anninmt,  so  iMtNen  diete  Functionen,  wenn  aie  durcli  AnflOsen  der  beiden 
Gleichungen,  x'  und  x"  als  Unbekannte  in  ihnen  ansehend,  trefiinilon  würden  wiin  n,  der  Niilur 
der  Gleichung«!  zufolge  die  Eigeosdieft,  dass  sie  ansbitt  x'  und  x"  in  die  AusdrUclu)  ^  und 
<2>s  eingesetzt  diese  vcnridilleteH,  M>  daw  keil  x  nwiir  nndsk  aii  Not  adieiBlNr  in  ünnSn  an» 
Ilickbliobe.  Deswegen  müssen  die  imcli  x  gcnoinnicnen  Abieilmig'en  dieser  Ausdrücke,  wenn 
m»n  ^icli  dnbci  unter  x'  und  x"  die  genannten  Functionen  von  x  vorsteUtt  nuU  geben,  ao  dasg 
innn  den  Hegeln  der  Ableitungsrccbnung  gemäss  hat: 

*  <rx  +  ^  Tx  fx-f  *  fx  SJi"=0  nnd 


•  •  I 
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BUminirt  man  aus  diesen  beMen  Gleichlingen  mmnal       nd  «h  limiUil  ^i",  M  «rfaitt  buui 
xwei  anlm  Gleichungen,  in  deren  einer  Mos  tx'  und  derai  01101«  Uof  voriMMdm 
M)  im  muk  Aete  AMaitangea  ine  folgt  aasgedriickt  crfaUt: 

••I         I*«  ft«         ••!  s 

^  b^?»«,-»^?»«,    ^   ^^^^ 

•I*  Itl  «1* 

wodurch  man  dio  Ableitungen  'd  x  und  'd  x"  unmillelbar  durch  die  beiden  gegebenen  Ausdrucke 
«nd  4>k  McBm  fean.  Bebt  an  «Mfe  Uw  wieikr  to  Utae 

M  rerwuulelii  sich  die  Gleicbuocc"  O-  ^0 

^  M...>i^+^^^+^^-=il,^^^^  

und  diese  liefern  anstatt  diwr  Gleichungen  Ql.  b.)  die:  J^' 

md  '  >  •  

Nimmt  rrmn  von  diesen  GIcichnngen  immer  wieder  neue  Ablcilungcn  nach  x ,  jedesmal  für  ^  x' 
und  bx",  da  wo  sie  entotehen,  ihre  VVcrlbc  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  einsetzend,  so 
gdngt  man  tm  AudrOciMn  Ar  ^x',  Vx',....  sowoU  ab  Ur  Vx",  VxT,....  welcb»  almnl^ 
Nch  blos  die  ge^cbcTipn  Funktionen  y^  und  0,  so  -wfe  ^  im  dch  MBlwIllllfll.  Sq 

z.  B.  erhall  man  für  dif  zweite  Ableitung  von  x': 


Eben  .su  lassen  sich,  wenn  3  Gleichungen  zwischen  4  Veränderlichen,  oder  4  Gleichungen 
jcwischcn  5  Veränderlichen  u.  s.  f.  gegeben  sind,  und  dadurch  alle  Veränderlichen  bis  auf  eine 
fd  Fnaetioncn  dieser  einen  werden,  die  Ableitungen  dieser  Functionon  nach  der  einen  unab- 
biingig  gebliebenen  YMhHl«riiclwn  lamIlMykw  dandi  die  in  den  GMchnngen  gcgaboMn  Au- 
drtcko  dasaldkn. 

L  M 
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•Atoch.  DI 


Immer  aof  dem  gleichen  Wege  forlschrcitend  gelaofi  ma»  xu  der  üebei-zeugiuig,  «btM, 
««NQ  nGMehnngoi  swtaohai  m+nTeriBdtiriidiai  9«feli«B  iiml  und  «Mweli  mVaritndiBrildw 

zu  FuiK  tionen  der  n  übrigen  gemacht  werden,  man  die  rartiitlfihletturifren  dieser  Functionen 
nach  den  unabhängig  gebüebenea  Verinderiicbea  unmitlelbar  durch  die  mit  den  GletchiiBgoai 
selbst  gegebenen  AitsdrOdce  darstellen  könne.  ' 

114)  Man  wird  dadurLh,  ilass'man  die  Abli  iliini(cn  von  vcrwiekeU  gegebenen  Funclionea 
■  •  darstellen  knnn,  olme  dass  Functionen  erst  durch  Auflösen  der  Gleiilmitiffn  in  entwickel- 
ter Form  uufgefuiKieit  m  wcidcii  brauchen,  weiter  in  den  Stand  geseilt ,  Umwandlungen  sol- 
cher verwickelf  gegebener  Functionen  von  der  Art,  wie  sie  durch  die  Gleichimgein  (3.  tü)  md 
(3.  b.)  für  entwickelt  gv^ene  Auidioiien  «ufgesldtt  worden  «ind,  gwis  in  der  ^eidien  Wein 
Tonmehmen. 

Ist  nimNdi  x*  ekie  durch  eine  Gleidwng  varwiekelt  gegebene  FtaKSon  von  z,  nnd  sebon 

wir  x  =  |-|-x, ,  wodurch  x  in  die  bL-idin  TiitilL'  |  und  \,  zcrlegl  wird,  zugleich  aber  auch 
x'=:|'+x^>  WO  S  das  vorstellt,  was  aus  x'  wird,  weoa  f  fiir  x  gesetzt  wird,  so  dass  den 
WerthniitencUed  der  Fundkm  fllr  dte  leiden  WsOe  x  and  |  der  in  ihr  vorkominendea 
wnUiingif  V^nderüchen  «ueigt,  so  fsl  der  Gleichung  (ß.  u.)  ziiToIge: 

(•.  •.)  x:=u'x„+vr55|+?^r^+  • . .  • , 

durch  welche  Gleichung  man  den  Werthunterschied  xi  oder  x' — ^'  der  verwickelt  gegebenen 
Fonellon  de  vdlUg  gegeben  msusehen  berecktigl  whrd,  du  sidi  die  AUeitungen  tkx*,  Vx',*,.i 
sonach  nudi  die  ?  1,  V  S',....  nach  dem  hl  1fr.  III.  Vorgebnditen  nnmlttellHnr  tm  der  gegebe- 
nen Gi^huog  erhallen  lassen. 

Ist  X*  dine  durdt  dne  Qdchnog  verwickelt  gegebene  P^lion  von  x  und  xVund  setzt 
niiin  x  =  J-f-x, ,  x'=|'-f-xj,  wodurch  jede  di-r  luidLii  uimlihüngig  Veränderlichen  in  uwei 
Theile  zerlegt  wird;  lässt  man  aber  zugleich  auch  x"=^'+xi'  sein,  Mobci  T'  das  vorstellt, 
was  aus  der  Function  x"  wird,  wenn  in  ihr  |  und  1"  Air  x  und  x'  gesetzt  werden,  so  dass 
xT  den  WerfhuHterMMed  insetgl,  den  diese  Funellon  heijgieibt,  wenn  efaunal  x  und  x*,  dn  un- 
drmnt  |  tind  T  an  die  Stelle  drr  in  ihr  voriBonucnden  cwd  iHMbhlng^  ▼ctHnderiklMn  tretoi^ 
so  ist  der  Gleichung  Qi,  b.^  xufolge:  ' 

dun  ii  welche  Glciclinnji  man  dt'ii  WcrthunterschieU  a^'  oder  .v" — |"  als  völlig  gegeben  ansehen 

darf,  da  sich  die  Parlialablnlungcn  *öx",  fex",  'd  \'\  "dx",  tx",  sonach  auch  die  t^', 

1  •      II      *  1 

^1",  'b^",....  nach  dem  in  Nr.  112.  Vorgebrachten  unmittelbar  aus  der  gegebenen  Glei- 
chung eriudlen  hasen. 

Aclinlidi  ködiilc  man  verfahren,  wenn  dio  (tnrch  eine  Gleichung  verwickelt  Ifegdieoe  Func- 
tion von  3  uii'l  irt"!ir  unahhflngig  Yeriindciiiulicn  uLilianirig  gemacht  würde. 

lläj  Siad  X  und  x"  durch  zwei  vtirhaudeue  Gleichungen  verwickelt  gegebene  Functionen 
von  x,  nnd  ielit  mm.  xs=|4*^i  mdnrdt  x  in  die  beiden  Theile  |.und  x»  aeilegt  wwd^ 
siqileidi  über  meh  x'sf+x;  mnd  x"=|"+zr>  wobei  1*  und  ^  du  vonldk*t.vai  m 
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x'  und  x"  wird,  wenn  in  diesen  Fone*ioiiw  von  \  die  Ghissc  {  an  dio  Stelle  von  x  teitt,  so 
dau  ofld  <  die  Werttumteraebtode  anxmgeii,  welche  aus  jeder  der  Funfitioiien  x'  nnd  z" 
I,  mm  dnnBd  4m  VfmA  x,  «te  aaienMi  der  {  «  di»  SMfe  der  in  ihMi 
y^mMUhm  MB,  I«  irt  dar  CHeidwig  (3.      nJSpIge  mmM 


darcb  wdcbe  Gleiehunfoi  man  die  WerdwnlerKlüede      nnd  xT  oder  i^—lf  and 

wciclio  sich  aur  die  venvickelt  gegebenen  Functionen  x'  und  x"  bezichen,  als  völlig  gegeben 
ansehen  darf,  da  sich  die  Ab!ri!,m>rcn  tx\  fx\  ?'x', ....  und  ?  x",  t'x",  ^x'\....  sonach 
auch  die  'd^,  b*!*,  V^,....  und  Cf,  b»r>-  ■•  «ach  dern  in  i\r.  Ii 3.  Vorgebrachten 

nnnineibtr  «u  den  gegebenen  laeicfanngen  erhallen  laeaen. 

Es  ]i*ssl  sich  aus  dem  ßishenVen  mit  LfMchtigkeil  entnehmen,  dass  ähnliche  Umwandlungen 
einer  jeden  irgend  wie  durch  Gleichungen  verwickelt  gegebenen  Function  immer  in  der  g^ei- 
chen  Weife  geschehen  können,  w«nhäB>  wir  Betncbtungen  diewr  Art  njcbt  Bocb  wefter  ta 


ft  Aeidknnpn  h  dar  Art  od  W«Im,  «in      «M  dH  Tlii^MlIiiin  ven  rtnMüt  dUosig  deabi 

116}  Wenn  in  der  Gletchang  ' 

Hot  die  beiden  Veränderlichen  x  und  n  vorkommen,  so  kann  man  die  eine  u  als  Function  von 
z  ansehen,  aber  ehcn  so  gut  auch  die  x  als  Function  von  dir  u,  und  die  crstcre  mUsstc  im 
Sinne  der  in  dieser  Einleitung  besprochenen  Bezeichnungsweise  durch  ,  die  andere  durch 
Jieiekhnel  werden.  Im  cnleni  lUle  kmtt  mm  ven  AbMongen  der  Fnndfam  u  nach  der  ni^ 
abhängig  Voränderliclien  x ,  im  andern  Falle  von  Ableitungen  der  Function  .v  nach  der  unab- 
hängig Yeründeriicheo  u  reden,  und  es  imiss  zwischen  diesen  beiderlei  Ableitungen  ein  durch 
die  Gleichung  selbst  vermitteüer  Zusamioenhang  statt  finden,  der  jetzt  angi^cben  werden  soU. 
.Sehen  wir  «  nie  IWaeliMi  von  x  in,  •»  iit  der  «mwi  der  in  (Cw  o.)  enljieeMlien  Gleichnng« 


wenn  an  ihr  die  Her  gegenwärtigen  Bezeirhnnng'  entsprechende  Abänderon?  Torgenommen  yiM} 
sehen  wir  hingegen  x  als  Function  von  u  au,  ao  iüt  in  Folge  dertelbeu  Gteidiung 

«nd  dnidi  Hnhiplicirtion  dieeer  beiden  findet  men: 

tOgtj  4hm  dM  PiroAicit  dieeer  beiderioi  AbteHinfen  eteli  i  gidil,  «d  iMi 
etoe  AbMuqr  «nf  ofn»  hOohet  etaTneh»  Wetoo  nus  der  atidem  erhalte« 


üicjiiized  by  Google 


WH  AMkftlMAtt  QtmeMe,  AM.  TD. 

B»  ist  hier  dem  Buchstaben,  der  die  Veründeriicbe  bezdchoet,  welche  al«  Futiciiua  der 
ntt  etoen  andera  BtekMbm  beseMmcK«  Veriwlerikkea  angaadm  mrü,  wmr  grflanra 

liokkeM  und  um  Worteritfuteningcn  entbehren  zu  köiirR'ii,  dieser  IdztiTe  Buchslabe  ang^ehan^ 
worden;  vademm  werden  wir  in  Fallen,  wo  nur  zweierlei  findutabea  voribOBunen,  vtie  liier  x 
und  n,  dieiei  AnUinfen  dadurch  lllMfllttttig  nachen,  iasa  wir  aiMrtatt  det  Ableitungs^eicheu 
^  das  andere  d  vor  ik-ii  Buclistabcii  Mtun,  der  die  abzuleitende  Function  bezeichnet,  so  da«s 
jedesmal,  wo  5  zum  Abli-itungszcichen  genommen  wird,  der  bei  ihm  sichende  Buchstabe  nicht, 
sondern  der  zweite  von  den  vorhandenen  Buchstaben  als  Zeichen  der  unabhängig  Ycränderli^ 
diea  «I  MbB»  UL  Diese  Regel  befdgend  ktmeii  wir  den  Sab  C^Oi  «.}  w  eobreiben: 

(i«.li.>  9v9x=l, 

Letet  mo  di^  Gleiohuig,  9u  eb  Pnndien  ven  x  nnd  9x  «Is  Ponelioii  vqn  u  aweheiidi  na^ 
X  ib,  n  eildUt  wen:  '  .. 

(••.  e.)  '  **tt»x  +  (au)*«*xi=0 

«od  wenn  nnnk  nech  •  ableitet: 

welche  letztere  Gleichung  man  auch  aus  der  ihr  vorangehenden  durch  SluIlipUcalion  mit  6  x  mit 
RilcksiditDahaie  ««T  die  Gleichung  b.)  Utile  erhälteo  kflnnen.  Durch  nochmd^es  Abieilen 
der  Gleichung:  00.  c.)  nach  x  in  den  aageadglen  Sbme  fndet  man: 

(!•.•.>  *x4»n+ S*uyn'a*x+(Jm)Fi»x=:0, 

wdche  durch  Multiplicaü'o«  adt  #x  «nd  {ixf  mit  ROchsjchlMlne  mT  dk  Gleiehnng  (fft  k) 
absh  ilberfUhreo  ÜmI  in: 

(fl«.  r.)i  («xya*ii+sa»««*x+(«u)«a»x=so 

inid.iBi  .  ,. 

(Jjc)'fVu  +  3r\x.Vu.3\v  +  cVucN'.v  — 0.  "   '  ' 

KT)  Dieaelbe  Bezeichnungsweise  iMsst  sich  mit  derselben  vollen  Sieberhett  und  6elbst- 
'vmWndUeÜcdl  iaeb  da  anwenden,  wo  ausner  doi  beiden  von  einander  abbungig  gemachten 
Gnissim  X  und  n  noch  ander»  x',  x", —  als  Funcüomn  von  x  und  wieder  Mid«n  n',  «",.... 
als  Functionen  von  u  vorkommen.   Sieht  intin  nämlirh  x  als  Function  von  u  an,  sei  nmsn  man 

x\  x",  als  tiiittclbare  Functionen  von  u  ansehen,  deren  Ableitungen  dann  durch  dx  ,  öx",.... 

bexeiehnet  werden;  aiebl  man  dagegen  n  ala  Function  von  x  an,  ao  «uaa  man  n',  oT,-....  ab 
mittelbare  Functionen  von  x  ansehen,  deren  Ableitungen  wir  dann  durch  5u\  *n", ....  bezeich- 
nen. Wir  t>edicnen  uns  in  beiden  Fällen  des  Ableilangszeicheos  d  aus  doa  Grunde,  weil  sich 
die  Abbiinngen  aaf  «ine  GrSaae  beaiehei^  die  dufcb  einen  andern  Boobstaben  TOi^gMteUt  wird, 
ak  die  abmieilende.  Bei  der  ao  ibatgaaeUan  Beielebanqgfwelae  bat  man  den  Begebt  der 
AUeilnngsrechnnng  gemSss: 

eil««»)  9)^=tx'Sxt  Sx"=itx"8Xf...,  und  au=Bu'du  ,  du"=2u"^u.... 

Im  Sinne  der  ao  eben  eingerührten  Beadchnungsweise  sollen  in  der  Folge  durch  3  u  und 
ISa  die  AMeitimgen  von  u  als  Piinetion  von  zweien,  durch  einen  aml'-m  T?ii<  listabcn  bczcich- 
'  '  '  '     nclcii  Yeritnderlichen  x  und  x'  aufgefasst,  nadi  der  einen  und  nacii  der  uiiüern  dieser  zwei 
VerHRderikben  ^aomuen,  beneichnet  werden,  woboi  di»  lUinr  deK..^IMell«i«wefa;bMiiy  alehenp 
den  ZIfbm  dv  Beibe  auch  aicb  Mir  «o  viabhfetgig  gwhdda»  Vwindailii(b«a  x,  xT  baiiabiim 
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AUeftanfiaitse. 


wie  rie  vom  mindest  aceentuirten  Buchsubcn  x  za  den  mehr  iccMiliiirVBa  auf  etnandcr  Tolgen.  ^  ^ 
Man  aielit  auf  der  Stelle  ein,  wie  sich  dieae  BexeidunuigsweiM  mA  dam  aodi  völlig  sicher 
gebnodiefi lüaat,  wemi s  eine Fnnoliun  von  mehr  als  Kwei  Mldm  V^ertniieriichen  x,  x',  x".... 

vorstellt  und  wenn  hilhcre  als  prslc  Abh  ituii!:»"'!  fii  rscliicii  ffcnommt-n  werden  sollen ;  denn  stellt 
a  eine  Funclion  der  drei  Veräntlfrlichen  \  ,  \  ,  x    vor,  so  sind  dtiii  Gesa^n  zufolge  die  Zei- 

■••eio       «01       10«       IIa  010 

chen  S  tXf  8  üf  d  Uf  d  ü,  S  u,  Ö  a  u.  a.  w.  von  selbst  vecstündlicb.  In  diesem  :»innc  hat  man 
den  Regdn  dar  AbleüoqgiredinBng  gemäss,  wenn  aiaa  ndi  xT  ala  FimctioB  von  n  gnd  v*,  diaw 
letatom  d«gffeii  wifdar  ab  FwwtfQam  von  x  «nd  TonMftt 

I«  '        I*      I«         •!      !•  •!  I«      «i         tl  «1 

,wmI,  Venn  mm  aiek  a*"  ab  liniclion  von  n,     u",  diese  lelsteni  aber  adbat  wieder  abFuac- 
Honen  von  x,  x',  x^  vontollt,  hat  man: 


a  n-'sa*  n~  5  tt-f  *     *  n'+16 1**' »  «r,  S  tTsst^r  9m^h  n^  *n'+  »  n*"  «  b",( 

••I  ■••       ••!  ••■  «II       ••■  / 


(11. «.) 

StaUen  n  und  i^  hd^fAkn  SSnaammenaelinngen  vra  x  nnd  x'  vor,  wie  aie  dmdi  die  C3ei- 

  .  <•»"•! 

u  — Fj,    und  u'—/^ 

groben  werden,  in  denen  sowolü  ais  J^^  iieüebige  Functionen  von  x  und  x'  anzeigen,  and 
dedit  man  aiek  in  diaeen  Gleidiungcn  x  nnd  x*  ab  fMbekannt,  alle«  Uoinfg»  Uafegan  all  be.- 

kennt,  so  würde  man  (iurclis  Auriöscn  dcrselbi  n  tu  Hczuir  auf  die  beiden  Unbekannten  x  und  x' 

bliese  als  Functionen  von  u  und  u'  dargestellt  erhallen,  welche  in  die  vorslelieodefl  Gleichongea 

an  die  Stalle  von  x  und  x'  gesetzt,  dieae  Glefebnngwi  MaHtisdi  maehra  wilidan,  wie  aus  der 

Lehn  von  den  Gleichungen  bekannt  irt;  fasst  man  daher      und      i  i  dem  Slane  auf,  daaa 

man  sich  in  ihnen  an  die  Stelle  von  x  und  x'  die  nnppg^t>!i'-itcn  F mrirunen  von  u  und  u'  pe-  <  ■•  • » ■. 

setzt  denkt,  so  nuss  die  Ableitung  von  Fx  nach  u  and  nadi  u'  geben  1  und  0,  so  wie  auch 

die  Ahleilnng  von^Si  nach  n'  nnd  nadi  n  giAen  mpaa  I  nnd  0,  d.  k  ea^^nyas  lein: 

It         I«  Ol         10  lt«l  titl 

l=bFxÖx+  eFx<)x'   und   1  =  1/^8 X +  1/^5 x\  .  .  . 

ae  wie 

O=Brs4x-^»F.0x'  nnd  Os=Va^<+^A.a]^, 
.weAmh  enm  baühanrin  von  den  Fuiiciiona     und'/,  aliU^;ige!ilelaUon  iwiMhen  ifx  nnd  «V  v  ■ :    ■ ' 

und  zwisdu  n  Jx  und  Sx'  fcstgestdlt  Wird,  wdcke' nttu  in  siane  der  bidier%en Beieidunagen 
auch  so  aobrciben  kann: 

l=!5ui.x  +  <Ju'd°x'   und   l=d*u'Vx-f3u'Vx',  *   •  (!••••) 

an  wie 

it  «1     tl  «1  ' .   I«  It    tl  1*     '     •  I  _ 

OsSn9x+»n«xr  nnd  0=ju'ax+<a'ax'.  C«*.»*> 

.Stellen   

x=:^  nnd  X-ssf, . 


•die  BeaalHde'Vo»«  n»a|cho>  man  danl«  AnflOaen  dar  ohigmi  fliaialinngen  eaUeHn»  wem  man  aiak 

in  diesen  blüs  x  und  x'  als  Unbekannte  däelile,  und  wendet  imn  auf  diese  Gleichungen  die 
eben  d«fchgefilihctfn  j9eloiahtiii0aa.>Mlai;iene  an,  «e  gelaa^  iwa  «L.den  folgenden. Bdalioaeii: 


Cl«*«b)  l  =  SxSu-i-Sxäü'  und  l=:'ix'Vu+«Jt'iV, 

SO  wie 

I*  »i     •«  ti  t*  I*     «1  f 

C1».«0  0=«xSn4-Jx^B*  und  0=Jx'aa+Jx'^u'; 

welche  aus  den  vorigen  durch  eine  wechselseitige  VerUnschung  der  Grössen  x ,  x'  und  B« 
mit  einander  hervorgehen  und  auch  unmittelbar  aus  den  Gli  icluinjjen  (12.  a.  und  b.)  geftinden  wer- 
den können.    Eliniinirt  man  nämlich  aus  den  vrsUm  tlcr  Gleichungen  (12.  a.^  und  (12.  b.)  ein- 

mal  die  tirüsse  ^u  und  ein  anderuiui  (iir  Grüsse  du,  so  ori)8lt  man: 

•I  tl       I*    tl  I«     tl  «1  In        10     Ol  10  Ol 

.!•  II. 

und  eboii  so  g^  de  Eliwiilwlion  der  OiOneM  9vt  und  8u'  am  den  leWen  4er  getieimten 

Glekfaungen 

10  «I  lont  JVOI  1«  IV         IVtl  !••) 

öxz=:du'iäxdx'    ?^x'öx^   und  Sx:=z—du'Xexd^—ix!9x}r 
woraus  sich  sogleich  die  folgcaden  ergeben:  , 

tu    8u     8u'  8u' 

millel^t  welcher  sich  nun  die  erwähnten  Ucberrdhrungen  mit  der  grässtoo  Leichtigkeit  bewirken 

I  *     •  I 

Jessen;  eliminirt  man  dagegen  ans  den  Gleichungen  (12.  a.}  und  (12.  b.)  die  Grössen  8x,  8x 

und  5x',  8x',  so  erhrilt  iii  ni  ut  <iie  gleiche  WeUe,  «der  «uich  duish  «ise  Uete  VjBflpfdnnf 

der  Grössen      x'  und  u,  u  lail  cinunder:  , 

Sx    öx    äx'  ax* 

Die  Gleichungen  (12.  e.)  und  (12.  f.)  liercm  femer: 

Ctt.»)  i8x8]^'^83^8x^i8x8n''^8^8u)^i 

and: 

I«  10  10  II  •!  I«  I*  «I  tl  Ol  Ol  10 

_  _  Jjf-^-, du      Öx  «>u'     ,  Sx'         Sn     Sx          Sa'     8x^     Sn      8x'   Sn 

(■••■*}        — rr—  »  n— —  iT-       rr-  —  "~«r-  »  nr  rr~  »  it~— »  i"t  ir-  » 

8x     Sm     Sxf     8u        8x        8u     Sx'        Sa'     Sx        Sa'     Sx'  Sa' 

von  wrl(h(;n  letztem  je  drei  schon  in  den  drei  übrigen  enlhallcn  sind.  Leitet  man  die  Clei- 
chunguD  (12.  a.}  und  (12.  b.}  wiederholt  nach  x ,  x'  und  u ,  u'  ab,  sy  erbtilt  man  Rektionen, 
die  zwiiAen  dm  hiHkeni  Perilakbleilungen  von  x,  f  und  v,  n'  eiett  Ünden  und  mittdsl  dar 
Gleicbungen,  au  denen  sie  enMenden  eind,  enf  nartlgUcii  ^dele  Arten  tiA  abluden  laseen. 

118")  T)n,  wo  durch  eine  Anzidil  von  Gleichungen  eben  mo  viele  Veriinderüclie  zu  Funn- 
tionen  der  noch  übrigen  gemacht  werden,  bringt  es  zuweilen  VortbeU,  diese  anabhängig  Ver- 
&nderli<^en  eelbek  wieder  als  Funetioneu  von  GrOeiea  anaaselien,  <Re  gar  nicht  tmtor  den  in 
der  Untenmohang  durch  Zeichen  eingeMrten  vortuwanMO  und  dadurch  die  abhängig  YorNudeiv 
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weue  iirin^t  den  VurÜietl,  dass  man  za  jeder  Zeil  übet  diese  uidieslimuii  geki&scuoti  Grüäsen 
fani  nach  Gefdlen  and  so  verRigea  huiB^  «ia  e»  die  jedtHMUfm  VnllMis  th  tm  liIhliflhalMi 

erscheinen  lassen.  In  diesem  Falle  kann  man  dann  von  AMoitnnnrpn  einer  jeden  Veründeriirhen 
nach  diesen  neuen  Grössen  sprechen,  deren  Zeichen  ganz  unl)estiminl  bleiben,  nur  dass  dazu 
aicbt  Miede  gewMUt  werden  dirfoa*  Ae  In  da*  UnterradMtngr  aehon  tti  andern  Zwecken 

bruiichl  worden  sind.  Wir  können  daher  neuc^  Zeiclien  Tür  dies»:  neuen  Griissen  »lailnreli  s^aaz 
entbehrlich  machen,  dass  wir  m  solchen  Fallen  ein  von  den  bisherigen  verschiedenes  Abieitungs- 

wo 

seich(»n  einrühren,  wozu  wir  das  d  wiihlen  wollen.  So  gibt  also  dx"  die  mte  Ableitun^r  der 
Vcränderliclieii  ,\"  nai  h  einer  beliebigen  unter  den  vorhandenen  gar  niclit  vorkoimnendeii  Grosse 

m.n 

ZU  erkennen,  d a"  giobl  das  Resultat  von  m  +  n  auf  einander  folgenden  Ableitungen  der  Vcr- 
inderlicben  u"'  au  -mnlehen,'  Ton  Welchen  die  m  efaten  alcb  auf  ebie,  die  n  andern  auf  eine 
sweile  von  jener  verschiedene  GrösM  ^irlt  Ii  -ii 'n  n  Inn  In-ider  Zeichen  ansserhalb  der  srhon 
in  die  Unlersuchang  aoigeaeBnwnen  gaas  a«(;li  Belieben  gewählt  werden  lunn,  aber  eben  des- 
wagn*  aadi  ganz  ungeniUl  Uaibea  d«r£  ... 

-    Dieaa  Voran^reaeliiekt  aidit  man  non  ohne  mthe  ein,  dass,  wenn  M  irgend  einer  ümer^ 

snchung  x',  x",  x'". . .  n!'^  Fi;r^"?M»nen  ^on  x  g-rdueht  werden  müssen,  tind  man  will  x  .«elbst 
wieder  als  FoncUon  einer  neuen  Grösse  ansehen,  die  Ableitnng  dieser  Function  nach  dieser 
flMen  Grtasei  andi  wenn  beide,  jet»  fknelion  aowoU  als  diese  OrBsse,  nidil  weRer  liesllbi'mt 

werden,  doch  durch  dx  angegeben  werden  wird,  während  die  Veränderlichen  x',  x",  x'"  

dieselben  Functionen  von  dieser  ncnen  unbestimmt  gelassenen  Function  bleiben  müssen,  die  sie 
zuvor  von  der  noch  unabhängig  gedachten  Veränderlichen  x  waren,  und  also  mittelbare  Func- 
tioneii  der  neu  eingefllfirten  GrBsse  werden»  diAer  bat  man  ddiBegelii  der  AMnilui^rediiHmv 


d.x'='<;x'dx  ,   dx"=^x"dx  ,   dx"'=<)x  "dx,....  Ci». 
oder 

»^=äf .  »^=*f  .  »^=Jf .....  C«.M 


Leitel  «ifn  diese  Gleteltnngen  nodi  «iamat  nach  der  neu  eingolührten  Qrüssa,  ■h»'  so  etUOt  mana 

•■'  ••          <  ,  ,  ,        dxd'x'  — dx' dV\      ,      ,  ,  ,      dxd'x'  — dx'  d' X 
.   .       c,x  d?--   y^F.   {Tx^'-  — 

|P/'4xozli£i^Fvä^  Oder  ■yr=^"i:^'-''^'  ''^^  ^ 

:  ^s,  l  ■  ■    ■>   ■■■■  '   r.::.  , 

),  '  -  .  I,-. 

iinii  jjan/.  iinf  die.selbe  ^^'et^^e  l;is.<ii'ii  .sieh  aui'h  die  noch  höliem  Aldeil(m)feti  von  x',  x",  x'", .,, 
qach  X  in  Ableitungen  derselben  Ver.inderliebeu  uiid  der  x  nach  der  nenea,  gaj^.  uubif#tin^ 
massencn,  unabWugiu  N'uränderlichen  Husdrttciten.,        ,  " 

7,  .     /  :     .  .  .     .    '/s«' Ii-  I'       •  "    _,.;  ,m  ■  .  r  ■  <:  ■  .  i.;  '"ii-,  ,i  ,  -..i; 

^, .  Ifittle  n^ui  aieli  hingegen.  . in  jtrgepd  fiiner  begonnenen  Untersncbung  die  VerihideriidMii 

x",  x  ", ....  als  Functionen  der  beiden  unublisutgi^j  gebliebenen  x  und  .v'  (^edaelil,  und  mm 
WoiU^  dimj»e  sm  einer  beliebigen  Stelle  der  Unlersu^^Uuiig  sdhüt  wieder  ais  Hoch  imbeslimnit  ^c- 
|p(|Mno  Znaauunenst^'l^ungeii  von  zwei  neuen  unabhängig  bleibenden  Veränderüchcu  sick  dcnkto, 
die  VOriHuOg  mit  den  übrigen  Crossen  der  Auf^'nlie  in  s;:ir  keine  Rezi^img  ^nbrasld  werden 
sotten,  so  mOssle  man.  jetel  d(0>¥etMderiidiau,  jT,  i^'V'f      dieaslkett  Functionen  dieser 
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■ibettinmt  gelassenen  KnsammenseUangea  aaffassen,  die  sie  vorher  von  x  und  x  warea, 
wfgsn  nun  den  Regtbi  der  AMdluifsreduHPig-ifewiM  hat: 


I«  10  10  QIIO  »I  |»«|  >l»| 

(.ta*  4.)  djt"=:<iJt"dx+ «Jx'  dx'    uüd    dji"=<).x"dx  +  "Öx"d«r, 

md  jede  der  atidera  abhänp'g  VerindertidieB  liefert  ein  dem  hier  gegebenen  vQlfijf  Uiniichee 
PMr  von  Gleichnngen,  das  sich  MM  den  voittdienden  dadurch  ergiebt,  das«  inm  flit  «He 
spätere  Veninderiidie  x"'  oder  x"  u.  8.  f.  setzt  Aus  den  Gleichangen  (13.  d.}  lassen  sich 

die  Partialabkilwigea  von  x"  nadi  \  und  V,  nflatUoh  tx"  and  *ix",  Ondcn,  «ad  neu  ed0tLi 

tii*  Itei  «II* 

•  •  „     dx"dx'— dx"dx'       .   • '  "     dx"(i\  Ax'Wx 

O**  «•)  ««  =  n — n  »■  1«-  «n«       =  r; — i.  ,*~Tr- 

dx  di^-'dx  d]^  dx  dx'>-dx  dj^ 

und  durch  Verwechselung  von  x"  mit  x'",  x",....  erhält  man  die  den  übrigen  abhängig  Ver- 
äaderiichen  zugehörigen  Gleichungen,  weidie  wir  ans  diesem  (iruade  füglich  weglassen  können. 
Auch  kann  man  durch  wiederholtei  AUeiteii  der  Glriehungen  (13.  e.)  und  der  di^en  ihnKehea 
inelt.dBniwu  eingeführten  unabhiiiigig  YeründerUchen  die  hübem  Partialableitungen  von  x",  iT,,,, 
nach  x  und  x'  (Jisrrh  Alileitungon  derselben  Veriinderliehcn  und  der  x  und  x'  nnrh  di-n  neu 
eiageflihrtea  Yerandurlidicn  ausdrücken.  WuUte  oder  uuitslo  man  sieb  ita  gegenwarUgeu  Falle 
die  beiden  «nabhlBiriff  VertaderiidiBB  x  nnd  xT  aicbt  ab  bdiebige  Fanelknuii  von  swel  aeim 
unhesliinml  gelassenen  Grüüsen,  sondern  als  zwei  verschiedene  Zuüainuienselznngen  von  einer 
und  derselben  unbesUmmt  gelassenea  oeaea  GrüMe  denken,  so  würca  dadurch  die  «bhi^gig 
Yeiiaderliohea  X^,  K"*....  n  Funelioiien  dieier  iwei  beUeb^ea  ZuMonmeaielaii^ea,  aüeo  ii»> 
beatfamte  mittelbare  Pbnclionea  der  einen  neu  eingenihrteo  Grösse  geVPorden,  und  die  AHch> 
laqgnechnuQg  hüUe  jetzt  an  die  Sfefle  &et  beid«i  Gleichungen  (13.  d.}  aar  die  eme:  ■ 

'  '(Ii,)  d  x"= V  x"  d  X  +  V  x"  d  x' 

cetzen  können,  oder  die,  welehe  sich  durch  Yertnuschung  von  x"  mit  x'",  x"  ans  der 

•    ■^<-  loci  l»tl 

vonteheaden  ergeben,  wodurch  die  Partialableitungen  ^x",  'dx"  oder  bx"',  ^x'",  sich  nicht 

iaieln  bestiauBen  Kewen,  aber  dodi  eine  Relation  rwisehen  je  iweien  derselben  fcslge-^ 
wOrdei.  Haa  lieht  leicht  ein,  wie  die  hier  begonnenen  Detraeblvmeu  lieh  gestalten,  wenn 
anstatt  der  beiden  x  and  x!  die  drei  onabbingig  Yerinderiichen  x»  ^,  x"  oder  eueb  nocb 
( .  • ,  mehr  vorhanden  gewesen  wären.  -  . 

mne  BN«  endBeb  im  Gefale  dner  begonMami  IMermdnmf  die  VeitndeilidieB  x',  x^,... 
als  Functionen  der  einen  x  angesehen,  diese  letztere  aber  seilest  wieder  als  eine  Zusammen- 
setz.ung  von  einer  als  unabhiqgig  genommenen  Grösse  u,  die  in  der  Aufgabe  schon  tMSÜaiait 
«erden  ist,  vnd  man  wollte  v  von  einer  «omeiluib  des  CMtieii  der  Aafgabe  Hegeaden  und 
vorläufig  gänzlich  unbestimmt  gelassenen  neue«  GrifMe  «Mdilgig:  atadiea,  so  hätte  man  sich 
unter  u  eine  unbestimmte  Zusammensetzung  dieser  neuen  Grösse  vorzustellen  und  unter  x ,  \',  x".. . 
dieselben  Functionen  dieser  unbestimmt  gebliebenen  Zusammensetzung,  welche  sie  zuvor  von 
n  mreN,  w  dMf  ana  x  ib  eine  lailMbere  Fanelion  der  aabeelinunt  gehnenea  GrSaie  and 
x", —  nis  Functionen  von  dieser  nrittelbnren  Fnnrtion  sieh  zu  denken  hätte,  weswegen 
dns  Ableiiungsrectaning  anler  solchea  Uatstftqdcn  und  im  Sinne  der  von  uns  eingeführten  Be- 
xeiebttungeii  gäbe» 

CM»«.)  .  dxsss^xin,.  dif==:«x'dx,  4s^^9«"dx,.... 
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inmu  mtn  finde :  <  ^ 

odvr  tMb.  WBÜ 

ax=Ji.   5x'=^',   8x"=i^   '  '  CU*«.) 

du  du  '  du 

Leitet  man  die  Glüi('hun)|ren  (^15.  b.}  wiederholt  nach  der  nm  rin<:(<rr»Hrt<^n,  aoMWialb  den  Gr0^ 
der  Aufgabe  gewibiten  unabhingi^  Yer^nderticheti  ab,  so  erhall  otan: 

„     .        dud'x  — dxd*u 
^*   (d^f   ' 

-^-x  dx='^*^^-f''^*'4   Ci».*) 

(dx)« 

(dx/ 


und  to  weiter,  und  die  Qeiehaagca  (15.  «.)  lieieni  dmli  die  gleidie  Bebandluog :  ..».,.  i 

••  -y^p-i^^i^:  :,.   («.»> 

Md  w  fNi  Atf  d«MeBNn  W«g«  faUgdwuii,  Iumb  rieh  «k  «■  driMi  uid  Idhon  .AkM- 


119)  Die  vorstehenden  Numnem  zeigen  in  allgemeinster  Webe,  welcher  Zusnmnenbaog 
zwischen  den  Ableitiingcn  licr  Functionen,  bei  welchen  man  steh  mmIi  md  mch  eine  sieta  ■!»- 
geänderte  Abhiingigkeilswclse  der  in  ihnen  vorkomtiienlen  Grossen  vorstellt,  statt  findet;  bevor 
wir  aber  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  die  Abhangigkeitstibertraguogen  in  der 
beaondefn  Pom  dnrchiidHiien,  In  der  sie  bei  Anwendbngen  der  AlrihBltimgtirechiNnig  anf  Gege»> 
5t;in  i\  i'ldie  im  Ruiinio  erscheinen,  aufzutreten  pflegen,  weil  wir  so  eine  (iflere  Wiederho- 
lung derselben  Betrachtungen  im  Laufe  der  i^ter  folgenden  Untersacbung  zu  vermeiden  hoffen 

eine  Gleirhung  zwischen  den  zwei  VerSnderliclien  X  und  vor,  in  der  wir  dcFoiedMl 
von  X  ansehen,  so  daas  auf  sie  die  vorhin  in  Nr.  III.  aufgestellte  Gleichung 


m,  wem  fps  wie  dort  dtn  OmMtarien  ^  watUOL  '  Waiden  UttvaT  dte  CMiMa 

i  TU 
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X  und  x'  von  zwei  andern  a  und  u'  abhäng'ig-  f^eniacht  durch  die  beiden  Glctchugen,  vom  erstei 
Gnde: 

Cf«.«.)  x=^.  +  fi,u  +  ^,u'  und   x'^fi't  +  ii'tu  +  fiu't 

in  wficlion  ^i, ,  fi, ,  m,  und  ti', ,  fi',,  ft\  beliebige  constaiitc  Grüsspn  vontuslollfii  halicn,  und 
setzt  iiiaii  für  x  und  x  in  die  Gleichung  (^16.  a.}  ihre  durch  die  Gleichun({en  (16.  c.}  gege- 
bcmii  AiudrUdM  lü  n  und  a'  ata,  m  T«nraiiddl  aich  jMe  GMdwiig  in  eine  ewkra 

welche  mit  der  erstem  eineiW  taMl  hei,  aber  nnstatt  x  and  x"  treten  in  ihr  u  und  u'  aut 

Darrh  diesi-  kUtc-re  Gleldiurtfr,  wenn  man  sie  für  sich  bcIrHrhlet,  wird  Ii'  M-  eilMT  FiugMNI 
von  u  genmcbt,  Air  welche  der  übern  Gleichung  (5.  b.}  zu/ulge 

C«.  h.)  «u'+v;,=rO 

'  ist,  wenn  v4  <^  QnoUeoteii        vorslelit.  Denkt  man  sich  die  Gleiduuigc»  06.  c.)  «eck 

den  als  unbekannt  bctrachtatan  GriMMii  ii  und  ul'  latliflMli^  io  keauMM  awd  endere  Gldohuh» 
gen  vom  enten  Grade 

(lt.  ••)  n  =  y,  +  i-,  X  -f- »»,  x'   und   u '=  v,  -(-  v\  x  -f  >  ^  x' 

zum  Vunchcin,  welche  mit  denen  (16.  c.}  einen  und  denselben  Inhalt  haben,  und  in  dcneo 
Wied«  v«,      ts  Hüd  jf,  coitttanlB  firSeeen  vontelen.  Die*«  Mitoni  Gleicinngw 

besitzen  die  Etgcnschan,  dsss,  wenn  man  an  die  Stelle  von  u  und  v!  \\\rc  durch  sie  in  x  und  x* 
gegebenen  Ausdriidic  in  die  Gleichung  (17.  a.}  einsetzt,  dt^e  sich  wieder  in  die  Gleichang 
(16.  a.)  umgestaltet  Die  3  CaeicIniRgefi  (\%.  a.)  und  (i6.  e.)  aowoU  ele  dk  «frei  (17.  ■.) 
und  (17.  c),  in  wplchtn  die  vier  VL'nuiderlichen  x,  x'  und  u,  u'  auflrften,  machen  drei  von 
diesen  Grüsscn  zu  Functionen  der  vierten.  Fasst  man  erstlich  x,  x'  und  u'  als  Fum  tinncn 
iron  a  aoT,  und  leitet  in  diesem  Sinne  die  Gleichungen  (16.  c.)  nach  u  ab,  u'  als  wittelbar 
durch  die  Gleichung  i/'g  =  0  gegebene  Functiun  von  S*  X  und  x'  aber  als  die  wtWtBMr- diwh 
die  fflfifthwngwn  (16i.      gegtdiencn  Functionen  von  u  ansehend,  so  erhiilt  nen: 

Cm««*)  Jx=;i,  +  /«,Bu'   und   Sx'=tt[-\-ft\^vi ; 

fasst  man  hingegen  u,  u'  und  x'  als  Functionen  von  x  auf,  von  denen  die  letzlere  mittelbar 
durch  die  Gleidiung  9Pz=0  gegeben  ist,  die  ersten  beiden  aber  mitletbar  aas  den  Gleichungen 
(17.  IwmiiyAen,  wd  leUel  mm  dieie  ietilem  Gleidniiigen  in  dieiem  Siime  necfc  x  eii, 
10  erhitt  mm: 

J  0=5»;,  + y,?  x'   und   J  u'=  »-I  +  »'» ^ 

Da      die  Abieilung  von  u,  ab  Function  von  x  gedacht,  amt  9x  die  Ableitung  von  x,  al« 

*       •    Function  von  u  gedacht,  bezeichnet  und  also  der  Gleichung  (10.1».)  fradtt  ^x^assl  iii,  lo 
gabm  die  ereten  der  Gleicbungen  (18.  a.)  nnd  (18.  b.): 

Ct9»  C"i  +  ."^  <"  u  )  (".  +  F, *  x'")  =  i  , 

woraus  eine  der  Ableitungen  £u'  und  Ibx'  aus  der  «odcro  sich  finden  UissL  Setzt  man  io  diese 
letale  Gieicbang  lllr  dx*  and  ^o*  ibie  au»  den  Gleicbui^  (16.  e.)  und  (17.  a.} 
Wcrfhe  nadi  Aaleüuig  der  Gleichaqgen  (5.  b.)  ein,  fo.  veiwuiddt  sie  eich  in; 

a*»  *•>  0*1  — (»I — ^»4)= * 
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oiid  giobt  so  die  AbMngigkeit  zu  erkennen,  welche  zwiscbea  den  aus  den  Gtoichawgen  (^16.  «.} 
und  (17.  a.)  hergeholten  Oaolinilen  ^wd^^  rtaMndi». 

Laut  am  die  Giddrangcn  (18.  a.}  noch  dooiil  »tA  a,  die  (ISl      nodi  einmal  nadi 
X  ab,  80  eigieU  neti  int  ersten  Falbt 

^jcss^Vtf'  and  «*x'sj^:  Vn',  ,    ,  tW. 
im  andern  Falle:  '        '  .  •    ^     -  • 

^«sj^Vx"  .and  a*i^=r;yx',  C«^  ».) 

md  fetal  aun  die  Ucr  flir  ^x  und  jPu  eriultenen  Wertlw  in  eine  der  Glddrangen  (iQ.  c) 
oder  (Id.  d.),  &  B.  in  dte  eniemj  ßo  koonnt: 

•fclPjfax+A«,»*u'(^u)'  =  0, 

w(>!r>tr,  nrnn  miu)  sie  sliccessive  mit      und  {Sxy  multipliclrt  und  anf  die  Gieiclnuig  (10. 
Riicksickt  niiiiuil,  die  beiden  folgenden  Formen  annehmen  kann: 

miUel«t  welcher  sich  eine  von  den  beiden  Ableitungen  Vx  und  b'u'  in  die  andere  übertragen 
Hui  Idlel  nun  die  Gleidumg  (1&      nndi  x  «od  die  (n,      nach  u  ab,  so  findet  wmi 

'itp'^  +  ltp'^tx'+^''^'=0   und  '^Vu  +  '''V'tt<^"'+<='"  =  0. 
oder  uüi  Rüdisicht  auf  die  aus  den  Gleichungen  (16.  b.)  und  (17.  b.^  fiir       und  tn'  sich 

«lebewleft  Wnitto: 

I  •  «I  I  •  Ol 

^f'x  —  qpi  ^  qpi  +    x'=  0   und   By/J,  —  yj,  is  V'«  + 'ö' u'=  0 

nnd  die  hienHu  fttr  ^x*  nnd  Vu'  $iek  eiveb«idett  Werile  nni^ai,  wenn 
(21.  a)  «fBMlik,  dieie  Uiefgiimi  in: 


p,  (  ö  y  i  -  tf'^  h  ff„)  +  (M.    Vu  -    ^  Vi)    u)'  =0 


V,  (byi-  <pi  %  7>i)  (5  x)»  +  ^.  (S     -  Vi  «      =0 . 

Weil  aber  zufolge  dir  ersten  der  GleidMulgen  (1&  a.)  nnd  (la  kj  ndl  Rttekiiclit  anf  die 

Gleichungen  (16.  b.}  und  [17.  b.) 

ist,  so  geben  die  beiden  vorigen  Gleichungen  über  in: 

^  «%(^'94-^ayü+*«.(*^-V4»VÜ('.-»^9O'=0}   .,.V..^  CM.M 

10  «1  I  t  »1 

in  denen  beiden  sich  eine  und  dieselbe  zwischen  und  ^Vu*  ^  ^  zwischen 

de«  kwniieB  FOrtidaHeltuigeii  m  9  «nd  ^,  fMlindeiide  Retalion  w  eAcnoen  gidit,  die 
eidi  nach  nanÜtellMr  nos  der  GMobing  (M.  kj  nldnileii  llaai 

Auf  dieselbe  Wrfse  fortfahrend  küiin  man  Olnitliimcon  zwischen  den  dritten  uml  hohem 
Abieitungra  von  x  und  u'  nach  s  und  u  nnd  zwischen  den  dntlai  nnd  hfiheni  Farfialai>iflftuiven 
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VW  ^  wi  ^  waÜMkm.  Avoh  km  vom  mi  dm  »woiiea  dar  GMetnuigeii  (la     und  (ia  k} 

Rektionen  zwischen  ^x'  und  tu'  herleilen,  welche  sich  von  der  (19.  e.}  darin  unterscheiden, 
dass  in  ihnen  bloi  CocUiuentea  der  Glekhongen  (16.  c)  oder  der  Gleichungen  (17.  c.}  vor- 
kommen und  eben  deswegen  in  vieten  Filleo  directer  zum  Ziele  fUhren.  SchreÖit  man  näm- 
lidi  jflM  Ctkidiiuigni  in  Siaiie  usenr  Bf«w'rfiminf  m: 

«0  gobn  lie  arter  Borilckiicbllgaiig  der  entea  Gleicha^  (la  a.)  ittd  (ta  k): 


+  ^,  0  U  »-,  +  F,  P  X 

und  setzt  man  in  diese  Tür  %x'  und  tu'  ihre  Wertho  aus  den  Gleichungen  (16.  b.)  und  (17.  b.) 
«II,  ID  etUtt  mm  nodk: 

£ine  von  den  bisherigen  verschiedene  Form  solcher  Gleichuiiguu  erhält  man  noch,  wenn  man 
die  (TU,  a.)  oder  die  (22.  k)  mit  efaiender  inrilipildilt  «ad  dabei  die  GIdehnqgen  «0 
«nd  (19.  bJ)  in  Rathe  zieht,  wo  sich  dann  crgicbt: 

CM.«.)  ^x'^u'=04;-f m;*u') (.<+»'; Bx')  «od 

ttt.du)  «riv<i=OiVa— ."OWv'x— "O- 

Die  vielerlei  Formen,  in  welchen  die  Relationen  zwischen  ?  x'  und  ?ti'  oder  rp'^  und  Y'i 
zeigen,  htiben  ihren  Grund  in  dem  bei»limnilen  Zusaitiraeiibiiage,  in  wclclit'i»  die  Cocillzicnteii 
fit  H>*  f%  vnd  V, ,  V,,  v',y  /,  orter  ebimder  stellen,  weldier  Folge  der  swisdien  de« 
Gleichungen  (16.  c.)  und  (17.  c.}  festjcrpsetzten  AMTfinsi^fkeit  ist  Aus  dem  Umstände  nStnÜch, 
dass  die  letzlereo  dieser  Gkicbongcn  die  nach  u  und  u'  aufgelösten  ersteren,  und  dio  ersteren 
di«  ttcb  X  nad     ra^Satan  tolilerea  aind,  folgt 


et«.  •.) 


,,,.^.-^^.=  -=--=-5  =  ^  oder 


ft 

und  lugtdcb 

CM*  Oi/'-l  —    "0  (»••    —  "'t  Vt)  =  1 

ist»  wie  man  sogleich  gewahr  wird,  wenn  maa  die  Gleicliaiigen  (16.  nach  u  uod  u',  o^der 
die  (17.  e.}  nach  x  and  x'  aaflM  und  tm  erslera  PaDe  die  llesullate  mit  den  Glet^ungea 
(17.  c.),  im  andern  Falle  mit  denen  (16.  c),  welchen  sie  ideiuisdi  gleich  sein  müssen,  zu- 
«»mmenhiilt.  Diese  Relationen  ziehen  eine  grosse  Mantiigrulligkcit  der  Formen  nach  sich,  die 
sich  noch  oit'hr  bei  den  höhem  Ableitungen  geltend  macht  So  z.  &  eriiült  man,  wenn  dio 
«nie  der  Gleichangcn  (28,  a.)  naeb  «,  die  andere  nadi  x  abgeleilet  wicd: 

welche  auf  den  ersten  AnblicK  von  den  Gleiihutipeu  ("21.  a/)  selir  verüiliieden  lu  sein  üchei- 
,  aber  io  dieae  ttbefgehea*  weaa  mm  Dir  Sit  mi  öu.  ihre  Wertbe  aus  den  cntea  der 
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Gleichungen  (18.  a.)  uaci  (18.  k)  und  für  ft,ft',  —  fiifit  und  v,v't  —  ffy,,  den  Gkidmugen  (23.} 
gemfiss»  — —und  —  —  setzt. 

120)  Wm  mm  der  Gleidiniv  (1^  a.)  iBa 

zwischen  den  drei  Veränderlichen  x ,  x',      gegeben  geweiCT»  der  XOfolge  wir  x"  ah  PjnM- 

lioii  von  X  nad  x'  nunuehen  bMUen,  so  diM  nach  Anleilo^  der  Gleidnng^  (6.  b.}  ,      .  . 

*V+^=0  imd  *V+,4=0  (,4.11.) 

ist,  wenn  uoler  «j^  und      die  Qaoiieoten         und         verstanden  werden,  und  werden 

unter  diesen  Umstünden  die  Grössen  x,  x',  x"  mittelst  ürrier  Gleidranfen  vom  cnten  Grade 
TOB  drei  andern  Grüssen  u,  u',  u"  abhängig  gemacht,  zulolge  derer 

x=fi,+,i,ii+^,of+^,a",    x'=/<;+,iJu+,r;u'4'/i;u'',    trzsf^-^-i^u+f^n'-^i^^  CM.«.l 

ist,  worin  sHmmtliche  mit  dem  Buchstaben  fi  versehme  Coefllzienten  constante  Grössen  vor- 
stellen, so  wird  die  Gleichung  (24.  a."),  wenn  man  in  <!i(»selbe  für  x,  x',  x"  ihre  durch  die  ,  '  . 
Gleichungen  (24w  c.}  gegebeiicu  Aundruckc  in  u ,  u ,  u   setzt,  in  einu  aiuic-re 

angewandelt,  weiche  mit  der  vorigen  einerlei  Inhalt  bat,  in  der  aber  an  die  Stelle  von  x ,  x,  x" 

die  GrOuen  u ,  u',  u",  wfeiroll  mit  verlndertem  Btae  der  Aoedrttcbe  tp  und  y> ,  getreten  littd 

Durch  diese  letztere  Gleichung,  fttr  sich  gcnonniK-n,  wird  man  berechtigt,  a"  als  nmction  voa 

n  und  a'  anzusehen,  so  daas  aach  Anleitung  der  Gleichungen  (6.-  b.}  * 

*, 

'^«"•f^sO  nnd  VV+^=0  (f».k.) 

tan  «^1  • 

ist,  wenn  man  unter      mA  yß'^  ^  Quotienten         uod  äri^  ^i^b  denkk  Siebt  uian  in 

den  Gleichungen  (24.  c.}  u ,  u',  u"  als  unbekannte  Grössen,  alles  übrige  hingegen  de  bdtannt  ' 
an,  und  löst  sie  in  Bezog  auf  diese  Unbekannten  auf,  so  erhiU  man  drei  neue  Gleidmqgnn 

von  der  Form: 

n  =  v,  +  v,X'\-ViX'-]-v,x"  ,    \x=z:i>',-\'  v[x^  i.'^x-j-  i;x' ,    u"~  vi  -r  »'1'  x+     J.  +  >'i' 

welche  mit  denen  (24  c.}  einerlei  Inlfolt  haben  und  in  welchen  alle  mit  dem  Buchstaben  i*  ver- 
Mbewm  CoeliiienleB  eonslaale  GrOssen  sinL  Dieae  letztem  Gleichungen  beailsen  die  Eigen- 
schaft, dass  sie  die  Gleichung  (25.  a.)  wieder  in  die  (24.  a.)  zurilckrülirpn ,  wenn  man  in  er- 
sten) flir  u,  u',  u"  die  aus  ihnen  sich  ergebende  Ausdrücke  m  x,  x',  x"  sclxt.  Die  vor- 
stehenden 6  Glekbangen  bOden  daher  einen  in  fficfa  mifkk  hmfenden  CyclM  von  Gfeichungcn, 
in  welchem  die  drei  ersten  und  die  drei  letzten  in  völlig  bestimmter  Weise  von  einander  ab- 
hSngig  sind,  was  vm'  AMiHnrjiVkftt  ^wisdien  »Icn  Pürli  (!H!'lci!ni!!j*'H  viiti  x"  und  u",  so  wie 
zwischen  denen  von  tf  und  i//  mich  stdi  zieht,  tliu  wir  jetzt  uuhcr  i(,cancii  lernen  werden. 
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Die  rkr  Quitkuagm  (9*.  &)  wd  QU,  c^i  ao  «te  41»  vier  GWctangM  C>&  a.)  wi 

(^23.  (■),  in  wclrlu-n  ilii-  sechs  Veriindcriicbcn  x,  x',  x"  und  u,  u',  u"  auftreten,  inarhrn  vier 
voQ  diesen,  die  man  beliebig  aiuwiUen  kana,  zu  FiucUoaen  der  zwei  nodi  übrigen.  Fauen 
wir  nwnt  x ,  x',  x"  und  ti*  ab  FmiclfoiwR  von  n  md  li*  an^  and  leltaii  wir  in  dl«acn 
die  Gleiehang«*  (St.  e.")  sowohl  nach  u  als  auch  nach  u'  ab,  wobei  wir  uns  u"  als  die 

die  GIcichunjf  tf^  —  O  j^cgelieiio  Futidioii  von  u  und  u',  .\  ,  x\  x"  als  mittelbar  durch  die  Glei- 
chuugcu  (24.      gcgcbeue  Fuiiclioiieii  derselben  Grossen  u  und  u  xu  denken  haben,  so  kouinU: 

t««.  •.)  ■  'ix 56 u",  6x'=tt:+fi:'Tdu",  8x"=/:-i-fi':'iu" 

(••.M  Vx=/i.+/i,Vu'',  jV=m;+^4Bu'',  Vx"=/*;'+^rVu"; 

fassen  wir  hierauf  u,  u',  u"  und  x"  als  Functionen  von  x  und  x'  auf,  und  leiten  wir  in  die- 
sem Sinne  die  Gleichungen  (25.  c.^  sowohl  nach  x  als  auch  nach  x'  ab,  wobei  wir  uns  x"  als 
eino  durch  die  Oeiehaitg  tpx=0  gegebeae  niKtion  von  x  und  «'i  « ,  u',  u"  dagegen  aJa  adt- 
teibar  durch  die  Gleicliutigen  (23.  c)  g«fd)ene  Fwctlonen  voB  deöfdben  GrOiaaen  s  «nd  x' 
zu  denken  haben,  so  kommt: 

(•«;•.)  ao=i',+»'.'DV.  «V=»{+>4Bxr',  IyV=*r+»i'«>V 

und 

CMUb.}  »bVxr,  Vn'ssi^-f  a£llx»,  Wsi^f+arVaT'. 

Da  aber  liier ,  wo  bald  x  und  x'  als  Functionen  von  u  und  u',  bald  u  und  u'  al^  Functionen 
von  X  und  x'  betrachtet  werden,  die  Gleicbongea  (13.  g.)  und  (12.  h.}  ihre  Anwendung  finden, 
ao  wM,  wenn  man  an  die  StallB  der  dortigan  AUeitnngen  ihre  hier  in  den  leliten  vier  Gnqi» 
pcn  gegdlemn  Werdw  aelitt 


CM*  M 


1  • 

8  u"  

1  • 

^,  4-^4,^  u"   

0  1 

0  1 

«;  +  /<;  cu" 

v.  +  v,^x" 

/'i  +  ft'j  u"   

r  • 

V,  +  »'»'(■  x" 

I  0 

-f  //,  ?  u"   

*  i  — 

 n — 

j/,+|i;\>n"_ 
1*1 +^4*«" 

welche  txiT  Burslcllung  der  PartialaMeituntren  von  u"  in  Parilalablcitungen  von  x"  dienen  kön- 
nen und  von  welchen  je  drei  der  in  (^28.  Ii )  enthaltenen  schon  in  den  drei  übrigen  enthalten 

I  a  B  I  9  •  II 

sind.  Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  an  die  StcUe  von  tx",  ^x"  und  bu",  bu"  ihre  durch 
die Gleichangen  (24.  b.)  und  (25.  b.)  gelieferten  Werihe  — f^,  —y^  nnd  — — V«>  w 
vctwaaddn  ato  sieh  in: 

f*i — t''  "i — Cf't  fi — .'^  "'0  v'u — O'i  ."i — m'  h>i  "'in  X 
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CM*  M 


swlfchen  den  PutiBlabidkingen  von  <qB  und  ^  stattfindeaden  Rebllflaeii  an  din 

Hand  gegeben  worden.    Mit  den  Gleichungen  (28.  b  ")  und  (28.  b.)  gicichbcdcutcndo ,  alicr  ^  , 
sckon  ihrer  gritssem  Syminelrie  wegen  Hngleidi  vortbeilhaftere  Gleichungen  erhält  inan,  \>  L-nn 
ler  Gleichungen  (11.  b.)  in  den  lelMw»  dir  GMelwngen  (27.  a.)  und  (27.  b.} 


au"=«u"Ju  +  %u"da    und  Äu"=<>u"aa+bu"au' 

■ünd  in  den  letzten  derer  (2«.  n.)  und  (26.  b.)  '  -  '  ■  '"■     -  "     i-M^.        .r,.  .r 

'ietetj  WOdorch  sie  werden:  •  •  i"-' '"'^^ J'J' Mi^<it''     i W  it-iL-tj. 

«u''ao4^>aW«<4*"»4'*x'^i  '«wl.  ifeu''Ju  +  ^"#rf3=*rH«»P»'ii^y  (  '  <  ^  j 

und' mit' Znxiebaag  d^  ^  wie  der  Mden  eniBD 'U 

••'  r":''"=   ^  r.:..iiuflv,l.  .mjT 

•■■■••t  r;   .Ji'*<i'!.   I.  f«         '         «1  •■  '     '  kifl-il.  ii.ii  ti-i«l1il>li^    Ii- >ili 

■mI 


—  ox—  n— ' — TT-»  — ox  =  jT  rr^  » 

—  «tt  =  ■ — n  — iT~~,»  —  .  >         ,„  ^  1  !.■•»  "»J 

wodurch  jede  der  Par^jalableilungen  bx"  und  bx"  durch  die  beiden  Partialableilungen  bo"  and  • 
^a",  10  wie  jede  yoo  diesen  letztem  tlurch  die  beiden  erstem  dargestellt  wird.   Wir  unter- 
w,  noch  MdM  geTonnle  Glekfaui^pen  xwiidien  den  Grösaen  dz",  'tx"  nnd  in",  'im" 
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aufzastellcn  und  bemerken  btos,  daw  äüe  diese  verscUedenen  Fomeii  ihren  Gnnd  in  der 
Miig^^  babfln,  bi  der  di«  CoeffilfMitea  der  Gleichoagea  (24.  c.)  und  (25.  c.)  zu  einander 
•leliea,  und  die  man  kennen  lernt,  wenn  man  die  einen  vrirkiicli  aus  den  andern  herleitet 

Sebt  mui  in  den  Gleichungen  (30.  a.)  und  (30.  k).  Or  'ix'\  Vx"  ihre  Wertbe  au  des 

GIHckingpn  (2 !.  tO  nnd  fUr  tu",  l^o"  ihre  Wcffdi«  tti  den  GMdinngen  (2&.  h.},  lo  nr* 

wandeln  sich  dieütilbeu  iii: 


"I        *       *r     I  _V  //I        *  I  f 


wttrin  fieb  dw  V«iluilm  awiMhoi  den  Pirthddileilang«!  der  Anedrüdw  ^  nnd     «rf  «Im 

•ehr  einfacho  Weise  ausspricht 

Leitet  man  die  bisher  anrgestcllten  Gieichungen  wiederiiott  nach  x  und  x'  oder  nach  u  und 
u  ab,  so  stösst  man  auf  Gleichungen,  welche  Relationen  zwischen  den  zweiten  tind  böhem 
Partidaibleilnngen  vm  Jt*  und  u"  oder  zwischen  den  zweiten  und  bSlieni  Partialablettangen  der 
Ausdrücke  rf  \tn<]  t/i  nn  die  Hand  geben.  Auch  hier  wieder  "Wird  man,  je  nachdem  mnn  diesen 
oder  Jenen  Weg  einschlügt,  auf  Relationen  von  sehr  verschiedener  Form  zwischen  denselben 
FUrtialableHnngren  atossen,  die  fluen  Gnmd  bi  dem  UmstiBde  Mwn,  dm  die  In  (24.  c;}  nnd 
(23.  c.}  enthaltenen  Gleichungen  ibretn  Inhalte  mck  dne  nnd  dieseOMn  nndf  nur  mit  dem  Un- 
terschiede,  diiss  erstcre  in  rim^r  imcli  x,  x',  x",  letztere  in  einer  naeh  u,  u'.  ii"  nnfj^elnsten 
Form  hingestellt  sind;  setxl  uiun  daher  die  Werthe  von  u,  Q  ,  u  aus  den  lelzlern  in  die  cr- 
slarn,  so  mUnen  din  dadnich  eich  «^gebenden  GlaiclHingen  identiadM  eein,  wdcb«  in  folgen» 
den  Relutioncn  rühren,  zu  welchen  man,  und  zwar  auf  eino  iiocli  dlrei  lere  Weise,  gelangt,  wenn 
man  die  Gleichungen  (25.  c.)  der  Heibe  nach  einmal  mit  ji, ,  ,  fi, ,  ein  andennal  mit/<j,  ^ä,  ftl, 
tarn  drittenmal  mit  fi',',  fi't,  ^  multiplicirt  und  jedemml  din  drei  criwUcnen  Remdbria  eddfirt,  und 
diese  Summm  mil  den  Gleiciumgett  OM.       denen  ein  Mentfich  gieidi  aebi  mbiten,  naan- 

menhfllt : 

' i*','  »»i  +  f,'   -h  f*      ^  »      »'» +  /«» »'i  +  K  »•« = ^  »      »*» + f  n 4- 1>'*  vi  —  * . 
Diese  Gleidraagen  sbid  Over  Fonn  nadi  dfeadben  wie  dte  fai  -cHlBn  Abadnrfito  %  t.  vMler 
(80.)  aufgestellton,  nur  daas  hier  r, ,  vi,  v"  steht,  wo  dort  A,  A',  A",       y',,       wo  dort 
A, ,  A' ,  A",      ,  vi ,  Vtt  wo  dort  A, ,  A', ,  Ai' ;  ferner  hier  n, ,  ,m,  ,  u,    >vo  dort  B  ,  B, ,  B, , 

f'ii  f«>  wo  <^rt  B',  ^,  Bi,  /li',  ftt,  wo  dort  B",  BT,  Bi',  weswegen  sich  aus  ihnoi 
di»  gleidien  Rdalionen,  wie  die  dort  unler  (81.  «.}  aufgestellien  afaid,  beileiten  käsen  md  tte 
tich  in  folgender  Wdae  achreiben  lassen: 


~     /4  ft; 
~~?r — - —  — ' 
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wo  zur  Abkürzung 

»'t  >'» »" — »',  »'i'  >■',  —  >■',  I',  >■','  +  i\  >■',' 4-  »r  Ii  )\  — »'!'  »'i i'i  =  N  (si.  e.) 

gesetzt  worden  ist.  Acindiche  Hetationcn  erhalt  inan  auch,  wenn  man  die  Werthc  von  x ,  x\  x" 
au  diMi  GleidnuigeD  (34.  cl)  in  die  Ghidiiiigni  (25.  e.}  lelit,  wodordi  nan  inf  ideafiadie 

Gleichungen  geführt  werden  muss,  welche  Relationen  aber  auch  aus  den  voT^tsn  dimli  «Wdli« 
selseitige  VarUuschung  von  ^  iind  v  hergeholt  werden  köoneo  und  sind: 

»I  f*t  +  »•>  /'l  +  »i    —  0  ,    vi  /">  +  i'J     +  i  ,    vi  /u,  -f-  y',     -|-  vi  fi"=  0  ,  }          («t.  «. ) 

^i>:'=o  ,  v:>.+»-;'^+y;>;'=o  ,  v;>,+i<>;+»^'K=i 

¥,  Vt  V, 


r',  v't  v,  ' 

•  '       - p->» — tßif^-i^v^ ^ M. M — #«; 

* 

tflrenn  nr'AMdliMii^ 
futet^ttwiiyl.*  Aaeb  folgt  nsdi  irailer,,dau 

ist,  wi«i  man  sogleich  findet,  wenn  man  aus  den  ersten  beiden  neiben  cbniMicr  atchmdaB  GM- 
chu^gcn  (3i.  a.^  ^  eltminirt,  wodurch  man  QndH : 

.  - -.  K'— .«.(i-i Vi»-;  ) -f-^'.c»'''"— vi'»';),    1  ,      .     ■  . 

welche  Gleicbuog  millclst  der  in  (31.  b.)  aufgeslelltea  tibcrgchl  in:  _  ... 

v; = N  (/I,  /i, 

uikI  iinn  mit  RüJ'ksfrht  nul'  dii-  (ilcichiingcn  (32.  h.)  die  angegebene  wird.  Diese  Relationen 
setzen  uns  in  den  Stand,  vorstehenden  Gleichnngeo.  atter^aBd.GeetaUea  Uk  geben,  aus  denea  null» 
jedesmal  die  eiRftwihaleii  aaasawHbleii  bat  So  gestatten  aie  vna,  die  Glckhungcn  (28.  a.)  und 
(29.  B.)  in  vii'l  einfacherer  Weise  dHraiistpllcn.  PiviiHrt  man  nämlich  jene  Gleichungen  mit 
der  (33)  und  niaimt  fiUcluiidil  auf  die^i(i}l.^.b.},  4I94  (33.  bO»>  eo  Iwä«»  «icb  di^ßlbea  «• 
Bchreiben: 

'  '  '   '  C»5'-*i'^V-/,V«'0(^;'-/i^\x''-^;?;x'0=<"  '    '  («*.•.) 

'  ^  (»''•'  +  v,  vi,  +    V'II)  0'»'  +  i"«  7i  -|-  f«i  ?  x)  =  1  •  («4.  b.) 

Um  den  Gebrauch  jener  Relationen  an  einem  dazu  geeigneten  Beispiele  zu  erläutern,  wol-     t-*«  ■',\\ 
len  wir  aus  den  Gleichungen  (30,  a.)  Relationen  zwischen  den  zM'cilcn  Ableitungen  von  x" 
and  u"  betbolen,  inricwphi  sieb  dieief  Ziel  auf  Yi^xtv»  Wega  efretcbea  UsiL  Lailel  n^n. 
jede  der  Gleichungen  (30.  a.}  aowoM  mob  a  da  nadi  n'  ab,  m  efbllt  man  mit  ROekricbt  anf  i 
die  Relaliooen  (91.  lik}: . ' 
1.  98 
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and  diese  (Mämgen  nduMn  nit  ROckaidit  «uf  die  QK.  %)  md  (26^  cBe  f«^e«i«  Ge- 
stalt an: 

(»•;'— B  u"—  j',  b  u")'   x"  ä  X  + x"  i)  x'}  ^  N  (+  (V  x'  u"—  d  x'  u";) , 

•  I  !•  III«  »II*  t  I      1  t  Itll 

W— »'iSu"~«,«u'0'(^^x"<5x4-dx"5x')=N(— Ö.v  ou'-h^x  bu") 


•I         I*  iiti  «III 

(fi—  *5 «  tt"—  n  t  Q-y  C**"  '        «afj  feM  C— « 3^  *0 1 

•■       ••     II  »1    ••  «1  I*  ^»t     «1  II 

<  •  II 

Man  kann  aus  den  ersten  beiden  dieser  vier  letzten  Gkichnngen  ta"  und  du"  uad  aus  den 
•  I  II 

letzten  beiden  da"  und  du"  findto,  uid  eitttft  so: 

■••I  |en|3D  •!  it  ID  30  isio          |i  lo  ot 

SeM  Bin  mo  der  Gleichaig  (SSl)  nA»^  1  flir  tl  wd  in  gleicher  Zelt  fir  )r*x»  Vx, 

M 

I  •     •  I  t 

dx'f  dx'  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (26.  a.)  und  (26.  b.),  so  wird  zunächst 

MC'jVirV  jVjx):!.  i«.i.;-i..>>h- c>./*;-i.;i^bn"+o.;ii.-^f.Dau" 

oder  nü  Bidnielt  mT  df«  OeidtMuigMi 

I«  «I  at  '  I« 

omI  UeiMf  gehen  dte  twigen  drei  GMclMVifen  liier- ins 

»0-=  (»-;'- Vu"  »-.d  u'o  [0*. +//,  Vu'  j    +  2  (ju. + /i, » u'Q  o; + ^;  du")  Vx" 

.        •    1„  ..         ..  ..  ,.  +  0*i+#«i"öu'}'bJt"J  . 


'i u"=  Cri  - v'.'i u"- f. b « ") £04, 4- /i. « x"+  20«.  +  /«. Vu  ) (/i;  +  ^;  "du")  b X" 
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welche  Gieichungen  sich  mit  Zuziehang  derer  (iHk  a.}  audi  auf  die  nacltftelicnde  ein&ohero 
Welle 


It  Kit  i»  »1 

»>;  b  u"—  y,  ^  u")       X)'  S         2  8xdx'^  x"  +  (ö  xj  t  x"]  , 

%  u"  =  (i-;'  —    «  u"  —  v,  ^  u"3  [ .)  X  v  d  x    ^  ^  x x'+  5  x'  J  x)  i  x"+  Sx'Sx'  'd  %"] ,  }  C»»«  *•) 

V  u"  =  (Ki'  —  v;  b  u"  —  r,  'c  u")  ( I V  .X )'  b  x"  +  2  J  xi'  x'  B  x"  +  (3  x  f  °c  x  ]  . 

Zu  ihnUchen  Resullalen  rühren  auf  dieselbe  Weise  die  GIcirhungcn  (30.  b.},  welche  sich 
aber  schon  aus  den  vorstehenden  durch  wechselseitige  Vertaiuthung  der  ßiichslabon  x  und  u 
so  wie  derer  v  und  /i  mit  einander  erhallen  lassen.  Aus  den  so  gpfundencn  Relationen  zwi- 
schen (ii  n  zweiten  PurtiHUiWoitiingen  von  x"  und  u"  lüs.scn  sich  clunn  auch  die  zwischen  den 
zweiten  Partiaiableitiingen  von  <p  und      miU^l^l  der  GieicJmngen  {24.  b.)  und  (25.  b.}  tcr- 


121)  ittile  MK'iddliiiiiKh'd^  6iei<^  (^'^^ä^HMatt''*^ 

•     -  .  «  n',»j'iMii|ir  ,/  atn.  rrfjfi'iil.-iMi'f  noiiinj  ,  '  »arMfl-j»-.!,!        li-njil)  • 

-I.  .\"  'liii  "/.  Ijhii  '/  1'iJiii/  iN(PxT==^  »   *x=0  -iiiihi'jl.')  . 

vorgelegt  bekommen,  wo  in  ff^  sowohl  als  in  die  drei  Veränderlichen  x,  x',  x"  vorkom- 
men, so  werden  durch  das  gleichzeitige  Bealeheo  dieser  beiden  Gleicbwigen  zwei  von  den  drai 
VotodeiUcheD  xn  Functionen  der  dritten  genacU  and  nnoi  bat,  im  Fäle     and  if'  als  Fnno- 

von  X  genommen  werden,  den  Gleichungen  (7.  d.}  gemäss:  '  "  ' 

94-^+Cv;-«Ö*«'=0  and  9««t-5f4«S+C95-«5)*«"=0, 


wenn  man  unter  <p'^ ,  tf»^  und  q'^ ,  «l»'^  die  Quotienten  >  — ^  ™d  «tt^  '  >  rrr 


versteht   Werden  nun  wieder  dl»  Vcntnderliäien      i^t  x"  von  drei  andern  Qi  uT,  a"  durch 
ilie  drei  Gleiehnngen  vom  ersten  Grado 

x  =  tt,-\- ^^,^^-j^!h»'+^t,u",    x'=ft',-\-iA',ü-\- fi'tU  + fi'i\JL\    x"=/i;;  4-/'i"u  +  iu"u'+/<;'u"  (^s«.  c.) 

abhängig  gemacht,  und'  iebl  mm  di»  Uerthncdh  fUr  x',  x"  gegabenen  AuadrOcke  in  dto  -t '  : 
Gteidnu^^en  (jSCl  a.}  eta,  ao  fehe«  dle||e  in^ 

^=0  und  y>;,sO    ..  iWhmO 

von  (leitiselbcn  Inhalt  Uber,  in  detieti  i/;  und  V  im  Allgemeinen  die  drei  Veränderliche n  u  ,  u',  u" 
in  sich  tragen  werden,  nnd  die  durch  ihr  gleichzeitiges  Bestehen  zwei  von  diesen  Grüssen  zu 
FnndionaM  d«  dritten  antAaik  <Siebl  noa  <■  dtoten  Olekiningea  «'  und  n"  ab  Fundfown  loa 
a  nn,  ao  hnt  man  den  Giaichnngen  0.  d.}  geniag:  .  ,  r 

und  fnsst  nian  in  den  Gleit liungen  (36.  c.)  die  Grössen  u,  u',  n"  nls  Unbekannte  ull<-s  UebriKe 
n>  ihnen  eis  bekanut  auf,  so  giebt  die  Auflösung  der  genannten  Gleicbuaigea  ia  Bezug  auf  ^  ^ 


drei  neae  Gleichungen  vom  ersten  Grade,  nindioh: 
ue=*.H-  V.  X  + K'+  n  z",  y;  X  +    x'+  vi  x'\  u?5=tC  +  v'/x  +  v'^x'^  i^.'x"  (»i. 

'ganz  äo  wie  in  der  vorifM  Rummen  t)ie8«  Anadrtieke  von  v,  aV  n"  wOrden,  wenn  man  sie 
an  dio  Stell«  dieoar  GrBaaan  bi  die  Gkkbni^  C^7. «.)  leWe^  trieder  die  Oatabavan  CMl  a.^ 

28» 
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liefern,  so  das«  von  (k>n  leUten  drei  Gleichungen  xu  dea  ersten  drei  genau  der  gleiche  L'eber- 
ging  ataUflndel,  wie  vra  dieseii  n  fenoi  «id  abo  iRe  Mchs  diMii  fai  §Uk  nrttsUnfeiMlH 

Cyclus  bilden.  Die  5  Gleichunjren  (36.  a.)  und  (30.  c")  mMÜin  5  TOI  den  6  Veränderlichen 
X,  x',  x"  und  u,  u',  n"  zu  Functionen  der  seclisten  und  dtf  Cleidie  Ann  «ich  die  Gleichao- 
gen  (37.  a.)  in  Veririmhng  mtt  denttfi  (37.  e).  fwu^  vir  zuent  x,  md  a*,  n"  äli 
Pooctionen  von  u  auf,  und  leiten  wir  in  diesem  Sinne  'die  GMdiungcn  (36.  c.)  nidi  m  dl, 
Wobei  wir  uns  u',  u"  als  die  durch  die  Gleichungen  (37.  t.)  gegebenen  Functionen  von  n, 
bingegeo  x,  x\  x"  als  die  durch  die  Gleichungen  (36.  c}  gegebenen  Functionen  von  dersel- 
ben nnabhiingig  Veränderlichen  a  denken,  wShrend  in  diwm  Teillea  GMclwügieh  die  GÄMen 
u',  u"  als  (li<'  durch  die  Gleichungen  (37.  a.)  gogebcnon  Functionen  voil  tt  aBlMelieil  ätitii 
80  liefert  die  Allleitungsrechnung  dieser  Vorslellungsweisc  zur  Folge: 

'  -  l  -Ii 

Leiten  wir  hierauf  die  Gleichungen  (37.  c.)  in  der  Art  nacli  .x  ab,  dass  wir  .x'  und  \"  als  die 
mittelbar  durch  die  Gleichungen  (36.  a.^  gegebenen  Functionen  von  x,  hingegen  u,  u',  u" 
■  df  die  dnidi  die  Gleiehnngea  (37.  c)»  in  denen  nu  lieh  nntar     nnd     die  eben  geaan» 

len  Functionen  7,u  denken  hat,  niiltpIJinr  (reiri'hi'ncn  Funrlionen  von  derselben  nnabhängig  Vcr- 
inderUchon  x  ansehen,  so  liefert  die  .\bleitungsrechnung  im  Sinne  dieser  Vorstellnngs weise: 

C«S.M       aur=if,4-y,Jx'+i'.Bx",  3u'=v;  +  »'re.x-|-v;<J.x",  Ju"=*;'+i.rB*'+»i'Bx''; 

nd  ein  neehmigeff  ibiettea  der  CUeiduinfett  (3a  ik}  oad  (9&  bO  Metoti 

f^'x=^Va'+^iiVuV  «•j['=^«*a'H-fi(Viir',  J'x*=/ifVB'+/ifV»'' 
CM*«*)   I  und 

Da  im  gegenwärligca  Falle  bald  x  als  Function  von  u  und  bald  u  als  Function  von  x  be<- 
traditet  uid  dnlMr  der  ^eichung  (10.  b.}  gemän  3x9n=l  iat,  to  bat  nan  nvOidenl: 


(»•.  «.)  /i, t  u'+ ? u")  (»■,  -f    « X'+  V. S x")  =  1  , 

und  aasserdem  geiien  die  2  letzten  Gleichungen  in  (38.  a.)  sowohl  als  die  in  (38.  b.},  wenn 
■an  in  ümn  den  GMchnngen  (11.  a.}  gearian 

^x'—^^^Sx  ,  Sx''='h^9x  md  3ii'=W^n  ,  *n*=^ü-»ii 

setzt  und  für  6x  und  du  ihre  Werlhe  aus  den  ersten  der  Gleichungen  (36.  a.)  und  (3b.  b.) 


«öd 

Durch  weiter  fortgesetztes  Ableiten  kann  aatti  leicht  «He  Werthe  von  ^'x',  Vx'\  Vi^t  Vx".., 
odar  tm       Vm",  Vu\  Vr...  laandaa.  S«  i.  &  g«bcn  die  deidingcn  C39.  b.),  w^n 
II  abMMI:  ..... 
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und 

*  *  ^''^   o;:T7^rg7q^fF5^ —   

mtcbc  durch  don  in  (38.  a.)  ojigogebenen  Werth  von  Sx  übersehen  in: 
und  >  (••• 

md  Am  m  vnftlirt  hwb  in  allen  andern  FiOen. 


1^  Alftttlhnig  tlMI  t$tu%,  vrodartb  f,kh  irr  IVhfriTKn?  vnn  itr  KhMttnKUtthwng  mt  nim  dtt  liU» 

elgeoMJi&nrn  iciclit  und  sitktt  beHerksielligea  li&st. 

f  22)  Wir  serxpelten  diesen  Satz  je  nadi  der  Aoubi  der  voxbendeiien  Grässea  in  folgende 

Unterfulle: 

«}  LiiSdcii  sich  zwei  von  einander  verschiedene  Grö8i>tin  A  und  durch  zwei  von  einander 
venMiUflden»,  aber  imcIi  «te^f^ea  Potenzen  einer  und  derselboi  Vertaderiiclai  fnlhnirende 
ttaliiibe  Reiben  mit  cmsen  und  posiiivLn  Exponenten  darstellen,  so  daee  mm  Inl: 

A=3:y»'(k  +  K,y  +  K.y'+...0  und 

B  =  y-(£-i-Ä,y  +  if.y'  +  ....), 

wobei  K,  K,,'K|,....  und       S^i»  Stt,..,.  beliebige  reelle  und  endliche  Grüssen  vorsteUen, 
üe  ndl  AasMAme  von  K  und     Mch  Nnll  Min  kftaMt;  «wl  lind  «fie  Grifiien  A  «nd  B  von  < 
solcher  Art,  dass  deren  Unterschied  bei  jedem  möglichst  klein  gedacUen  Wetik  Ton  J  in  Vci^ 
gleicb  in  ihnen  selbst  verschiriiidend  kiein  wird,  so  muss  sein: 

b)  Lassen  sich  zwei  von  einander  verschicilüne  CriissL'n  A  und  B  durch  iwd  ^on  ein- 
ander verschiedene,  aber  nacli  steigeniien  l'otenxeu  zweier  Veraiiderlichen  fortlaufende  uimlicho 
lleilMii  mll  gamen  luid  poaltiven  Bx|MMenten  danrteDen,  ao  da»  nan  lud: 

>vo!iri  K.  h', ,  K',  und  St,  Jt, ,  j?*, ....  beliebige  reeUe  und  rndlichf  Cr  H.si'ti  vorslcllcn,  die 

Biii  Ausnahme  von  K  und  St  auch  Null  sein  können;  und  sind  die  Grossen  A  und  ü  von  soi- 
■char  Art,  da»  deren  lAilaiseUied  bei  jeden  nOg^Mut  Uein  gedadilen  W«f1keii  von  j  und  y' 
1ü  VaigMck  ft  Ahm  aalist  vaisduriiideMd  kMn  wird,  an  mu  buMtt  noeh  sain: 


c)  Man  kann  ecken  mm  den  beiden  in  a)  und  b)  aufgesti'llten  Fidlen  leicht  ei 
wie  d«r  Sab  iaulen  witode,  wcm  äß  beldfn  CMsae«  A  aod  B  dorck  ihnlickn  BdkM 
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ridR  ifrertai  kOonlen,  idte  mdi  PMmmb  von  drti  od«  nthr  V«rtadefliciMii  Hil  funeii  posi- 

'  thrtn  Exponenlen  forllicfcn. 

Die  RicbUgkeil  dieses  balzes  springt  schier  voa  selbst  in  die  Augen,  doch  wollen  wär, 
'  MBMtf  grMMn  EinfliUMS  bei  Anwenänngen  Üt  wiwMedenftMi  Aii  Udber,  <leiieB  BewA  Uv 
nicbt  libelgehen. 

Beweis  zu  a)  Die  Gleicbungen  (40.  a.)  gebeo  sogleioh  den  Ualendhifld  dar  beiden  GrOe^ 

sen  A  und  B  an  die  Hand;  es  ist  nfimlich 

•  und  dieee  CflMCfamig  vertrandett  ilcb  b«l  einem  mügliebel  UeiMO  Ifertti  von  ji  wo  Jedee  fol- 
gende Glied  der  in  ecUge  Klammern  eingeschlossenen  Reihe  vcrschtv  indi-nd  klein  wird  in  Ver- 
gleich zu  jedem  wiridiob  vorhandenen  früheren  dcrsellipn  Reibe,  entweder  in 

14t.)  A-B  =  y-CK-Ä), 

w«an  K  — niebt  der  Nnll  gleich  ist,  oder  in 

A-B=y-[CK.-ÄOy  +  CKa-ffOy'  +  '  •■]. 
wenn  K— der  Kall  gleick  ist,  und  man  kmn  in  diesen  leletem  Ftlle  «utatt  der  in  eckige 

KliuiiiiiL'ni  i-iM;,'rs(liloi;s<'ii(  ii  Reihe  das  erste  in  ihr  wirklich  %orluiii<!riiL'  GlirJ  alli-in  neliinen, 
weil  alle  Übrigen  bei  dem  möglichst  klein  gedachten  Wertho  von  y  gegen  dieses  eino  völlig 
verschwinden,  dieses  eine  eher  enibllll  offeiiitar  die  erste  oder  eine  noch  hühere  Polenz  von  y 
hl  aieh;  sielll  daher  r  eine  ganze  positive  Zahl  vor,  liic  t  titwcdcr  1  odi  r  j^rdsser  als  1  ist,  so 
ttsst  sich  di  r  Uni«  rsrhied  zwischen  A  imd  B  in  dem  Falle,  wo  K—St=0  nnd  y  mdgiidiet 
Idein  ist,  so  darslcUcn:   

(  IM.)  A-Bs=.j-*'at-ÄO.  . 

Nun  Hpr<  rn  nbrr  dir  Gleichungen  (40l  «.}  tät  ebion  mSglidttt  Ueill  godndllmi  Woitdl  VOn  y,  di 

K  und  A  nicht  null  sind,  stets  ■      .  .      •  ' 

C«4.)  AstTK  mid  B=y"«, 

woraus  folgt,  dass  der  in  (42.)  nn '  1 1  i  rntcrschied  zwischen  A  und  B ,  welcher  stattfindet, 
wenn  K  —  Ä  nicht  der  Null  gleich  isl,  vergleichbar  ist  mit  den  in  C****-)  angegebenen  Wcrlhen 
■  ,  .  von  A  und  B  selber,  da  in  allen  dreien  y  in  derselben  Polenz  vorkommt,  dass  aber  der  in 
([43.}  «gegebene  Unterschied  zwiscben  A  nnd  B,  welcher  statt  findet,  wem  K — St=0  ist, 
verschwindend  klein  in  Vcrg^fcirh  7ti  den  in  (44.)  angeccbcni  n  Werlhen  von  A  und  ß  wird, 
weil  er  eine  höhere  Polenz  des  müglictisl  klein  gedachten  y  als  diese  in  sich  trägt  Folglich 
am»  jedeerael,  weim  A — B  versefawindend  klein  ni  Tergietch  >n  A  nnd  B  ist,  K — ft=0 
oder  K  =  St  sein. 

Beweis  zu  b).  Die  (ileicbungcn  (4i.  a.)  geben  sogleich  den  UntersoUed  dcc beiden  Gr0»> 
sen  A  und  B  nn  die  Hand;  es  ist  nimlich:  .  -  ^, 

AT-B=y-y'[(K-«)+C(l^-A)y+(K'-r)r> 

+  ((K,  -  «0  y'+ CK:  -  y  y' -h  (K"- JT)  ,«)  +  ....] ; 
diese  Gleichung  venvartdelt  sich  aber  bei  möglichst  klem  gedai  lilen  Werlhen  von  y  und  y',  wo 
jedes  folgende  Gliud  der  in  eckige  Klainineru  cingeschloüäeueii  Reihe,  welches  alle  Theile  von 
•&Mflel  INmension  bi  Bemg  anf  y  nnd  Y  ^  ^«b  aufnimmt,  versehwhMlend  Uebi  wird  in  Tei» 
l^eieh  m  jedem  iriAUA-voifaindenen  frühem  sokhen  Glied«,  «fltwcdsr  bi:  .  .  r'  i  . 
CM.}  -  '    A-JI=j-y'*(K— «), 


I  .».«'; 
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mm  K-^B  niaht  dir  Nid  gleuh  nM,  «te  &is 

weim  K — der  NvH  gleicik  ist,  und  nuui  kann  in  dieMm  letztem  Fdle  «nlatt  der  in  eddg« 

Klainiiicni  fnigesclilosscnen  Reihe  diis  erste  in  ilir  wirklich  vorhanJene  Glied  allein  nolnnon, 
weil  alle  iUirigen  gegen  dieses  bei  mügUcbsl  klein  gedacbteii  Werthen  von  y  und  y'  völlig 
vericliwindeii,  dietet  «ne  iber  gelidrt  oBenlmr  entweder  zur  ersten  oder  zu  emer  nocti  hOlrani 

Dimension  in  Bezug  auf  y  und  y';  stellt  daher  r  die  Zahl  1  oder  eine  noch  grössere  ganze 
positive  Ziihl  vor,  so  ist  der  Unterschiec)  zwischen  A  und  B  in  dein  Fülle,  wo  K— ft=0  ist 
ind  y  sowohl  als  y'  möglichst  kloin  gi  diichl  werden,  stets  so  darzuslcllco: 

A- B  =  y- y"  [(K,  -  ff,}  y'  +  (K;_ .  ^  ü;.  J  y" '  y'+  (K;'_,  -  «;'_,)  y" '  y"  +  . . .  .J .  (m.) 

Nun  liefern  aber  die  Gleicliungen  (41.  a.}  für  mögticlist  klein  gedachte  Werthe  von  y  und  y', 
4t  uneder  K  nodi  R  mO  ist,  siels: 

A=y"j~K  ud  Bsj-y*«,  (4«.> 

WMWS  folgl,  Aass  der  in  (^ö.)  angegebene  Unterschied  zwischen  A  und  B ,  welcher  stattfinde^ 
venu  K  —  St  nicht  der  Null  gleich  ist,  vergleiclibar  ist  mit  den  in  (47.^  «igegehencn  Werthen 
tM  A  «od  B,  da  in  allen  dreien  y  und  y'  io  einer  und  derselben  Dimension  erscheinen,  dass 
1|Mig«fen  der  fa  (46.)  aagegebeiHy  UnlarMUed  zwiaAe»  A  and  B,  wddier  ftaH  findet,,  wenn 
K  —  St—O  ist,  verschwindend  klein  in  Vergleich  zu  den  in  (47.)  angegebenen  Werthen  von 
A  und  B  wird,  weil  er  lauter  .Tbeile  der  ni -f- n  4~  r  ten  Dimension  in  Bezug^  suf  y  und  y'  in 
sich  enthalt,  wifarend  diese  Mcm  Tbeile  der  m-J-nten  Dimension  in  sich  aufnehuten,  und  jene 
PioNPMion  der  Zahl  r  zur  Folge  stets  grüMer  eto  diese  ist  FoIgUdi  ninM  ^damd,  wen 
^"-»B  .Vfcwhwindend  klc^n  in  Vergleich  zu  AnadBist,  K  — jt  =  0  oder  K=9  cell 

Beweis  ?,u  c).  Der  Beweis  dieses  Safzps,  w?nn  die  Reihen  nach  Potenspn  von  3  und 
mehr  Veränderlichen  fortlaufen,  ItLsst  sieb  immer  wieder  auf  dieselbe  Weise  Aihren,  wie  schon 
4»  vMKf  gMcUlnn^in  Qmg  dawelbe«  In*  den  FlUea  n)  md  V)  deaUidi  gcMg  n  «riBomi 
fiell.'  ■ 

Unser  Gang  war  bisher  immer  so,  dass  wir  aus  den  Betrachtungen  der  Gegenstände  im 
Bnnne  di»  betondere  Betinobtangsweiee  aUciMen,  waMe  genügt,  wann  aOt  Paaete  dar 

terauehlen  Gegenstände  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen ;  jaM  aber,  wo  alle  Vorstellungen 
eine  zusammengesetztere  Natur  annehmen,  wird  es  besser  sein,  wenn  wir  die  Untersuchtingen 
der  letztem  Art  vorausgehen  und  erst  auf  sie  die  der  erstem  Art  folgen  lassen,  weil  so  das 
YMwkiMiM»  iioliaa  dem  BbAKbam  tldtt  voMliain  kwn. 

itS)  Wem  In  ebwr  Gleiehnng  wie 

«1—0  oder  ^=sO  .  .  (A.) 

nur  die  zwei  VerMndeiiicfaen  x  und  x'  oder  u  und  u'  vorkommen  und  diese  Vcränderliolien  die 
•ehiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  eines  unheslinimten  Punetes  0  in  Bezug  auf  zwei  Axen 
AX ,  JlX'  eines  beliebigen  ebenen  Coordioateosysteuis  venustellea  haben,  so  stellt  jede  solche 
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dwni,  de  lUnifreii  Puncte  der  Conr<liiuit<  neben«  MMtdU  |tte  de«  nsscrhalb  derselben  liegende« 
Raumes  binpecron  wiMden  ihircli  liii-  rilcicliunp^  ausgeschlossen;  es  stellt  mithin  jedo  bukhe 
GIciclmng  einen  Couiplex  von  Puncli-n,  die  in  der  Cdurdtnalcneben^  liegen,  dar,  dessen  Wesen-^ 
heit  wir  mm  nSher  kennen  lernen  woOen. 

I\'-It  in  t'.it  niiMihiniiT  <(^~0  oder  ^!'^^-=0  eine  der  Veränderlichen  x  und  x' oder  a  und 
a'  ganz  und  gar,  so  wird  die  andere  in  der  Gleichung  allein  zuriickblcibendo  Veränderliche 
durch  diese  Gleichung  selbst  vUillig  hesünmtl  und  vertiert  eben  didnidi  den  Chander  dner 
Teranderllchen  Grösse  vulLsländii;.  Je  nach  der  Natur  der  Glcichaog  schreibt  {Tii  se  der  m  Ihr' 
noch  allein  vorkommenden  Coordinale  nur  einen  oder  mehrere,  auch  wohl  unendlich  viele  Wcrthe' 
vor,  die  jedoch  stets  diu  EigenschaH  besitzen,  dass  sie  nie  stetig  in  einander  ilbergcbcn,  son- 
dern hmäer  «m  endliche,  wenn  auch  voA  so  kleine  GrüSKen  von  etnandsr  venchiedm  sfault 
Ist  nun  x'  die  eine  in  diT  Gleichung  j^  —  O  iiodi  M^rliandeiiy  ('(»ordinati?,  nnd  lirrcii  diese 
Glekhang  Tür  x'  bestimmte,  a(u  «inander  liegende  Wcrthe  in  irgend  einer  Anzahl,  so  rubren 
diese,  wenn  mtn  Omen  noeh  du  tfesthmmmg  x=0  beütlgt,  zu  eben  so  vielen  in  der  Axe 
AX'  gcircnnl  von  L-iinindiT  licgf-nden  Pnnrtrn  hin  ;  weil  über  der  Gleichung  <^  =  0  die  Be- 
stimmung x=:U  völlig  gleichgi^tig  ist,  da  x  in  ihr  gar  nicht  vorkommt,  man  sich  also  mMer 
X  eben  so  gut  jeden mdern  Werth  wie  den  0  deidwa  dnrf,  so  stellt  jene  Gleichung  alle  Puncte 
dar,  die  den  Geraden  angehören,  welche  man  parallel  zur  Axe  AX  durch  die  iO  eben  fa  def 
Axt'  AX'  Hnfgeriindoncn  Puncto  legt,  denn  alle  Punrl«'  imrr  jeden  sotohen  Geraden  entspreched 
dem  einen  durch  die  Gleichung  Torgescbriebenen  Werth  von  x'.  '      .  •  -r  ;  i  .1 1  A 

'  Ist  hinfefen  u'  die  ehie  hi  der  GlefalMBir  ip^r^O  voritonineinle'  Coordfaule,'  «e^  'UellsM 
diese  Gleirhnnix  Tür  u'  l>estiiTi!iifi'  nns  einander  liegende  Werthe  in  gewisser  Anzidil,  wfihrend 
sie  u  Willig  unbestimmt  liisst.  Diese  illr  u'  sich  ei^ebenden  Werthe  lUhren,  wenn  man  ihnen 
noch  die  Bestinuniuig  uscO  beiftgt,  mt  eben  so  viele  hi  der  Fotanxe  AT,  welche  seolvecht 
wf  der  Grundaxc  AX  steht,  liegende,  von  einander  getrennte  Puncto  hin;  weil  aber  drf  fflfci  i 
chung  •»»•„■rrO  (Ii-  Ite^iiniimmg  u  —  O  u«nz  •rieichgtiltig  ist,  da  u  in  ihr  gar  nicht  vorkommt, 
man  sich  also  uiittr  u  »•l>cn  so  gut  jeden  andern  wirklichen  Werth  wie  den  0  vorstellen  dar^ 
so  stdil  objge  Gieichmig  alle  Pnncle  der  Geraden  dar,  die  nun  sIck  dnrch  die  so  eben  In  der 
Poliinixe  AS'  anfiriTundenen  Puncte  senkrorht  ztir  Grundiixe  A  X'  oder,  was  dasselbe  ist,  pa- 
rallel zur  Polaraxe  A  '£  gelegt  denkl|  denn  alle  i'un|.-ie  einer  jeden  solchen  Geraden  entspre- 
dien  einem  der  hestimmlen  Werthe,  die  der  CoonKnate  «*  durch  dfo  Gleichung  U'a=0  ange- 
wii>sen  worden  sind. 

Jede  von  den  nieiclningen  (]t.)  stellt  mithin,  wenn  in  ihr  von  den  beiden  Coordinalen^ 
anl  welche  sie  sich  bezieht,  nur  die  eine  vorkouunl,  im  ebenen  Goordinateasyslewe  eioen  Goiim 
plejc  VM  eben  so  vielsn  ans  einander  liegenden  parallelen  Ceraden  dar,  ab  die  Glaifhimg  de» 
ohien,  in  ihr  allein  vorkommenden  Cuordinale  Werthe  anweist 

Kommen  aber  in  einer  von  den  Gleichungen  die  beiden  Verändcriichen  gletchzdtig 
vor,  welche  uian  sich  als  CoorduMten  von  Pnnclen  auf  ebi  dicnes  STslom  bezogen  zu  denken 
bat,  so  stellt  jede  solche  Gleichung  im  All^einoinon  eine  kninnie,  m  der  Bbene  dea  CoonfiMH 
lensystems  liegende  Linie  dar,  wie  sich  so  zeigen  lässt 

Heben  wir  von  den  zur  Gleichung  ipxZrO  oder  ^^—0  geliürigea  Puncten  irgend  einen 
0  heranSi  nnd  t>ezeiehnen  wir  durch  |,  |'  oder  i;,  1;'  die  diesem  einen  Puncto  angehtfrigen 


Wcrtbe  VW  X,  x'  oder  n,  n';  denhai  mt  np  fatMr  dnsch  dis>eB.lM«eMgwi  «ine^  Amcra 


f.  IS.  Kr.  JSt.  IbtM  Ganc 

wwti  neue  Axen  OX  nad  OX'  gelegt,  urelebe  alt  den  vorigen  paraBd  wtd  gMdUtafig  sind, 
so  (]ii;>s  den  im  ersten  Aliscbnitlc  (§.  2.)  mitgclheillen  Gleichungen  (7.)  zur  Folge,  wenn  am 
in  ihnen  der  K«lur  des  ebenen  Systems  gemiw  x"=tt"=0  und  ^"=.if"=0  sein  lässt,  was 
x^'— u;'=0  nacii  sich  zieht,  und  dadurch  zm  effcemMa  giebt,  dass  man  das  neue  Coordinaten« 
fysiem  sich  ^yk>der  als  ein  ebenes  zu  denken  hfll,  wetekcs  alt  dem  Torigeo  weh  Aui^ge  «kr 
gentMleii  Glddnfen  (7.)  äudi  die  OteidMaiw 

zusammenhäitgl,  in  denen  i, ,  xi  die  tichicren,  ii, ,  v',  rlie  senkre  chten,  dem  Punclc,  dessen 
Coordintktca  iiu  uraprUivUcfae»  Sysleto  x'  uad  u,  a'  waren,  angebörigea  Coordioalcn  im 
neuen  eben«  Syttem»  desien  Axea  OX  tmd  OX'  lind,  TorateUen;  m  findet  zwiKhen  diesen 
bi  id<  r!<'i  Coordinaten,  wevi  wen  sich  der  Malur  der  Gleichungen  (48.)  nach  x'  als  Function  x 
oder  u'  als  Funciiun  von  u  d^kt,  welche  Function  jcdcsmni  unter  den  in  diesem  Abschnitte 
(J^  12.  Ar.  114.)  angcgcbeneo  Umstünden  sich  befindet,  xufolgc  der  dortigen  Gleichung  ^9.  «.) 
«Ine  von  den  beiden  nachstehendea  Belnlleaea  elalt: 


a 


Diese  RcMionett  tfmfMsen,  Mr  die  Axen  OX  und  OX'  beaogea,  nech  alle  die  Puncte,  welche 
"von  den  Gleichungen  C^)<  "U^^  Axen  AX,  AX'  bezogen,  dargeslctit  werdeo,  M  dtM  ein 
durch  die  GIciehungeii  (4*^.)  und  dureli  die  Q'yO.  ii.  iiiul  1).)  ein  und  derselbe  Comjjlex  von  Puno- 
^n  gegeben  wird.  Kassen  wir  nun  von  allen  diesen  Pundcn  einen  O'  ins  Auge,  der  von  detm 
vorigen  0  TerMfiiedea  bt,  diesem  aber  etcfe  nMier  iftdit,  eo  werden  die  flini  angobDrigen 
Grössen  oder  stets  kleinere  "Wcrihe  annelimen,  und  du  die  »uf  der  rechten  Seite  der 
Glcicliungcn  (50.  a.  oder  b.^  spttler  koicunenden  Glieder  immer  höhere  Potenzen  von  x.  oder  u, 
Ii  «ich  tragen,  als  du  ihnen  vorangegangenen,  so  müssen  die  spiler  Ironmenden  in  Vergleich 
in  den  Anea  voimnsgcgangcnen  in  immer  grösserem  Verbältnisse  kleiner  iverden,  je  kleiner 
man  sich  x„  oder  u,  denkt :  1  is«'  man  daher  x.  oder  u„  in  Cednnkt-n  T?io<,rliclist  klein,  aber  doch 
aicht  völlig  null  werden,  so  hax  man  sich  auch,  vorausgesetzt,  dmi  die  Urütisca  ^f*,  ^'f*,  V^f... 
«der  V>       V^f*  ieater  cndHite  Werlhe  an  skh  ttifea,  dea  Werh  einet  Jedisa  spücr 

folgenden  Gliedes  unvergleichlich  kleiner  als  den  eines  jeden  ihm  vorariilehenden  zu  denken, 
falls  dieses  letzlere  wirklich  vorhanden  ist,  wealiaU»  jener  Werth  gegen  diesen,  falls  er  nicht 
«aD  ist,  vüK^  renebwWH  Fü^  solcfee  F«Mto  dw,  wddia  niii  sieb  in  gröaslar  Miha  bei 
^  0  iicgead  denkt,  geben  die  (Slehdangea       a.  oder  b.}  üb«  k: 

wenn  nicbl  t^ssO  oder  ^^«=0  ia  daeai  beMmdeni  Falle  ist  Jede  dieser  beiden  letitan 

Gleichungen  «her  stellt  im  ebenen  Systeme,  wwin  man  x,  und  oder  u,  und  u',  alle  Worthc 
vorstellen  lüsst,  die  jene  Gletchunge«  wahr  aiacfacn,  den  im  zweiten  Ahschnilie  gesrbehcneii 
Ualemcbnngcn  (Nr.  105.)  gemäss,  eine  darch  den  Panet  0  gebende  Clerado  dar,  and  gicbt 
dadurch  zu  vorstchen,  dass  in  den  durch  die  Gleichungen  (48.)  dargestellt  i  «Mliddcn  von  je»- 
dnn  bebeUr  bervoigehobencn  Fanote  O  desseiban  aas  sieb  sndero  fvacte  aaroihea,  die  naf 
L  M 
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eine  n8g|lk*Bt  ktein  gwkdile  Slradw  wie  <fie  FtaBcle  einer  Gertden  nebea  eninder  liegen. 

Wi-il  iibcr  bt  i  ji'diMii  ttndcm  hervorgehobenen  Puncle  0  im  Allgemcinca  |  und  |'  oder  t]  und  ij' 
und  deshalb  auch  ''d  ^  oder  'd^'  andere  durch  die  swiscbeo  ihaeo  statt  fiadeeden  Gleiduiagco  ge- 
gdieae  Werdie  inndnnea  werden,  eo  wird  die  Riditanf,  in  welcher  aidi  die  Pnnote  auf  eine 
mögb'cfast  ioin  gedachte  Strecke  wie  in  einer  Geraden  an  einand  r  n  Ha-n,  von  einer  Stdle  des 
Gehildes  zur  «mlprn  in  der  Rogol  sied  sMia  aliuiidorn,  iiml  eben  deswegen  wird  dieses  Ge- 
bilde im  Allgemeinen  den  Churacter  einer  kruintiica  Linie  an  sielt  tragen,  und  da  alle  Puncto 
dee  Gebiidee  in  einer  nnd  deneOien  Ebene  liegen,  werden  wir  es  eine  ebene  Curve  nennen. 

Die  bis  hierher  aus  einer  Gleichung,  welche  entweder  die  beiden  ScUefett  oder  die  beiden 
senkrechten  CoonÜnnfen  eines  ebenen  Systems  in  sich  aufnimmt,  gcrogenen  Schlösse  ündem 
sich  nicht,  wenn  eine  oder  mehrere  von  den  Ableitungen  <f^\....  oder  S'ij',  Vif,.... 
nun  werden.  Jt  sogar  wenn  l^f  oder  Ifi^  aidl  wird,  bleibt  dies  Gesi^  nodi  mverlndeit 
wahr;  denn  ol^gbicii  es  sdidnen  möchte,  dass  man,  wenn  &  E  tkf'sO  Iii,  an  die  Stelle  der 


enien  Gleidraqg  (51.)  die  a:=5«:|'^,  oder  wenn  aueb  Vg=0  sein  soDlc,  die  ]i^=Vi^ 
V.  n  w.  M  Selsen  bitte,  weil  bi  dieaen  Fde  die  Glieder  oder  V^J^  v.  s.  w.  nicbt 


mehr  als  verschwindend  klein  in  Vergleich  zu  den  ibncn  vorangegangenen,  die  jetzt  wahrhaft 
null  sind,  !ii]o;( .seben  werden  diirfen,  so  überzeugt  man  sich  doch  leieht,  dass  selbst  in  einem 
solchen  Fniie  die  durch  die  erste  Gleichung  (5 IJ,  welche  jetzt  x,=0  wird,  dargestellte  Gerade 
die  Ridilang  anzeigt,  in  welAer  die  Pnneie  an  der  bervnifehobenen  Stelle  sieb  SnieMrlig  m 
«ittander  reihen.  In  der  That  woUie  man  iai  gegenwüri^oi  FaHo  analatt  der  Gleidinng  4=0 

die  j(;=V|'fi|  oder  die  i;=9*|'j^  n.  s.  w.  nehmen,  so  würde  man  für     Weribo  er- 

hallen,  die  unvcrgleleblich  kleiner  als  der  nuigÜLlist  klein  ffedaclilc  Werth  x",  se!!)er  wären,  und 
schon  deshalb  künnlen  die  durch  zwei,  solchen  Worlkca  von  und  x,  entsprechende  Puncto 
gelegten  Geradoi  md  die  durch  x^=:0  dargestellte  fcebien  WUkel  von  angebberer  GrOsse  ndS 

einun  i!  r  bilden,  so  dass  die  GMchung  x'=0  immer  noch  die  Richtung  anzeigt,  in  welcher 
sfeli  iui  dieser  Stelle  di(;  Puncle  m  einunder  reihen.  Das  Glddie  lÜSSt  aicfa  aber  gans  eben 
so  auch  in  UctrefT  der  senkrerhien  Coordinalen  erweisen. 

Obgleich  nun  aber  die  Ftiile,  wo  einer  oder  mehrere  der  zu  den  auf  einander  folgenden 
Potenzen  von  x,  oder  0,  gehürigen  Coeflblenlan  bi  den  Reäen  (50.  a.  oder  b.)  nnd  werden^ 
nicht  BUS  der  allgemeinen  Rcpcl  heraustreten,  s  i  c-i'bt  es  doch  andere  Atisnnhraen  von  dieser 
Regel,  die  wir  anzeigen  werden,  da  deren  Kcnntnij>ii  erst  volles  iJcht  auf  den  hier  vorgef^- 
ten  Gegenaland  wirft  Wenn  wir  ans  enier  der  Gleichungen  (48.)  dorch  das  Aafldsen  derselben 
die  eine  Coordinalc  x'  oder  u'  durch  die  andere  x  oder  u  bestimmen,  su  werden  sich  die  er- 
stem in  der  Regel  als  mchrförmigc  Aosdrücko  dieser  letztem  ergeben,  so  dass  man  im  Ail- 
gomeinen  zu  jedem  beliebig  gewählten  Wcrthe  x  oder  u  für  x'  oder  n'  so  viele  Weiihe  auf- 
findet, als  solche  Poiman  in  Am.  ibr  x'  oder  u'  erhaltenen  Ausdruck  vorhanden  sind.  Jede 
dieser  einzelnen  Formfn  kann  man  für  sich  «Hein  hIs  eine  zwischen  x'  und  x  oder  zwischen 
u'  nnd  n  gegebene  Gleichung  ansehen,  auf  welche  alles  oben  Gesagte  seine  Anwendung  findet; 
nnd  in  der  Tbat,  da  wir  in  den  oben  gesohehenea  BMndilanfen  dte  GrBosen  |  and  1*  oder 
»}  und  fj'  nur  auf  einen  einzigen  in  den  Gleichnngcn  (^4S.")  enlhnlleneu  Piinct  bezogen  haben, 
der  dann  in  der  Regel  nur  za  einer  von  im  mehrern  Formen  gehören  wird,  so  springt  iu  die 
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Augen,  dass  jede  dieser  mehrern  Formen  Tür  sich  zu  einem  besondeni  iiiiieaartigüu  Gebilde 
IMlhrea  wird,  das  >vir  einen  Zweig  des  ganten  GebOdei  naMm  waHea.  In  besMMtem  Ftt« 

len  aber  können  allordings  mehrere  von  diesen  einzelnen  Fonnen  für  denselben  Werth  von  x 
oder  u  m  eiiieriei  WerÜi  von  x  «ider  u  Tuiireu,  welclies  dann  doi-  Fall  sein  wird,  wenn  sich 
an  einer  Stette  swel  oder  mebrere  von  den  versekiedeiien  Zwei^ren  gctrenseitif  darcUtreusen» 

und  scilthc  Stclirri  di-r  Cur^x>  li«l>en  drn  .Niinicn  der  viclfiirhrn  Piincle  itIuiUch.  Oijirleiili 
min  die  zu  solchen  vielfachen  Fuociea  gehdrigen  Werthe  von  x  uod  x  ndor  u  und  u'  gletch- 
lell^  mebrere  der  einzelnefi  Formen  irälir  nadhen  rattsnen,  »o  kann  ps  ^\ud\  gi-sdwhm,  das» 
die  t.olilu'11  Sit'llfii  oiitsjirt'clii'ndi'ü  >\'»Ttlii'  vi>ii  t"  x',  c^'  odtT  c' ii",  ?  7/,  \>i,'Klio  sicii  auf  dio 
vcrsrliirticncii  Zwcijji'  der  Ciirvc  l)ezi<'lii-ii.  \(ni  einiitidt-r  vcrMliiciii'n  sind  uti  den  Slolleii,  wo 
x',  ^'  oder  u',  «/  einerlei  Werth  i/ej>itdu;uj  daiw  durduichndden  nick  die  Zweige  iii  dewi  viel- 
f neben  PudoI  In  RlebUiagen,  die  einen  Winkel  von  endlidier  Grilw»  mit  o&umder  nncben.  Soldm 

Zvveijri'.  welche  hm  dcrtilriclicn  Slelleti  iuii  h  fiir  ö  x',  'd^  oder  ?  u',        nimerlei  Werth  liefern, 
besiti^rn  eiue  trcnK  iriscIiuniiclio  Richtung  (>ei  dem  vieirarhoii  rum  le. 

Sollte  es  geschehen,  dass  sich  unler  den  meinem  Formen,  die  mau  fiir  x'  oder  a'  auS 
der  Gleiehuiig  (48.)  findet,  eine  von  der  fleslall  x'r^px  +  P  (ider  H'=ipu-|--^>  \oHindeli  wo- 
bei Pf  P  oder  p,  %\  coiisliuite  (Jiossen  vorslellen,  so  giebt  dicss  zu  verstehen,  d;iss  der  dieser 
Form  entspre<  liende  Zwei<r  i-ine  (ierude  ist.  In  einem  solchen  Falle  his^ea  sich  aber  die  Gtci— . 
piiuugL'u  i^-i^)  sli'ls  iiuf  eine  iler  zwei  nnchslelK-nden  Formen  bringen: 

—  px  —  V')ff'^  —  0    oder    (u  -  p  u  —  IJJ)  y^^O ,  :,, 

wetdie  alfe  Pancle  in  ddi  fassen,  die  den  Gleichungen 

x'-px-P=0  did»94=0 

oder 

ti'_^H -*ß~0   und  ^=0 

einzeln  angehören.  Üiess  ist  indessen  nur  ein  besonderer  Fall  des  folgenden  allgenieincn  Salze», 
in  wdchem  ale  ttnttcben  Bnehcinungen  Are  Begillndanf  Inden.  Harnt  tum  v»a^  iS^.  .CÜ«!- 
dmngen  (48.)  «nf  diie  tui  den  Formen 

<fl^(f^=0   oder  if>M=0  tS»»«.) 

brin^fcn.  und  sind  die  Fnetnrcn  qr,,        oder  i/'J,,  v  j,'  von  solclicr  BescliaQenheil,  dass  die 
Wcrtlie  von  v  und  x'  oder  von  u  und  u',  welche  den  einen  Factor  zu  Null  machen,  den  an- 
a  0 

dern  niclii  nuf  Form  ^-  oder  ^  bringen,  so  werden  die  vorstehenden  Gleichungen  durch  alle  dio 

Wcrtbe  von  x  and  x'  oder  u  und  u'  befriedigt,  welche  den  einen  oder  den  andern  von  ihren 
beulen  Facioren  zn  Nidl  machen,  wihrend  solebe  WerHie  der  YerUMleriicben,  «He  kebien  der 
bdden  Facbiren  auf  Null  bringen,  ofTenliar  auch  nicht  im  Stande  sind,  die  obigen  Gleichungen 
zu  befriedigen.  Ea  iat  daher  geataltet»  die  Glddumg  yl^q>'i^O  ala  einen  Verein  der  beklen 

Gleichungen 

fl^==0  und  j»5=0  .  CM*»*> 

anfraTaMen,  wenn  man  sich  die  beiden  letzten  ab  von  einander  völlig  unabhüngig  deidil,  und 

«ten  M  kann  nmn  die  Gletchwig  ^^=0  ab  einen  Veidn  der  beidaa  GleicbungeB  '  , 

29» 
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ufüMMn,  weaii  mm  diaM  litaln  Mden  ab  YÜUg  odiUi^  von  cjaiiuler  sieh  dcakL  E» 

folgt  hienius,  diiss  das  in  einer  Gloichnng  von  der  Fonn  (52.  a.)  enthnltenc  Gebilde  nichts  an- 
ders 151,  als  eine  Vereinigung  der  zwei  in  den  Gkicbun^ea  (52.  b.}  oder  (52.  c.^  euUialteoea 
(MiiMcv  TomugeMlit,  dus  iBe  Wnlhe  der  Yertwiei&kfln,  welch»  de«  ehMi  Paditt  n  Ndl 
Mchen,  den  andern  nicht  auf  eine  in  der  Rechnung  unzulUssigc  Form  bringen. 

ATi<!snrdcm  giebl  es  noch  andere  Umstände,  welche  machen  können,  d«ss  der  vorhin  an- 
gegebene allgemeine  Bau  der  durch  die  Gieichungea  (4$.}  dargcslelllen  Curre  an  cüizehieB 
SleOeii  dm  ModiBntiaa  criddeL  Die«  geMUdit  UMdlkli  da,  wo  cim  oder  nchnr»  der 

Ablet langen  91",  oder  tif^  Vif,,,,,  die  Forai  ^  oder  ^  orfaalten  und  eben Ueidiirdi 

m  vaideheB  gtbem,  des»  bei  soMheo  Stdieo  die  Beibe  (50,  tu)  oder  (50.  fe.)  ihre  Anwendbar« 

kcft  vcrlliTl.  Für  diese  Steilen,  welche  stets  nur  Ausnalimen  von  ci  r  Iii  gel  bilden,  müssen 
auf  die  gleiche  Weise,  wie  io  der  Leltrc  vom  Grös«ten  und  Kleiasteii  unter  ibnlichoa  UwsUia* 
den  geschieht,  besondere,  Auen  uiigcoiesaeBe  Entwiduhingen  anfgeenell  «ad  an  die  Stelle 

der  Reihen  (50.  a.}  oder  (50,  b.^  gesetzt  werden,  aus  denen  man  dann  die  EigenthUnüichkeit 
der  Cur\e  an  einer  solchen  Stelle  zu  bcurtheilen  hat.   Gemeinhin  zeigt  es  sieli  dubei,  dttss  da, 

a  0 

WO  dne  oder  mehrere  der  AbleitungcB       V^,...,  oder  dif',  ä*if',....  die  Fonn  ^  oder  ^ 

nnnehmcn,  diess  entweder  das  plötzliche  Aufhören  eines  Curvcnzwoiges,  das  durch  den  Ueber- 
gang  der  Coordinaleowerthe  vom  Reelien  ins  Imaginäre  hervorgcmfeo  wird,  oder  eine  plötzliche 
BidiliingsKndening  der  Curvo  von  elneni  iendKeben  Betrage,  oder  fonst  dne  GonUnnilltsunitor- 
brechung  anderer  Art  ankündige.  Man  pflegt  die  Beurtheilong  «Her  an  einzelnen  Stellen  auf- 
tretenden besondem  EigenlhUmlichkeitet^  einer  durch  eine  Gleichung  gegebenen  ebenen  Curve 
die  PisCttSSion  dieser  Gleichung  zu  nennen.  Die  Discussion  einer  Gleichung  geschieht 
in  derselben  Weise,  es  «m^  dieee  Gleidning  auf  ebi  senkrechtes  oder  auf  ebi  schiefwinkliges 
Coordinaiensysicm  belogen  werden,  wedudb  wir  es  Uer  mleilassein  können,  weiter  auf  die- 
selbe einzugehen. 

124}  Die  dne  diene  Gurre  darstdiendo  Gleichnng  ist  entweder  gegeben  nnd  et  soDea 

aus  ihr  die  Eigenschaften  dieser  Curve  abgeleitet  werden,  oder  es  wird  die  Curve  selbst  durch 
eine  sie  characterisircnde  Eigenschaft  gegeben,  und  man  soll  aus  dieser  Eigenschaft  die  Glei- 
chung der  Curve  finden.  Um  das  hierbei  einzuhaltende  Verfabren  an  ekieni  einbcben  Bdspieift 
vor  Augen  zu  legen,  wollen  wir  die  Gleichung  Tür  eine  in  der  Ebene  des  Systems  liegende 
Kreislinie,  deren  Mittelptinct  und  Radius  gegeben  ist,  aufsuchen.  Die  tliiirncteristische  Eigen- 
schaft der  Kreislinie  besteht  darin,  dass  alle  ihre  Poncte  gleich  weit  von  ihrem  Mittelpuncte 
abliegen,  wdoher  glejcbe  Abstand  ihr  Radtns  oder  Halbmesser  genannt  wird;  bendchnen  daher 
x, ,  a'  die  schiefen,  u,,  ui  die  senkreclilcn  Coordinaten  ihres  Blillelpunctes,  ferner  x,  ^'  ffiö 
schiofon,  n ,  u'  die  senkrechten  Coordinaten  von  irgend  einem  Puacle  O  der  l£reisliaie  seliger, 
behio  anf  die  Axon  AX,  AX'  eines  ebenen  COordlnnlensystettf  beaogen,  in  destto  Bbcie  die 
Kiddidie  lieg^  nnd  stellt  r  die  Länge  \  oiii  Radius  der  fraglichen  Kreislinie  vor,  so  ist  in  Go^ 
ndsshelt  der  ersten  Gldchuog         d.)  (^sck  1.  %  S.)  *3 

*)   Wir  verwetten  hier  «of       im  cntcn  Abcctinille  (Nr.  SR.)  fiir  du  el>ene  System  besonder*  anf^estellMa 
'  ForiMto,  «■  rieb  iUtma  «ban  s»  iMH  «wfc  «m  itm  aH|falari  4utittk  «WImi  iMMih  4aM  mw  Ii 

dim  and  ^'wiTi-O  sMtt,  wddMS  iMiMM  Vcilhhm  wir  daher  an«  «bn  io  1« 
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(x  -  X.)  (a  -  «,)  +  (x'-  xO  (u'-  «:)  =  r».  4.»».  m,) 

Jeder  Puncl,  dessen  Cuor«luiatenwerthe,  für  x ,  x'  und  a ,  u'  gesetzt,  die  vorstehende  Gleichung 
wihr  ■neben,  gtkM  der  veriaqgfleB  KrefdiNfe  «n,  m»  wie  nmtrekelirt  jeder  Fnnel  dieser  Kreis- 
linie die  vorstchtndf'  Gleichung  befriedigt,  somit  steHt  i!f  fllcichung  (53.  a.)  die  vcrtangle 
Kreislioic  watutan  dar.  Die  Gleichung  (b^.  tu)  besitzt  die  Eigeulbitmlidifceii,  das*  in  ihr  gleich- 
ceilig  ecUefe  «mI  eenkredrte  Coordnatea  der  PhmI»  aiiftnifln.  Hau  UfnUto  swar  di«  senk- 
rechten mittelst  der  dritten  und  vierten,  oder  die  schiefen  mittelst  der  fUnftoi  und  sedutender 
Gleichungen  (108.  d.)  (Absch.  1.  ^  5.)  cliininiren  und  so  zn  einer  Cleirliung-  gelangen,  wo- 
durch die  Kreislinie  entweder  nur  in  schiefen  oder  nur  in  senkrechlen  Cuurdiiiuteii  Jar(^estcllt 
irird;  dadurch  aber  wUrde  die  Gleichung  ihre  Einfachheit  xertierao,  weshalb  man  besser  llnil, 
sie  bei  wcilerLMii  Gobraiiclii'  sletti  in  ihrer  gemischtcti  Form  Iirizubehallcn.  Wie  diess  geschehen 
könne,  wollen  wir  durch  die  Aufsuchung  einiger  von  den  Haupteigenscbafleo  khir  zu  auchen 


Benridmen  s,  r*  die  sebiefen,  u,  u'  die  senkrediten  Coordfiuten  rm  irgend  «num  m 

der  Ebene  des  Coordinateasystems  liegenden  Pnnde  0,  und  q  die  Enircniung  dieses  Pono- 
tes  von  injenri  einem  runde  der  Kreislinie,  dessen  schiefe  und  senkrci  hle  Coonliniilen  durcli 
X,  x  und  u,  u'  vorgestellt  werden,  so  isl  zufolge  der  so  eben  bentilzten  Gieiciiungcu  (^108.  d._): 

(x_t)(u-«)-}-(x'-x'Xu'-»0=e'.  C»«-  *.) 

Zieht  man  die  beiden  Gleichungen  (53.  a.}  und  (53.  b.}  von  einander  ub,  so  erhält  man: 

(x  -  jr)  (u  -  u)  +  (X'-  r'}  (ü-  u)  -  (x  -  xj  (u  -  u.)  -  (»'-  ^)  C*»'-  l»».  ) 

imd  dieee  Qleichuflg  geht,  wen«  wm  ta  Ohr  den  Thea 

(«— t)  (•—«)+ (x'— r')  (u'— O 

(x  —  X,  +  X,  —  r)  (u  —  u.  +  u,  —  u3  -f-  (x'—  \;  +  x;  ~  r')  (u  —  u;  +  u,'  —  u) 

oder 

Cx  -  x.)  (n  -  «0  +  (x'^     C«'-  "0  +  (  ^  -  x.)  (u,     lO  +  (^'-  xO  C"'  -  u') 
+  (x.  -  r)  (u  -  uO  +  (x;  -  r  )  (u  -  u[)  +  (x,  —  t)  (u.  -  u)  +  (x,'  -  r  }  (oi  —  n  ) 

ersetzt,  Uber  in: 

(x-xoc«i-«)+(«-.xO(«;-«')+c^.-oc«-«o+w-oC'»'--"0+(*.-o(«.-'>) 

Bezeichnet  nun  R  den  Abstand  des  Punctes  0,  vm  den  Hittelpund  de«  KrdMfl,  80  iat  ntdt 
Anleitoiig  der  obigen  Gleichung  (iOÖ.  d.): 

(x.- 1)  (o,--u)  +  (x:-0  (u;  -  u)=R' ;  (M.  e.> 

bezeichnen  ferner  p,  p'  und  p,  )>'  die  schiefen  und  senkrechten  ProjoctiooeMUen,  welcbe  die 
vom  Mittelpunct  der  Kreislinie  nach  dem  beliebigen  in  ihr  liegenden  Punct« 0  MMtiCliade Mit' 
tmg  an  den  Axen  A X ,  AX*  giebl,  m  M  meh  Anleitnng  der  Gleichungen  (3.)  (Absch.  L  $.  >L^ 
wem  man  die  auf  die  drille  Am  lidi  bestehenden  Gleiehnagen  wogUni^  derÜRlnr  des  cbcMM 
Systems  gemäss: 

|— p=___.   und  p— — p  — — -—  ,  CM*I^i 
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und  eben  ao  ist,  wefm  q,  q*  md  <rf  <      Bditefiui  «id.twikyedaMi  PmjsetioMMUai  vor* 

stellen,  wL'Iclic  die  vom  Millolpunct  der  Kn  islinic  wach  deiit  beliebig  WO  Ift  ihm  Ebene  liegen-* 
de«  Puuct  0,  hinzielende  Richtung  an  denselben  Axcn  gicbt: 

Am  den  Gldehnigen  (53.  f.)  und  (S3.  g,")  indet  um^  dm 
und 

C«— B.)  (x.  - 1)  +  (u  -  uQ  c.<  -  o = -  (q  i>  +  q>')  «•  R 

ist;  wofl  aber»  wenn  9  den  Winket  bezeicbnet,  den  die  beiden  vom  Httteipnnet  der  KreMinie 

nach  den  Puncteii  0  und  0,  hinzielenden  Richtungen  mit  einander  machen,  nach  Anleitung  der 
oben  (Abskii.  I.  $.  2.}  gegebenen  Gleichungen  (9.  a.  und  b.^,  wenn  man  in  ihnen,  der  Niitiir 
des  ebenen  Systcnu  gemäss,  die  auf  die  dritte  Axe  sich  beziehenden  Projectionsziihlcn  mdl 

Sehl  liMl,  * 

cos^=pq  +  p'q'=qj>  +  qfp'  •' 

ist,  wodurch  die  vorigen  zwei  Gleicbnngen  werden: 
(M.  b.)    (x  —  x.) (u ,  —  Ii)  -f  (x  —  x; ) (a', ~ u')  =  (u  —  u.)  (x, — r)  +  i^'—  u;) Qx, — r")  =  —  r R cos d , 
so  gebt  mittelst  der  Gleichungen  ^53.  c.^  nnd        h.)  die  (53.  d.)  über  in: 

widche  sidi  aitr  jede  der  swd  folgenden  Fomien  bringen  UM:  ^ 

CR— 0*+4rRshi*|«=e*  ^  CR+O'^ *'*««'1*=C%  i- 
in  denen  aidi  nun  milldbir  die  folgenden  EigensciHinett  der  Kreialfade  aRuqiffechen:  INo  von 

«'inoin  in  der  ELeno  der  KreisIiniV  ir^rndwo  liegenden  Pnnrtc  0,  nach  einem  beliebigen  Pnnrle 
ü  der  lü'eülinie  gezogene  Gerade  ist  am  lUcinsten  und  gleich  iC'^ — 0»  w«"»  i*"^  Verlän- 
gerung durch  den  Mittelpunct  gebt;  sie  ist  dagegen  am  grOsslen  nnd  gNdi  R+Ti  wenn 
der  Mittelpunct  in  ihr  liegt  Die  Länge  dieser  Geraden  wird  gleich  2rsin^0,  wenn  der  Funct 
0,  in  der  Kreisliiile  lienrf,  wo  dann  R  =  r  und  die  Gerade  0,0  eine  Sehne  wird,  nnd  man  sieht, 
dass  die  Sehne  stets  kleiner  als  der  Durchmesser  ist,  und  um  so  kleiner  wird,  je  weiter  sie 
sich  vom  KÜldpnnet  enlfcnti 
•  .  125)  Zur  nnrstHInnGf  einer  chrnen  fiir^-e  ist  eine  von  tien  Glcirhimg-en  (48."),  etitwcder 

die,  welche  schiefe,  oder  die,  welche  senkrechte  Cnordinaten  in  sich  aufnimmt,  hinreichend,  und 
zuweilen  bringt  es  Vorlbefl,  eine  solche  Glcichnng  durch  eine  andere  n  erselaen,  in  wdcher 
thcils  schiefe  und  theils  senkrechte  Cuordinaten  vorkommen,  «ü?  in  der  vorigen  Nuriiiiier  ge- 
schehen ist  Es  I(önncn  jedoch  auch  zwei  Gleichungen  vorhanden  sein,  welche  beide  eine  und 
dieselbe  Corvo  darstellen,  dann  nennen  wir,  wie  schon  bei  der  Ebene  geschehen  ist,  die  beiden 
einem  nnd  desuelben  Gebilde  angebOrigea: Gleichungen  combinirte  Gleichungen,  nnd  ins- 
besondere werden  wir  uns  dieser  Benciuung  bei  sob  hen  zwei  Gleichungen  bedienen,  von  wel- 
chen dia  eine  blos  .»chiefe,  die  andere  blos  senkrechte  Cuordinalen  in. sich  trägt.  Zwischen 
den  in  combniirton  Gleiebongen  anilretenden  Mhiefen  nnd  senkredilen  Coofdinalen  ibiden,  fai 

so  fem  sie  sieb  niif  einerlei  Punele  im  Ranine  l)eziehen,  im  Alltjeiiieinen  jene  nelntinnen  statt, 
wdche  wir  im  ersten  Abschnilfe  als  den  zu  einem  und  demselben  Fuoclc  gehörigen  beiderlei 
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aargefanlMi 
ist,  sind  die  daselbst' (g.  &.  Nr.  mi^ 

(108.  b.)  zeigen,  dass 

u  =  X  +  x'cos  W  ,  u'~  X  cos  \Y x'   und    x  sin*  W  =  u  —  u'cos  ^V  ,  x'siti'  W  rrzn  —  u  rns  W  lft4. 

tat,  wenn  x,  x'  die  schieren,  u,  u'  die  senkrechten  Coordinaten  von  cincia  und  dcuisdbco 
Fmete  der  durch  oonbiidrte  Gleichungen,  wie  die  (.48)  sind,  gegebenen  Curve  vontenen.  So 
wie  die  Relationen  (54.  a.)  stets  zwischen  den  in  cunibinirten  Gleichungen  aunrctciulLii  iuif  ei- 
nerlei Puncto  der  Ciirvc  sich  beziehenden  Coordinaten  im  ebenen  Systeme  statt  haben,  so  kön- 
nen sie  aui-h  dazu  dienen,  wenn  nur  eine  Gleichung  der  Curvc  gegeben  ist,  andere  zu  finden, 
wddM  m  jener  coinbinirte  ibid;  inui  hei  in  dieaem  Ende  nur  ia  die  eine  gegebene  Gleichimif  . 
anstatt  einer  oder  nu'hrricr  Cdordin^ti'n  der  einen  Art  ihre  durch  vorstehende  Relationen  ge- 
gebenen Ausdrückp  in  Coordinaten  der  andern  Art  zu  setzen.  Urilckt  man  auf  solche  WetM 
de  senkreeMen  GoerdniileM  in  ediiefen  ini,  fo  gelangt  nun  in  der  CSIeielnuig  voh  der  Ponn 
y](=ztO,,und  drUcfct  man  alle  schiefen  in  senkrechten  aas,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 
^,  =  0,  und  diese  geht  in  jene  oder  jene  in  diese  über,  wenn  mm  Air  n,  a'  oderx,  x:*  jkn 
dindi  die  GleiclMingea  (34.  «.)  gegebenen  Wertbe  setxt. 

Dn  dieiem  taeh  zwischen  den  swel  conibbrirten  Gletrhun^rcn  qrx^O  und  v)^=0,  welche 

eine  ebene  Curse  darstellen,  alle  jene  Beziehungen  obwalten,  welche  in  diesem  AbseluriKe 
(§.  12.  Nr.  119")  als  zuiMlien  den  doiliireri  elien  so  bezeichneten  Gleichungen  besteheiMl  vor- 
auügesct^cl  «diden  sind,  su  uaissen  alle  durt  erliulleucn  Resultate  auch  hier  noch  ihre  Ciillig- 

koit  behalten,  wenn  man  in  ihnen  u,,  «, ,  «,  mit  0 ,   .  !  ■.. ,  —  -^t-tt-  ^nd     ,  u| ,      mit  ü , 

coa  W    -*  1 

^rii?W*  5i?W*  *"*»         ®*  **  *•      ^*  coeW,  1  ver^ 

tauscht,  wie  die  Vcrgleichung  der  hier  bestellenden  Gleichungen  (.tJ.  a.)  mit  den  dort  angenoin- 
itenen  (16.  c.)  und  (17.  c.}  unmittelbar  an  die  Uuid  giebt;  daher  hat  man  den  dorügcn  Glei- 
dinngen  (Id.  «.  «nd  h.)  wr  Fofge:  <- 


Sn  =  i  -\-  'c  x'cos  W  ,    S  ii'=  ces  W  -\-  B  i', 
und  eben  so  geben  die  doriifrL-n  GU  ichungen  (20.  a.  und  b.}: 

<i"xsia'W=— u'cos W  ,  3'x'«n'W=^*u' 


1  —  c  u  cos  W  '  1  4-  c  X  cos  W 

wobei  wir  bemcrkoo  wollen,  das>  die  Gleichungen  (34  b.)  bis  (54.  ±)  sich  auch  unmittelbar 
MS  denen  (S4.  a.)  dindi  AUeilen  nndi  x  oder  v  eiWtan  Innen,  dMt  wir  lie  jedoeih  rat  daa 
In  swAlAcn  Paragraphen  gegebenen  Resoltaten  entnommen  haben,  um  ihre  Stellung  zu  den  aU- 
Voncfarißen  der  AMeitumKechnng  Mhiifiar  heMicbaeii  n  kümau  Die  Gleicfann» 


Pener  neluMen  die  dortigen  Gleiehonfen  (SS,  •.}  lie^  [dte'MiAilelieiide  Fenn  mt 
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g«n  (54  c.)  tx^Attk  deh  «n  deaoa  (54.      wem  «Mm  die  aof  mter  JEefle  «teliciidn  meli 

die  auf  zweiler  Zeile  sklioiifli'n  nai  h  \  iiMcifot.  Ehrn  so  ^ann  triHii  aus  den  Gleichnn^cn  (54.  d  "), 
welche  die  zwüciiea  den  crstea  Ableitungen  Sa'  und  bx"  eiutrclcudan  BeaDeimiigeu  «ifideciuin, 
die  herholen,  wodnrch  An  gegntMÜ^v  TariHltBii  nriitAflB  dm  wmeBtm  Aideüwiig«!  ud 
B'u'  angezeigt  wird;  leitet  man  nlnlieh  die  voidera  der 
Untere  nech  x  ab,  so  findet  man: 

«ad  diese  venraidetii  sieh,  die  veidem  CleidmaigeA  (H.  k)  berioliddil^eiid,  ia: 

,         (6'u'sin'W  „  ,  B'x'sinMV 

CM.  e.)  Vx=  ^ ...  ,  Vn^~^_ 


Aehnlich  lassen  sich,  wo  es  gefordert  wird,  aus  den  hier  gegebenen  Relationen  die  erhallen, 
urakhe  swiedien  den  dritten  iiiidih01ieni  AMeAwjgen  der  CoejrdiwdeB,  «rebei  eine  ve«  Amen 
znr  anaMuin^ifr  Veränderlichen  gcneMtten  wlid,  flill  laden,  woreuf  wir  iedeseen  kier  nicht 

-weiter  eingehen  werden. 

Dagegen  wellen  wir  en  dieser  SteHe  nech  ven  Jenen  Permea  liendehi,  weidie  <Be  Tente* 
henden  Gleichungen  annebnien,  wenn  nicht  mehr  eine  der  Coordinalen  selbst,  sondern  eine  aus- 
ser ilinen  lirgcmlo  GrOsso,  von  der  man  si'-'i  sill*-  Coordinnlon  nbliiingitr  donkl,  zur  uiiiiWiiingig 
Veränderlichen  genonuncn  wird,  wobei  wir  un:>  aut  die  ülcichungeq,  weiche  denen  (^54.  I>  j  ana- 
log sind,  bescfariiidten  kttnaeii,  de  sich  itlie  fibrigcit  aas  diesen  derdi  bihMee  Ableiten  leidit  er- 
halten Ihsscii.  In  (licii  m  Falle  hat  man,  den  im  '  nrii^i>n  Paragraphen  (Xr.  )  irpppbcnen  Er- 
örterungen gemäss,  nur  in  jenen  Gleichungen  die  Ableitungen  nach  x  oder  u  durch  Ableiluagen 
nach  der  neuen  UnabhKngigen  »  eisetsea^  welches  jedeneü  mit  Beihilfe  der  dortigen  fileichmi- 
gen  (13.  b.^  oder  (15.  c.)  geschehen  kann.  Diese  gdien  fa  nnserni  fegenwiljUgcn  FdDe: 

*'-dS'  '^^-dlT'  ^"-11? 
oder 

dx  dx  '  dx 

end  bierdoTch  venrandebi  sich  die  Gleicbwigcn  (51  b.}  m: 

dxstn*W^dn~di^eosW  «  dx'«ta*ir=;dtt'— du«esW 


'dit=dx+di'eesW  ,  dn'ssdxcoeW+dx', 

wcli  lir  (lio  gesuchten  sind.  Vergleicht  uian  die  Glcichungi  n  (J'i.  Ii.}  mit  denen  (J^i.  n,},  .so  wird 
nian  gewahr,  dass  jene  in  Bezog  auf  dx ,  dx  und  du,  du'  genau  das  sind,  was  diese  in  Be- 
lüg ««f  x,  x',  u,  u',  wonnu  weiter  folgt,  dass  es  inmar  einen  Punct  im  Raiunc  gicht,  dessen 
schiefe  und  senkiechtc  Coordinalen  durch  d  x ,  d  ;^  nnd  da ,  du'  vorgestellt  werden  künntn, 
lind  dass  hIso  von  dicspti  Grössen  utlcs  das  gilt,  vrnt  ron  den  €«ordinnli'ii  liiifs  Piuirtos  \»atir 
ist  So  ist  ittunentlicti  nach  Aussage  der  im  ersten  Abschnitte  aurgestelllcn  Gicicliuug 
wenn  man  sie  Itlr  des  ebene  Ceordinatensysten  dadurch  «bniehlel,  dws  «in  hi  ihr  dh  anf  die 
dritlsa  Axen  sieb  besiahwdci  Coordinalen  einer  jede«  Art  anli  sefai  UM: 
(M.eb)  xdo-i-x'du'=adx+«'d^. 
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^Mch»  fflilohwg  man^audi  ■»  tecnX^Si      mit  iftMinlwuy  drtw  (54  a)  hericttn  Ioml 

Dividirt  man  diese  Gleichung  einmal  mit  du,  ein  andermal  mit  d.x,  jedesiiml  an  die  Stelle  der 
entstehenden  Ouf^tif^ntf^n  zweier  ■  AMetaifeii  Ihne  durali  «Be  GMehuiigeo  (äd^  tngaieiflei 
Wertbe  setzend,  so  ttuiet  man: 

*      '  x  +  x'?b'=uJx  +  u'Jx'|  "  "  ' 

welche  Gleichungen  für  die  unubkUngig  Yeiüoderlichen  u  und  x  das  sind,  was  die  (55.  c.)  ia 
MkI  dir  mum  Un^bängigen  Ist.  -  Lebter«  tret««  nur  intußh  in  daer  weniger  syMMiri- 
fdwn  Form  als  die  erslere  auf,  wril  die  Alilcilun^  der  in  ihnen  zur  unabhängig  VeründcrUchea 

genommoncti  Coordinuti-  1  wird  und  so  dem  Auge  sich  entzieht.    Auf  die  liier  angezeigten  , 
allgemeinen  Relationen  stutzt  sich  aber  die  nun  folgende  Untersuchung  der  Matur  der  ebenea 
Cnve.  i .  .      .        .      .       ,       »f  ■ 

126)  Die  beiden  Glefehungeii  (31.)  gehören  dner  nn4  derselben  .Gereden  an,  wenn  dlfe 

Gleich imffcn  ('18.)  fwr  und  derselben  Ciirve  angehtlrcn,  d.  h.  conrf>imrte  sind.  Man  kann  sich 
hierron  noch  auf  folgende  Weis^  .directe  ttberzeagen:  Setzt  man  Bimlich  in  die  Gleicbungen 
(51.)  für  X,,  und  a.,  iC  ihre  dnrdi die Olelcbungen  (49.)  gcg^eocn  Werfli^  wodoNli  di4 
dort  auf  die  Axcn  OtX,  OX  bezogene  Gerade  jetzt  wieder  mif  du  eos  den  Axen  AX  md 
AX  gebildele  System  bezogen  v'ird,  so  werden  sie: 

x'— |'=B|'(x  — I)   und    u'— »2'=^f;'Cu  — O, 

ond  da  zwischen  und  ^17'  dieselben  Relationen  statt  finden,  wie  die  zwischen  Bx'  und  %u' 
in  den  Gleichungen  (54.  d.)  angezeigten,  wenn  die  Gleichungen  (4S.)  oombinirte  sbld,  so  hat 


'     1  —  c  f/  COS  w  1  +  c   cos  W  > 

durch  diese  Werthe  gehen  über  die  Gleichungen  (56.  a.)  nach  WegschalTung  der  Nenner  ilbcr 
ta' ' 

•  •  (x  -  n  +    —  I) cos W  =  %»j'  [(x'— n cos W  +  (x  — 1)1  nnd  ■ 

(u'_ O  —  (u  —  1;) cos W  = '«^  1* f C«  —  O  —  (u— '/J  ' t 
welche  mit  Zuziehung , der  im  er9tcn.^bschnitte_  aufgeslcUlen  Formeln  (iUS.  U.},  f ,  ^  und  1;,  ig' 
nn  die  Stelle  von  X|,'X|'  und  o,,  u'  setzend,  wieder  in  die  Gleichungen  (56.  a.)  zurUck  gehen, 
aber  so,  dass  uns  der  ensien  die  xweiic  und  aus  der  zweiten  die  erste  geworden  iit*  WM,  in 
erkennen  cieM,  dnss  beide  Gleirhiiiigon  völlig  einerlei  Inhalt  haben. 

Die  Gernde,  welche,  wenn  die  Uleichui^en-(4d.)  contbiairte  .sind,  durch  Jede  der  Gleichungen 
(31.)  oder  (56.  a.)  dargestellt  Wird,  in  denen  man  licl  «Hier  und  Bq'  die  ans  den  Qii* 
dni^gcn  qVti^O  und  i/'a  =  0  zu  entnehmenden  Werthe  von  'dx'  und  c  u',  vrelohe  dem  Puadt 
0  nnpchören,  zu  denken  hat,  die  Gerade  also,  welche,  wie  wir  in  Nir.  123.  trcsehen  hnlien,  die 
Richtung  der  Carve  an  der  Stelle  0  zu  erkennen  giebt,  wird  die  BerUhrongslinie  oder 
Tangente  der  ebenen  Curve  am  ?ttnete  O».  dessen  Mdrieli»  uad  scninwdil»  Coordinüan 
an  den  urspriiagtichen  Axen  |,  |'  und  f;,  sind,  genannt.  Man  kann  den  Gleichnngcn  der 
Tangente  noch  eine  andere,  in  manchen  Fällen  sehr  brnttchliaro  Gestalt  geben.  Erwägt  man 
niulicb,  dass  den  in  $.  12.  Nr.  lll..niedetgelegt9n:£rgclMmsea  zufolgo,  welche  sich  «uf  eine 
L  30 
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SkSOmaf  taü'  i«ei  'YerMsilMiMi  MMdNB,  udt.  AoMifte  4er  «rften  Gkidiuif  ($.  ■.)  dl» 
gfOMio  'dx=-r        •u"!  Bii'ss—        ist,  ttnd  bmui  «Ino,         filr  x,  x  uad  q,  n  Ahr 

v,  b'  BolMiid»  ImI:  .  ■ 

*  '  •  Ii  ■  -        I  >  • 

vd  Mfect  nun  dlcae-'WcyiM  von  l^i*,  i»  iS»  Gtoktnngea  (ÄS.  •.},  m  mtnMn  si«  iki 
Min:  ^  ^  .  " 

ite  ilelleii  to  die  Tangente  der  C^e  am  Punele  0  in  mdern  Foimen  dar,  in  lolcbsD  nto- 
^Ich,  dio  sich  UDiniltelbar  aus  den  Gleichungea  (jS.")  erhalten  lassen. 

127}  Wh*  Wüllen  uodk  eine  zweite  Ajrt,  die  Tangcfitü  einer  ebunen  Curye  su  beiitiioaiuo, 
tagdMB,  durch  die  num  zu  Aflsdrflcken  hiogef&krt  wkdj  «eklit  jft  spütom  UqUenmdHiigMi 
«Ine  grwM^  Rolle  «pieko..  SMUn  ilnlieli  auch  bi^  wMer 

die  conilinirton  Gleichungen  einer  ebenen  Curvc  vor,  von  denen  die  erste  die  scIiitTeri  Coor- 
'-.i  ,:  diiuileii  X,  x',  die  andere  die  senkrechten  Courdinaten  u,  h'  aller  Puncie  der  ebenen  Curve 
itt  ddi  lrtgfl,  und  will  mao  die  Richtony  dieeer  Owe  an  einem  belieU|en  iliier,PiiMl9  0 ,  detr 
8cn  schiefe  und  scnkrcihte  Coordinaten  wir  durch  ^,  ^  und  »j,  r/  bezeichnen  wollen,  kennen 
lernen,  so  darf  man  nur  die  Gerade  aufsuchen,  wekhe  durch  den  hervorgehobenen  l'unct  Q 
geht,  niid  deren  Pmde  'nnlclMt  nn  0  bennn  inSgUchM  nihe^  bei  Ptincten  Citrve  Uegeo; 
diese  so  bestimmte  Gerade  ist  die  Tangente  der  Curve  an  der  Stelle  0 . 

Denkt  man  sich  durch  den  bezeichneten  Puoct  0  zwei  neue  Axcn  0\  and  OX'  gelegt, 
welche  den  vorigen  parallel  und  gleichläufig  sind,  und  bezeichnet  man  durch  x, ,  und  u. , 
die  idiieren  uqd  senkrechten  Coordinaten  eines  beliebigen,  jedoch  von  den  '0  Tersohiedeiiett 
Punctes  0'  der  Curve,  dessen  schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  an  den  ursprünglichen  Axen 
X ,  x'  und  u,  u'  sind,  so  finden  zwischen  den  Grössen  x ,  x',  x, ,  ,  | ,  l'  und  u ,  u',  u, ,  ,  t; , 
die'  GlelAiuif  en  C^O  ^'"^  ^  latsen  eidk'  xi  and  dareb  die  GfeMimgen  (S/O.  t.  und  b.} 
tu  Reihen  (Uirslellen,  die  nach  den  Potenzen  von  \.  oder  ii,  forlschrcitcn.  und  es  ist,  wenn  R 
dto  Abstand  des  Punctes  0'  von  dein  0  bezeichnet,  der  ersten  iui  ersten  Abschnitt  milge^ 
fbeillen  Gleichung  (108.  b.)  analog: 

CM,«.)  H'--x.u.-fx;u;. 

Lep^  mnn  jetzt  durch  den  Punct  0  eine  vorlHufig  noch  völlit^  unbestimmt  bleilKMule  Geriide, 
und  denkt  man  sich  vom  Puncto  0'  aus  auf  diese  Gerade  ein  Loth  gefaUt,  von  dem  sie  im 
FmcIo  S  geiebiiilleN  wifdj  beneidnel  Mas  fcmer'  die  eebiefen  nd  leiiifocblen  PvoJedioM ' 
zahlen,  welche  dioüe  fT  r  iip,  in  der  Richtunjr  von  0  naeli  S  hin  aufgefasst,  an  den  Axen  AX 
und  AX'  oder  an  den  ihnen  parallelen  und  gleichUnfigen  ÜX  und  OX'  heCert,  euistweile« 
ditrck  p ,  p'  und  p ,  p\  md  «teilt  9  des  epMien  Wbdtel  vor,  wcidien  die  lUdiling  A9  nrtt 
der  von  O  nach  0*  hMelmdea  Mdet,  so  ist  der  im  ersten  Abschnitt  aufgeslellleii  Gleichung 
for  Folge,  wem  irnii  Im  ihr  die  «af  die  dritte  Axe  nch  becieheoden  Goontenlen  «wt 
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I,  dm  enlMi  in  ^08.  «.  ml      «tehnden  Gtohhoogfin  g«IMi».; 


Bbst:  .  -  ,  :    *  \ 

R  qiis  Ö  =  t>  x„ -f       =  p  u,  +  |)'u'„  ; 

eJ  ist  aber  RcottO  die  LAitge  des  vom  Lothe  alkgesduilteoen  Stücks  OS  der  Geraden;  be-  •*"  * 
aakM  nwtalM  dtoiftlJii^  dwch  J?,  M  dM^  t  /  .   .  : 

•  '  -RMii0s=:ir>  •:'•!••'.-:.         CM.  M 

iii,  so  venrandda  steh'  die  räniii&aidie«  dfaidiiiiaiBii  in:  '  '  , 

md  MMpHdrt'Vun 'diese- l«teleri  b^ 

Bezeichnet  man  noch  dnrck  E  die  Länge  de<  ven  t)''  iws  Mif  die  Gerade  gefüllten  Lothes,  liif 

zw  dem  BnrchsrliniUspuncte  S  ?wsrhcn  beiden  (fttiommm,  nämlich  dio  Lange  O'S,  so  hal  nMMQ 
weil  0' OS  ein  bei  S  rechtwinkliges  Dreieck  und  dcmgemiss  0'S'=:0'0*^OS*  ist:  ' 

od«r,  wenn  man  iUr  R*  und  IT  Ihre  ia  den  Glfeiehnngen  (57.  a.}  and  (57.  d.J  entiiaReacil 
Wefihe  iclil :  ,  ^  .).■•'•  i-  *    '  • 

K'=x.u.+x;u;— (»x.  +  t»'x:)Cpii.+p'u;).  fllf*.«^ 

Erwägt  man  nun,  dass  das  Quadrat  des  AbsiaiulBe^des  l(eliebi|^  Curveninuicles  von  der 
imA.  0  gelegten  nbd'noeR  unbestimmt  gefassenen  Geraden  bl;  imd  dass  ncb'  ih'dieBcdi 
Qmadrale  die  «biohite  Entremung  des  Pu[i>  i>'-  o'  von  dieser  unbestitnmlen  Geradt-n  idsspiegelti 

so  ttbcr/oiiirl  iiinn  sich,  dasä  diese  Gerado  Tangente  der  Curve  am  Punclo  0  >vird,  wenn  sie 
die  Eigeiiiiciiaü  besitzt,  dass  alle  zunächst  an  0  liegende  Puncte  0'  der  Ctmc  in  Bezug  auf 
•le  die  Udnslmdgliclien  WerUie  Tim     Hefen.  (.•■  .:  >.> 

Um  die  hierzu  erforderlichen  Bedingungen  zu  erhalten,  setze  man  in  die  vorstchca^ca 
Gleichungen  für  x,  und  ihre  durch  die  Gleicbungca,  (30,  «.  uad  bj  gegebenen  WerÜM  «Hi 
so  verwandelt  sich,  weil  diese  Glctchungco 

Vibea,  endfeh  die  Gleiehnng  (Sf.t.'yk;' 

/?==^|j»+p  ^i'+ip:w««.+  ip'^Ä:B;+:.,.}^ ,  .  •  i  . 

md  die  (57.  d.)  In:  , 
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Dl  mm  E*,  wem  die  dmdb  0  gsleKte  Gende  TnfMl«  der  Com  M  dkMr  Stelle  wardm 

soll,  Tür  alle  in  grüsster  Nähe  L' i  O  liegende  Puncto  0'  der  fnne,  d.  h.  Tür  alle  möglichst 
klein  gedachte  uiid  Curvenpunctcn  t-nlsprcchende  Weriho  von  x*  und  u,  so  klein  wie  möglich 
werden  imn,  vml  dien  mir  dnm  feechietil,  wem  auf  der  redrten  Seite  dCr  Gleiclrang  (58^  d.) 
go  viele  Glieder  der  niedrigsten  Dimensionen  in  Bezug  auf  x«  und  u« ,  als  eicli  mir  immer  thun 
lRS5t,  ZU  Null  gcmächt  worJen,  so  hat  niftn  zavi'>r*]i'rst  an  die  Gende,  ngdcke  TaMgeele  def 
Curve  an  0  werden  soll,  die  Fordcruug  zu  stclkn,  d«ü.s  sie 

■«^  Dieie  Bedtiiguiig  der  Tangente  nimmt,  durdi  Wcgffiijfff^g  dec  ia  Üv  IwdmdlK^.Ile^ 
mem  die  folgend«  Gcftilt  tnt  .       i  ,  ,       ,  ..( 

und  liissl  sich,  wenn  man  beachtol,  däss.  nach  Aussage  der  im  «nl«l  A1n||^h|UP  llahfMini 
GteicbuBgen  (^106.  a.^ ,  die  an  zweiter  Steile  befindliche  n- 

giebt,  man  also  Tdr  l-r-pV  und  1  —  p{!  hier  pp  und  pV  setzen  kann,  auf  die  nachstehende 
Foim  bringen: 

wekke  sogleich  in  die  iw^  folgenden  zerrallt: 

(»•bft.)  p'd^=rp'    oder  p?r/rTt>'. 

Jede  von  diesen  zwei  Bedingungen  der  Tangente  drückt,  wie  die  Gleichungen  C^l-}»  "'^ 
fldi  teiAt  Oberftthren  lassen,  eine  und  dieselbe  BlgensdiiR  der  Tangente  aus,  «nd  man  Ober- 
7.eue:t  »ich  bald,  dass  diese  Bedingungen  die  einzigen  sind,  denen  ninn  die  Tangente  uiderwcr-^ 
fen  kann;  denn  da  durcli  die  Gleiehungcn  (59.  b.)  dus  Veriillllniss  rwischen  p  und  p'  oder 
zwischen  |)  und  p'  gegeben  wird,  und  dadurch  den  im  ersten  Abschnitte  ^Nr.  21 J  angesteiitcn 
mf  das  diene  CoOfdinalensysiein  snrilekgeillbrten  Belndttungen  nr  Felge  die  schieren  oder 
senkrechten  Projr  ti  n  zalileii  der  zur  Geraden  trchörigcn  Richtung,  somit  auch  diese  Rielitung 
selbst  ginzlich  bestiuuiit  werden  und  die  Gerade  Ubcrdiess  durch  den  PuQCt  0  geht,  so  ist  diese 
.  .tt  .•      <!erpde  dne  villlig  besinwile,  an  die  nian  kebie  ncäen -Anforderungen  mehr  «adien  kann. 

Setzt  man  die  durch  die  Glekhuagen  (59.  b.)  gegobaoen  UTerihe  von  p'  und 
<9ei«hmig  (99.  a.),  #o  Bndel  man: 

i=pKi  +  ^r»0,  f.. 
•nd  dnrch  dieselben  Werthe  gdMB  die  C^eidnngeft  (9».  K>  tiber  hi: 

€••.  M   {    und  ' 
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Ii  (56.  c.)  Mit  laMäog  der  (6a  a.)  wM: 
wd  die  C&8.  d)  nf  dis  gleiolie  Weise  behuuldt  giebt: 

E.=-;,:4(!.f»v-*-f|-^||i)+....] 

midie  letztere  aich  eur  die  folgende  Form  bringen  lässt: 


Die  Glciehnngen  (60,  «.  bis  dj  li«fom  die  Grüsse  des  senkrecbtea  AbstNodes.  eiaee  beliebiges 
Pnnctes  0^  der  Corve  von  der  dnrdi  0  gikgien  Tangente,  so  wie  des  SUck  der  Tangente, 
wcKlit  s  von  0  an  bis  zu  der  Stelle  reicht,  wo  das  durch  0'  auf  die  Tangente  jri-nilUo  Loth 
diese  schneidet,  wöhreiid  diu  Gli'ioluitijfi'n  ("jü.  ii.  bis  d.}  dif.sdbcii  Grössen,  nhrr  mtf  eine  be- 
liebige durch  0  geiegU)  Gerade  bezogen,  hcrgebea  0»  das  erste  Glied  in  der  ülcichuiig  {J60.  iL) 
ffdien  von  der  vierten 'Diiiie«sion  in  Beeng  «nf  nnd'n«  Ist,  wrtirend  das  erste  in  der  GM- 
chunjf  (b9.  d.)  vortinndcnc  Glied  mir  von  der  sweitcn  Dimension  in  Bezug  auf  die  genannten 
i)eiden  Grössen  ist,  so  folgt  hieraus,  vorausgesetzt,  dass  die  Coefiisientca  dieser  Hcthen  bei 
der  Stelle  0  nicht  snAOren,  von  eqdUcher'GrOne  zn  sein,  <fass'  die  Enttonungen  der  zunlehst 
bei  0  Hq^enden  Cur>'cnpunete  von  der  Tangente  an  0  unvergleichlich  kleiner  sind,  als  die 
Entfernungen  derspllicn  ftirvenpuncle  von  jrdt^r  andiTn  diirdi  0  (ji'icijten  Geraden,  die  mit  der 
Tangente  einen,  wenn  «ucii  noch  so  kleinen  Winkd  vou  endlicher  Grüsti«  etuschliessL  Eben 
dfn|n,  M  dioee  Tngnnjte  «nter  allen,  den  dnrcli  O  fdsften  Geredeii  die  einige,  wcidie  ^ 
Bieblnng  der  Corve  an  dieaer  Stella  amusetgen  im  Stande  ist. 

Hat  man  stets  nur  solche  Puncte  0'  der  Cur\e  Nor  Augen,  die  dem  0  so  nahe  liegen, 
dass  sich  deren  Entfernung  von  0  nicht  durch  eine  endliche  Grösse  angeben  Ittsst,  so  .haben 
lllr  iokhe  Punde  ineh  die  Grössen  x,  «id  a»  kenieA  endlidien  Werth,  und  dam'  vendiwindet 
in  obigen  Reihen  jedes  rollende  Glied  in  Verglelcli  zu  seinem  vorhergehenden,  falls  dieses  nielil 
völlig  null  is^  oder  jenes  einen  CocOizicntcn  bat,  dessen  Grösse  ttberbaujpt  nicht  utchr  darstell- 
bar iil'  Die  Reihen  (60.  a.  bis  d.)  ziehen  sidl  iia  diesen  Falle  auf  ihr  erstes  GKed  zuiUck 
nnd  dless  gilt  auch  von  der  Reihe  (5$.  a.},  so  dass  man  für  sie  die  folgenden  Formen  eihllt, 
In  denen  wir  den  Buchstaben  R,  I/,  F  ein  Null  als  Index  ans'eliüngt  haben,  um  dadurch  an- 
zudeuten, dass  diese  Grössen  sich  nur  auf  solche  Puncte  0'  der  Curve  beziehen,  deren  Ent- 
ftrmmgcn  von  O  UeüMr  aindl,  ab  diaa  sie  akb  dnrÄ  dne  endiche  Zahl  anaqmdian  lieaaen: 

K'_S'u' JlOl^L 


(.«: 
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wdebe  zef^ii,  dus  fbr  w  mh  mO  filAgtne  Curvenpnelf  Sd^JUS  •Mtf.oä^  ima  ihre  BMp 
fprnunfrrn  iimi  dir  drr  vnn  ihnen  niu  gCfCII  die  TRDfMte  glKOfBIWIl  Lothe  TOU  den  Pucte 
0  als  gleiche  Grossen  anzoschen  sind  '  ' 

Bnrigt  nm  «qdüch,  diiS'iiRcli  Aosnge  deijeni^en  in  eniea  Abscliiille  niitgeUitillett  Crlei- 
(108.       icdche  leii  drillcr  uimI  noOer  Stelle  ctdieis 

ist,  oder  wem  man  p'  «ad  f '  Are  nu  deM  GkiekaigeB  (59.  k)  eich  orgcbendeii  Weiihe 
einselzt :  '  . 

ps:p(l+»fceiW)  ud  pain*W=pCI— Vc<MTir)* 

und  den  dieee  Iriztim  Gi<  ir>iuiigfltt  nK  ZnzMnnig  derer  (54  k}»  f  für  x,  x*  vad  4* 
^  fltar  v,  «'  lelieiid,  iibergeiieii  ia: 

5^  —  p  (?  i;    und    p     V  ä  f  , 

•0  findet  man  dadaroh,  d*ss  imn  jede  dieser  zwei  lotKlen  Gleidiungea  mit  der  (60.  a.^  multi- 
plielrti  .        '   .      •       .    .  ;  -  s 

woraus  foigl: 

i  j  1 


IrtaNiroh  mm  gaben  die  aaT  tweiter  Zm\e  stdMnden  Gleieiiungen  (61.  «.)  uiwr  k: 

welche  man,  weil  S^5if=i  ist,  auch  so  schreiben  kann:  .  .■ 

•    ■  /7.=:x,(at? +'drbT?'5fl)^   nnd   J7^ü.(5$  +  «ij '^r*!)'         *      •  " 

oder,  nh  BtiOdtriidbdguiig  der  kn  vorigen  PaMgrqtlteii  dnrdi  dle'Gleidiuiigen  (iS.  a  'nad  li.^ 
■Bigeiipirodieiien  Eigenadiafleii  aoletier  Abieiningen,  «udi  «o:  ' 

€•!.»*>  '  //.=x.(*f,  +  Är und   77^u.(3$  +  ^,?'3r)*. 

128)  Die  Tangenten  spielen  bei  der  TSeurthcilung  oller  übrigen  EigenscIuiD  u  :  r  Curve 
eine  so  >vichtige  RoUe,  dass  wir  nicht  umbin  können,  ihr  Verbalien  noch  etwas  neour  zu  ver- 
Mgen,  vm  idehla  surttehzalaseeii,  waa  snm  bewerea  VenliliMlitisa  des  aoeli  Polgenden  dienen 
könnte.  Aus  den  lisliRrigen  Bclrachtnn<i:en  hal  si  li  i  i^  r-ben,  dnss  die  Tangente  einer  durch 
combinirtc  Gleichungen,  wi»  die  (48J  sind,  gegebenen  Curvc  an  einem  beliebigen  ikrer  Panel» 
O ,  deaaan  lehiefe  und  aankredile  CoordiiiBlen  | ,  1*  und  ^ ,  if  sind,  durch  jede  der  Gleh^n^ 
gen  (51.)  ni^Mich  ,    ,  . 

fM*  tu)  ~  ^  <^^t    ""J    i'.  =  i 

daigestelit  nird,  und  dass  die  Curvc  selbst  durch  jede  der  (^loiciiung  (öO.  a.  und  it.),  nimtich : 
(«t.  M  jt;  =  ?)|'x,4-Ä  '  nnd  u;=;öfl'u,'f3 

daifeaidk  wird,  «Un  der  Mirc»' wagen  .  '  ^ 


Digitized  by  Goc^^lc 


13;  «ryiM.  •    AniiMnlk'    '  •  IM 

fötaMT  wirdy  UBd  imk  iU  nnler  x, ,     und  n.,  n;      äüilÜa  vui  senkrediten  CoonUmlM 
dar  Tangentcnpujicte  iir  imVMkOf  'Qtk.^^  Owcnfoncl«  in  dor  CHeichung  (68. 

'an  den  durch  den  BerUhrungspuncI  ffclegtcn,  mit  den  nrsprön^ichen  parallelen  und  u:!''i '  Hläu- 
figen  neuen  Axea  vorstellt.  Hebt  man  nun  ans  der  Curve  zwei  beslimmte  Puncte  O,  und  0, 
hmtUf  mi  benidmet  Üb  m  im  Axen  OX  mai'OX  ilch  bildendoi  «dMien  nid  aeahcechtn 
Coordinaten  des  einen  Punctes  durch  X; ,  x,  und  Hi«  li^t  ^  Midafn  PttOCtes  dofdl  J^,  uod 
1^,  U^,  60  ist  in  Bezog  auf  den  einen  Punet 

x:—^ix,+Z,  und  u;  =  (&ij'u,-f-3i  !•••••) 

und  in  tiasag  auf  den  andern  Punet 

x;  =  ^rx,  +  Z,   und   n\—tT,'^,  +  ^,,  COT.  <k) 

yfWi  'Iii  und  3«  das  iHsdeoteo,  was  au^  Z  ood  3  ^rd,  wenn  uuin  in  diesen  x»  und  m  an  die 
voa  X»  und  UK  lelil,  $o  wie  Z,  ood  3«  ^  kedeideii  soDeii,  wm  m»  Z  ind  3  wird, 
wenn  X,  und  u.  Tür  x.  und  u.  genvi/A  wird.   Die  durch  dto  beiden  Puncte  0|  md  bindnn^ 

gehende  Gerade  wird  durch  jede  der  ülcichnn<jen : 

(x;— x;)(x,  — xO-(^,  — x.Kx;  — x":)  =  ü  und  (u;  — n;)(u.  — H,)  — («1— nOC«'.  — uO  =  0  COT.a.> 

dargüstelll,  nach  Aussage  der  im  zweiten  Abschnitte  Nr.  103.  besprochenen  Foruieln,  wenn  man 
diese  aaf  die  neuen  Axen  in  Anwendung  bringt  und  in  ihnen  der  Katar  des  ebenen  SjsteiM 
gemäss  die  auf  die  dritte  Axe  sich  beziehenden  Coordinaten  null  sein  lasst.  Aus  den  Gläehwi^ 
gen  QSUt,  &  nnd  d.^  findet  man  diinh  Subtraclion  der  Uber  einander  stellenden :  '  '  ■ 

x;-x:=Brcx,-x.34z, -z,  und  u;-u:=:^»/c«>  "0  +  3.-3. 

und  diirrh  die  hieraus  Tür  x^ — xi  wtA'     — vi  üik  «ffefatndett  Wertl»  «erwendfltn  mek^ 

üleichungen  (G3.  a.)  in: 

x;-x;=:C*.-*Op«r+~^l  und  u;-u;=cu.-uor^«'+^i^l .       (•».  b,) 

L        Xj ' — '  X|j  t  UiJ 

Piese  Gleichungen  gHiören  der  durch  0,  und  0,  gelogton  Geraden  an,  wo  immer  sioli  uueh 
diese  zwei  Puncte  auf  der  Cune  bciinden  mögen;  iässl  nun  aber  diese  zwei  Puncto  dem  0 
tteta  niher  rttcken,  bis  x,,  x,  md  n, ,  u*  io  Uebi  wenten,  dui  eich  deren  GrSeaen  diircb 
keine  endlichen  Zithlen  mehr  flnsdrlhkeii  laü^en,  und  in  den  Eniwiclielungen  die  Glieder,  ^velehe 
in  Bezug  auf  x,  und  x,  oder  u,  und  u,  von  einer  höheren  Dimension  alü  andere  sind,  gegen 
diese  andern  verschwindend  klein  werden,  so  nebnen  die  vorstehenden  ffleicfaungen  einfachere 
Fomea  an.  Ist  nimUcb  das  erste  Glied  in  Z  und  3  n>cbt  null,  so  g^ebt  es  sHefn  den  vidlen 
Warth  von  !Z,,  Z,  nnd  3>>  3i  her,'nnd  nuai  isdtt  etsttkk 

z,-z,=ivrcÄ-o  nnd  ä-a^Jv^c-J-o 

welche  Werthe  neben  denen  und  ^tj'  in  den  Gleichungen  (ß3.  b.}  verschwinden,  wegen 
des  in  ihnen  aultretenden  Factors  X(-hXi  oder  Ot-f"«!!)  ^  ^  Gklcfanngen  ^63.  b.}  in 
diesem  Falle  werdtai: 

— x;  =  (x,  — xjb^    und   u,  — u;  =  (u,  — u.j'Öi2'.  (•••«•) 
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8M  UHfefoi  iBb  chIm  te  Z'vmi  3  «afbdtcMli  CnEMfer  mll,  lo  wgi>«  lick  di»  W«rib|i 

Z, .  Z,  und  3)  1  Si  ''('"1  ersten  in  ilinen  wirklicli  vorhandenen  Gliede}  OfllnM  wir  H^'  dMt 
der  fiqMWont  von  x,  oder  u,  in  dicson  Giiede  r  sei,  so  ündet  nun:  '  •  • 

Xi  — X,     1^....r  Xt— Xi  —  Vi     f38....r  u,  — u,  * 

nd  4ie«e  GrSnen  Tersdiwindeii  wieder  ndien  denen  9$*  vad  t) «('  ia  den  GleidrangeB  (63.  b.}^ 

•>  f  > '  und  zwir  um  w>  melir,  di  r  iamier  grSner  elf  iwd  ist,  äUo  und  Aiudittdie 

Xt  —  X,        a, — U| 

sind,  welche  in  Bezug  auf  x,  und  .x,  oder  u,  und  u,  von  einev  böliem  Dimension  df  dar  ie<- 
.  iten  simL  Man  siebt  hieraus,  dass,  wenn  die  Punctc  0,  und  0,  dem  0  so  nahe  lieffcn,  die 
durrh  sie  hindurch  gehende  Gerade  slels  durch  die  Gleichung  (63.  r}  vollkommen  »hirureslellt 
wird,  wenn  nicht  elw«  einzelne  der  Coefllzienlen  in  Z  und  3  zufällig  am  i'uncte  O  Werihe  von 
«oldier  Grfisse  nmeilunen,  das«  sieh  diese  mcht'inelir  durch  endllciie  Kahlen  angeben  IteaC 
Solche  selli  rii"  Ausnahmen  abgertrhnet  zefijen  die  Gleichungen  (63.  c.},  dass  die  durch  je  zwei 
möglidist  nahe  bei  0  gelegene  Puncte  0,  und  Ot  hindurch  gehende  Gerade  tmoier  mit  der 
»  •  ,  Tingcnit  m  0  eiiuibl  Ridilung  ha*,  wwan»  Mgt,  dass  In  eüiem  Cnnrendemenl  von  gani 
geringer  Ausdehnung  in  der  Regel  keine  Richlungsänderungcn  von  inessbarer  Grösse  vorkoiD- 
uicn  können.  S'^ll>si  wenn  und  ^»/'  null  uäreii,  hütle  iimn  doch  noch  immer  die  parallele 
Lage  der  durch  ü,  uud  U«  gelegten  Geraden  mit  der  Tangente  an  0  unter  solchen  Umständen 
als  dne  in  der  Regd  vorhandene  Eigensc^  des  Cnrvendements  anzusehen;  denn  in  diesem 
Fälle  Wirde  —  xj  unvergleichlich  kleiner  als  x,  —  x, ,  nder  u[  —  u'  «nvergleiclilich  kleiner  als 
n«— Ui  werden,  und  schon  deswegen  Iiönnie  die  durch  Oi  und  0,  gehende  Genido  mit  der 
Tai^aile  an  0  kaiM  Wniket  von  nuasbainr  GrUaae  UMml 

Ana  den  Umstände,  <bu»  jede  durch  swei  nnendUch  nah»  bei  0  Ifegende  Pnncle  0,  und 

•  •  '  Ot  gehende  Gerade  mit  der  Tangente  an  0  parallel  lauft,  also  die  Curve  in  grösstcr  Xitlie  bei 
0  von  Punct  zu  Punct  in  einer  Riciilung  fortschreitet,  welche  die  der  Tangente  selber  ist,  las- 
sen sich  nun  mit  grösstcr  Schilfe  und  gleicb  leicht  auf  gcomifaischem  wie  auf  analytischeni 
HITege  folgend»  swei  Bigenaehallen  der  Tangente  heiteilen: 

a)  Geht  mi)glichsl  nahe  an  dem  Punctc  0  eine  Genide  vorbei,  welche  die  Tangonlo  und  die 
Cime  niiter  einem  endliihen  Winkel  schneidet,  so  nnlerscheiden  sieh  die  von  0  aus  bis 
zu  dieser  (Bernden  gcnnnuncnen  Längen  der  Tangente  an  0  und  der  Cur^c  um  keine 
Grosse,  die  mit  diesen  Lüngen  selbst  vergleichbar  wir»;  ! 

b)  siebl  man  von  0  aus  bis  zu  der  eben  genaimten,  mi^Uciut  nahe  an  diesem  Puncte  vor» 
*  bei  gehenden  noch  eine  zweite  Gerade,  die  mit  (!('r  Tnntrenle  un  0  einen  Winke!  von 

endlicher  Grösse  bildet,  so  unterscheiden  sich  die  zwei  von.  diesen  beiden  Geraden  und 
eincrseils  vm  «ter  Tangente,  andererseüa  von  der  Curve  eingesdiloaaenen  iBrni»  um 
keine  Grösso  voB  einander,  die  nit  diesen  JtSnnwtt  sdbat  vergleiehibar  wSre. 

Zu  den  vorstcln  iiden  Eiiicnschiifli  ti  der  Tangente  Aigen  wir  noch  die  folgenden  hinzu. 
LäuH  eine  der  Cooi  ilinyleiuiven,  z.  U.  die  A  \' ,  pur. diel  mit  der  Tm)(,»eiite  ini  Irf;end  «'inem  he- 
siimmtcn  Punctc  der  Curve,  su  wird  m  ilic^ein  l-'.dle  liie  GleicLuiig  der  Tuiigcrite,  welche  schiere 
Goordfantcn  hi  aich  tribrt: 
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f.  19.  Kr.  119.  IbMM  fimvt«  941 

'  dia  flWolMf  imdttm  ürngHi^  in  wddier  «■fcwttte  Ctmikatm  TOitoiiiM,  im 


u—  1}'=  (o  —  iß  coÄ  W 

wird,  wie  sich  schon  ans  der  im  ersten  AbsduuUe  unter  (106.  d.}  in  ielzler  i>lclle  siehenden 
Gleiekniif  emaehineii  IVnL  Üfe  beiden  vonidiendett  Glddumgen  bleiben  für  jeden  Pnnel  der 

so  bfSlhafrent  n  Tiing^eiile  wiilir  und  zeigen,  wenn  man  sie  mit  den  in  (56.  a.)  aufgejitellten  all- 
gemeinen Uleicbungcn  der  Tangente  vergleicht,  dass  in  dem  hier  angenommenen  Falle,  d.  h. 
wenn  die  Axc  AX  parallel  mit  der  Tangente  ao  einem  bestimmten  Puncto  0  llnft,  sein  mUsse 

«1=0  nad  ^^fsstMW; 

«■  knnn  ibi»  nur  dann  sinroU 

«fssO  liimeli  %V=0  C«9«  »•) 

werden ,  wenn  W  ein  rechter  AVinkel  ist,  d.  h.  wenn  die  Axcn  des  ebenen  Systems  senkrecht 
auf  einander  stehen.  Liere  anstatt  der  Grundaxe  AX  die  Polara.Ye  A3i  mit  der  Tangente  an 
anem  hMiinnilen  Pnncte  der  Cnrve  parallel,  s»  irltnle  jcM  di«  GhJdnng  dar  Tangente,  wekba 
•enbredde  Comdimlw  ki  lich  liigt: 

und  die,  welche  schiere  Cuordinnlen  in  sich  trägt,  in  Folge  der  im  ersten  Abschnitte  an  vierter 
SteUe  ildendai  Clddiiing  (lüB.  d.) : 

wdöbe  beide,  veiglicben  mit  den  aUgceieinen  Glelefanngen  (56.  a.),  m  erhenneo  geben,  das«  in 
dieeeB  Felln 

?ir,'=0    und    V^T^:  — COsW  (M*  «•! 

ist,  daüs  also  unter  diesen  Umstünden  nur  daiia  gleichzeitig 

lri'=0    und  1^=0 

sein  könne,  wenn  die  Axen  des  ebenen  Systems  scnkrerhl  auf  einander  stehen.  Aeinilichc  Rt^ 

sullate,  in  wolclicn  blos        und        zu  stehen  küiniiil,  wu  zuvor     ^'  und     ?/  sliUld,  erhill 

man  in  dem  Falle,  wo  die  Grundaxe  AX'  oder  die  Polaraxe  A£'  mU  der  Tfiwgfiillt  nn  einer 
beellnunleii  Slcü»  der  Cnrve  pareUel  ttirfL 

12»)  Man  nennt  die  in  der  Ebene  des  ebenen  Systems  Ue^nde  Gerade,  welche  durch  den 
beliebigen  Panel  0  einer  ebenen  Cnm  gOd  nnd  senbreeht  mf  der  zu  dieser  SteWe  der  Curve 
gehörigen  Tangente  steht,  die  Normale  der  Curve  an  dem  Tiinete  O    Pefltnicn  irkidcr 
I,  f  und  ij,  V  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinatcn  eines  beliebigen  Puncles  0  der  durch 
äe  combinirten  Gleichungen  (48. j  dargestellten  Curve  an  den  Axen  AX  und  AX'  des  ebenen 
Syitems,  ao  wird  ii^end  ebm  dnreb  de«  Panel  0  fnhmide  Gnmde,  dem  im  zweiten  AbeebnUto 
Nr.  105.  für  die  dortige  (;irirh,:nr  (54  «.>>n»i«i«Mn  gemMag,  dnrdi  jede  von  den  swei  nndli> 
stcbeaden  Gleichungen  dargestellt: 

f.Cv-|)  +  p:(x'-r)  =  0    und    p.(u  — ,,;)  +  p;(u'_,,.)==0,  CW.  ».) 

welcber  x^x  und  u,  u  die  schiefen  und  senkrechten  Conrdin«ipn  von  irgend  einen» Punde 
diaaar-flandat  m  4m  Aam  ÄX  nnd  AXT,  wid     ,  p,  aber  die  w  diesen  GteklHingen 
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M  uMibMrtni  MMMinai,  mA  iHfM  GwioMMiifiMi  wflvdM  dv  Ihi^ 
male  an  dem  Punctc  0  angehören,  wenn  die  in  ihnen  enthaltene  Gwidtt  Hf  dar  TaifMlB  tt 
O  MiArecht  steht;  stellen  daher  in  derselben  Weise  auch  noch 

VCx  — O  +  l>'C^'-n=0   oder  p («_,,) -f- p' (;u'—f?0=:0 

die  Gleichui^efl  der  Tangente  an  dem  Tunde  0  vor,  so  wird,  nach  Aussage  des  in  xweilen 
AbBclmille  g^gebeMa  Kmmeicliens  (58.)  die  ffleiehvQg  (95.  ti)  der  tu  findende!  Nwmde  in- 
gehören,  wenn 

(•».».)  p|,,4.p'y;  — 0   oder   p.^i  +  p'.p'^O 

isU  Nun  zeigt  aber  die  Vergleichung  der  so  eben  nir  die  Tangente  angenommenen  Gleichun- 
gen nit  den  oben  dafllr  geAuMlene«       t.},  dnes 

Ipty's^fi— 1  and  p:p'=t«':~l 

sebi  mllMe»  woduich  dM  Kenmcidien  (65b  venrandelt  ins 

oder  p, :  p;  s  i  :  «f, 

nnd  die  Okidinngen  (65.  i.)  in  jeder  der  twei  naebileliehden  Fernen  ifdi  eelMiben  Iment 

(«k«.)  (x-0  +  (x'-nt)|,'=Ö  und  <a-«)+(«'-O«r=s0, 

yon  denen  jede  die  gpsrichtc  Nonnale  Her  furve  an  dein  l'un-tc  0  dnrsteüt.  Dieie 
ItMeo  sicli,  wenn  man  mit  Hilfe  der  »chon  in  Nr.  111.  inilgelheiilen  Relationen 

it  «• 

l^=:-J^  nnd  tn'--^ 
die  GrOnen  %f  nnd      «w  Omen  dbidnlit»  nnf  dto  ifau  Vom 


CM.  «.)  (x  —  I)  c  V'^  -  C-^'-  n       =  0   «nJ   (a-f;-)t  ff^  -  (u'—  =  0 

bringen,  in  der  sie  zeigen,  wie  die  Gleichung  der  Normale  untnitteibar  aus  der  Gleichung  der 
Owe  von  der  einen  oder  tadeni  fn  (48.)  angegebenen  AA  gelbnden  werden  Innn. 

i30)  In  der  zu  einem  bcstiiniiitcn  Radius  gehörigen  Kreislinie  herrscht  allerwärls  nur  eine 
nnd  dieMibe  IfrUannung,  iber  von  einem  Kreie  nun  rindeta  indert  «Idi  die  Krtnmnrijg  mit  den 
Kadius  all ;  sie  ist  ijfrösser  beim  kleinem  Radius  und  Meiner  beim  gr(i:>scrn  Radius.  Stoib  innn 
«ich  KrelMlinicn  dvrch  alle  Abslufuiigen  liindarch  vom  lücinsten  bis  zum  grösstea  Radius  vor^ 
io  tragen  dieee  alle  mOgthshin  KrOinninngen  von  der  grSssten  bis  zur  Ueioslett  ui  neb.  Ihn 
kenn  inz  dicsci»  Grunde  den  Beding  einer  KroisUnic  irn  umgekelirien  Verhüllnissc  gcnovnen 
zum  Moasc  ilirer  Krüininwng  machen,  und  bei  einer  Curve,  die  >un  Stelle  zu  Stelle  eine  an- 
4kre  lülimmung  iiat,  die  Frage  aufwcrfcn,  welche  üreisknlinmung  mit  der  Krümmung  der  Curvo 
nn  einer  beefinmten  ihrer  Stallen  UbenrinrtinHn»,  wenn  min  sich  in  dieser  SteDo  ein  so  Jik^ 
ni's  Sliick  <)i  r  (Yi  ip  i'1>}jesondert  denkt,  um  in  dessen  l'nirnni^e  •thrnil!  eine  und  dii^^rlfir,  r!  Ii 
eine  Kreiskruiiiutuiig  voraiissctzcfl  zu  liönnen.  Von  allen  Kreislinien,,  die  durcb  eine  beätiiumle 
Stelle  der  Cvrve  geben  und  zn  venehledenen  mUelpnnblen  geboren,  beim  offenbar 
nigc  die  KrUmmuiigsgrti«se  der  Cune  an  disiisr  Stelle  hergeben,  deren  Pun«^  nit  den 
bei  dteter  'SieUn  liegenden  Mnclen  d«r€nrvn  nflgUdtat  gonan  IbcnainstinHienk  Man  nennt 
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•  Kreis,  des&en  Krtiimnuiig  mh  djtr  Krttmauing  der  Ciir\'e  lUi  einer  ilirer  Slellen  ttiteieiakomiii^ 
den  tu  dieser  Stelle  gehörigen  Krttmaiunf tkreis  der  Ciirve,  vad  den  diewm  Kntoa 
entspr(>ehenden  Radius  den  K  rTtmMiHiiesrd'Has  oder  KrUainraagtbtlbtteeser  der  Gttrve 

•  n  der  Stelle,  zu  welcher  der  Arümiiiungskreis  gehört  ' 

Ist  eüie  ebene  Curve  durch  die  combioirten  Gl(»chungcn  (,48.3  g<!gcl>CQ>  i»  deren  erster  die 
VeiinderKcliea  x,  X*  mid  in  deren  iweller  die  VeitndeiUeliett  n,  n*  veAeamien,  jene  Verite^ 
derUchen  als  schiefe,  diese  nls  senkrechte,  auf  die  Axcn  AX  und  AX'  eines  ebenen  Systems 
bezogene  Coordinaten  gedacht,  und  will  utan  die  Grösse  der  Krümmung  erfahren,  welche  diese 
Curvo  an  einer  ihrer  SteHen  0  besitzt,  wobei  wir  ans  den  Puect  0  zwar  als  einen  völlig  be- 
üetigeR,  aber  doch  bestinunt  her>'orgebobenen  zu  denken  haben,  dessen  schiefe  and  senkrechte 
Coordinaten  wir  durch  ^ ,  J'  und  ,  r/  vorstellen  werden,  so  kann  miin  (labei  \vi(!  fftJgt  vcr- 
fabren.  Man  lege  durch  diesen  Fund  p,ntit,,d|^nj  Axea  AX  und  AX'  parallel  und  gleicblauti^ 
swei  neue  Axen OX  und  OX'  nnd  beseMne  dnrdi  x»,  xl  und  ««,  u^  die  scbieren  und  lenk- 

rechlcii  Ciiordinatert  dcssefturi  CnrvcnpiinL'tcs  ati  diesen  lu-ucn  Axen,  der  un  den  ursjirünffliclien 
Axen  die  x ,  x'  und  u ,  u'  gab,  so  linden  swischco  diesen  Coordinaten  und  denen  des  Punctes 
0  die  Gleichungen  (49.)  sowoM  als  die  (iO.  lud  b.^  ftatL  Beseidmen  wir  nun  dnreti  r. ,  x', 
ond  Uli,  u',  die  schiefen  nnd  senkrechten,  auf  die  nonen  Axcn  OX  und  OX'  bezogenen  Coee> 
dinaiea  des  Mittelpunctcs  von  einem  flitrch  f?en  Punct  0  hindunh  jr,.|(onHf>n  Kn-ise.  dessen 
Halbmesser  durch  q  vorgestellt  werden  i>oll,  und  den  wir  uns  mit  den  Axcn  AX  und  AX'  in 
«laer  immI  decNlb««  Ebene  liefend  dudten,  «•  bat  mm  ancb  Anhünag  detjenigen  von  den  ia 
cnlen  AbeebnUte  gegebenen  Gleidnuigen  (1061  b.},  wddie  an  enier  StaUe  alehti  -i 

beieichnet  femer  q'  die  Linge  der  vMi  dem  gleichen  Mittelpumte  bis  zu  irgend  einem  von  0     •  • 
verschiedenen  Puncto  0'  der  Curvc  perogcren  Goraden,  und  slellen  x,,  x«  und  u, ,      die  schie- 
fen und  senkrecUen  auf  die  neuen  Axen  OX,  OX'  beaogeaen  Coardinfl|en des funcles  0'  \otf 
•o  iat  naah.AaMM^  derjenigea  tväimim  «nlaaJUbMbaitla  g^gibepqa  Oajebnngea  (ljO&  d.]^ 
welcbe  aa  unter  Stalle  sieht : 

= c«.  -  r.)  C««  -  w.) + w  -  Ii)  c«:  -  u:) 

oder  weaa  nan  ansmultiplfcirt  und  auf  die  Gleichung  ^66.  a.)  Rücksicht  nitnuit: 

e* = p'  —  [(x,  u.  -f  x;  u;  -f-  u.  t.  -f  u,  r;)  —  (x.  u.  -f  x;  u'.)] .  h,y 

Der  kleinste  Abstand  des  Curvenpunctes  0'  von  dem  Kreise,  dessen  Radius  q  ist,  ist  den  in 
Nr.  134.  entwidtcAen  Eigaasebafien  defCreiKf  aar  Felge  die  von  0*  t)|f  an  dtoteXnUbde  ge- 
hende Gerade,  welche  verlängert  durch  den  Hlllelpanct  deiKrebet  gebt,  dao  ^(fi^QOt 
man  bal  der  Gleichung  (66.  b.}  gemSss: 

?  -    t'  -  cg'  -  r  f  X,  u , + < «; + n.  )f, + u;  »;> — c«.  «t + *i  «'OD** 

Dieser  lüeinste  Abstand  wird  nur  dann  null,  wenn   

X.  u,  -I-  x'. «;  -f  0,  r.  -f  u;  r; — c  X.  u,  +  x;  u; ) = o  (•«. 

ist,  und  nimmt  in  dem  Grade  x.u,  als  die  tourüüialen  vom  .Uitlelpunct  des  Kreises  und  vum  Lor- 
•renpuncf  0"  der  GieMang  (tt^  «0  Mbr  «dgegen  aladj  mI  dM  aaaar  Ma  Bmüm 
f  Kiflananagafacif  der  Cntt  an  der  Stelle  0  werden,  io  anua  dte  '"*'ftnrnf  (M.  e.)  dwai 
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0»  Fnde  O*  der  Com,  miMe  den  O  ntaidMt  Ufw,  ohne  Jedoch  «it  flun  fia— »■i-h  tu 

ftUen,  mdglichst  (?eniiu  wnhr  jremacM  werden. 

£rwi%t  nao  nun,  dus  der  in  enton  Ab«chwtte  «uigef teilten  Gleiduiny  (iü.^  tut  Folge, 
mm  Mm  ia  ihr,  vi»  bei»  dbmm  BfHem  fewfcdM«  mm,  dte  mf  die  ddit«  An  äth  ke* 
aieheiiulee  CoOfdiarien  mll  ttua.  llMt^ 

ji,u,+x:u;=u,r.  +  u;r; 

ist,  so  wird  oian  gcwaiu*,  duss.die  BedioguQg  sich  «uT  jede  der  beiden  folgeodea  For- 

men bringen  Itol: 

(«f.«.)        2(x,u,  +  x;u;)— C«i«,+J<«'0=0  md  2Cu.r.  +  u:r;)~(j^il,  +  x;n9=sO. 

ün  dfesen  lebeten  beiden  Gleidningen  eine  onserm  gegenwartigen  Zwecke  «ngencssenere  Ge- 
stalt so  geben,  setze  man  in  ihre  einzelnen  Glieder  fUr  und  Ihre  dnrcb  die  GMchmifen 
(50.  t.  und  b.)  gegebenen  Worthc,  wodurch  man  findet: 

m  Qberall  nur  diejenigen  GHeder  angeschrieben  worden  sind,  welche  in  Bezug  auf  x,  und  u« 
die  rwcile  Dimension  nicht  iibprslrirTf n  Fnvügt  man  ferner,  dass  die  Gleichungen  f,>4.  a.) 
nnd  (b4.  bj,  welche  auf  alle  in  dea  Gleichungen  enthaltenen  VaatiLe  anwendbar  sind, 

mch  für  den  Pmel  0,  dessen  Ce«rünaten  |,  ^  nnd  9,  sind,  besidwn  Meiben,  nnd  wm 
detwegm  hat  niebt  nur 

4=f+fcosW     and     £sin*W=;4— 4'cosW, 

sondern  auch 

i9»,m.y  ««s:l+«r«inW  nnd  Jfsin'Wsl-VAOsW, 

und  dass  nmn  in  denselben  Gleichungen  auch  x ,  x'  mit  x, ,  x^  und  u ,  u'  mit  u, ,  u«  vertau- 
schen kfinnc,  wobei  W  seinen  Werth  nicht  Kndert,  da  die  neuen  Axen  OX  und  OX'  den  tr- 
aprUnglicItcn  A\  und  AX'  parallel  und  gleichläufig  sind,  so  dasa  man  auch  noch  hat: 

u.=zx«  +  x*cosW  nnd  x»itaPW=n,— nloosW 

oder,  wem  mm  nncb  bier  wieder  für  ^  nnd  nl  An  dmdi  die  Glelcbuigen  (SOl  ^  nnd 
gegebenen  Werthe  seilt: 

l,sCl +«f OOS  W)  ^ ^  V^eot  W  < + . . .  > 

nnd 

X.  sin*  W  =  Cl  —  ^  fl'cos  W3  u,  —  j    ^j'cos  W  ui  —  , 

welche  Glekhniven  sieb  nil  Znaebnng  derer  (68^  au)  encb  so  schreiben  lessm: 

nt=^4X,+|%*|'<os  WjU+.... 

•  ^  1  e,,     ,  cos  W  - 

so  überzeugt  man  sich,  dasi  x,u,  auf  jedo  der  zwei  nachfolgenden  Weisen  i^schriebco  werden 
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urf  Uwduidi  gdrt  die  IcMe  der  GtuSAaugem  C^.  b.}  Iber  bi  jede  der  twd  iedutehende« 
Poffnea: 

x,u.+jt;u;=xj5^(t-i-^l'c)fj')+....  j 

und   

x.ii,+i;ii;=«:«|(i+^fi90  ,) 

in  denen  blos  Glieder  der  drillen  oad  1it)Hf>rn  Dimcnsiun  in  BefUf  auf  x,  oder  u,  nicht  ange- 
schrieben sieben.  Setzt  man  mm  in  die  erile  Bedingung  (67.  a.}  für  2(x^\i,  +  x^u!,)  und 
x»ii«+x«ni  ihre  Werihe  eoe  de«  enten  in  (67.  b.)  und  (68.  e.)  enUialteiiea  Gieicbanfen  und 

eben  so  in  die  zweite  Bedingung  (^67.  a.)  Tür  u, r, u',  r',  und  x, u,-)-  x',u',  ihre  aus  den  zwei- 
ten io  (67.  b.)  und  (68.  c.)  enthaltenen  Gleicbuogen  cotooouneneo  Werthe,  so  Mshmefl  jene 
Mden  Bedlaguii^en  die  folgende  Cestalt  e>: 

.  :  «ii(ii,+u;br)+x:[u;?)'r-*i(i+«rifl')l+....=o  j 

2 «.  (r.  -f  r;  s  + «:  ['i  ^' 5  K « + ?  r  ^  O] + ■  •  •  • = 0 .  ^ 

hl  welcben  aOe  diejenigen  Glieder  ungeschrieben  sieben,  die  nicht  in  Bcuig  auf  x«  oder  n,  von 
der  drflleii  oder  cAier  woA  höhem  Dimension  shid.  Be  iat  jede  der  <Heidiungen  (69.)  die 
(66.  c.)  in  einer  abgefladericn  Gestalt  und  daher  kann  «neer  Kreis  vom  Radius  q  nur  dem 
auf  den  Namen  dos  Krttminungskreises  Anspruch  machen,  wenn  die  zunttchst  bei  0  gelegenen 
PuDde  der  Curve  die  dne  oder  die  andere  der  Gleicbuiigen  (69.}  aiAgtichst  voUkouunen  be- 


f^+i;%4'=aO  «od  ^Vif^96ii  +  lgln'^=0,) 


und  hieraus  lassen  sieb  sowohl  die  senkrechten  CoordiMtOI  fty.ji,  trie  dis «cUefei  «W* 
Jlillel{niiia  dea  Kreise»,  finden;  map  erbMjt  nknilkh:  . 


Da  aber  die  «anüchst  bei  0  liegenden  Cnrvenpunde  sowohl  Dir  x«  als  (br  o,  so  kleine  • 
Wertbe  liefern,  dass  deren  Grösse  sieh  niilit  durch  endliche  Zahlen  bezeichnen  IXsst,  flO  ver^ 
schwinden  die  in  den  Reihen  (89.)  enthaltenen  Glieder,  welche  eino  höhere  Polenz  von  'xier 
a,  in  sich  tragen,  gegen  solche,  die  eine  niedrigere  Potenr  dieser  Grtaen  in  sieb  auinctmicn 
«nd  dem  CoeflUitutoe  nieht  tdlVg  mN  sind.  IBenwi  folgt  iMiler,  disi  die  nnlehst  bei  0 
gelegenen  Curvenpunclc  die  Gleichungen  (69.)  um  so  vollkounnener  befriedigen  werden,  je 
mehr  Goelfiueaten  von  den  in  ihnen  auftreteaden  und  nii  den  oiedrigstea  Poteosea  von  jc« 
oder  0,  versehenen  CRiedem  dureh  dw  Lage  des  Hittelpimels  in  nnseim  Kraiieii  deiwii  Radtat 
9  ilt,  lu  Null  gemacht  werde«,  dm  also  dieser  Kreis  dadurch  tm  Kritowdilfrtuda  «kd, 
dass  man  in  den  Frihrn  f von  vom  herein  so  viele  Co  effizienten  von  x,  oder  «,  null  wer-  . 
den  lasst,  alü  durch  die  WM  seines  MiUclpunctes  geschehen  kann.  Die  zwei  ersten  Glieder 
der  feninlai  Reften .Hefeni  dtCMni  geniss  die  swd  M|ge«deii  Bedingongeii: 
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iUo—  — ^r|;   und  u,=-  

CWkft^)   (  oder 

[Äss-t^-y^ — «ad  

and  da  Uerdurali  die  läge  dieses  lllittci]WBetcs  vSOig  besliniMt  wM,  mn  dio  kein  MiUd  ndar 

t  .  .  hat,  noch  fernere  CoefTizicnlcn  der  Reihen  (69.)  zu  Null  zu  machen,  so  wird  durch  die  Glei- 
chungen ("70.  b/)  der  MUtelpunct  des  KrUmmangskrcises  angezeigt  Setzt  man  diese  Werthe 
von  u, ,  und  x,,  t',  in  die  Gleichung  (66.  a.}  ein,  und  berücksichtigt  man,  dtss  der  io 
%.  12.  erwiesenen  GldChungr  (IDil».)  zar  Folge  8x9n=:i  fOr  aDe Pmiete  der  dnrdh  die  6M- 
chiino^rn  (48.)  geg«1wneft  Cum  nnd  daker  in  Beng  auf  den  Funct  0  tndi  ^{^ifssi  Ist,  so 
erhält  man: 

und  iVieso  Cli  iclvinj^  dioiil  zur  'Bi^siimmiing  des  Halbmessers  p  vom  KrüminiingsliriMsc  der  Cunc 
an  einer  beliebigen  ihrer  SleUcu  0,  deren  Coordiaaten  |,  ^  nnd  q'  sind,  liben  weil  diese 
Stette  jede  beliebige  ras  der  Cnrve  bermugehobone  sein  liann,  hsben  die  Coordinalen  |,  f  md 
7,  ,  i'  eine  eben  so  allgemeine  Bedcutun^r  wie  die  x,  x'  und  n,  n'  in  den  Gleichungen  (48L^ 
falls  mm  sich  diese  als  einem  und  dciiisclben  l'uncle  der  Cur^e  angehörig  donkt;  man  kam 
daher  unter  dieser  Bcsclurttnkuag  in  der  Gleichung  (71.  a.}  auch  diese  letztem  Coordinalen  m 
die  Stdie  der  entern  sctsea  in  dem  besondem  FiHe,  wo  dio  Tnngenl»  an  der  bervM^elwv 
bcncn  Stelle  0  onlwnder  mit  der  Grundaxe  AX  oder  mit  der  Puiaraxe  AI  parallel  läuA,  und 
deswegen  den  Glekbuogen  (64.  a.}  und  (64  c.)  zur  Folge  entweder  B|'=:0  oder  (df's=9 
wird,  verwandelt  sich  die  Gleichung  (71.  a.}  jcdesmai  in: 

1 

Anlien  die  Axon  AX,  A.V  des  oM|nlagMckin  ebenen  Coordüiatensyslems  senkrecla  auf  ete- 
ander,  so  geben  alle  Puncto  der  Curve  x  =  u  und  x'=:u';  es  sind  daher  auch  die  auf  einander 
folgenden  Abteilungen  von  x'  und  u',  sonach  auch  die  von  ^  und  ij'  einander  gleich;  deswe» 
gen  TnnrandcU  sidi  in  diesa«  Falln  ^Sn  GlaMang  (71.  n.)  int . 

und  die  (71.  b.j  in:  . 

Halten  wir  die  ersten  Gleichungen  (tO.  a.)  an  die  der  Normale  an  0  entsprechenden  Glei- 
chungen (65.  c.)  und  bedenken  wir,  dass  man  in  diesen  an  die  Stplle  von  x  —  |,  x' — 1*  und 
)  n  — ij,  u' — fi  auch  die  schiefen  und  senkrechten  Projectiunszahlen  setzen  lunn,  welche  die 
von  einem  bellebjg«n  Pnndo  der  Nonsalo  .weh  dem  0  trinbrnfendo  fttebln«,  die  stets  in  dieser 
zu  0  gehöricrn  Normale  liejrl,  an  den  Axen  AX,  A  X',  <;nnn<-h  aurh  «n  rlcn  ilii  ^<  ii  ii  irnlIcN  n 
nnd  gleichläufigen  OX,  OX  liefert,  so  gewinnen  wir  die  üebcrzeugung,  dass  der  vom  Mittel^ 
pnnct  das  KrltnManiigskMiseB  nndi  dam  PwMlo  O  der  Corve  gezogene  Ralliia  In  der  sn  0 
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gehörif  ea  NinHb  Gegi,  seaaoli  iar  WMlii|mii|it  te  •■  «iMr  fMkt  der  Oune  gefadrigni  KrOm- 
muDgakMMes  stets  in  die  za  derselben  SteBe  gtbMge  Vermale  Qtllt.  Piese  Eigenschaft  de« 

Krümmungskrei?^';  pit'bl  in  Verbindung  mit  der  au»  der  GIcidiunff  (71.  a.)  zu  entnolmiondcn 
GröMe  (  s*nac6  H»lbaie&iet»  alles  an  die  Hand,  w;is  zur  Erketulniss  der  CurvenkrUminung  an 
Omfir  SleUM  erfordart  wird. 


iSI)  Obidioii  die  BeaUmMingen  der  vorigen  Hunmer  «iOw  in  rioh  mlblleB,  wodvnsli 

sieb  die  in  einer  ebenen  Curve  vorfallenden  Krümmungsänderungeti  vollülüiuli^r  bcurtbeilvn  las- 
sen, so  werden  ^ir  doch  noch  einige  Vcrglcicbungcn  der  hier  gewonnenen  Kesullatc  mit  schon 
früher  erballeoen  folgen  l&ssen,  durcb  die  der  Gegenstand  mehr  von  allen  Seiten  beleuchtet 
irivi  lUvidicai  nir  ninlieh  die  letato  der  GleidNingea  (Sl,  wekhe  £3  d«rsteDl,  te  de* 
OlMdnt  der  voilektem,  weleto  ni  darstellt,  so  erhalten  wir: 

oder  mit  Rücksicht  uf  die  Gleichung  (71.  a.): 

JP 

^c$:2e«  in.«.) 


■un  sich  unter  £,  und  q  immer  nur  positive  Wcrtho  vorstellt,  und  dieee  letzte 

chung  7eigt,  dass  mn  den  Dtirchmesiier  des  zu  einer  SIcIIl'  0  ^fflidrijfen  Krümiiiung-skrcisos 
findet,  wenn  man  von  einer  andern  Stelle  0'  der  Curve  (uif  die  xu  0  gehürige  Tantjeulc  ei« 

0  S' 

Lolh  fällt,  welches  diese  Tangente  in  S  trifft  ^ind  den  Werth  von         nimmt,  wie  er  wird, 

wenn  man  den  Punct  0'  so  nahe  an  den  0  nicken  lasst,  dass  sich  die  Entfernung  dic^r  iiei«- 
den  Punrle  von  einander  durch  keine  endliche  Zahl  mehr  bezeichnen  IdssL 

Envagt  man  femer,  dass  bei  so  grosser  Annäherung  des  Punctes  0'  an  den  0,  wie  sie 
«0  GMiM  J7«  «id  E;  tamer  TonuielMii,  den  QielahnigM  (64.  a)  genlw  IZ;=B;  il^ 
4n4««K  daher  die  GleMmi^  (TS.  i.)  a«di  fo  sdveilieii  kmii: 

*  O'S 

und  dabd,  wi>  man  auch  den  Punct  0'  auf  der  Curve  nehmen  mag,         immer  der  Sinus  des 

ipüsen  Winkels  ist,  den  die  durch  0  und  0'  gelegte  Gerade  mit  der  Tangente  an  0  bildet, 
ader,  wtM  «wl  tor  iifedir  die  Benkkmingen  der  Kr.  ISV.  fedbehtt,  dm  «^gmete 

E 

n  .  -  •         ''I  • 

jit,  «0  kam.  ppa  difecr  GleichiMig  in  dem  Falle,  wo  der  Punct  0'  dem  0  unbestimmbar  Hille 
rOckl,  und  deiwege«  £  ond  R  in  K,  and  B«  abergehea,  die  fuidere,  Geetaif  geben;  . 

X*=«tee, ,  cm  «.) 
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wem  mn  MMHag  den  m  mkw  Nact«  O  ■M  0*  «üipfMkMM  Winkel  9  dtareh  flb  le» 
leicbael.  Die  GMoluuig  pS.  c)  Hut      aber  nMekl  4ar  (73.  Jy.)  «ach  m  iotoeftm; 

Wir  werden  in  der  Folge  den  spitzen  Winkel  6t  >  den  die  Tangente  an  0  mit  einer  Geraden 
«ioBcUieMt,  die  durcli  0  wi  noch  flbien  swcitan  fmiet  V  iter  Cm«  felit,  wdeftcr  m  mbe 

an  dnm  0  Hegt,  dass  sich  die  Entrcrniinp  licider  von  einander  durch  kefal  endliches  Mans  mehr 
angeben  Ittsst,  den  KrUmmungswinkcl  der  Curvc  an  der  Stelle  0  nennen.  Der  Krilm- 
umDgmHnkel  besitzt  nach  Aussage  der  Gleidiung  (73.       folgende  Eigenschaflai: 
a}  Da  R,  die  Entremung  der  beiden  Punctc  0  und  0'  von  einj^der  bezeichnet,  also  stets 
eine  unbestimmbar  kleine  Grosse  Meibt,  so  ist  an  jeder  Stelle  0  der  Cune,  bei  welrher 
Q  einen  endlichen  Werth  liat,  sinü,  ein«  uiibesliiiuulfar  klviiie  Gri>sse,  weshalb  umx  in 
der  GMdoHf  03.  i)  auch  Mos  9,  für  aieO,  eelMB  kann; 

b)  der  Werth  von  sin  0.  ist  bei  jeder  bestimmten  Curvcnstelle  0  der  Grösse  It, ,  d.  h.  der 
unbestimmbar  kleinen  Enlfemong  de«  Punctes  0'  von  dem  0  proportional,  was  nidils  an- 
den  sagt,  bis  dass  die  Neigungen  der  voa  0  otdi  verackiedeiien  diesen  so  wd»  llefen- 
den  Puncten  0'  gezogenen  Gentdea  gcgcii  dl»  Tamgeiile  ded  AbsHndeii  dieser  FMde 
von  dem  0  proportional  sind; 

c)  das  Yerfattltnlss  zwisdien  jedem  solcken  Abstände  and  tiem  dazu  gehdrigen  Kribnmungs- 
winkel  liefert  stets  den  zu  0  gehörigen  Krümmungshalbmesser. 

Nüeh  iiiajj  hier  die  ncmerkun|^  stehen,  dass  zwar  in  Nr.  130.  voraasges(>f7t  worden  ist,  dass 
der  KrUnunungskreis  in  der  Ebene  der  Curve  liege,  was  vielleicht  bedenkilcli  scheinen  könnte; 
Indessen  Sbenengt  man  sieb  sehr  leiehl,  dus  «In  Kreis,  dessen  Ebene  nidil  ki  der  der  Ciirve 
liegt,  die  von  dem  Krtimmiins|-skreise  verlangten  Eigeasehaflen  nicht  besitzen  könne,  wenn  man 
bedenkt,  dass  die  kleinsten  Abslinde  der  zonilcbst  an  0  gelegenen  Curvenpuncto  von  einer 
durdi  0  gelegten  und  die  Ebene  der  Curve  nater  einen  Wkdtel  ven  neck  an  kkkier  sngdK 
iMurer  Grüssc  schneidenden  Ebene  Im  günstigsten  Nie  doch  nie  Gritssen  von  eher  hohem-  ab 
der  zweiten  Ordnun^j  in  ßezuf  aoT  x,  und  u,  werden,  welches  dann  um  so  melir  noch  von 
den  kleinsten  Abständen  derselben  Cunenpuncte  von  einer  in  dieser  letztern  Ebene  begendai 
iEreidlnie  gilt,  vridirend  aus  den  in  Nr.  iSO.  ge|rfhigenen  Untesnchangan  angleiah  ketvergekt, 
die  kleinsten  Abstände  solcher  furvenpiinite  von  dem  dort  bestimmten  Kriimmungskreise 
nur  Grössen  der  dritten  Ordnung  in  Bezug  auf  x«  und  u,,  also  unvei-gicichlich  kleiner  als  jene 
tSnif  wodurek  eben  dieser  leixtere  Kreis  ann  Krftinmangshrets  gestempelt  wird.  In  dem  Ans- 
drudte 

X,  u, + x;  u;  +  u,  r,  +  u;  r; — (x.  u,  -f  X,  u;) 

naiiiiicb,  welcher  auf  der  linkes  Seite  der  Gleichung  (M.  c.)  vorkonnt  und  von  wekhea  die 
anf  der  Unken  Seile  der  Glddnnfen  (69.)  blose  Unfenaangen  sind,  Ueiben,  nackdem  die  Be- 
dingungen (70.  a.}  erriilll  sind,  blos  Grössen  der  dritten  Ordnung  in  Bezug  auf  x,  und  u,  zu- 
rück, und  dann  gicbt  die  unmiltdbar  vor  c.}  stehende  Gleichung  Tür  q  —  g',  welches  der 
Abstand  eines  solchen  Curvenpondes  vom  Kribnnungskreise  wird,  auch  nur  eine  Grösse  der 
drillea  Ordnung  fai  Besag  anf  x«  and  a*  an  die  Ibnd. 

132)  Ist  eine  ebene  Curve  durch  die  conibinirlen  Gleichungen  (48.")  zwischen  den  schie- 
fen und  seakreditea  Coordinaten  ihrer  Fände  an  den  Axea  AX  nad  AJC  des  dtenen  Systems 
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gegfeb«!),  und  sloUt  man  sich  irgend  einen  ihrer  Funote  D  (Fig.  2.  n.)  oder  (Fig.  2.  b.)  als 
die  etee  wwiHalwtiBhi  firänta  dlüer  Ofane  Tor,  io  -wird  dfo  LiRg»  des  nriechni  D  und  ei-» 

nrra  hrlirhijfcn  undem  Puncto  0*  der  Curve  befindlichen  Cnn  cnstilcks,  wenn  man  steh  rliu  zwei- 
ten Punct  O'  veränderlich  denkt,  sich  lediglich  mit  der  Lage  des  Piuictes  0'  abändern,  also 
ctoe  Fiowlfoii  von  dteier  Lage,  d.  h.  von  den  die  Lage  des  Pmiotee  O'  teelfirnneadeo  Coordi^ 
nten  sein,  wobei  es  ganx  gleichgiUtig  ist,  ob  ilii-^ic  die  schiefen  x,  x'  oder  die  lenknobtoa 
n ,  u'  sind,  da  sich  die  einen  in  die  andern  mittelst  der  Gleichungen  (34.  a.}  übernihron  hissen. 
Weil  aber  durch  die  Gleicbnngen  der  Carve  die  beiden  Coordinaten  einer  joden  Art  von  ein- 
ander abhingif  feoncit  werden,  nnd  nm  iick  denwegen  die  eine  als  Fwwüon  der  andern  n 
denken  hat,  so  folgl,  dass  man  sich  die  Länge  eines  solchen  Cur>'en.stUcks  immer  als  Function 
von  einer  einzigen  der  vie^ziun  beweglichen  Puncto  0'  gehörigen  Coordinaten  x ,  x  und  u «  tt' 
vorstellen  kann,  die  dann  die  vnibliiingig  Yeribideriicbe  wird. 

Wir  werden  durch  die  Länge  des  zwischen  £>  und  0'  liegenden  Thcils  der  Curve  be- 
zeichnen, wenn  x  zur  Unabhängigen  genommen  wird,  und  durch  ,  wenn  man  sich  u  als  un- 
abhängig Verlnderliebe  denkt;  bei  dem  ersten  Zeichen  hat  man  die  Puncto  0'  der  Curve  wi^ 
in  Fig.  2.  a.  vorgestellt  worden  ist,  als  durch  die  Stücke  AP"  gegeben  anzusehen,  welche  von 
der  Axe  AX  durch  Geradi',  die  mit  der  Axe  AX"  parallel  durch  die  Puncto  0'  hindurch  gehen, 
ai^escbsiUen  werden;  das  zweite  Zeichen  hingegen  setzt  voraus,  dass  man  die  Puncle  0'  der 
Onrvo,  wie  fai  Fig.  2.  b.  vergesi^  worden  iai,  auffaiM  ila  besünont  dorch  die  SUcko  AP', 
wddie  von  der  Axe  AX  durch  Gerade  abgeschnitten  werden,  die  von  den  Puncten  0*  avf 
senkreehl  auf  die  Axe  AX  geDillt  werden.  In  jedem  dieser  zwei  Fälle  heben  wir  neben  dem 
einen  Punct  0'  noch  einen  beliebigen  zweiten  ü  aus  der  Curve  heraus,  den  wir  uns  zwischen 
jD  nnd  0*  liegend  vonteDen,  und  legen  dnreb  dienen  PuncI  O  swel  nenn  Axen  OX  vnd  OX*, 
^vplctr'  dnn  ursprünglichen  A  X  und  A  \'  p:ira!lel  und  gJeirMjfnüfr  sind,  dann  ist  in  derselben 
Weise,  wie  sdion  in  Nr.  123.  gezeigt  worden  ist,  wenn  wir  wie  dort  die  adiiefon  und  senkrech- 
ten CoordfaatHi  dee  Fnnetee  O  nn  den  Axen  AX  «nd  AX*  dnrah  |,  i-mi  q,  r/,  die  dcd 
Punct  es  0'  an  den  Axen  AX  und  AX'  dnith  X,  imd  n,  i^»  an  dei  Am  OX  md  OX* 
aber  dnrdi  Jt,  >     nnd  n, ,  nl  bezeichnen: 

z=r|-f-n,,  jfcrf+ni  oad  n:=4  +  n. ,  «'=ig'+n;, 

nnd  darnm  bnt  nnu  der  in  vorigen  Faiagraplien  anfgesteHlen  Gleldnmg  (3.  n.)  nr  Folg«,  wni 
fUr  Functionen  von  x  oder  n  andi  8,  oder  8^  sein  mögen,  wenn  sie  nur  swlieiwa  de«  swei 

Stellen  x  nnd  £  oder  «  nnd  if  atels  endlich  und  stelig  bleiben,  sowohl 

«,-«,==:«,x.+  V8^||  +  ....^ 
üßmtA  \   («A.  ik) 

8  —8  =19  n,+  ^'8      -f-....\  ' 

imd  es  ütcUl  in  diesen  Reihen  8,  oder  8,  die  I^inge  des  CurvenstUcks  zwischen  D  uimI  0', 
so  wie  8|  oder  8^  die  Länge  des  zwischen  Q  und  0  befindlichen  vor,  dass  al^p  S^-^S^ 
oder  die  Linge  des  dud|  0  nnd  0^  begnnnlen  Sittoks  nnaigt 

L  98 
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2.  b.  versinatichl  werden,  die  tu  0  gehörige  Tangente  OT  gesogen  und  die  der  jedes- 
mali^ori  Figur  angehörige  Gerade  P'O'  verlängert,  bis  «ie  die  Tangente  in  0,  schneidet,  wid 
betojcbiifl  man  durch  x, ,  x',  und  u, ,  n',  die  dem  Pancte  0,  in  Fig.  2.  «.  entapreclionden  sdiie» 
fen  und  MRkreehhm  CoonÜBaton  an  den  Axen  0  X  und  0  X',  so  wie  durch  x, ,  nni  Ot ,  i4 
die  dem  Rlrichbczdclmpten,  alter  in  Fig.  2.  b.  Ruftretenden  Pnnrlf  0,  cnf sprechenden ,  so  ist, 
weil  die  l^cle  Ü'  und  O,  in  Fig.  2.  a.  einerlei  schiefe,  und  dieselben  Punctc  0'  uad  0,  ia 
füg;  iL  b.  ctoeriri  «enkncMe  CooinliiBtaii  m  der  Axe  AX  Menis 

Üan  hit  also  iin  Falle  der  Fig.  2.  a.  dos  zum  Punclc  0,  gehörige  X|  als  durch  das  zum  Pund« 
0'  p^elinripre  x, ,  und  ini  Falle  der  Fig.  2.  h.  das  zum  Pitncii'  f),  jrchürige  u,  als  ifurch  das 
zum  Puncle  0'  gehürige  o,  gegeben  anzusehen.  Um  nun  die  Übrigen  Coordinatcn  der  Puncto 
0,,  mlcfae  den  beideriei  FifUNii  etkftt^tmf  ni  laded,  «nrtigc  nm,  dew  die  ffleidmngen 
der  Tangente,  weiche  der  dnen  «ad  «idei«  Fjgor  tattpndktUt  m  QtniUAtA  der  Gleidmngei 
(510  sind: 

xiss^fx.  «nd  j^=^n%t 

ivesheH»  wen  bei; 

x,'  =  ^fxi   und   u',  =Sf/u, , 

da  die  Coordfaialen  x,  «nd  x;  dem  Fnncte  0,  in  Fig.  2.  «.  die  n,  und  u',  dciä  Pancte  O,  tat 
Fig.  2.  b.  angehören,  und  diese  Pum  Ie  in  den  beiderlei  Figuren  doch  immer  in  der  ?,u  0  ge- 
hörigen Tangente  dri  riir\e  ti*>gen.  Di«  letzten  twd  Gldchangen  nehmen  mit  Zuziehung  derer 
(74.  b.)  die  folgende  Form  an: 

x;=^|'x,   und  vi=^>/u,. 

HHtalil  der  enf  die  nenea  Axen  OX  und  OlT  angotfimdliK  GIcMimigen  (54.  a.)  Uusen  sidi 
BW  aas  im  achiefen  Coordinaten  x,  und  x'  des  PaBBiaa  0,,  «a  Fcllo  er  der  Fig.  2.  a.  ange« 
hwrl,  dessen  senkrechte  u,  und  u|  Ondeii,  um!  che«  se  mis  den  senkrechten  CoordinateTi  u,  und 
0^  des  Punclos  0| ,  im  FaUe  er  der  Fig.  2.  b.  angetiort,  dessen  schiefe  a,  4uu1  xj;  die  ^euann- 
len  Gleidnngen  geben  nSmlieh: 

xtsui*w=a.(l  — B«'cosW)  «nd  x;|lrfW=u,(er/-cosW;,  . 

•nd  diese  Glddwagen  werden  wü  Zuriebwig  der  Mf  d<n  Fand  0  der.  Ganro  -angDirandtaa 

Gleidnuigen  QU*  k}:  ,  ,  , 

(f«.«»J  v,  =  Xt8ri  t  il|=x,5ij'   oder  x,  =  u,*|  ,   x;  =  u.J|'. 

Ai;  ■  den  so  gefundenen  foordinalen  des  Puncles  0,  in  den  beiderlei  Figuren  und  denen  des 
'  <         Punelei»  0  er)/elH.>n  sich  jetzt  mittelst  der  im  erste»  Abschnitte  an  erster  Stelle  stehenden  Glei- 
chung (109.  b.}  die  Abatinde  der  Panole  0  «od  0,  von  einander ;  es  iit  nündich  bei  der  in 
Fig.  2.  a.  Teninniichlen  Vorsldlongsw^e: 

oof=x,o,+x;tir=x:(«v+ti'aflO  ■ 

«der  bei  der  in  Flg.  "2.  b.  versinnlichten  Vorstellnngsweise : 

0  0,' = X.  a, -f- x;  a; = u;  («  i-i- « •  #  f) , 
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WKi  Mannt  iMbi  umd  tm  entai  MI»: 

vad  ni  Mdeni  Falle:  V.w...   C«4* 

lutd  es  halten  ia  diesea  Iteid^  Auftdrackco  x«  und  Bi  voUkomiOMi  dieselbe  Bedeutung  wie 
dta  Rribea  (74  a.).' 

Lüsst  nuui  jetzt  in  Gedanken  den  Punct  0'  dem  0  stets  näher  rücken,  bis  die  Enlfcmong 
beider  von  eiaander  uabeatiannbar  klein  geworden  iit,  so  unlencheidel  lidb  -die  Lüqge  dee 
Gbrvenaltteks  00',  weldwa  in  den  Gkicinnigen  (7A.  a^)  durdi  S^^— S|  oder  g^ieben   •  • 

ist,  viHi  iliT  Lüngc  0  0,  des  TangenfcnsttkVs,  -  welclics  iltirch  die  Gerade  P'  0'  in  (K  r  einen 
und  amli'i  a  Figur  abgegrenzt,  »ird,  und  in  der  ersten  oder  zweiten  Gleichung  (^74  d.^  cj)tiud- 
len  i:it,  je  nachdeai  00'  dnrch  Sj^  —  S^  oder  durch     —  2^  ausgesprocihen  wird,  —  na  keine 

CMm»,  die  «Ü-  dieacn  Idtagm  mM  veigbiakbar  wire,  «fo  MmiMflhar  an»  Ifr.  188.  kervo»* 
gab;  driw  iit  dant  efaa  (S,       adfaatellteni  Sate  C4a  ik  nnd  bb)  ««adlat: 

^if  =  C5fl  +  ^r9^0^  oder  »8,=:(«|+V«r)*»  C«. 

oad  d«  in  diesen  Gleichungen  0  wie  0'  jeden  Pund  der  Curve  vorstellen  kann,  so  Ist  es  er^ 
lanbt,  in  ihnen  die  Buchstaben  x  und  u  an  die  Stelle  derer  £  und  r)  zu  setzen,  wenn  man  nur 
unter  x,  x'  und  u,  u'  die  Coordinaten  eim's  heliebiiren  aber  düch  bestimmten  Puoctes  der 
Curve  versteht,  so  dass  man  in  diesem  Sinne  uurh  schreilien  kann: 

i>«^=sC*«+«*'«»'}V  oder  D8,=05x+Bn'Äx')*. 

Aus  den  GMeluiiieen  (7ö.  Ii.},  eiche  die  Ableitung  der  vorlangicn  Cunenlange  an  die  Hand 
geben,  lissl  sich  rückwärts  durch  Intogralion  diese  LHnge  selber  als  Function  von  v  oder  u 
auffinden.  Durch  diese  Integration  werden  beliebige  Constanten  in  die  Längen  cingefulu  1,  wdebe 
der  angenommenen  festen  Grenze  O  gentta  besliaHOI  werden  mllsMn  in  der  Weise,  dam 
8^=0  oder  2^  =  0  werden  niuss,  so  wie  nir  x  oder  u  sein  der  festen  Granae  O  zukommen^ 

der  Werth  in  8,^  oder     eingesetzt  wird. 

Sieht  man  nicht  mehr  x  oder  u ,  sMidem  üigand  eine  ausserhalb  der  Goordbiaten  liegende  , 

Grösse  als  unabhangiar  VeranderliVlie  nn,  so  werden  in  Bezne  nuf  rtic.sc  dir  Gleichungen  (75.  a.) 

und  (75.  bj  andere,  die  man  aus  diesen  erhält,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Ableitungen 

^tt,  du'y      nach  s  oder  an  die  Steil»  da*  AUeilungen  9x,  ix',  Bn'  nach  n  die  durch  die 

Gleichungen  (55.  a.)  gegebenen  Ausdrücke  in  Abicitiutgen  nach  der  neu  ciiigeiVihrlen  Uaab- 

hüngigen  setzt,  zugleich  über  auch  denselben  in       12.  Hr.  IISJ  enlwickcUen  allgemeinen  Prin- 

d52  d8  '  j 

cipicn  gcaalBa       durch  ^  and      durch  ^  vertreten  ttnt,  wobei  ea  auch  eriaobt  iat,  die 

Grundzeichen  x  und  ii  mit  J  und     zu  \ erlausdien.  Dadurch  gefif  jede  der  {icMen  nieicliiihjrch 
(75,  a.^,  so  wie  jede  der  beiden  (15.  b.}  in  eine  einzige  über,  welche  die  nachstehende  Ge-  . 
«dt  amiiB«!: 

d2s:Cd|d«+df  dif'>l  oder  d8=Cdxdu+dx'du'}n   /  ..  CM. 

3Ä* 


Digitized  by  Google 


Mut  kimi  die  AMdtaii;  von  {  kuncr  Mdi  oimHIdbir  dnich  die  cmMaMcm  OiBfciw%wi 

^  —  0  und  —  0  lusdrüikon.  Da  nämlich  S x'=zt:^ 9x  and  ^H'sBu'f«  iit,  M  hiiM 
•icb  die  Gleiduingen  ^75.  h.)  auch  so  schreiben: 

fn.  «.)  ??,  =  [*uO+^x'Bu')l^    und    *d8„  =  [JxCl  +  %x'^u'3]*. 

Bnrligit  auui  noo,  dass  den  im  twfiKlen  Faragraphea  milg«tlwilleB  Gleidhaogen  (5.  a.)  nur  Folg« 
•  •I« 

«x's^  ^  pd.8M'=—  Ifi^  ist,  10  Obenenct  nuM  sidi,  dut 

gesetzt  werden  kann;  nimmt  man  !ih'>r  an,  dass  rf>^  aus  ijtx  dnffturh  hprvorgegangpn  fst,  dass 
man  in  letztenn  Ausdruck  für  x  und  x'  ihre  Werthc  in  n  und  u'  ausgedrückt  eingesetzt  hat» 
WO  dwin  mMi  wafduM  ^  au  ^  dadorch  hcrvoigoU,  dm  in  Miter  Fnnolio«  Kr  «  aad 

u'  ihre  Werllir  in  x  und  x'  aus^c-dHUkt  einccsolzt  Mrerdöl,  welelM«|-PdlO  Wtr  dfo^  beidOl 
Gleichungen  nttchste  combioirte  nennen  wollen,  so  ist: 

oder;       8u^cuW,  9vr=l  «d  9x=~  *x'=  ^1-.  M: 

sin  W  Bin'  W 

Dividirt  MM«  mm  di«  vordere  der  swei  leWea  GleidHingea  mit  ^yt^  die  Inolere  mü       ,  Ur 

und         ihre  vorhin  angegebeaeo  Werthe  — ^a'  und  — ^x'  setzend,  so  kommt: 

^  =  1  —  ^  u  cos  VV    und    ^  sin'  W  =  1  +  ö  x'cos  W  , 

nd  diew  Glaidraageii  gaben  mit  Zamehang  derer  (54  b.)  lOer  ia: 

I^=*x«*a'W  aad  |^«B'W=*n. 

Belli  maa  mm  fbr  l+^x'^a',  rnid  Sur»  Weiihe  aar  den  Glelobangen  (75^  e;  and  f.) 
in  die  Qli.  d.)  eta,  ao  eibltt  man  nach  eiaer  gaai  leieltoa  Umfoimang: 

'  sin  W   '  •     '  •  •  I      •  I  ■ 

<fS.  s.)   (  und 

ainWBvik 

and  dt  dam  voiUi  Oanglan  mar  Folge  dlsb<^dx=%CBda  Iii,  ao  hal  man  noch: 
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Die  doppelte  Gkiichiing  (n.  h.")  gidit  bd  äa  Bnd,  dm 

<iw*VdxVv'o_ . 

dub^x 

■d,  wovoB  IM»  fieli  andi  dinete  Uebeneugfuiig  vcndtalTett  kmn,  wem  ««■  nittebt  der  eieloi 

der  CIciLlumijoii  ^55.  a.)  eine  der  Ablcitunsjcn  d  x  und  d  u  durch  die  andere  ausdriickl,  und  xu- 
^etch  die  Abbüngigkeit  beichtet,  welche  zwischen  den  Funclionen  V'a-*^'*^''  yor- 

aiusetnmg  §lattflodM,  dm  die  (Hekbungcn  ^,,  =  0  und  ^«=0  iflelMie  eonUiiirle  sind,  welche 
Abhängigkeit  dnich  die  Gleiehnngen       t)  oder  die  dieien  nldwt  voramleheiidea  «nageipnH 

lin  den  !■  lucheninluilt  voh  einem  Stücke  der  Coordinitenebene,  worin  die  ebene  Curve 
Hegt,  n  Inden  vaier  der  VenneielBnif  ,  diet  Jenee  SWek  TiDgeum  hcgrewt  iit  «od  dieee  Onrve 

entweder  die  ganze  oder  doch  einen  Thcil  der  Begrenzung  ausmi  f  t,  !i:it  man  ein  VerFahren 
einzuhalten,  das  sich  an  inchrcm  Stellen  von  dem  in  der  vorigen  ^'ulnmer  zur  Lüngenbestim- 
.nung  gegebenett  inlenckeidet  und  in  Folgendem  bestebi  Benken  wir  um  snyOiderBl  efei 
Stück  der  Coordlnatencbcne  O'O'O^O'  (Fig.  3.  a.},  welches  einerseits  durch  die  mit  den  Axen 
AX  und  A  X'  parallelen  Geraden  O'D',  und  O'O'  and  andererseits  Junh  ihs  z>\isrheti  und 
&  Hegende  Curvenstöck  begrenzt  ist,  und  wobei  0'  irgend  einen,  vüllig  wiiikükriichen  Punct 
der  CoonÜnatenebene  vorstelK,  so  Indert  sidi  die  Gri^e  des  ao  begrenilen  Fttcfcenfinnn  of> 
fenbar  nur  mit  der  Lage  des  Pnnctcs  0'  ab,  ist  ulso  eine  Function  von  dieser  Lage  oder  von 
den  sie  bestimmenden  Coordinatcn  dcs_  Punctes  0',  als  welche  man  sowohl  dessen  schiere,  die 
wir  dneh-  z  nnd  vorsMlcn  wollen,  wie  wcli  dessen  eenkrechte,  die  dtarch  u  ud  n'  beseicl»- 
net  werden  sollen,  ins  Auge  fassen  kann.  Weil  aber  der  Punct  0'  iui  Allgemeinen  nicht  in 
der  Curve  liegt  und  daher  «wischen  Minen  Coordinatcn  in  der  Regel  keine  der  Gleichungen 
(48.),  wodurch  die  Functe  der  Curve  di^gestelU  werden,  stattfindet,  Tiefanalir  jede  von  ihnen 
gm  nach  Belieben  gcnonBen  werden  kann,  nnd  eben  deshalb  Jede  als  glmliek  nnabhüngig  , 
von  der  andern  anjresphen  werden  muss,  so  hat  man  sich  die  Gnisse  des  t«  surhenden  FlM- 
cheoinhalls  als  Function  der  beiden  Unabhängigen  x  und  x'  oder  der  beiden  n  und  u'  vom« 
•leMen.  Diese  nodi  ndbekanmie  Fteclien  von  swei  Veifndeilidwn  werden  wir,  der  b 
getrofTenen  t'ehereinkunfl  gcmflss,  durch  Bx  oder  %„  bezeichnen,  je  ttacbdeni  x  nnd  ^  oder  V 
nnd  u'  die  in  ihr  auftretenden  onabbiingig  Verinderlicbea  sind. 

Hehmen  wir  im  Irniem  des  m  lestfanmenden  Fttchenratans,  deesen  OrHeee  dareb  ver- 
geilwlll  wird,  irgendwo  noch  einen  zweiten  Punct  0  an,  dessen  srhieTc  Coordiaaten  wir  dttrch 
f  und  f  anzeigen  werden;  legen  wir  zudem  durch  den  Punct  0  zwei  neue  A.xen  O  X  und 
OX',  welche  den  nnprUnglkihon  AX  und  A.\'  parallel  und  gleicbliiuGg  sind,  und  bezeichnen 
Wir  db  ickirfbn  Ceefdineten,  weleb«  der  erste  Fanct  CT  an  diesen  nenen  Axen  lefert,  durch 
X,  nnd  x'. ,  so  ist  in  G  -rnässheit  dar  BotmchlH^gwi,  wekbe  kn  «ratan  Abfohoitle  m  den  CSei- 
«hnagen  (1.)  gerübrt  babeo: 

Diese  neuen  Axen  OX  und  OX'  werden  nöthipfenfalis  verlängert,  die  Cune  in  zwei  Punclen 

C,  und  C ,  so  wie  die  Geraden  O'D«  und  0'  C  ki  xwei  andern  S  und  S'  schneiden,  und  es   • '  ' 
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■tenra  dann  ü»  Rflnme  0D»O0,  SOCOS,  S^0.O'S'  im  0'0:0^0'  IMMc  FUcheabH 

halte  TOr  mit  dem  rnt(>r«:rhic(lc,  dass  dem  Puncto  0'  in  Jodnn  rino  andere  Stolle  angcwiesea 
worden  ist  Während  die  Coordinateo  de«  Puncto«  0'  durch  x  und  x'  dargectcUt  werden,  wer- 
den di«  des  Pandel  0  durch  |  und  1*,  die  des  Punclea  S  dorcfi  |  niid  die  deg  Pnnetes  F 
ihvch  X  und  ^  vorgestellt,  und  so  wie  der  Flächenraum  O'DIO'O'  allgemein  durch  %^  «der» 
weil  CS  hier  put  ist,  die  beiden  Unabhün^igen  einzeln  hervortreten  zu  lassen,  durch  vor- 
gestellt wird,  welche  Werthe  luan  auch  übrigens  den  Grössen  x  und  x'  beilegen  mag,  nuss 
der  00,00  dinrch         der  SOiOS  dtrch         der  S'O.O'S'  durch  %^  vorgMldH 

werden.  Fnsat  man  daher  den  Pnnct  0  wie  einen  bestimnien,  wihrend  der  gaoBen  tMüim- 

chtinif  sirh  gleich  bleibenden  auf,  so  dass  ^  und  J'  vnn  vom  herein  zwar  beliebig^c  Werthe 
erhulteii  können,  aber  während  der  ganzen  rcmem  t'nlersuchung  wie  coostante  Grossen  beti-achtet 
werden  DifMen,  so  wird  d^urch       zu  einer  Fonctinn  der  cinon  Verlnderlichen  3^  und 

n  einer  VmeäWK  dar  einen  Verladeriidiea  x,  weswegen  man  der  in  $.  13^  milgelhe^l|(|^Glei- 
chttig  (ß.  a.).gwilss. anter  BctOdHidilignnig  je  einer  der  Gleichungen  (19.  «>XlaÜK  .„..n 


mi  . 

wlQineod.  man  in  GemXssbeit  der  daselbst  tür  Functionen  nwejpr  Veründeriichsn  ndigetbeillan 
Glelclwng  (3.  ih)  unter  Benirki^ichti^iing  der  beiden  Gleichungen  (78.  f.^  haL: 

zieiit  »an  aber  von  der  Glcicliui^  (76.  dj  die  beiden  (76.  b.)  und  (76.  c.)  ab,  so  eriiM  atan;' 
Snm  ist  aber,  wie  die  bhue  Baschanong  det  Fig.  3l  neigt: 

-    ~  8f,x  +  .^=0'  oi  c  er—  ff  o^o-  ff— 8  o;  o  9 + o  o,  o  o=rvs  0  ff  o; 

und  da  O'SOS'O*  ein  P«mllel(»gramm  bildet,  in  wddiem       beiden  Seilen  0*8  und  SO  die 

■Wcrthc  X  —  5  und  x  —  ^  oder  x,  und  x',  haben  und  den  Axenwinkel  W 
Inhalt  sonnch  Ji^x^sinW  ist,  so  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in: 

itt»m,y  x,x;stnW='^943i4x;+['?>g<j^x:4-ft|»»ä.."f 


Vdche  Gfllligltelt  behdt^  wo  «nch  der  Paart  V  liegen  nMg,  d.  h.  weMia  Wart»  ana»  an* 

den  Gnisyrn     und  xl  bcilnrri'ii  mag,  unter  der  Bedingung  jpdoch,  dass  dio  dnrrh  ihn  gelcgleii, 
mit  den  Axcn  AX  und  AX'  parallelen  Geradcii  O'Ö'.  und  u'D'  die  Corve  in  zwui  Ponden 
*  '      '  O,  and  O*  trefDen;  daher  xerfiillt  die  eine  'Gleichung  (77.  a.)  in  nacbstdiende  viele: 
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«d  ib  de  iiidi  der  «mIib  folgeadM  GM^ungcn  (77.  b.)  leboa  ia  dieser  vMMta  iind,  eo 
Mm  ito  lidi  HoMlIieh  mT  die  ertls  neeniiMii,  «ladMit 

rnid  diese  6l(>icfiung  allein,  weiche  nun  andk  mittelst  de«  in  $.  12.  initfrclhcflten  Salzes  mt  eine 

Üialichc  M'fisc.  wie  (li(>  ("'\  a.)  (rertinden  worden  sind,  erhalten  kann,  ist  zur  Aufllndung  des 

gesuchten  Flächcnlnhalls  hinreichend,  wie  ans  folgender  Betrachtung  hcrvorgeliL  Da  nüuilich 
II  •.'II 

das  Itedeutet,  .was  fm        wird,  wem  mm  S  u^d.f  in  die  Steile  von  x  und  seist, 

ttid  ''^ff^  BUS     ^Ärch  ein  doppeiles  AUeiten  necb  x  und     erkallen  iirird,  so  «jebt  men  eni» 

dass  man      unter  der  Vorausscisuilg  eines  stets  beweglichen  Punctes  0',  d.  b.  unter  der  An- 

HHliinc  sicU  fiich  iimlertuk-r  Wrrtlio  von  x  und  x'  zu  finden  hsL  Aber  selbst  uiiltr  dit  sor  Vor- 
ausseUung  ist  noch  in  Bexug  uuf  dietten  beweglich  gcdschten  Fuuct  0',  wie  die  Gleichung 
(78.  a)  in  Besag  mf  den  unbeweglich  gedaehlen  Panet  0  aussagt: 

?!g^  =  sinW;  ' 

^eoi)  obgleich  diese  Kigenschaft  durch  die  tileiclmng  (Jü.  a.}  blos  für  den  wuhrend  der  L'nler- 
sachung  unverladerUch  gedediton  Fand  0-  eiwiesen  worden  ist,  der  Punot  0  aber  jeder  inr 

nerhalh  des  Raumes  0'  Oi  0'  0'  liegende  sein  l\;inn  und  dieser  Rnntn  durch  nichts  bedingt 
wird,  als  das$  die  Curve  von  der  mit  dpn  Axcn  AX  und  AX'  parHiIeleii  Geraden  O'D^  and 
(KC  in  swei'  Pnnden  und  O'  geschmllen  wird,  so  gilt  die  m  (7;^.  u.)  ansgesprodieae 
Bigensdiaft  Ar  aDe  Puncle  im  Innern  eines  so  begrenzten  Raumes  und  bttrt  nur  dann  auf 
wahr  y,u  sein,  wenn  der  Punct  0  ein  solcher  ist,  der  die  so  eben  ftnffeüei^rlo  Befjrfnznng 
nicht  mehr  zuiasst.  Es  isi  deiunacli  die  in  (76.  l>.j  aufgesieillu  (ileicliung  l'ur  alle  Fuacte 
gültig,  die  nSgHdierweiM  in  ciueai  Rauiie  liegen  blinnen»  4er  durdi  die  Guryp  inad  twei 
mit  den  Axcn  AX  und  AX'  parBÜelc  Gerade  viilliyf  begrenzt  ist,  und  umgekehrt  hat  num  von 
dem  Vorhandensein  dieser  Bedingung  die  Zulässiglieit  der  Gleicbung  (7&  b.}  abliüngig  zu 
madien. 

Aus  der  Gleicbuiv  C^.b.)  aon  lissl  iidi  9z  nitldst  einer  doppettcn  Int^ndiM,  das 
eise  Mei  meh  x'  md  das  andere  Mal  nadi  x,  finden. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  ändern  sich  nicht,  und  man  wird  durch  sie  immer  wieder 
sn  den  gieicben,  in  (78.  a.}  und  (7H.  b.}  ausgesprochenen  Resultaten  hingeführt,  wenn  die 
desah  im  Punct  C  gehenden,  den  sn  snebenden  FHAeniuhalt  begrenenden  Geraden  neneui 

Jedooh. nnveründerlich  begrenzenden  Geraden  me  OS  und  O'S'  (Fig.  3.  a.)  begegnen,  die  mit 
einer  der  Coordinatcna.xen  parallel  laufen,  oder  sonst  irgend  weldic,  in  derselben  Ebene  Ue~ 
gendo  feste  Grenzen  bilden,  die  in  Verbindung  qiil  der  einen,  bisher  vor  Augen  gehabten  ebe- 
nen Curve  den  verlangten  Flücheninhalt  einscUiessen.  Solche  Abänderungen  üben  auf  die  Glei- 
chung^cn  (78.  a.  und  1>.}  lunnerlei  Ernfluss  mis,  so  Innje  der  Punct  0  innerhalb  des  von  dem 
Funclc  0'  abhängig  gemaclitcti  Fliiclienraums  liegen  bleibt  und  zu  dem  f arailelogramm  U  S'  ü'  S 
Aniass  giebt,  welches  letztere  stets  geschehen  vrird,  wenn  luen  sich  ihn  raSglidist  nahe  bei  den 
0'  hegend  denkt;  sie  muclicu  blos.  dass  die  wahrend  des  Integrbrens  eudretondan  Grensbeslin- 
auaigea  in  anderer  Weise  geschehen  «asseo. 
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484}  Wir  tnibai  in  dir  vorigoi  lYammer  dM  fHdMoinlHft  «in«  AMth  Crnttm  mi  Avsh 

Gerade,  die  mit  den  Gnindaxcn  parallel  Inufcn,  begrenzten  Stücks  der  Coordinatenebcne  all 
eine  Function  der  schiefen  Coordinaten  x  und  x'  von  dem  Puncte,  von  welchem  die  mit  den 
Axt»  paTdIelen  Begrenzungen  nailMiren,  «i  finden  gelelirt;  werden  aber  <Be  vw  dem  beweg- 
b'chen  Puncto  auslaufenden  Begrenzungen  nicht  mehr  den  Grundaxcn  parallel,  sondern  senkrecht 
gegen  diese  gestellt  gedacht,  so  lassen  sich  diese  abgeänderten  Grenxbestinunungen  nur  mittelst 
der  senkrechten  Coordinaten  u  und  u'  des  beweglichen  Punctes  einfach  ausdrucken.  In  einem 
solchen  Falle  ist  es  dahor  xorllieilhafter,  den  verlangten  Flüchenrauin  als  eine  Function  vm  n 
und  u'  »iirzusuchrn ,  woldic  Function  wir  durch  5„  bezeicVim-n  witiIimi,  uiifi  um  diese  zu  er- 
hallen, denken  wir  uns,  wie  in  Fig.  3.  b.  yersinnlicht  worden  ist,  durch  den  beweglichen  Funct 
Ö'  die  geradlinigen  ßrensen  O^SUl  nnd  &Sy  senkrecht  gegen  die  Axen  A  X  und  AX'  gerieh- 
!cl.  und  intici-Iiiilb  des  zu  f)i'Stiiiiinoii(!i  n  Fl.ii  lii'riinliiill.s  O'CT'äO'  oder  "Och  einen  zwi'ifcn 
Funct  0  angenommen,  dessen  senkrechte  Coordinaten  tj  und  ij  sein  mdgra,  und  von  welchem 
die  ebcnfidbs  mT  den  Axen  AX  nnd  AX*  aenkrecU  «Idwnden  B^rentangen  00«  nnd  OS> 
aasbmren.  Bi  Ist  nw  »iv9rd«Bt  9,  di»  GrVMa- des  FUeheninlMlts  OjO^OO,  wenn  %^  din 
bedeutet,  was  aus  9^  dadurch  hervorgeht,  dass  man  ii  und  ^'  an  die  Stelle  von  u  und  u'  setzt, 

denn  0  ist  olTonliar  cino  von  den  Lag<'n,  die  der  bewegliche  Puncl  0'  cinnotiiricn  darf;  denkt 
man  sich  daher  durch  den  Punct  0  zwei  neue,  den  vorigen  parallele  und  gIcichlSufige  Axea 
OX  und  OX'  gelegt,  so  lassen  sidi  an  der  Ftg.  3.  k  in  Beng  auf  die  Itactionen  und 
alle  die  Betrachtungen  gans  eben  SO  wiederholen,  welche  in  der  vorigen  Nummer  mit  den 
Fondionen     ^     voigcnoaMun  worden  sind.  Weil  nämlidi  nnUv  adcheii  Umrtfaden-^  ^  ^ 

n=i;  +  u,   und  u'=f;'-|-ui 

ist,  wenn  u,  und  u',  die  scnkrfchfi^n  Coordinaten  an  den  neuen  Axen  OX,  OX*  von  dem  Puncto 
vorstellen,  der  an  den  ursprünglichen  Axen  die  u  und  u'  hat,  so  folgt  nach  Aussage  der  im 
zwölften  Paiaginphen  mügelheülen  GMohnngen  (3.  «.}: 

md 
so  wie 

weldit  Cneichnngen  sich  von  denen  (76.  b.  bis  d.}  in  nichts  «nterscheiden»  sl>  da»  die  Graml^ 

7F>irh-n  jj  und  fi  nn  rHr-  Stelle  derer  £  «ad  x  getreten  shtd.  Aus  diesen  Gtsialnngen  inde| 

Hian  nun  hier  wieder  ganz  wie  dort:  -  .  > 

»«y-9«,^-5,,.+ff,.,.=^5,".u;+\;s^;!'u;+ij'g^u.g  +  ....;     ■  •  • 


und  die  im  der  Fijr.  .1.  b.  »nfgerührle  Bedeutung  der  Ausdrücke  f**^ 
auch  hier  wieder  zu  verstehen,  dass  ■  ' 

ist,  wo  0'i>üS'0'  das  in  der  Fig.  3.  b.  angeze^e  Paralieiogniuun  vonusteUea  bat, 
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Seiten  OS  vad  OS*  durch  die  GrSasen  ^j^.  und         gepStm.,  wwden,  irie  mm  sog^ekb 

einsieht,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Begronzungslinien  0'  r;  i;nd  0'  C  von  Jen  neuen  Axen 
OX  und  OX'  in  zwei  Puncleo  t  und  t'  geflchniUeo  werden,  und  doss  die  Dreiecke  OtS'  und 
OfS  bei  t  und  t'  rechtwinklig  sind,  wifliremf  ihre  Stiilea  Ot  «ad  Of  die  GrOneo  u*  und  i4 
sind,  ihre  Winkel  OS't  und  OSt'  aber  entweder  durch  W  oder  durch  180*  — W  dargesteDl 
werden,  weil  bfiiic  enIwtMicr  dem  X  0  X'  gleich  sind  oder  ihn  zu  zwä  Rerlilon  orgiinzcn ;  hier- 
aus folgt  aber,  dass  der  Inhalt  des  fraglichen  ParaUelogruMW  ^-^^^1^^.110^  oder 
ist,  nnd  deswegen  liefern  die  vorstehenden  Gleichungen: 

wriüe  OleklHnf,       cie  9tr  jede«  beli«hi|;eii  Paad  V  UttO^  d.  k  fhr  jegliche  Werth» 
nd  <  wilur  Metten  onni,  der  folgendeo  eiiMi  glekih  n  ioblen  IM:  < 

woftlr  nun  ebeu  10  gut  aneh  idSe  '  '     '    ""  "  ' 

setzen  kann,  weil  die  (79.  a.}  für  jeden  Punct  0,  der  eine  vollsUndigo  Begrenzung  herbci- 
JUrt,  GdUgfceit  behdt,  und  man  ihsh  dniini  in  ihr  dieeeu  Puuet  wieder  ab  bewcgildi  deriwn 
dtaifi  «ievoU  nnler  dem  in  der  vorigen'  Nomraer  gomaidilen  yoriwhali. 

Auch  hier  ändern  sich  die  sämintlichcn  Betrachtungen  nirht  nnd  führen  immer  wieder  zu 
deaseibea  Besoltaten,  wenn  gleich  die  von  dem  Puncte  .0'  auslaufenden  geraden  Grenzen  nicht 
hiini  der  htt  Ange  gefiualea  Cirre  Unrddim,  sondern  nienveg»  apf  andeie  feala  gerada 
oder  krumme  Begrenzungslinien  stossen,  die  in  VeilrinddMg  »dt  Jene«  Curve  dCQ  sa  iMfUnunan- 

den  FlHcheninhalt  ringsum  einschlicssen. 

135}  Um  die  Besondeiheilen,  welche  wthrend  des  Integrirens  aus  jener  Verschiedenheit 
des  festen  Theiis  der  Begrenzung  entspringen,  von  der  in  Bnde  der  beiden  vor^joi  ffmonem 
die  Rede  war,  klar  vor  Augen  legen  zu  ktmwn,'  wilaMin  wir  eful^a  Bi^grilRi  der  Inlegni(redi^ 
rang  aar  Hilfe  nehaien,  tat  ntanUch  ...  t  1 

gegeben,  wo  9x  'i"  ni  SBchende  und     die '  bekaanl»  nuetiMi  der  eiMn  VariaderiidieA  x 
vtnIcDl,  and  .  kennt  HB  irgend  •  eiu«  FlnaBlioit  F.  von  x,  wakhn  di»  UgaanMl  MM,  dMi 

Iii,  M  lehrt  dte  lalegrabnehanng,  dase  %^  jede  durch  die  fileidnag 

vorgestellte  Fumlion,  und  ausser  diesen  keine,  sein  kann,  wenn  ff  cirtc  völlig  winktilirliehe 
Zusammensetzung  von  einer  oder  melirern  Grossen  ist,  falls  nur  keine  von  diesen  Grossen  x 
•elher  ist,  oder  irgendwie  dordi  den  JedeaeHiligen  Weilh  von  x  influeniirt  wird.  Anf  der 
dem  Seit»  bat  nun,  wenn  nan  sieb  'x  ans  den  beiden  Tbeilen  x»  nnd  y 
L  33 
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fo  dui  x=x«-Hy  ist*  (wonracli  ibo  liisr  eiao  g«u  uMkro  Bedeutung  hat,  aU  die  war, 
welche  wir  diesen  Seichen  in  den  vorangegangenen  Bctradliiiigieii  beifjidegt  Iwlieii;  M  Stelll 
■Iwlifli  Xt  Iiier       was  iort     und  y ,  «u  deil  x,}i 

worin  y  jeden  Werdi  aoneluneii  Inmo.  DenlGt  nwo  ilcb  mm  y  m  tdein,  due  e«  <idi  ditrch 

kein  endliches  Maas  inrlir  darstellen  lüssl,  uiiJ  dfiii  zur  Fülj;e,  vürausgcsi-lzt,  Jass  ullc  CocITi- 
lienlea  dieser  R«ilie  endiielt  dnntellba;  sind,  jede«  Cfriiler  luMwaende  Glied  io  der  vorstehenden 
Eeihe  neben  den  ibm  vorang<jhcaden,  wmw  tSeia  nÜit  wahritnft  miD  find,  vüUig  venickwiadet, 
10  verwandelt  sieh  die  lelile  Gleidumy  In: 

Während  in  der  vorigen  GleicJm^g  y  noch  jeden  Werth  habe«  kemMs^  imw  es  k  ifieser  dnen 

uncnJlich  kU'irieii  Iiabs-n,  d(!n  wir  uns  als  idiquoien  Theil  von  jenem  denken  und  mit  I)  bezeich- 
nen wollen,  womach  also  y  =  n^  ist,  weua  n  eine  l>eli«l>ige  positive  geoze  Zahl  bezeichnet, 
die  jede  Grüase  Qbenehreilet.  Schreiben  wir  mm  dieter  nenen  Beteichnung  gemün  die  in- 
lelzt  erhaltene  Gleichung,  und  .setzen  wirindleMTSOCcessive  1»+^,  9^+2(.,..:^-:f-C*~*0( 
an  die  Steile  von  x. ,  so  erhält  mati : 

I         •  ■  *  . 

t  *  '  ,  ■  1  ' 

•  •  • 

•  •  •  ' 

und  die  Summe  aller  dieser  Gleichungen  lierert: 

oder«  wenn  man  rur  x,-\-n^  wieder  jc,  +  y  oder  x  setzt:       ,  _     .  ,  * 

$ieht  man  /,  ab  dn  den-W«ilh»  »  boifohSlM  Piüdicivnent,  ab  «im»  An  mi^sehri^mit  Ei- 
gfiiBfhafl  an,  so  lägst  sich  die  vorstehende  CUciehung  unter  der  VeMMMlzang,  dass  von 

X,  bis  X  seinen  Werth  mir  sleliü:  ändert,  so  aussprcelien:  ^  isl  zusnmtnentreselzl  ans  %  und 
allen  möglichen  Prädieameateo,  die  horgiebt,  während  x  stcliff  aUo  VVerlhe  von  einem  be- 
stimmten X«  an  bis  zu  einem  beliebigen  aigdera  x  hiofturchläuft.  Hierbei  ist  ^  mit  y  oder  x  —  x. 
wgleich  ponliv  oder  negativ;  amn  hat  daher  die  Folge  der  Eigciueliaften  mit  dön  Vorseichen 

+  oder  —  in  obiger  Gleichung  versehen  sich  zu  denken,  je  nachdem  x  grösser  oder  kleiner 
als  X,  genommen  wird.  Was  hier  von       für  jcilen  beliebigen  Werth  x  d.ir^elhan  worden  ist, 

gilt  natürlich  auch  von  %^  in  Bezug  auf  den  besUmH,iten  Wertii  x«;  umn  kanq  sich  6,^  sa<> 
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vonMiM  an  8,  nd        dn  JUgnuehaANi,  Ai     l«f|iäM,  iriliind  x  iHs 

möglichen  Wcrthe  von  r  an  bis  zn  x,  hindurchlioft.  IHerw  -lolgft  «b«r,  dsM,  wenn  bei  einer 
Uolersuchung,  die  sich  Uber  alle  Eigcflschnflcn     too  x«  an  bis  su  x  bin  verbreitet,  der  Fall 

vorkommt,  class  man  dfp  Eigcnschan<>n     filr  idle  möglichen  Warthe  von  x ,  auf  (tio  man  stüssl, 

wenn  man,  von  x  nach  x,  schreitend,  über  x*  hhiausgekominen  ist,  als  nicht  vorhanden  snneh- 
wm  mm-  «dw  tnAmm  -wiB,  mm  ä««m  w  F»lg«  iw(lnv«ad|f«r  WciM  mhIi  8^=0  Im 
dar  Gleiduug  (80.  «.>w  habe,  indem  mT  der  8dte»  aaf  welcher  sieb  dieee  GrKsM  bi 
)>ncr  Cleicbmg  m  biUeii  bitte,  gw  keine  EigtaaiAaR  voriMiidei  i«^  die  li»  i»  sicli  tndkehae« 

könnte. 

In  einem  solchen  FaUe  nun,  wo  man  $^^=0  zu  nehmen  hat,  giebt  die  Gleichung  Q)0.  b.^ 
an,  die  Hand,  dass  ....■> 

td,  «Ml  ifell  warn  diee»  Gieietaig  von  der  (Btk  k)  abt  m  Ibidel  mut 

«.=F,-F^.  CM.«.) 

DieM  CHeidunf  UeTeit  dio  für    ,  wie  ihre  Veigleldiiiiv  nil  der  (80.  c.)  eogleieli  in  ei^ 

kenen  giebt,  dl«  «teiige  AnfelBmideffelge  aller  BgeDsduAen     von  3^  m  Vm  wa  x  Sfii  «nil 

xwar  mit  dem  V  r/ riehen  -}-  oder  —  genommen,  je  nachdem  x  grosser  oder  kleiner  als  x, 
ist,  wie  »üü  den  durtigcn  Betrachtungen  hervorgegangen  isL  Wir  nennen  diesem  gemüss  deo 
Ausdrudc     —  F^  das  von  x,  ausgehende  vnd  bis  zn  x  forttrafende  IitlegnT  der  Fonction 

and  beseichnen  es  dorch ^  /,^t      (iassi  wir  die  vorige  Gleichung  auch  so  schreiben  können; 


(fto.  r.) 


DieM  GUchn«  JieTevt  den  Varik  %^  nckl  m»,  wtmi  die  FmbcUob     voa  lolcbar  Art  iit» 

diM  lie.te  jäte  düeibaib  x.  Mcfwidea  Wetib  van  z       lelber  mB  wkd^  aoadem  lelbit 

dkm  aech,  wenn      zwar  für  solche  W«1he  Ten  x  aidtt  null  vrird,  viebnebr  poiUve  oder 

■egalhre  wirkliche  Grössen  liefert,  die  aber  gegenwärtig  von  dem  Ansdrueke  ausgeschlossen 

bleiben  sotleii;  denn  es  war  den  Betrachtungen,  welche  mittelst  der  Gleichung  (80.  d.^  zu  der 
(80.  e.)  führten,  gaiiz  gleichgültig,  ob  man  die  unterhalb  x,  liegenden  Werike  von     als  nidit 

▼iotkendea  annebmen  annale  oder  audi  aar  vollle.  Indestwa  Iheflt  doch  dieier  Vnlersdiled  der 

Cleichunjf  (80.  f.)  oder  (80.  c.)  in  den  beiden  Fällen  eine  amK're  BesihalTenheit  mit.  Wird 
nümliih  die  Function      ihrer  Natur  nach  für  jeden  unterhalt)  \   liegenden  Werth  \on  x  bis 

zu  einer  beliebigen  Grenze  x  bin,  schon  von  selber  null,  so  kann  man  in  jenen  Gleichungen 
für  x;  Jeden  dieaer  Warthe  aekreften,  ohne  ihren  Initell  im  Gartngalea^sa  vefiadern,  wikrend 

ihr  Inhalt  in  jedem  solchen  Falle  ein  anderer  würde,  wem  die  filr  3^'  gescblan  Weflke  dia' 
Vanction      nicht  schon  von  selber  zu  Null  machten. 

Wiewohl  nun  aber  im  Allgemeinen  für  jeden  andern  Werlh  von  x,  eine  abgcHndprle 
Bedeatung  anoinunt,  so  ist  es  doch  erlaubt,  unter     stdi  jeden  mit  dem  behandelten  Gegen- 
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fiMde  TwMglkhiii  WarUi  von  x  ymnMtm,  mmat  nma  mr  wadk  der  Iknclloii  ^  dto  di»- 

im  Werthe  angenoMene  Bedeutung  aferiuni;  man  kann  sich  daher  x«  dm  m  bdidl%  wi« 

X  »clbpr  denken  und  dessen  nähere  Besltmmunff  in  eine  sp>*'oro  Zeil  verleg^cn,  so  hmsc  man 
nicht  gebieterisch  dazu  aurgefürdcrt  wird.  lu  die&eiu  Falle  iiomuicu  in  dem  Aiisdniclie  oder 

F|  —  nrm  GrtMen.  x  und  x,  vor,  die  mm  iMi  kaide  •!•  VcrtndevlidM  vonastdten  lin^ 
•nd  eben  deewefen  Hit  mn  f ,  ili  etee  nnwlfam  dieier  iwei  Vertaderiietai  nmefc—.  Wir 
drucken  diesen  Umstand  da,  wo  wir  ihn  ful  im  Auge  bddlen  «inen  woDn,  dednnh  nw, 
dNM  wir  die  deidunf       f.)  m  «kniken: 

«...  /Vx- 

Liegt  es  aber  in  der  Natur  einer  besondem  Untersuchung,  dass  man  sich  unter  x«  oder  x  ei- 
nen vWif  beetknnlea  Werth  >n  denken  hebe,  den  wir  dnidi  e  oder  b  beoelehnctt  woDen,  eo 
dificfcen  wir  dieei  InMoriich  ecbon  diduvk  eni»  deie  vir  jene  QUUtmg  so  icbieibent 

_  /.X  /.xsl» 

und  wir  setzen: 

.X  s  b 

wenn  wir  umlcuten  wollon,  dass  der  einen  Grosse  x,  der  völlig  bcslimmtc  Werth  a,  so  wie 
der  auderu  Grösse  x  der  völlig  bestimmte  Werth  b  beigelegt  wird.  In  diesen)  li  t^tcn  Falle 
enttfli  dtr  Anrirndt  %  gar  keine  Verinderiidie  wehr,  während  in  den  nvd  vomngiiräiigt  aea 
PUen  9,  eme  PnncUoQ  der  einen  Vertkulefliclien  x,  8^  cbie  Fmcttoo  der  ebien  Vectaderü- 
cben  X,  zu  tiL-dLutßn  hat,  wie  schon  von  sich  selber  versländlich  ist 

Haochnial  g(.-schieht  es,  dus  man  unter  dem  einen  oder  andern  von  den  völlig  bestimmten 
Werlhen  e  oder  b ,  wohl  euch  unter  beiden,  diejenige  positive  oder  negative  Zahl  gedacht  wis- 
sen wQl,  deren  Grösse  alles  Maas  überschreitet;  dann  werden  wir  diess  dadurch  endeoteOi  düi 
wir  an  die  Stelle  von  a  und  b  die  fiir  solche  Fälle  cingeHihrts^n  7i-ii  Ken  |  r  oder  — oo  setren. 
Eben  so  schreiben  wir,  wo  x«  oder  x  xwar  nicht  bcstinuntc  UrOs&cit  a  oder  b ,  aber  besUmnUe 


•etmngen'  sn  lUe  SteUe  von  n  oder  b . 

136^  Tm  nun  dm  Rissen  Wechsel  der  Grenzbcstimmungen ,  wolclie  während  des  Intc- 
grirens  solcher  Ausdrücke,  wie  die  (_7ä.  b.}  oder  (79.  b.}  sind,  vorkommen,  vor  Augen  legen 
w  können,  wonen  wir  in  allgeniebeffer  Webte  voraaMelMn,  ibiss  nmi 

(•i.«.)  '^K=f, 

Labe,  wo  5j  sowohl  als      Functionen  der  beiden  Coordinalen  x  und  x'  vorslfilon,  «ii'l  tiass 
der  Ruuai,  iunerliMlh  wclchcni  iri^in  Werthe  der  Kiinrtion      ins  Auge  SU  fassen  habe,  tiiuen>ei($ 
durch  eine  ebene  Curvc,  dereu  Gldibuiig  in  Hiifgelusler  Geütalt 
Cot.  .  f 
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wobd  t  tmd  if  die  Coordnl^>  der  Ponele  dieser  Curve  yon  der  gleieiHa  Art,  «fe  die  z 
md  sind,  vorslellea,  und  undfrerseiU  durch  Gerade  begrcoEt  werde,  welche  von  dem  Puncte, 
dessen  Coordioaten  x  und  x'  sind,  aus  init  den  Coordinatenaxen  parallel  laufen.  Hierbei  kunn 
eolweder  die  Gleichung  der  Cur\'o  fUr  Jeden  Werth  von  x  nur  ein  einziges  Ergebnis^t  für  i' 
Uefeni,  webhee  gescMehl,  wem  9^  mr  eiiie  euu^e  Foni  eittUt,  «der  sie  kaan.flr  jeden 

Weidi  VM  I  Dir  f'  aelni«  Bendtete  Vdm,  wilehMi  gefcbM^  wem  k     nehrcve  Fenea 

fnthrdfrn  sind;  im  erstem  Falle  dehnt  sirh  die  Curve  in  der  Richtung  flrr  Axo  AX  nur  als  ein 
einstger  Zweig  iw,  im  eMiflni  Falle  hingegen  bildet  die  Corve,  ui  dieser  Richtung  anfgefasst, 
■elnve  flweige,  dem  AanU  vea  darZrid  dar  ia  9^  ewlhiltea«i Fohmb  ibiilii^  Wir  wer- 

ien  mm  nvArdeiil  Hoe  den  VeD  tut  Ange  Hhneii,  wo  «icli  1^  für  Jedta  Werth  von  x  nv  !■ 
rin  r  inzigcn  Gefldt  befjgidbt,  und  ent  ipiter  den  Fäll  belnuAten,  wo  1^  In  melveren  Gestei- 
tc-rt  auftritt. 

II  I* 

On       die  Ableitung  von  tf^  waA  3^  ist  fttr  jeden  beKdrigen,  aber  während  des  Ab- 

loitpns  constani  gedachten  Werth  von  X,  M»  eAlÜt  mm  engekehrt  ane  der  CteichBUg  «.^ 

durch  Integralrechnung: 

wenn  li  den  Werth  ran  ^  TenteBt,  nnleifciDi  wdtei  ttM  fleh  die  B^genicieft  /,  «le  nidit 

vorhanden  bei  dem  jedesmaligen  Werthe  von  x,  den  mm  oben  im  Auge  hat,  zu  denken  hat 
Erwägt  nun  nun,  dass  uuia  bei  der  g^eowürljgen  Aufgabe  in  Folge  der  vorgeschriebenen 
Begreittang  Hir  jedtn  Werth  ton  x  nur  loldie  Werthe  von  ab  mit  der  Eigewcihaft  >^  be- 
geht aandanen  ditafef  -wekhe  awisdien  dar  begreniendfen  ebenen  Owe  nnd  der  doidi  den 

Punci  0'  parallel  mit  der  Axe  AX  pezog'pncn  Geraden  liefen,  deren  Punole  iille  zu  ihrer  mit 
der  Axe  A  X'  parallelen  Coordinate  die  VcränderUcbe  x'  haben,  so  sieht  man  sogleich  ein,  dase 
der  FuDcl  der  ebenen  Cnrve,  vtrelchem  x  ale  schiere  Ckwrdinele  an  der  Axe  AX  xttkomwt,  den 

Werth  x^  ab  aeinc  Coordinale  an  der  Ave  A  X'  liefere;  es  ist  ngnilich  x,  das  t'  der  Curve, 
welelies  nifin  «us  der  Gleiduing  h.)  eriiiili,  wen«  man  in  ihr  X  an  die  Stelle  von  t  setst 
Dadurch  vcrwtiudeil  sicli  die  vurigu  Gleietiuiiir  in: 

'»■«.=/^^,/..  («-> 

nnd  et  nbant  die  von  4  hb  x*  lieh  Mniiehende  E^enicfaaft  >^  ndt  dein  Teneichen  + 
oder  —  bi  iridi  an^  je  nachdem  x'  gritoafr  oßet  Ueiner  ab  itl.  bt  ao  die  Funejnm  von  x 
nnd  fehnden,  wdche  durch  beseiohaet  wird,  ao  findet  awui  oder  bdea  nan 
diese  Fonclien  nach  x  biegrirt,  wihrend  n«n  1^  ds  nnverladerifdt  ansidit,  oder  es  ist 

nnd  es  nimmt  %^  die  von  x,  bis  x  sich  hinziehende  Eigenschaft  ^  mit  dem  Vorzeichen  -|~ 
Her  —  in  sich  anf,  Je  nachdem  x  grösser  oder  kleiner  ab  x*  irt;  d.  L  die  in  den  voige- 
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dem  die  obcrn  Grenzen  hinsirhllii  Ii  ihn  i  Grösse  mll  ilireri  untern  von  derselben  oder  von  ent- 
gegengesetzter Art  nod.  Reiobt  nun  die  durch  den  Puoct  0'  gdegle,  mit  der  Axe  A  X  paral- 
kle,  begrenMaile  Gurad»  bis  nr  ebeaen  Gurre  Un,  «o  Kegen  tlle  Werlb«  voi  x ,  fllr  wdteks 


oder  bgjj  als  nicht  null  seiend  angenommen  vvtrJeu  kann  zwischen  der  durch  0' 

geleerten,  mit  der  Axe  A  X'  parallelen,  geraden  Begrenzungslinie,  d  h.  zwischen  dem  verinder« 
Uchen  Werthe  x ,  der  dem  beweglichen  Punctc  0'  angehdrl  und  zwischen  dem  Puncic,  in  wot^ 
ehM  «B«  ebCM  Carre  von  der  durch  0'  gelegten,  mit  der  Axe  AX  paralMeB»  Icgrcineiidea 
Geraden  geschnitten  wird;  denn  der  letztere  Punct  ist  nothwendig  der  Xusserste  auf  dieser 
Seile  des  zu  bestimmenden  Flächeninhalts,  wenn,  wio  wir  voraussetzen,  die  Gleicitung  (_8L  b.} 
f  flr  jeden  Werth  ton  t  nur  in  mm  eiiiijgai  GesUdl  liefert.  Es  irt  idio  der  Wcrtli.  T<ii| 
r,  den  mwi  ms  der  CSIeichung  der  ebenen  Carre  t^ss^^  findet,  wenn  man  in  Bir  scta^ 

sonach  hot  mm     aas  der  Gteidiimg  Ti—^^  in  befünmen.  Uefert  diese  x^sssv^^,  m  «i^ 

halt  man  scUiessbcii : 

^•«■*->  »a=/'       /f  Ji» 

und  bnt  nun      als  Fnmiion  von  den  beiden  Coordineten  x  md  x*  des  beweglichen  Pmdes 

0*  geftinden,  wenn  man  die  beiden  bior  Uos  angeseiglen  InIcgnIiOnbn  ab  wiridicb  ansgclllbrte 

üis  Auge  fassL  Zeigt  es  sich  hierbei,  das  V'/  fttf  X«  mehrere  Werthe  fiafart^  SO  bat  nnuil  venl 
den  verschiedenen  reellen  Werthen,  die  sich  für  x,  ergeben,  den  zu  nehmen,  weleher  nach  der 
angegebenen  Seite  hin  dem  x'  am  nacluiten  liegt;  denn  über  dieüen  hinaus  kann  die  ebene 
Cnrve  sof  die  andere  Seile  von  der  durch  V  fdi^tan,  ndt  der  Axe  AX  parallelen,  begren- 
senden  Geraden  m  liegen  koamen»  und  dann  wOrde  naa,  den  Bekiehlangen  der  voc%en  Hont* 

gOBiisa,  dienwUa  and  jenseils  dieses  DnrcbschHiltayunrtea  die  eniqpreohenden  TbeOe^^  /, 

mit  entgegcngeselriem  Vorxetchen  versehen  eiheiten,  welche  aus  dem  Gegenaelse  in  der  Lage 

hervorgehende  Verschiedenhell,  eben  so  wie  eine  plützlicfae  Unlcrbradiuig  der  Contnniital^  eine 
separate  Behandlung  solcher  Slreckeii  nothwendiif  macht. 

Beg^nele  die  durch  den  Punct  0'  gelegte,  mit  der  Axe  AX  parallele,  begrenzende  Ge- 
rade, noch  ebe  sie  die  Curve  trifll,  einer  nrit  der  Axe  A  X'  parallden,  begrenseaden  Geraden 
von  fesler  L^fe,  deren  Punctc  alle  an  der  Axe  AX  eine  und  dieselbe  Coordinatc  von  der  un- 
vefifndorltchen  Länge  |  geben,  so  bitte  man  x«  =  |  zu  nehmen,  weil  Jetzt  die  Coordinalen  aller 
Puncte  innerhalb  des  so  begrenzten  Raumes  an  d^  Axe  A  X  «wischen  |  und  x  lügen,  und  man 
eihldle  nun  den  gesuAlen  Inhalt  durah  die  CHddnnf 

begegnete  aber  die  durch  den  Punct  0'  gelegte,  mit  der  Axe  AX  parallele,  begrenzende  Ge- 
rade, noch  ehe  sie  die  durch  die  Gleichung  (81.  b.)  gegebene  Cur>-e  trifft,  irgend  einer  andern 
Geraden  oder  Curve,  welche  neben  der  vorigen  Curve  als  fesler  Theil  in  die  Gesanuolbegren- 
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zong  hineingczogcii  wird,  so  könnte  man  den  zu  l>i>i$tiinMieiiden  Fliiclicnrauni  in  Theile  zerlegen, 
rtä  wMdiM  jidsr  mr  «hw  4»  lMldiii<BegiMi»iiifMxrvai  inr  flieh  «rfkitaiBt,  Ad  den  PlÜdMii- 
Inhalt  dieser  ThpiJe  einzeln  bpstimmrn;  im'l  r!  -«;  CL  i  lie  wiirc  der  Fall,  wenn  mehr  als  zwei 
f^ufvon  in  den  festen  Theit  der  Begrenjutn^  eiiigiengen.  Es  fiqdet  oüniljch  hier  tn  Jeder  Stelle, 
w»  dl«  äse  Ctarve  «joqr  udeni  iMgegnet,  «ine  .pMlIilklM  UrteitoBolipig  der  Cmntinuillt  ntelli 
weshalb  eine  separate  Behandlung  der  einzetnea  ThaÜe  Bflhjj  wird,  die  dm  einer  Sme 
if^a  Integralen  der  vorigen  Art  hinAlhrt 

137)  Wir  betniditcn  jetzt  den  Fall,  wenn  die  Gleichung  (81.  b.)  x'  in  mehrern  Formen 
liefert  In  AHgemaieeB  wtad  nun  nun  hier  die  eine  Form  heraosKuhcbcn  haben,  welche  den 
Zweige  angehört,  den  man  zur  festen  Bejfrenznng  des  zu  bestirameodon  Fliirhoniniialts  nehmen 
will,  und  auf  diese  eine  Form  hat  man  dann  die  in  der  vorigen  Nummer  angezeigten  verschier 
deaett  Opevetioaen  in  Anweading  le  bringen.  Bi  kenn  jedoeh  gesdiehen,  dew  nwit  in  dnen 
solchen  Falle  den  Flichcnraum  behandeln  soll,  der  von  zwei  cnt(»t'tren^csctztcn  Seilen  her  zwei 
solche  Zweige  zur  festen  Grenze  hat  und  von  den  Übrigen  Seiten  dun-li  Gerade  eingeschlossen 
ißt,  ^  vOi  tinet  deriCeordinatenaxen  perdet  iinfee.  Irl  &  B.  0,0' 0,0,0  o;o;0'0;  (Fig.  4.) 
ebl^, ebene  Cun'c,  welche  von  Geraden,  die  mit  der  Axe  AX'  parallel  laufen,  in  zwei  Fnncten 
od<»r  ijnr  nicht  geschnitten  wird,  uiu!  ist  ^4''^  '''f"  nomde,  welche  diese  Ctine  in  dem  Puncto 
0  berührt  und  auf  deren  einer  Seite  iiein  l'unct  der  Curvc  mehr  liegt,  so  dass  0  0, 0,0' 0, 
■nd  00;<K lUef  beideM  Zweig«  dieeer  Gitnre  sind^  Ton  denen  jedisr  dsrch  eine  ffleiekong« 
wie  die  (ßi.  b.)  ist,  gegeben  ivird,  in  welcher  aber  tp^  bei  jedem  ZMoigo  eine  andere  Fonn 

annimmt,  und  bezeichnen  wir  diese  betondeK  ^pn|ii  beini  ersl^  und  beim  zweiten  Zweige  durch 
und  durch  q)'^,  so  sind  aUo 

i'rs^,  iiid  ]r'=<p;  CM*  «•) 

die  Gleichungen,  welche  den  cnten  und  den  zweiten  Zweig  darsteflen.  Sind  nun  P,OtO|'  und  i  >' 
P, 0, o;  zwt'i  mit  der  Axe  AX'  parallelo  Gerado  und  will  man  den  Flächeninhalt  des  SUckee 
0,  OiOiO,  0,  der  Coordinatenebene  oder  den  Betrag  einer  iiber  dieses  FldchcnstUck  in  verön- 
derlicher  Weiüe  verbreiteten  Eigenschaft  finden,  weiches  Flachenslück  von  zweien  Seilen  durch 
die  bellten  Cnrrenxweige  and  ven  den  lM»iden  andern  darcli  die  so  eben  geoaniilen  Oeraden 
einn^cichlos-scn  wird,  vnn  welchen  wir  uns  die  ciiic  P,  0'  uls  uinetäiidcrlich  t^'^chcn ,  die  an- 
dere P,0^  hingegen  alz  beweglich  denken  wollen,  so  kann  dicss  so  geschehen.  Wir  stellen 
mt  ebie  ndt  ihr  Axe  pandfadB  end  bewegliche  Gerade  o  o'  vor,  eo  ist  o'  in  Bezug  anf 
jeden  Zweig  einzeln  geaoiMneil  ein  beweglicher  Punct,  gerade  wie  der  0'  bei  den  Betrachtun- 
gen der  von'jjcn  N'ummer  war;  es  lässt  sich  daher  alles  dort  Gesairle  auf  jeden  einzelnen  der 
beiden  Zweige  hier  wieder  völlig  so  wie  dort  in  Anwendung  bringen.  Steilen  demnach  x  und 
die  Coordinalen  des  beweglichen  Hndes  o'  vor  nd  |  die  Coordinte,  wddie  slmnilicbe 
Panel»  der  Geraden  P,0;  an  der-Ase  AX  ^en,  ao  ut  mA  Adeilnn;  der  Cadehnag  (81.  e;)  ^  •  • 

die  Summe  <|cr  iiber  den  Raum  oo'OtO|0  verbreiteten  Eigenäciiuil,  deren  auf  die  Längenein- 
heit attiflpedehale«  Haee  «n  der  Sidle,  deren  Coordiaalen  x,  x*  siiidt     ist»  «ad 
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Itt  die  Sninn»  der  Über  den  Rmm  oo'OiO,«  mit  deredkn  TettadeilUlicii  btenrilll  verim^ 

toten  Eigenschaft  ,  wobei  jede  solche  Summe  den  ihren  Raum  Mgdwnden  Beklf  der  Ei- 
genschaft mit  dem  Vorzeidu-n  -f"  H'fljt,  Nvfnn  die  in  iTir  stellenden  untern  Grenzen  t,  und 
beide  zugleich  grösser  oder  kleiner  als  besiehlich  deren  obem  Grenzen  x  und  x'  sind,  mit  dem 
Voneiekea  —  hingegen,  unm  die  eine  uitere  Grane  grOeier,  die  ndere  bMwr  Ä  die  Ar 
cnUprechende  obere  ist;  es  peleri  also  jene  beiden  Summen  den  Betraf  der  über  ihre  Räume 
verbreiteten  Eigenschaft  mit  einerlei  Yoneidien,  wenn  if^  und  ^  beide  zagleich  grüMer  oder 
Uefner  ab  elnd,  hingegen  nft  Teraebiedeiien  Voneiehai,  wenn  dfo  eine  den  QHtnm 
ff^  und  r/'x  grosser,  die  andere  kleiner  als  x"  ist,  d.  h.  je  nactidem  twIliAeB  VWl  ^ 
oder  auf  einer  Seite  von  ihnen  liegt.  Hienuw  folgt  am  iOgleicki  de«,  WO  «OCh  Ab  IWINig- 
hebe  Gerade  oo'  Uegen  mag,  imuicr 


die  Siunaae  der  ttar  den  Rwub  0,0:o;0,Q,  dU  der  falmittt^  TOriMtoten  Eigenschaft  sei 

mit  dem  Yotzekben  +  oder  —  genonnen,  |e  m^en,  fdb  |<x  ftt,  der  dordi  die  Gki- 
cihnig  i—^^  dmguieIHe  Zweig  unterli«n»  oder  obeilialb  den  diurdi  die  Gleiclning /sf»*  dar- 

gestellten  liegt,  d.  h.  jo  nachdem  die  zu  einerlei  r  gehörigen  Wcrtho  von  beim  ersten  Zweig 
lüeiner  oder  grösser  als  beim  zweiten  sind,  und  umgekehrt,  wenn  |>'X  ist.  Der  vorstehende 
Ausdrudt  giebt  middn  den  posiliTen  oder  negativen  Betrag  der  Ober  den  voigeaebriebenen  Ramm 
mil  der  verloderlicbeQ  btenriHt     vedireilateB  Bigemelidl  an  die  And;  beieicbneB  wir  datier 

den  poaäiv  gcnonmenen  Bebt«g  dnrdi      so  iit 


und  es  ist  von  den»  doppellen  Vorzeichen  in  dem  Falle,  wo  |<x  ist,  diis  obere  oder  untere 
zu  nehmen,  je  nachdem  q>'^  kleiner  oder  grösser  als  tp^  ftlr  einerlei  auf  den  vür^ai>ciiriebenen 

Raum  sich  beziehendes  x  ist,  und  iin  enIgegengeseUlen  Falle  gerade  umgekehrt.  Die  Gldchuag 
(82.      liiaat  sieh  aber  nach  den  Regeln  der  Inlegndredumng  andi  ao  aehreiben: 


und  diese  aus  dotseften  Gfttnden  ao: 

in  weldier  Gleidmng  wieder  daa  ober»  oder  antere  Yonceicben  ni  aetien  ist,  je  nacMem  die 

obem  Grenzen  hinsiiiillieh  ihrer  Grfisse  bezüglich  mit  den  unlcm  verglichen  von  einerlei  oder 
von  tiotgegengeselztcr  Art  sind;  man  kaim  daher  bei  diesen  wie  bei  allen  andern  Intcgreltm  die 
Unbeatitnmibeil  des  Vonetchena  vermeiden,  wenn  man  ea  sich  zur  Regel  nwcbl,  l»el  jeder  efai- 
seinen  Integration  die  kleinere  Grenze  zur  untern,  die  grössere  zur  obem  Stt  nehmea  In  dte* 
ser  lelzlero  Gleichung  ist  aber  das  innere  Integral  in  Besag  aof  x'  ein  vDUig  beatimnites  g»- 
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w«Heni  wonuf  f«tgt,  da«  $  bei  oaMier  |ebig«n  Anf^riM  niehl  mir  «i«  Mbw  dne  Vme^ 
tioD  von  X  Hnd  l*,  fondeni  nur  noch  eine  Funcliun  der  oint  n  Veränderlichen  x  ist. 

Verlanffl  man  den  Belni{r  der  llbi-r  den  nmitn  0^0,0,0  010',  verbreiteten  Eigenschan,  so 
miiss  luun  an  rtic  Stelle  von  |  das  liciu  Punkte  0 ,  in  welchem  die  Cune  vuo  einer  niil  der 
^  Am  AX  pwaDekn  Genta  berthrt  wM,  ngehitoife  x  mImq.  DiMar  Puaol  0 ,  ao  iri«  4ie 
0',  in  welchen  sich  etwa  die  beiden  Curvcnzweigc  begegnen  miigon,  besitzen  die  Eigcnschail, 
du«  das  ihnen  sugehurige  x ,  in  den  betdea  Gleicbungeo  (82.  a.J  Tür  x  gesetzt,  einerlei  x'  lie- 
fem  nins,  oder  dasa 

'P'x  —  'F'i 

sein  imiss.  Hat  man  mis  dieser  Gleirhiinff  die  \  erscliiodencn  Werthe  von  x  cefuTifieii ,  welche 
Funcleo  angehören,  in  denen  sich  die  beiden  Cnrvenzweige  begegnen,  so  bat  uian  unter  diesea 
den  avnaanebea,  weldier  dam  Paaete  O  eatapridil,  und  iln  an  die  Bletle  tob  |  ia  die  Glai- 
chunc  C^2.  e.)  zu  setzen.  Will  ninn  den  Betrag  der  über  einen  rintrsuin  von  der  Cime  ein- 
geschlossenen Raum,  wie  der  0'0,0i  00|'(^0'  ist,  veiteeitetea  Eigcnscfaaft  auifinden,  so  bat 
man  fn  dam  udalil  eriialteiiwii  Atwdnieko  ftlr  x  den  Werft  «i  «elzen,  wekHier  dem  Pmcto  O' 
angchürt  und  der  nüchato  bei  dem  zu  0  gehörigen,  aus  der  Gleidun^  (82.  d.)  erhaltenen  isL 
Durrh  diesen  Werth  von  \,  der  eine  völliur  tiesliniinte  Crö.s.se  ist,  verwandelt  sich  dann  auch 
das  kusserc  in  der  Gieichiiiig  (bi.  c.}  auArelende  Integral  in  ein  ouch  in  hezug  auf  x  völlig 
liealinuntea,  ao  daaa  9>  wdches  bisher  noch  eine  Fanctlon  von  x  war,  nui  auch  «ufliOrt,  dieae« 
zu  sein,  tind  eine  von  .\  und  x'  völlig-  nnnWiiiniji|fe  Griis.s-e  wird.  Hierbei  darf  man  jedoch 
nicht  ausser  Acht  lassen,  dass  man  bei  solchen  auf  einen  bestimmten  Flächeninhalt  sich  bezie- 
henden Beathomungen  nie  ttber  den  UmTang  Uaass^en  darf,  welcher  zwiachen  iwei  znniidiat 
bei  einander  liegenden  Pitncten,  wie  die  0  und  0'  sind,  liegt,  weil  das  Integral  diesseits  und 
jenseits  einer  Stelle,  wie  die  0'  in  Fig.  4.  ist,  entgegengesetzte  Voneichea  ■■■tiMni^  und  dien 
auf  jeder  Seite  eine  besondere  Bestimmung  verlangt. 

Was  hier  von  tnvei  Zweigen  einer  vnd  dendben  Curre  getagt  worden  ist,  gilt  ganz  eben 
so,  wenn  anstatt  dieser  beiden  Zweige  die  Zweite  von  y.swi  iriinziieli  verschiedenen  Ciir\(  n  zur 
fe^lell  lieirrenziincT  des  vor<„'eschri6benen  FlHchcnraums  genommen  würden;  und  wenn  auch  noch 
die  geniden  Degrenzungslinien,  wie  die  0, 0|  und  0, in  der  Fig.  4.  waren,  da«*  andere 
feste  Gerade  oder  auch  feste  Cunen  ersetzt  würden,  so  iSasI  sii  Ii  dui  h  irruiu^r  der  su  lu  i^ri  rnzlo 
Fliiehenrninn  dnrch  Gerade,  die  mit  den  ('i>i>rdinateiia.ven  parallel  l;iuferi,  in  inelir  mier  weniger 
Theilc  zerlegen,  von  welchen  jeder  sich  auf  die  bisher  beschriebene  Art  behandeln  lässt,  so 
daM  deqildehen  Unlmncbongen  ala  in  jedem  denkbaren  Falle  dureM&hrbar  m  erachten  aind. 

138)  In  FidleRi  wo,  wie  bei  der  Bestimmung  des  Flächeninhalts  einer  ebenen  Figur,  die 
in  ihre  Begrentnuig  ebie  oder  mehr^  Curven  aufniflaail»  die  vorhin  dnrch  %^  beseichnete  Fuiu>> 

tion  eine  coiistantc  Grösse  wird,  hat  man  nicht  völlig  bis  auf  zurückzugehen,  um  aus  ihm 
durch  eine  doppelte  Integration       herleiten  zu  können,  indem  sich  unter  solchen  l'iusitinden 

sowohl  (j  5j  wie  Ü  g^^  unmittelbar  angeben,  und  dann  aus  einem  von  diesen  .Ausdrücken  durch 

eine  einfache  Integration  finden  lässt;  und  das  Gleiche  findet  da  statt,  wo  man  sich  den 
FlSchcninhalt  als  Function  der  senkrechten  Coordinnten  u  und  u'  vorstellt  und  durch  g„  be- 

zeichnet,  indem  man  aucti  Iiier  nicht  auf  "c  §^  zuruckzugelii-n  braucht,  um  hieraus      durch  eine 
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doppelte  Integration  zu  crluillen,  sondern  nach  Gefallen  ^jg^^  oder        unmittelbar  angeben  und 

•w  diesetn  dum  den  gesuchten  FlidieniiilMitt  duidi  eine  ouifeche  Inlcgntion  enflinden  kenn. 
Um  die  hierbei  eieznbeltende  Verfeiiren,  wekiies  in  eilen  Bolchen  FiUen  itets  dei  gleiche  hieiiity 

MT  Aosdnnmig  xn  bringen,  werden  wir  die  Astf  wie  eioh       «miH^hv  eifcoHen  liiiei,  on- 

•llndlich  muSmnSet  eelaen.  Gehen  wir  tut  die  Glnohnqg  (76.  c}  znrfldt,  weldie  enf  Arer 

rechten  Seite  im  «rMen  GUede  den  xu  findenden  Ausdruck  «dg^  het,  und  aussagt,  dass  ihre 

gmue  rechte  Seite  die  DilTercn/.        —     ^.  kcrgicbt,  und  benchten  wir,  dass  diese  DilTcrenz 

in  Fie  a.  durch  das  Flriclimslück  0  D  D'  S'  vorgestellt  wird,  so  können  wir  die  Grosse  des 
durcli  diu  an  O  gelegte  Tangetilc  D  T ,  welche  von  der  Geraden  0'  O'  in  o"  geschnitten  wird, 
•ml  dorcfa  die  Geraden  0£>,  OS',  5*0"  tMgfcaiten  FUchenslOcIui  OOo"S',  welches  eine  g»> 
radlinigc  ebene  Fi<.nir  ist,  iuuner  aiif  elemenlarem  WcfO  wio  folgt  besHonnen.  D«  nlMlich  did 
Gleiduing  der  an  O  gelegten  Tangente 

x'—  t'=br'(x  — r) 

ist,  wenn  i  und  t'  die  schiefen  Coordinaten  des  Punctcs  D  der  Curvc  bezeichnen,  der  in  Nr.  126. 
aufgestellten  Gleichung  (56.  a.}  gentüss,  oder,  wenn  wir  der  begrenzenden  ebenen  Curve  wie- 
der die  Gleichung  (81.  b.)  r.xnn  Gniiidi'  legen  und  boncJilm,  dnss  der  I'unct  O  mit  dem  0  die 
Coordinate  £  un  der  Axe  AX  gemein  bat,  weshalb  das  zum  Puoclc  O  gehörige  i  =  £  uud  das 
la  ihm  gehdrige  x'~if^  ist: 

Nennen  wir  nun  die  zum  Punde  o"  der  Tangente  gehörige  Coordimrtc  «n  der  Axe  AX*,  flO 
M'ird  diisiT  Werth  niis  di  r  vorsti«Iienden  Gleichung  der  Tangente  Tiir  x'  sdch  ergeben,  wenn 
man  in  ihr  für  x  die  dem  Puncle  o"  entsprechende  Coordinate  an  der  Axe  AX  setzt,  welche 
hl  Sinne  der  in  Nr.  13S.  gebnmdHen  BeMichmwfen  |+x,  M,  de  die  Fmct»  0'  und  o" 
einerlei  Coordlmte  «1  dieser  leltteni  Ax«  lefem;  nun  erhdt  ddier  x(  tue  der  neehiMiendeB 
Gleichung: 

Die  Coordbnlen  der  Puncle  0  und  jD  «n  der  Axe  AX'  sind  diesem  zur  Folge  ^  und  die 

derPmol«  8*  und  o"  digegea  1*  und  ff+t<p^x,t  «ud  hiereie  ergeben  sidi  die  Liegen  DQ 
nnd  c"»  wie  folgt: 

^—rpf   und   ^—^^  —  '<)rp^r,, 

welche  beide  Ausdrtlckc  den  absoluten  LiSnifen  d;is  Vorzeiilien  +  oder  —  beiletj-en,  je  narh- 
dcm  die  Gerade  D,0  oberhuib  oder  unlerhuib  der  Curve  liegt.  Envagl  man  jel^l  noch,  dass 
diese  beiden  Langen  den  ««ifcreehlen  Abstand  x,smiW  von  einender  hebend  wefl  ihr  icMefSer 
Abstand  OS"  oder  x,  unter  dem  Winkel  W  gegen  sie  ge$tr|Ii  m  kenn  men  ehnn  Weilein 
den  Flüclieoinhall  des  Trapezes  ODo"S'  angeben;  er  isi  uumlich: 

•inw[(r-y«)«,-it>v*»:3. 

Dieser  Ausdruck  giebt  den  Inhalt  des  betrachteten  Trapezes  her,  wie  auch  die  Puncto  0  und 
0'  gegen  einander  gestellt  sein  m(>gcn;  lässt  bmui  aber  den  beweglicben  Punci  (X  dem  0  stets 
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■Iber  rttckcn,  bis  die  GrUne  Xt  ffdi  durch  kein  endliches  Maas  mehr  aiusprecbea  lässl,  so 
imlerscheidet  sich  dieses  Tnpei  TOB  dem  Flachenstiick  ODO' S',  oder  von  der  Mlf  d«r  leeh^ 
.len  Seite  der  GIei(!nini;  (7fi.  r.)  stehenden  Diflereoz  8x.('~8f,f  l^eine  Grösse  mehr,  die 
mit  dieser  DilTcrciu  vergleichbar  wäre.  DmselbQ  gilt  sonach  auch  von  dem  vorstehenden  Aus- 
druck in  Veifleich  mit  der  anf  der  rediteii  Seite  der  Gleichung  (76.  c.)  stehenden  Ileihc;  da- 
her IM  knrit  def  in  der  Gleidung  (4a  «,  und  Ik)  «Mge^rodienen  Seliefl 

.l%f=Q'-ff)imW  oder        =  'tj^^nW, 

da  der  Tunrt  O  ein  d»cn  so  unbestfmmter  Panel  wie  der  0'  ist,  und  es  ist  sonach  t^^  ohne 

•  I 

Integration  gefunden  worden.  Vftliiir  iiuf  dieselbe  Weise  Irtssl  sich  audi  der  Ausdruck  b^, 
der  Gleirhuiin:  (76.  b.)  hüilL-ilon,  und  die    5?^  ,         crhult  man  am  den  verwandten  in  Nr.  134. 

vorgeiionimcaen  Gloicluiogcn  eben  so.  tebngens  gebt  aus  der  BesUnuiMing  des  in  den  Längen 
f^o^l  und  i—^f-^tpfJ^  eoUalleneii  VomeiciMns  sogleicii  bervor,  da»  man  dnreh  din 

sulelal  angegebene  deichtuig  das  FlSchenstack        mit  dem  YnneidieB  +  oder  —  eifcalten 

werde»  je  nachdem  die  begremcemle  Cnrve  im  Sinne  der  Axe  AX*  weüer  rttckwirla  oder  wei- 
ter vorwärts  als  die  be;jreiizcndc  Gerade  0,0'  lie^f,  w<n<uis  aufs  Neue  folgt,  dnss  niitn  g!rif!i- 
zeilig  jenes  Resultat  nicht  auf  FhtcbensUickc  in  Anwendung  bringen  darf,  in  deren  Innern  ein 
Durdisdinittspunct  der  begrenzenden  Geraden  mit  der  Corvo  liegt,  weil  sicli  sonsl  die  Inballe 
zu  beiden  Seiten  eines  solchen  Durchschnitlspuncles  in  der  darauf  fulgendcn  Integration  gegen 
einander  aufheben  >vUrden,  was  in  der  Regel  der  Absicht  des  Rcchaers  entgegen  wäre,  wes- 
halb er  gezwungen  wird,  solche  Rüuinc  an  jenen  Durclischuitlspiuiclen  in  kleinere  zu  trennen, 
und  jeden  dieser  iebstem  fllr  «ich  lu  bebanddn. 

Ba  find  die  Inbalisheatfanmanfen  von  ebenen  Figuren,  in  deren  Gremen  Corven  eiggi^Mtt^ 

von  uns  mit  eini^'er  Weitläufigkeit  besprorhen  worden,  die  indessen  nicht  überflüssig  ersrhdnen 
wird,  wenn  man  in  Ueberlegung  nimmt,  dass  dieser  Gegenstand  genieiniglich  in  engerer  Weise 
befaaadell  wird,  als  bler  geachehen  ist  Daftlr  iat  die  Bestimminig  der  Längen  von  ebenen  Our- 
ven,  so  wie  des  Plitcheninhiiiles  von  ebenen  Figuren,  deren  Begrenzung  wenigstens  zum  Theilc 
solche  Cun'en  in  sich  aufniinint,  an  ebenen  Ceniralsyslemen  hier  ganz  übergangen  worden,  da 
alle  Betrachtungen  hierbei  ganz  die  allen  bleiben,  und  selbst  die  vorigen  Figuren  dabei  benutzt 
werden,  wenn  man  statt  der  mit  der  einen  Axe  parallelen  Linien  von  einem  Punct  A  anslaa- 
fende,  und  slalt  der  mil  der  iiiuleni  \\e  {mmllelen  Geraden  Kreislinien  gezoiren  denkt,  die  den 
Punct  A  zum  >liltel{]unclc  haben,  /war  M'ird  man  dann  in  den  Uildeni  3.  a.  und  3.  h.  statt 
auf  das  dortige  Pardldogranmi  OS'O'S  auf  eine  ebene  Pigur  gewiesen,  die  durdi  iwei  com- 
centrisehe  Kn  ise  und  durch  zwei  von  ihrem  gc^meinschnrihrhen  Mitlelpuncle  auslaufende  Radim 
ber^rr  ri/^t  wird;  weil  «ich  aber  der  Inhalt  einer  solchen  Figur  eben  SO  gut  auf  eiementarcio 
\\  ige  wie  der  eines  ParaDelognunms  angeben  lässi,  so  kann  man  immer  wieder  die  Unle#- 
"snchnng  hier  wie  dort  zu  Ende  lÜhren: '' ■  i'-';:'!M>'.ii-.:i>  i  .i» 

<i.:  -..i  /l  '  i;.  !  ...    •  ,i     ..I.  .i.iM        itt    ,l?i.'lri  il'.      t;i    rj  u  .1  I  .i|  • . .1  ■  t 
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f  M  4cr  luruuMa  Flicke. 

139}  Wenn  Jd  «ioer  Gteidniiv,  wie 

(M.)  <jr,t  — 0    oder   ^"„  =  0 

die  drei  Veränderlichen  x ,  x',  x"  oder  d  ,  u',  n"  vorkommen  und  diese  die  schieren  oder  seok- 
redHeo  Coordiiwleii  ehuB  PoneteB  (y  in  Bezuf  auf  die  drei  Axen  A  X ,  A  X*,  A  X"  eines  be- 
liebigen Sfhiefwinkliiri'ii  Coordiniilensy.sli'iiis  iKvIniton ,  so  stellt  jedo  .solrlie  Gleiclmriir  allo  die- 
jenigen I'unctc  des  Raumes  dar,  deren  Coordinatea  sie  wahr  machen,  alle  Übrigen  Funclc  des 
Raumes  hingegen  sddiesrt  sie  von  sicli  ins;  es  atelll  nidiin  jede  sololie  Gleidmiig  einen  Cknn- 
fkx  villi  Piiiuli'M  dar,  dessen  digeineine  Nalur  wir  nun  näher  kennen  lernen  wollen. 

FlIiIoii  Iii  der  Glcirhtinir  f^^  — 0  odt-r  i."„=i^O  zwei  von  den  Veränderlichen  x,  x',  x" 
oder  u,  u',  u  '  ganz  und  gar,  so  dass  dieselbe  nur  noch  eine  von  den  dreien,  die  Lage  der 
Ptande  itesHmmenden  Coofdimlen  sich  enOlll,  so  vcifiert  diese  eine  Coordioele  eben  da* 
durch  den  fhameler  einer  Veriindcrlirhen  voükninnH'n.  Die  f!l«Mrliung  schreüd  in  dii";i'm  Falle 
der  einen  in  ihr  vorhandenen  Courdinate  Je  nach  ihrem  Baue  entweder  einen  einzigen  oder 
mehrere  und  «ncfi  wolil  unendUcli  viele  bestiiniule  Werthe  vor,  die  jedoch  immer  von  sidcher 
Art  sind,  dass  sie  nicht  stetig  in  einander  Übergehen,  fondern  einer  von  dem  andern  um  eine 
endliche,  wenn  auch  noch  so  kleine  Grösse  verschieden  ist.  Ist  nun  t  B.  x'  die  eine  in  der 
Gleichung  f^  =  0  vorhandene  Coordinate,  und  liefert  diese  Gleichung  für  x'  besiiiiimte  und 
MS  eimmder  liegende  Werthe  in  gewisser  Anzthl,  so  Hiliren  diese,  wenn  man  ihnen  noch  die 
BfstimiTuinj  x  =  0  und  x"— 0  hcifllnft.  zu  eben  so  \ielrti  in  der  Axc  W  an  lifslimmicn  Stel- 
len und  getrennt  von  einander  liegenden  Puncten  hin;  weil  aber  die  Gleichung  ff^~0  die 
Grttssen  x  und  V  gar  nicht  in  sich  enihlOt,  und  es  ihr  eben  deswegen  gans  gfeichgttU^  ist, 

ob  irum  \  und  x"  null  seit)  IhssI,  oder  oli  iiiiiii  ilmen  iri^eiid  iindere  beliebige  Werthe  beilegt, 
«0  niuunt  jene  Gleichung  alle  Punclc  in  sich  auf,  weiche  den  Ebenen  aageliüren,  die  parallel 
mit  der  Goordinatenebene  XAX^  durch  die  so  eben  in  der  Axe  AX'  toljpeAindenen  Ponde 
gelegt  wenlen,  du  idlen  Puiu-ten  ahm-  solchen  Ebene  dendbe  Werth  von  x'  angeliuri.  hl  liio- 
gcgen  z.  B.  u  die  eine  iti  der  Gleichung  y'„  =  0  vorkommende  Coordinate,  so  liefert  diese 
Gleichung  für  u'  bestinuntc,  aus  einander  liegende  WerUie  in  gewisser  Anzahl,  und  diese  ftlh- 
ren,  wenn  man  ihnen  wtA  die  Beeihnmnnif  m—O  und  n''=0  beifligt,  auT  eben  so  vide  in  der 
Polaraxe  Ai"'  liegende  l'unrto  hin ;  weil  «bor  in  der  Gleicbiinp  '/'u  =  ^  iniserer  Voraussetzung 
gemäss  die  Coordioaten  u  und  u"  gar  nicht  vorkommen,  und  es  ihr  eben  deswegen  ganz  gieit:h~ 
güllig  ist,  ob  man  u  und  vT  null  sein  Ussl,  oder  ob  man  diesen  Grössen  iigend  audera  bdie- 
Wge  Werthe  beilegt,  so  nimmt  die  Gleichung  i/'„  =  0  alte  Punctc  in  sich  auf,  welche  dcnESie- 
nen  angohörcn,  dio  parallel  mit  der  Polarcoordinalnndu-'ne  .¥Ai"",  d.  h.  senkrecht  gegen  die 
Axe  A  X'  durch  die  so  eben  in  der  Puluraxc  A.i'  aufgerundcnen  Punctc  gelegt  werden,  da  allen  Punc- 
ten einer  soldien  Ebene  derselbe  Werdi  von  n'  angebürt  —  Man  ersieht  hieraus,  dass  jede 
der  Gleichiincrrn  (83."),  die  nnr  eine  von  den  drei  schiefen  oder  mir  eine  von  den  drei  senk- 
rechten Coordinaten  der  Punctc  in  sich  enthält,  wenn  man  sie  auf  ein  beUebigcs  kürperliches 
Coordinatensyslen  betidit,  einen  CSomplez  von  eben  so  vielen  von  einander  getrennten  und  mü 
einer  der  Grund-  oder  Polar -Coordinatenebcncn  pandielen  Ebenen  dnrslellt)  ab  die  Gleidnillg 
filr  die  eine  in  ihr  snrQckgebliebene  Coordinate  Werthe  liefert. 
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Fehlt  in  der  auf  die  drei  Axen  eines  beliebij^en  körperlichen  Coordinatensystems  bezoge- 
nen Gleichung  (pj,  =  0  oder  r^'„  =  0  nur  eine  von  den  drei  Veränderlichen  x ,  x',  x"  oder  a ,  u',  u", 
so  ändert  diess  die  SarlilHffe.  Felill  n;iiiilich  in  der  Gleichung  (jrx  =  0  z.  B.  die  Coordinate  x" 
ganz  und  gnr,  und  legi  man  dieser  den  Werth  Null  bei,  so  lüsst  inun  dadurch  alle  durch  die 
Gleichung  dargestellten  l'uncte  in  der  Coordinatenebenc  XAX'  liegen  und  dann  stellt  die  Glei- 
chung fCj=:Ü  den  ini  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Erörterungen  zur  Folge  im 
Allgemeinen  eine  in  der  Ebene  XAX'  liegende  Cun-e  dar;  weil  aber  die  Coordinate  x"  in  der 
Gleichung  gar  nicht  vorkonunt,  es  mithin  dieser  Gleichung  völlig  gleichglillig  ist,  ob  man  x" 
null  sein  lasst,  oder  ob  man  dieser  Coordinate  irgend  einen  andern  beliebigen  Werth  beilegt, 
so  nimmt  die  Gleichung  (y-x  =  0  in  diesem  Falle  nicht  nur  alle  Puncle  der  in  der  Coordinalen- 
cbene  XAX'  liegenden,  so  eben  envahnlen  Cum«  in  sich  auf,  sondern  ausserdem  auch  noch 
alle  die  Puncte,  welche  den  Geraden  angehören,  die  man  sich  durch  sämuitlichc  Puncto  der 
Curve  parallel  mit  der  Axc  A  X"  gezogen  di-nkl,  da  alle  Puncte  einer  jeden  solchen  Geraden 
dieselben  Wertlie  x  und  x'  haben,  wie  der  Punct  der  Cunc,  durch  den  sie  gezogen  worden 
ist.  Fehlt  hingegen  in  der  Gleichung  t/'„  =  0  z.  B.  die  Cooniinale  u"  und  legt  man  dieser 
den  Werth  Null  bei,  so  lüsst  man  dadurch  alle  Puncle  in  der  Polar -Coordinatenebenc  SAi' 
liegen,  wo  dann  die  Gleichung  i/'„=:0  nur  eine  in  .dieser  Ebene  liegende  Linie  darstellen  kann; 
weil  aber  die  Coordinate  u"  unserer  Voraussetzung  zur  Folge  in  der  Gleichung  gar  nicht  vor- 
kommt, es  dieser  daher  völlig  gleichgültig  ist,  ob  man  u"  null  sein  lüsst,  oder  ob  man  Tür  u" 
irgend  einen  andern  beliebigen  Werth  annimmt,  so  stellt  die  Gleichung  y>„~0  nicht  blos  alle 
Puncte  der  in  der  Ebene  iE.\i'  liegenden  Curve  dar,  sondern  ausserdem  auch  noch  alle  die 
Puncte,  welche  den  Geraden  angehören,  die  durch  sümmtliclie  Puncle  dieser  Curve  parallel  mit 
der  Polaraxe  AS"  gezogen  werden,  da  alle  Puncte  einer  jeden  solchen  Geraden  dieselben 
Werthe  von  u  und  u',  wie  der  Puncl  der  Cun  e,  durch  den  sie  gezogen  worden  ist,  enthalten.  —  *) 
Es  siellt  sunach  jede  eiiuelne  der  Gleichungen  (^3.},  wenn  mau  sie  auf  die  drei  Aven  eines 
körperlichen  Coordinatensystems  bezieht,  und  eine  von  den  drei  dabei  zu  berücksichtigenden 
schiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  in  ihr  gar  nicht  vorkommt,  jedesmal  eine  Cylinderniicho 
dar,  deren  Seitenlinien  entweder  mit  »-iner  der  Grundaxen  oder  mit  einer  der  Polaraxen  paral- 
lel laufen  und  durch  sammiliche  Puncte  der  Cunc  gehen,  auf  die  man  durch  die  Gleichung 
hingemiul  wird,  wenn  man  die  in  dieser  fehlende  Coordinate  null  sein  lasst. 

|i)u^'  Kommen  aber  in  den  Gleichungen  (83.)  alle  drei  auf  ein  beliebiges  körperliches  Coordi- 
•nalensystem  bezogenen  Coordinaten  vor,  so  stellt  jede  derselben  im  Alliremeinen  eine  krumme 
FlÄche  vor,  die  nur  ausnaiimsweise  eine  Ebene  oder  eine  Cylinderfliiclu?  in  sich  enthalten  kann, 
wie  die  nachstehenden  Betrachtungen  dartbun  werden.  —  Heben  wir  nämlich  von  den  zur 
Gleichung  q<^  =  0  oder  y<„  =  0  geliörigen  Punctcn  irgend  einen  0  heraus,  fiir  welchen  die  all- 
gemeinen Coordinatenzeichen  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u"  die  besondern  Werthe  | ,  ^,  ^"  oder 
1),  t}',  ti"  annehmen  und  denken  wir  uns  durch  diesen  bestimmt  hervorgehobenen  Punrt  0  drei 
neue  Axen  OX,  OX',  OX"  gelegt,  welche  den  ursprunglichen  AX,  AX',  AX"  parallel  und 


*)    Ditu  fkllt  «oxieicli  in  die  Augen ,  wenn  mm  die  Gleichan;      =>  0  in  du  Polanyitrin  übergetragen  «idi 

▼«ntellt,  in  welchem  die  luvor  senkrechten  Coordintlen  adiiefe  werden,  auf  die  fich  dann  alle  l>ei  der 
Gleidinng  ^  =  0  angettcUten  Bcirachtungea  immiUelbar  wieder  in  Anwendung  bringen  Umcu. 
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gleicUBu%  und ,  so  dm  ma  den  oben  (Abtteha.  L  §.  2.)  eufgestelttea  deidumgeit  (7.) 
gar  Folge  iMt;  ' 

CM.)  x=|+x..  x'=r+i;,  *"=r+JC  «der  «=u+u.,  tf^V+Hl,  ii"=iir"+«C. 

««im  x^,  xi,  X«  dieMUefen  oderiUi  «C  diewriiFMliteii,  aufdieneu«  AxenOX,  O.V,  OX" 
bezogenen  Coordinateo  desüclben  Punctes  sind,  der  an  den  ursprünglichen  Axen  AX  ,  AX',  AX" 
die  X  ,  x',  x"  oder  ii ,  u',  u"  gal».  Stt-IIfri  wir  uns  nun  die  roordinate  x"  oder  u"  nls  die 
durch  die  Gleichung  ip^-)  gegelionu  Function  von  x,  x'  oder  u,  u'  vor,  so  befindet  sich  jede 
von  iMesen  beiden  FtanetioDen  unter  den  oben  ($.  12.  Nr.  114.}  für  Functionen  sweier  VeründeF- 
lichcn  angenoiniiMnen  UnttlMnden,  weebeO»  rawn  der  dorligen  Gleichung  Qk  b.)  genSu  hier  hrt 
sowohl 


Ifl  ai  /']•     ~%      II  ft  -M\ 

+ (»«"  <+ r"-  ä + » ä-  iSä) + •••• 


als  iiUiii 


CM.  !>.) 


U?  =C1ÖII"U,  +  V^X)  +  (Vfl'll  +  V)' V'U. u;  +  V,;"  "g) 

11»      "     11»        '*       Ii"     •»      Ii''  \ 

& + S  +»'r-.S+*''"  m)  +  

und  es  enthalten  die  Gleichungen  (85.  a.)  und  (85.  b.)  dieselben,  aber  auf  die  Axen  OX ,  OX',  OV 
belogenen  Punctc  in  sich,  die  von  den  Gleidinngcn  (83.)  auf  die  Axen  AX,  AX',  AX"  be- 
zogen dtirge:)lelU  wcnlcn.  Fussen  wir  iiiin  von  allen  tliospii  Puiirti  ti  irgi-iid  i  inen  0'  ins  Auge, 
und  dcnlieo  wir  uns  diesen  l'uncl  U'  dem  vorhin  beslininit  hervorgehobenen  0  stcb  näher 
rtickend,  so  werden  die  ihn  zngehArigcn  Werthe  x.  >  xi  «der  u* ,  stets  kleiner,  die  auf  der 
rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichungen  in  Klaiiiinem  eingeschlossener!  Tlieite,  welche  im- 
mer siUninllielie  Cliedcr  von  derselben  Dimension  in  Bezug  auf  x, ,  \',  uder  u, ,  ul  in  sich  auf- 
nehmen und  nach  der  Ilühc  dieser  Dimeiuion  geordnet  sind,  müssen  während  der  fortdauern- 
den AnnShemng  des  Puncles  0'  an  den  0  in  um  so  grosserm  Verbiilinisse  ihrem  Werthe  nacb 
abnehmen,  von  je  höherer  Piinension  sie  in  Bv7.U'r  auf  x, ,  .v«  orler  n„  ,  ti'^  sind,  und  je  Isleiner 
dies«  Grüssea  werden,  d.  h.  jo  näher  man  sicit  den  Punct  0'  an  den  0  gdionunen  denkt.  Denkt 
man  sieh  x»  und  oder  o,  und  u^  kleiner  geworden,  als  jede  noch  so  kleine  angebbnre  Grösse, 
oder  mit  andeni  Worten,  dankt  nün  Bich  den  Ponct  0^  dem  O  müglidist  nahe  gekommen  und 
(i(K  li  nielil  viillijx  in  ihn  Ubergegungen,  so  isl  innn  «renwungcn,  vorausgeset/I.  diiys  alle  Partial- 
abieitungen  von  | '  oder  i/'  lauter  beslinunle  und  endliche  Werthe  besitzen,  sich  jeden  von  je- 
nen in  Kbrnmem  eingeschlossenini  TheÜ,  der  eine  höhere  Dimension  ab  ein  anderer  in  sich 
trSgt,  unvergleichlich  kleiner  als  diesen  vorzustellen,  so  zwar,  dass  jener  neben  diesem  viillig 
verschwindet  Fikr  solche  Puncte  0'  also,  welche  in  grosster  i^Ühe  bei  .den  0  Uegeni  gehen 
die  Gleichungen  (85.  a.)  und  (85.  b.)  über  in: 

CM.)  ji?=B|"x,+*(}'r*;.  vad  vC=in"u»+'in''vi' 

Jede  dieser  Gleirhnngen  stellt  aber  den  oben  (Ahschn.  II.  §.  iO.}  gegebenen  Eriirtrriniircn  ?e- 
iDäss,  wenn  man  sich  unter  x« ,     ,  i;^'  oder  u, ,     ,  u«  alle  ihr  genügenden  W  erlhe  von  jeg- 
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Ucher  Grösse  denkt,  eioe  durch  den  Punct  0  geh— Bb«M  ilir,  vnd  giobt  dadardi  zu  Tcr- 
sMicn,  dm  h  den  dudi  die  dddiuoi^  (83.)  dn^csloBtoi  Gebilden  von  jedeoi  htütSiig  hm- 

vorgt'Iiobpncn  Puiict  O  ans  nach  allen  Seiten  hin  in  einer  niüfrlichst  klein  gedachten  Strecke 
um  ü  bcnim  «rnicre  functe  sich  i^anz  in  derselben  Weise  an  einander  reihen,  wie  diess  in  der 
Ebflie  der  PaH  M.  Bi«  RidAimg  der  ddardk  die  Qleicinnigen  (86.)  gegebenen  Bbonenf  wo- 
dttreh  die  Aneinanderhiirorun^sweiso  derPmolB  dei  Otbüdee  snnii^t  um  0  hemm  WMgeepfO-* 
«faen  vird,  blagt  ron  den  Werthen 

1»      «1  •«  '  •■ 

»r.  *r  «i«r  i><, 

ab,  welche  dem  Punclc  0  zukommen,  in  '  ^  ird  daher  im  Allgemeinen  sich  Undern,  so  wie  die~ 
ser  Pnnct  ein  anderer  wird.  Man  hat  »iili  daher  das  durch  die  Gleichungen  (S3.)  dargestellte 
Gebilde  im  Allgemeinen  so  xu  denken,  dass  sich  in  ihm  an  jeder  Stelle  auf  eine  möglichst  klein 
gedeehte  Strecke  hüi  die  Puncte  ganz  so  wie  in  einer  Ebene  in  einander  reihen,  deren  Stet- 
lune  jedorh  von  einem  Punele  tum  andern,  w  nm  zwischen  beiden  ein  endlich  angebbarer,  wenn 
auch  noch  so  Itleiner  Abstand  stattfindet,  in  einer  durch  die  Gletcbaag  vorgesehriebonea  and 
nit  linr  weebeelnden  Weise  siel»'  ablndcrt  In  diesen  EigenschaAen  mm  spiie4it  sieh  der  Cba«^ 
Iteter  cftier  beliebigen  kruminei)  Fluche  aas. 

Die  bis  daher  aus  einer  Gleichung,  welche  entweder  die  drei  schiefeti  oder  die  <Ii  t-i  senk- 
rechten Coordinaten  von  Panclen  auf  ein  kitrperliohes  Coordioatensyslem  bezogen  in  sich  auf- 
idimt,  abgeieilelen  ScUllsw  Indeni  akh  nicht,  wenn  enw  oder  mehrere  von  den  PertiakMei-' 

tragen       %|",  oder  tf^,  o«",  null  werden.  Ja  sogar  wenn  %|"  und 

•I         I«  ti 

oder  tff'  und       null  werden,  bleibt  alles  Gesegle  noch  eben  so  wahr;  denn  obgleich 

«s  icheioen  niSeMe,  dass  man,  wenn  i.  B.  t^=sO  wi  d|"=:0  ist,  an  die  Steile  der  eniet 
Gieichnng  (86.)  die 

1 •  II  • t 

setzen  mUsstc,  oder  dass,  u  citn  noch  übcrdiess  <:  |",  'd|",  '6^"  gleichzeitig  null  wären,  wohl  gar 
einem  noch  spWer  folgenden  Theile  jener  Gleichung  gleich  sn  nehmen  wire,  so  Ubeneogl  man 
sich  doch  bald,  dass  selbst  in  einem  solchen  Falle  die  dureh  die  erste  Gleichung  (^6.),  welche 
jetzt  x't  =0  würde,  dargestellte  Ebene  immer  wieder  die  Ricliluiigcn  zu  erkennen  g^elu  n  würde, 
in  welchen  sich  die  Puncte  an  der  her>-orgeliobenen  Stelle  des  GebUdes  ebcnenurtig  tut  einander 
reihen.  In  der  That  wollte  man  unter  diesen  Umslflnden  x^'  dem  Thcilo  der  zweilcn  Dimen- 
sion, wie  die  zuletzt  geschriebene  Gleichung  tliul,  oder  einem  Tlieile  von  noch  höherer  Dimenr» 
sion  gleich  nehmen,  so  eriiielle  man  Tür  a^'  Wcrlhc,  welche  unvergleichlich  kleiner  als  die  x, 
und  x^  wiren,  und  schon  deshalb  hfinnlen  die  durch  drei  sokbe  möglichst  nahe  bei  0  aufge- 
bstle  Fmwte  gelegte  Ebene  und  die  durch  die  Gleichung  <'  =  0  dargeslellle  keinen  >\'inkcl 
von  nnjjebharer  Grösse  mit  einander  bilden,  so  dass  die  Gleiehuiig  .xi'~0  immer  noch  vjt  d-n 
Richtungen  hiniiihrtc,  in  denen  sich  an  der  hervorgehobenen  Stelle  die  Funde  an  einander 
reiben. 

VlewoM  tton  alwr  die  Fille,  wo  einer  oder  mehrei»  der  voideisten  auf  einander  fo^en- 

drn  Tlieile  der  Gleichungen  (85.  a.)  oder  (ßr>.  I).")  null  werden,  den  allgemeinen  Cliaraeter 
eincf  krummen  Flüche  nidil  abändern,  so  gicbt  es  doch  andere  Ausnahmen  von  der  Regel,  von 
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^kum  mm  KtaUxiu  nehmen  mui«  weD  äi  cnt  vollci  licU  Iflier  dM  TOigefUirtai  Gegen- 
stand verbreilen.  Wenn  wir  nus  einer  der  Gleichungen  fSS.)  durch  rfns  .^iiflnscn  dt'rselhen 
die  eine  Coordioale  x"  oder  u"  als  ZiuaiumeDaelzungea  von  x  und  x'  oder  von  u  und  u'  au(- 
aa«lie«,  indem  wir  jene  GritaMn  ab  UiAeluHitei  diese  dagefen  «b  BekeiMile  «Mchca,  w  wer« 

den  sich  crstcrc  häufig  als  inchrfömiigc  Aiudriicke  der  Iclztorn  erjfaben,  so  düsa  man  im  All- 
gemeinen zu  je  zwei  beliebig  gewühlten  Wcrthen  von  x  und  x'  oder  von  n  und  u'  Tür  x"  oder 
u"  so  viele  einzelne  Darstellungen  crhultcn  wird,  als  verschiedene  Formen  in  dem  dafür  erhal- 
tenen allgemeinen  Ausdruck  vorkommen.  Jede  solche  einzelne  Ponn  kann  aber  fllr  atch  allein 
wie  rini'  zwischen  x,  \',  \"  oder  ii,  u',  u"  ireijiliene  Glcichiinjr  nufs.'-efüsst  werden,  auf  die 
sich  dann  alles  vorbin  Gesagte  wieder  unmittelbar  anwenden  lassL  In  der  TtuU,  da  wir  bei 
den  verMn  ingeslellten  Betrachloqgen  die  Gresien  |,  I"  «Mler  ,  niv  avf  einen  einn 
zigcn  zu  den  Gleichungen  (83.)  gehörigen  Punct  fiezogen  lialieii,  und  Mvscr  in  der  Rei(el  nur 
einer  von  den  mehrem  Formen  enlsprecheu  wird|  so  leuchtet  von  selber  ein,  dass  jede  der 
mebrem  Formen  für  mk  n  einem  ÄelDfidem  flflcbenartigcn  Gebilde  hinnihreo  werde,  du  wir 
einen  Zug  des  ganzen  Gebildes  oder  Fltichenzug  nennen  wollen.  In  besondem  Füllen  je- 
doch können  zwei  oder  mehrere  der  neben  einander  liegenden  Formen  flir  dieselben  Werthe 
X  und  x'  oder  u  und  u'  einerlei  Werth  von  x"  oder  u"  liefern,  welches  an  solchen  Stellen 
der  Fall  sein  wird,  wo  eich  nwei  oder  mehrere  derr/nuMmmengebOrigen  FUchautllipe  fegen- 
seitig  durchdringen,  und  so  zu  I-inien  oi!  r  h  Pnircten  Atdass  geben,  von  welchen  aus  die 
ebeaeaarlige  Verbreitung  der  Puncto  in  melufticher  Weise  sich  gestaltet  Obschon  aber  die 
solchen  Stellen  enisprcchendcn  Werthe  von  x  ,  .x',  x"  oder  u ,  u',  u"  gleichzeitig  mehreren  ein- 
zelnen Formen  «inrr.  lioren,  so  kann  es  doch  geschehen,  dan  die  soldien  Stellen  entspreebiiji^ 

den  Wcrihc  von  "d  x"  und  x"  oder  ?  u"  und  ^  u"  bei  den  mehrem  von  diesen  Stellen  aiä^ 
gehenden  Flrtchenziiei>n  versrliii'den  ausfidten;  diuin  durchschneiden  sich  die  Zilire  an  diesen 
Stellen  in  Richlungen,  weiche  einen  Winkel  von  endlicher  Grösse  mit  einander  bilden,  und  die 
miltelsl  der  Gleiehungea  (66.)  filr  solche  Stellen  ans  den  mdireriei  Foruen  etjpbenden 
Ebenen  decken  die  Art  and  Weise  Mif,  wie  skb  die  mebrem  Zllge  an  diesen  Stellen  durch- 

hienei.  Solche  lßlg«>  m  dergleidien  Stellen  auch  noch  Ittr  %x"  md  ex"  oder  fllr 

I«  •« 

?ih"  und  ^  u"  einerlei  Wertlie  hnsilzen,  haben  zuniii  list  an  (Üi'seii  Sle||i>n  («ine  nfenieinsnnie 
Richtung,  welche  durch  die  ihnen  gcincinschaAlicli  angehürige,  ihre  Lagerungs weise  daselbst 
bezeichnende  Ebene  ausge>>prochen  whd. 

Auch  gilt  hier  bei  den  Flachen  wieder  alles  dit<.  was  im  vorigen  Paragraphen  Lei  den  ebe- 
nen Ciirv  en  in  T?e/.ug  auf  die  Zerlegung  einer  Gleichung  in  niehieri'  andere  gesagt  worden  iit 
Kiinu  mun  iniiiilich  die  Gleichungen  ^^3.)  auf  eine  von  den  Formen 

bringen,  und  sind  die  Fectoren  7^  und  oder  and  ym  sridier  BesehsIMheit,  dsM 
die  Werths  von  x ,  x\  x  "  oder  n ,     n",  welche  den  einen  lu  Null  machen,  den  andern  nlebt 

auf  die  Form  ^  oder  ^  brii^n,  so  werden  die  vorrtebenden  Gleichungen  olFenbar  dnrch  «Ue 

die  Werthe  von  x,  x',  oder  u ,  n',-  «"  befriedigt,  welche  entweder  den  einen  oder  den  an- 
dern ihrer  beiden  Fm  (oren  /.u  N'idl  machen,  während  soli  lie  \\'erlhe  der  VeriSnderlichcn,  die 
lietnen  der  beiden  Faclorun  versclawindeo  oMcheo,  eben  S9  offeobur  aiu^  nicht  im  Steade  siod» 
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aurzufassen,  wenn  man  sicli  die  Iiciden  Ictzlrn  iiIs  gänzlich  von  uiiiDtiiTcr  uniililuin^ig  denkt,  BOd 
etwa  «0  Imdo  umi  die  Glcicbui^  i/'|,t^ä  =  0  als  einen  Verein  der  b^iikat  andera 

sich  vorstellen,  wenn  man  diese  letztern  günzlich  unabhUngig  von  einander  sein  lässl.  Es  folgt 
Ueraiis,  daas  das  in  einer  deiehonflf,  wie  die  (87.  9.")  äbid,  endMlteae  Gebilde  nidiU  anden 
ist,  als  eine  AV'reiniiriin;:  der  zwei  in  den  Gleichungen  (87.  L.")  oder  (87.  c.)  enthaltenen  Ge- 
bilde, vorausgesetzt,  dass  die  Wertlie  der  Veründerlichoa,  welche  den  einen  Factor  tp^  oder 
^  SQ  NuO  madieii,  dea  iBlm  Fmlor  tp'i  oder  i/  o  nickt  mt  tSm  j«  d«r  Bcdmong  tanalto- 
•ig«  Pom  iNdi^Mi)  Iris  z.  BL  der  Fdl  win,  wem  na^  iMt  ^:ssO  die  «Mere  QkMmag 


i 


seilen  und  dabei     ganz  nach  Willkühr  nehmen  wollte. 

Attiserdem  giebt  ei  aöck  andere  Utnsllnde,  weldw  niMiia  kSaneii}  diit  der  voiMa  an- 
iipeffebene  Bau  der  dur«i  dfee  Gleichung,  wie  die  (ßHJ)  ^bti,  dergiilelllflB  .Iiiehe  an  einzelnen 
SteH«  eine  Hodific-jÜon  erieideL   Dies«  geschieht  namentlich  dn,  wo  eine  oder  mehrere  der 

)>irlialabldiungen  'i^,  'if,  '^r>  ---  oier  in",        tn",-  -  ^  Form  ^  oder  ^  aJinek- 

fucn,  und  eben  dadunli  zu  \eislelicn  ^"''»'-''i:  "'«'ss  an  snlchrn  Stellen  die  Reilie  (S5.  n.")  üd<T 
(Ö5.  k)  .ihre  Aiiwe.odbarkcil  vcrlicrL  Fiir  diese  Stelluu^  welche  imwcf  nur  elnzehiu  Au«nah- 
jDca  vMt  der  Regel  Irilden,  mQssen  daim  auf  die  fleidie  ^eise,  wie  in  der  Lehre  vom  GrOuton 
und  Kleiosten  unter  iihnlicheu  Umstünden  geschieht,  besondere,  diesen  exceptiunellen  Stellen  w- 
gemessene  Enlwi<kf!iini,'en  aufgesucht  und  an  die  Stelle  der  Reihen  (8.5.  n.")  oder  (Hb.  b.)  ^re- 
setzt  werden,  aus  denen  man  sodann  die  Eigeiilhümliclilieit  der  Fiaihe  an  dergleichen  Stellen 
tu  «niiiireni  luri:  Geneinhin  zeigt  ei  adi  iddÜi^  iam  ia,  wo  eiw  oder  nMhrera  dar  fomlnii^ 

ten  Patttailaldeiiongen  di«  Form  ^  oder  q  annelHnen,  fitt«  cntwoder  d«f  pUHdtcke  AnfMfen  ei» 

net  PUchenzDgcs,  dardarch  den  Uebergang  der  Goordlnalenwerilie  vom  Redten  fiu  Imaginifre 

bewirkt  wird,  oder  eine  {dützliche  Richlmigsünderung  der  FIfiche  von  einem  endlichen  Betrage 
oder  sonst  eine  Cootimiitillsanterbreihung  anderer  Art  ankündige.  Man  pflegt  die  Beurtheilung 
aller  an  einzelnen  Stellen  auftretenden  ungewöhnlichen  EigcnthUuilichkeiten  einer  durch  eine 
Gleichi)ng  gegi^enen  Flüche  die  DiseuMlun  dieser  Gleicbang.  m  nennen.  Die  Discnssion 
einer  Gleichung,  deren  Veriinderlirlie  num  iiIs  Codidinaten  von  l'tinrlcn  ansieht,  bleilit  die 
gleiche,  man  mag  dic«e  Coordinaten  auf  ein  rechtwinkliges  oder  auf  ein  schiefwinkliges  C'oor- 
dinalensyiteiH  becieben.  .     /  /  i 

Die  eine  kninnne  Flüche  darstellende  Gleichung  ist  entweder  gegeben,  und  es  sollen  aus 
ihr  die  Eigenüclianea  der  Fliehe  abgeleit*<t  werden,  oder  es  wird  die  Flüche  durch  eine  sie 
vollaUittdig  characlerisirendc'  F.igen.srhart  j^n  ui-in  n,  weUlier  gomSss  man  die  Glefehimg  der  dieoe 
EqpeMchcfl  In  sich  aufnehmenden  Flüche  aufzusuchen  hat.  Beim  Aulsucheh  der  Gleichung  hat 
keineswegs  besonders  daranf  zu  sebeo,  dass  sie  lauter  schiefe  oder  taulMrMHkroohte  Goo^ 
L  35 
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rikiMln  b  lidi  oriMle,  vldimlv  wM  bm  te  ADgomthwi  bener  tban,  glciclizeitig  gdiidb 
und  senkrechte  Coordliialeii  io  ite  eingehen  zu  lassen,  wie  es  gerade  am  besten  mit  der  ciO'* 
fach>tiM  flfiliMtungsweise  sieh  verlrii'/t,  du  eine  solche  gemischte  Gleichuiit^  vollief  (rielchen 
Werth  mit  der  hat,  in  welcher  die  Cuordiiiuten  getrennt  auHtrsten;  denn  erstlich  l<ann  man  im- 
mer Ai,  wo  itlddiieilif  aeMere  and  nrnkreelil«  Coordhialeii  voriunmnen,  eirtireder  dte  efnen 
oder  die  Hii  f  rn  nitlclst  der  zwischen  beiden  bestehenden,  im  cr?ftpn  Absdinitti"  m;':  t'i  1;  n 
.  .  ■  Relationen  clüuiiiircn,  und  so  die  genischle  Gkichiiag  auf  jede  der  in  angenommenen 
Foinen  bringen,  sodann  aber  knn  man  ancb  die  gieanadita  Gleicbung  uuiaittdbar  ik  ttnerä 
Zwecken  benlUicn,  wie  wir  jetal  an  einägen  Beispielen  seigen  werden. 

140)  Will  man  die  Gleichung  einer  h'ugelfliiche,  deren  HiUel(tunct  und  Radius  gegeben  ist, 
aus  der  sie  charactemirenden  ütgeoadiaft  tierieik!»,  (imsn  der  Abstand  eines  jeden  ihrer  Pnode 
von  ihrem  Mittelpuncte  ihren  Radius  gleich  ist,  und  beseirimel  man  die  schiefen  nnd  senkrech- 
ten Coordinaten  ihres  Miltelpuucis  an  den  drei  Axen  eines  beliebigen  Courdinatcnsystcms  durch 
X,,  x', ,  und  ij, ,  vi',  ul',  so  wie  die  von  einem  beliebigen  I'unete  der  gesuchten  KugelliMchc 
an  denselben  Axcn  durch  x,  x',  x"  und  u,  u,  u",  und  de»  Radius  der  KugelOäche  selber 
durch  r,  so  bt  sufd^  der  oben  (Abscbn.  L  $.  2.)  aurgesldHen  Gleidiung  C^)i 

CM.«.).  i»=cx-«,)Cii-ii.)+cx'-x;)(u'^iio-i-(x"-xr}Ctt"~.«in, 

nnd  umgekelurt  gAflrt  jeder  Punci,  dessen  Cuordinntenwerihe,  an  die  Stelle  von  x ,  x',  jt*  vM 

u,  Ii',  u"  gesetzt,  dio  vorslciiondo  Gleichung  befriedigen,  der  vcriimgten  KugelflMche  an;  es 
wird  daher  die  angezeigte  KugelOäche  durch  die  hier  erhaltene  Gleichung  vollständig  darge- 

Sldlett  mm  r ,  s',  t*^  Ae  schieren  vnd  Ii ,  n',  u*  die  aenkreoMen  CoorAmAott  «taet  ii^gond 

wo  im  Räume  liog^omfen  Ptincles  0,  vor,  so  wie  q  dessen  Entfeninnär  von  einem  beliebigen 
Puncle  0  der  Kugelfläche,  welcher  x,  x\  x"  und  u,  u',  u"  zu  seinen  schiefen  und  senltrech- 
len  CoimBttilcii  hat,  so  eibiitt  man  ans  demselben  Grande^  der  inr  Glddiung  (9B.  a.}  (Uiile: 

nml  na  dieser  Caaichnng  nnd  der  C8&  n.)  findet  man: 

StUA  man  fn  dlam  lelktoii  Gloichung  für 

(x  _  r)  (u      + (x  -  »')  (u'—  «O-i-  (jT—  OCar—  $0 

xunüchst 

( X  -  X . + X.  -  0  (u  -  u. + u,  -  «) + (x-  -  x;  +  x.'  -  r')  Cu'  -  u;  +  u;  -  u'3 

+(x"-xr+x7-oc«' -«r+ «r-«"} 

md  hierauf 

+Cj«.-  0  C«-«.)+(«:-o  (u'-u:3+(x:'-r")  (u"-ur) 

•ao  gaU  sie  Iber  iai 
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+c«-'=sOC«.-«)+c»^'-^K'<-*o+(x^'-xr3C»r-ir3>  i—'^y 

In  (Jioscr  Gleicliung  stelU  die  erste  nuf  iliror  rechten  Seite  bcfmdlii-lic  Zeile  noch  immer  aiu 
demselben  Graß/^  der  air  Gleisiuuig  (68.  a.J  rtihrtc,  das  Quadrat  der  £ntferaung  des  beliebig 
vo  liegend«»!  PmictM  0|  von  dm  IfiUdfaDct  der  Kugelflidi«  vor j  bezeichnet  mm  daher  ^yete 
Bilferannig  durch      lo  iil: 

C*-0(«^-»)-f  «-OW-OH-  W-0(iir-.iO=H'.  «»J 

Die  beiden  foigendea  Ze{!en  der  Gleichung  (88.  c.)  lassen  die  iinclistehend<'  AusIcirnniT  ztL 
Bezeichnen  wir  nilmlirh  diirt  h  \i .  \)'.  p"  «nrt  p  ,  p',  p"  die  stliiefni  tiiid  senkrechten  Projcc- 
tionszahlen,  welche  die  vom  Mitlelpnnct  der  Kugclfläche  nach  dem  in  der  Kugclflilchc  liegenden 
PoMte  0  liteieleiid«  Bichtny  aa  den  Axen  des  CooidbMtensjfstems  gieM,  so  ist  nach  Anlei- 
mnv  der  oben  (Ab«^.  I.  ^  2.)  gegtasn  Gloicbimgea 

P=  — »   P=  —7—  »   P  =  — j —  vnA  p= — j7-  ,  |>S2— ,  9  = — ; 

bezeichnen  wir  ferner  durch  q ,  q',  q"  und  q ,  q',  q"  die  schiefen  und  scniurcchten  Projections- 
xahlen,  welche  die  vom  Hittdpunct  der  KogiUliehe  nach  dem  irgend  wo  im  Ra'ame  liegenden 
Puncte  Oj  Mnsietcnde  Richtniig  an  den  gloicben  Axen  giebl,  so  ist  aas  deinsdben  Grande: 

und  millelsl  der  ttns  den  beiden  vorstehenden  Reihen  von  Gleichungen  für  x  —  x, ,  x' —  x[ , 
x"—x"}  u  — n,,  u'— ui,  u"— ui'undr  — X,,  t~x',,  r"— x,"]  u  — u,,  u'— nl,  u"—ii','  sich 
ergebenden  Werlbe  erhllt  man: 

(x-xOCii.-«>+CJ»'-<)C'iS-<)+C»"-^»OK~»'0=-(p:»+pV+p''n»R  >     =  •  ' 

und  >  (••■••I 

(x,  -  r)  (u  -  U.3  +  (\;  ™  r  )  (n  -  uO  +  C*:  -  r")  «:  )  =  -  Cq  +  H  P  +  q  >  )  r  H  ;  ^ 
bezeichnet  pnan  aber  durcli  $  den  Winkel,  welchen  die  beiden  vom  Mhte^unct  der  Kugelfliche 
nach  den  Fanden  0  and  Oi  hinzielenden  Rfcblongen  mit  einender  machen,  so  ist  den  oben 
CiUlScIul.  L  S-  Sl)  erwiesenen  Gleichungen  (9,  a  und  h.)  nr  Folge: 

P<+pV+FT=qP  +  «l'P'+0''=«osd, 
hn4  in  Folge  dessi^  verwandebi  sich  die  Gleicbangen  (96.  e.}  in: 


CM.  f.) 


'  .«1 


(x,  - 1)  Cu  -  u.)  +  (x;  -  r')  (i.'-  uO  +  Cxi'-  r' )  C""-      =  -  r  R  cos  . 

Durch  die  Gleichungen  (JäH.  d.  uiul  f.)  nun  «^cht  die  (88.  c.)  über  in: 

~  (/=;r'  — 2rRcostf4-R',    .  ., 

und  dieser  kttnn  man  Jede  der  zwei  nachstehenden  Formen  geben: 

<»'  =  (r  — R)'  +  4rRßin'4#  und  f*rrCr  +  R)'  — drEcoS'^J .  <»••«•) 

35» 
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Am  den  KM«'  Mkn  Pcnnei  Uiim  akh  ma  itf  An  mim  BNA  folgort»  B%«MeluiF- 

'  «  Ii  n  H  r  KitgelllHchc  nbltsr-n:  Ein  vom  Miltelinincl  eitUT  Kugel,  rlcron  Radius  r  ist,  um  R  «b- 
steheiidcr  Pimct  0,  liegt  dcmJenigeD  fitxtcl  ^cr  KugcUläcltc  am  iuicb$len,  uad  &eio  Abstand  von 
ihm  bl  +  0  —  B),  bei  welchem  f — 0  ist,  d.  h.  welcher  in  der  vom  ifittelpunet  mtdi  O,  gexo- 
genen  Geraden  mit  0,  auf  einerlei  Seite  des  Mittelpunris  liegt;  der  Puncl  0,  hingegen  Hegt 
von  demjenigen  Punclc  der  Kugeldficlie  am  weitesten  »b,  und  srin  Abstand  von  ilim  bcträift 
r-f-R,  bei  welrhem  0  zwei  Rechte  betrügt,  d.  h.  welcher  in  der  durcli  0|  und  den  Millcipuncl 
geiles  Geraden  so  liegt,  dass  er  and  0,  naf  emlgcgengeielitflii  Sdlen  4m  KBlelpiiDels  slcll^ 

■  '•  •  bcGnden.  Liegt  der  Punct  0,  selber  in  der  Kugclflfichc,  so  wird  r=:R  nrirJ  dnnn  steht  er  von 
einem  andern  PuiMjt^,  der  fi,ugeUlä(be  uia.  2rmi^  &  ab,  welcher  Abstand,  wie  zuvor  der  bei 
jeder  mdera  Lnge  dos  Ponele*  0,  gefundene  tbat,  mit  dem  Wii^f;!  ff  atonüniut,  d.  h.  am  fo, 
grosser  wird,  je  mehr  die  vom  Millelpunct  nach  dem  Pand.dw  K^peUiclM)  ;gi|d.  neh  den  Puncto 
Ol  hinlaufenden  Richtungen  von  einander  abweisen. 

141)  Wii^retid  sich  ein  Winket  von  nnveriinderlicher  Gnissf  unil  unverrttckbarcm  Srheitel 
um  den  einen  seiner  beiden  Silieukel  dreht,  beselireibt  sein  anderer  bchenkel  eine  Kiacbv,  die 
man  die  UmwiilxaBf  s-Xegelf  läche  ni  nennen  pflegt  Der  Scheitel  des  diese  Fttcha^  erzeu- 
genden Winkels  lnisst  die  Spitze  der  Kegelflftrhe,  der  bewegte  Schenkel  des  errenirertden 
WinkeU  wird  in  jeder  seiner  Lagen  die  i>eite,  so  wie  der  unbewegte  Schenkel  die  Axc  der 
KegelfUdhe  genannt.  Wir  werden  nun  die  Gleichnng  der  Vnwiilntngs-KegeUljtche  MiTstellea. 
Bezeichnen  wir  durch  A ,  A',  A"  und  C ,  C,  C"  die  schiefen  und  senkrechten  Projeclionszah- 
len,  welche  die  Axe  der  Umwälzungs-Kegeliliiche  an  den,  Axen  des  beliebigen  Coordinalensy- 
stems  giebl,  durch  p ,  p'  p"  und  .  )>',  p"  die,  welche  irgend  eine  der  unendlich  vielen  Seilen 
der  Kegelilik-he  an  den  gleichen  Axen  giebt,  endlich  durch  X  die  GrtMfe  des  die  Kegelflücbe 
erzeugenden  Winkel«,  •»  iit  den  oben  (^Ahwh.  L  §•  2.}  migalU^lien  Gleicfawigeit  «.  und  b.^ 
zur  Folg«  sowohl 

«.)  p  C  4-  p'  C'+  p"  C"=  cos  K  als   t>  A  -f  )>  A'-f  P"  \"—'cos  l , 

wenn  wir  stets  von  den  zwei  Richtungen,  welche  die  Schenkel  des  WiiüieU  l  ausmachen,  die 
rahende  ab  di<  der  Axe  des  Kegeto  angdiiirige,  die  Iwwegte  als  die  «eher  jeweiligen  Seile 
entsprechende  ansehen.  Stellen  ferner  x, ,  \' ,  \"  und  u, ,  uj ,  ul'  die  schiefen  und  senkrechten 
Coordinaten  vor,  welche  die  Spitze  der  liLcgclflacbe  an  den  Cuordiiiateniuen  liefert,  und  x ,  x',  x" 
und  u ,  n',  e"  die,  welche  irgend  eilt  Fuel  der  Kegdlbidie  an  demelben  Axe»  liefert,  so  ii^ 
wenn  r  den  Abstand  dieses  letzten  PuncteivonderKegelipilielienidniel,  den  «Im«  (AbtehvL  S»^) 
gegebenen  Gleichungen  (3.)  gcnfiss: 

P=—  ,  P=— P-  —f~  ™i  P=-7-.  P  =  -7— . 

«nd  Ucfdiuch  nelmen  die  Gleichungen  (89.  a.)  die  folgende  Gestalt  at: 
(  CCx-xi)+CC*'— xD  +  (rCx"— 0=rcoaÄ 

   }  md 

i  A(u-nO  +  A'Ca'—«.')  +  Ä"C'»"—"rj 

welche  mit  einander  multiplicirt  geben: 

[CCx--xO  +  C'(x'--x;j+C'C«r'--x:')J£ACtt-yO+A'Cii'-uO+A''Ca"~OJ=r' 
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mi  4iiM  hMs  flhiili  wM,^n(I  thr  «bM- (Atachn.  I.  $.  2.)  mHgethdHMi  CMehnng  (20.) 


t  - 


SMP  Folgo 

[CCx  -xO+ c  C*'-  ^0  + 1 "  (x "-  xD]  [A  Cu  -  «0  +  A'  (u  -  uO  +  A"  (■"-  olO] 

-." 'i[C«-«OCu-ii.)  +  ^>    ^^)(u'-u;)^-cx"-x;^(a•'-u;')l.  c«^.A| 

Diess  ist  die  Gleiottuu^  der  vorgelegten  Uinwülziiiij^a-k'ipcinHche.  Jeder  Tutirl,  auf  drn  diT 
bewegliche.  Schenkel  des  crzeugondeu  Winkels  slüsst,  iiiaciit  diese  Gleichung  wahr  und  iinigc- 
kebrt  febört  Jeder  PHnet,  duidi  welcben  iHese  Gleichmg  beAied^t  wM,  Aem  beir«gfleQ  SelKn- 
kel  in  niwr  bfiiu-r  iiiotrlifiu'ii  I.Msjen  an.  Hierbei  hat  man  jedoch  norli  Fols^cnd-'s  zu  IhtücIv- 
tichtigcn.  Man  kann  sich  den  bcwc^ichen  Sehenkd  des  die  Kegelfläche  erzeugenden  Winkels 
Mn  SebeHd  Itegrent  nnd  von  da  aus  nnr  nicli  Seile  kiidanfeiul  vorstellen,  mdi  wdckei' 
sdn«  Richtung  hinzielt ;  dann  haben  die  Projectionszahlcn  p ,  jT  und  p ,  p',  p"  strl.s  die  ih- 
nrn  vorhin  Ix-ii^clr^li  n  W-  rthc,  wiche  zu  den  Glcichuns'en  ("Sft.  b")  geführt  haben.  Pcnkt 
uian  sich  hingegen  den  beweglichen  Schenkel  des  die  Kegeiflachc  erzeugenden  Winkels  auch 
nack  der  eot|eg^eii|reselileo  Seile  ins  Uhcndlkibe  verMngert  und  redmet  man  inr  K^gdflNdie 
atirli  Mc  dir  Pitnrtc,  welche  ron  dii  ^cr  >>Hiin(;r>nin!:  durchlaufen  werden,  so  rtitsprorhen  die- 
sen Functeii  Wcrihc  von  p ,  p',  p"  und  p ,  p',  p",  welche  den  vorigen  an  Grösse  gleich ,  dem 
Vonceiclien  nach  aber  gcradf  enigegensrsetzt  sind,  und  daher  aastslf  der  Glefohongen  (89.  h.) 

C(x— v.)  +  r(x'    xn+C"(x"~x;0  — —  rcosi 

md   !.•■  ■'<■■< 

A  (u  —  u.)  +  A'  (u'~  u;)  +  A"  (u"—  u.")  =  —  r  cos  i 

zu  Stande  bringen,  welche  jedoch  mit  einander  mulliplicirt  wieder  zu  der  (89.  d.)  hinführciL 
Man  siebt  hieraus,  d«ss  die  Gleichung  (89.  d.)  nicht  blos  alle  die  Puncte  in  sich  euljürnul, 
welche  der  Schenkel  des  eneogcndea  Winkels  vom  Scheitel  an  im  Sinne  seiner  RkIdMg:  aal« 
gefgiisl  durchlaufl,  sondern  ausser  diesen  auch  noch  alle  die.  welche  dessen  Verlängerung  nach 
der  entgegengesetzten  Seile  durchläuft,  und  dass  luan,  wenn  die  Gleichungen  (ti9.  b.J .  denselben 
Gkid  der  Allgenieidbeit  in  sicfa  tragen  sollen,  ihre  rechten  Seilen  mit  dop|Mlleii  Voneidien  ver- 
sehen muss,  oder,  was  dasselbe  ist,  unter  l  gleicltzeil^  den  Winkel,  dm  dtefcr  Bachstahe  vor- 
stellt und  seioeo  Nebenwinkel  sich  zu  denken  hat  .  . 


nun  r ,  r',  t"  und  u  ,  u',  u"  die  schiefen  und  srnkrerhlcn  Coordinaten  irgend  ei- 
nes Pnnelea  0,  iiu  Räume  vor,  und  bezeichnet  q  den  Absiand,  in  welchem  dieser  Puncl  zu  ir- 
gend'ainMnPnnctoO  dar  XcgIMlnbe  MeU^idNa«»«^^  x>  x*,  iind'in»"ttV 
tfgneigt  wefden^  inid  (Mkk  t  i  '8.>Glafclb  «k>«  ' 

■nd  dieie-GMebaf -gieM  ltt'VMtjadnrig-nnliier-(^>'c^^^^^ 

..•Ti£Ör7iiOlC«rTlO'M«rm<ll£*^nn!Ö+t»^ 

Diese  letzte  Gldehnng  ist  aber  ganz  dieselbe  wie  die  in  voriger  Nunnner  bei  der  KugelfHuti 
eihaUene,  w«khe  awnillaaiar  ani  die  <tort  Hghondd  <^  k>-ftdgti  es  lasMn 
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nil  jfaer  vorgcnoMUMNH  UmlndcmvM  aMk  hei  ^anclr  ymaiet  ia  Awmndiiif  hilmiB,  md 
man  gelnyl,  g«nc  «to  wie  dort,  wenn  man  wieder 

i—,  e.y  Cx.-OC«.-")+C«I-OC»I-«0+(»r-jOC'«.''-u'.)=R», 

f  0  wie 

( (x  -  xj  (u.  _  u)  +  (x'  -  xO  (ui  -  u')  +  Cx"-  x;-)  Cur-  u") = -  r  R  co$  # 
4[9»i  r.)  ......  ^  rnid 

( C«i-OC"-«.)+C*l-OC*'-0  +  C*"'-0('<"-oO=-rRco»* 
teilt,  XU  der  Gleichung: 

Es  bedeutel  aber  hier  R,  der  CHdcliung  (B9.  e.)  gcmüss,  die  Entfciinnig  dee  Fttocles  Oi  vou 

der  KegcIspiUe,  und  0  nach  Aussage  der  Gleichungen  (HO.  f.}  den  Wülltel,  welchen  die  von 
tler  h'pgebpilze  nach  den  Punclen  Ü,  und  0  hinlaufenden  Hichlungcn  uiit  einander  bUden,  und 
da  die  beiden  Schtuikel  den  Winkub  ^,  wenn  sie  uiit  der  Kegelaxc  nicht  in  einer  und  derscl- 
Imb  Ebene  Hegen,  in  Veditndaeg  mit  der  Richiung  diewr  Kegdaxe  immer  als  Axen  eines  be-> 
liübigen  Courditiiitcnsyslcms  »ni^psrlicn  wi"!-!]!.'!!  kiinucn,  so  ist  dt-n  in  ALsch.  I.  §.  2.  pejjebe- 
nca  Gleichungen  (.^-J  zur  Fulge,  wenn  X  und  Ä,  die  NVinkel  beseichneOi  welche  die  Itichtung 
der  Kegelaxe  mH  den  beiden  Scbeniteln  des  Winkeis  9  bildet,  0,  hingegen  den  Winkel,  «rekben 
dio  von  der  Kegelaxe  auülaufenden  und  durch  die  l'uncte  0,  und  0  gehenden  zwt  i  lülu  iien 
oinschliessen,  welcher  Winkel  stets  der  Ncbcnwiiiliel  von  dem  ist,  den  die  auf  diesen  swei  Ebo- 
nen  senkrechten  Polanxen  des  hier  so  eben  ins  Auge  gefassten  CoonÜnalcnsyslenn  mit  ein- 
ander bilden: 

sin  ).  sin  i,  cos  8,  ~  cos  0 —  cos  X  ros  X, , 

wekhu  Gleidiuug,  wie  man  sogleich  wnbminnnt,  nttch  dunn  noch  bestell«!  bleibt,  wenn  die  drei 
Rieblnngen,  welche  zu  Ihr  gelÜnl  hiihen,  hi  ebw  «nd  dieselbe  Bbone  Wien.  Aus  didser  GM- 
ehww  erhittt  am  cnsf  in  IMgendcn  xwet  Fonueni 

eos  j=cos  (7.  ~X,)  —  2  sin  ).  sin sin'  {  $,    und   cos  $  =  cos  (X  +  i»)  -f"  2  sin  X  sin  X,  cos*  \  0, ; 
durch  diese  Wcrthe  Ton  cosf'  aber  nimmt  die  Gleichung  (S9.  g.])  die  nachstehenden  zwei  G^ 
stallen  an:  ' 

^fssT* — S  rR  CM  C2 — Jl.) + R*+  4r  R  sin  1  shi  2,  sln*l «, 

'e'  =  r'  -  2rRcos(_;i  +  iO  +  R'~-li  UsinÄsin/.,cos4^,, 
Aus  den  Gleiehuiigen  (ä9.  h.)  lajsen  sich  folgende  Eigenschaften  der  Vmwibuings-KegcIltochB 
ablesen:  Denkt  man  sich  de»  Punct  0,  mit  einer  gegebenen  ifegelDücbe  auf  eine  völlig  bestinmlB 
Weise  MTciiii^t,  so  hat  man  sich  die  Gritssen  R,  X  vml  uls  slrls  (iicM-lboii  Mpilti-iui  vorau- 
stellcn;  nimnil  man  daher  auch  (loch  r  als  seinen  Werth  nicli(  Hndern«!  an,  d.  h.  bclmchtct  man 
blos  solche  Puncto  der  KegelOlehe,  wekfae  in  einer  und  derselben,  auf  der  Kegetaxe  seokrevh> 
ten  Ebene  liegen,  sn  iindrrn  die  drei  ersten,  auf  reclitor  SeiJo  von  den  CIcichunjrpn  (89.  h.) 
befindlichen  Glieder  Air  alle  diese  Puncte  ihre  Wcrlbc  oicliL  In  diesem  Falle  geben  dann  die 
vorstehenden  ^Ichdiungcn  su  eirkennAi,  dass  sie  fiir  ^,  also  l^ir  den' Abstand  des'  Fundes  Ok 
von  doi  Fanden  der  Kcgclflüche,  welche  in  einer  und  ili^r.solboii  »ut'  Jer  Kegelaxe  senkrechien 
Ebene  iKgra»  ^iaep  U«insten  W\ri)i  liefern,  wenn         ist,  ntoUich  den: 

(» ^  =  r' —  2  r  R  cos  (i — j -f  R' f 
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hingegen  einen  grÖMlen,  wem  tf,={80*  bt,  «taiUcb  dn: 

=t' — 2  r  R  «OS  CA  +  A.)  +  R* ; 
der  AlMlaBd  g  des  Pwicle«  0,  v«n  den  PoncleB,  wdcke  aus  der  KageMidie  dwdi  eino  auf 

ihrer  Axc  senkrechte  Ebene  heniusgc»rtmiUcn  werden,  hat  daher  bei  den  zwei  Punclen  0, 
M'elclie  in  der  durch  die  Kegolaxc  und  den  Punct  0,  gelegten  Ebene  liegen,  einen  kh'inslen  oder 
grüssien  \>'crtli,  je  nachdem  der  Tunct  0  mit  den  U,  auf  etnerld  oder  auf  entgegengesetzter 
Seite  von  der  Kegelaxe  licgL  Hierbei  muss  man  jeduch  bedenken,  dus$  die  Punctc  einer  and 
derselben  Kcgelseite,  wokfic  zu  hfidcn  Soiten  der  Kcgelspif/c  liegen,  in  der  (iiinl»  den  Punct 
0|  und  die  Kcgelaxc  hindurch  gehenden  Ebene  auf  entgegengesetzten  Seilen  von  diesem  Axe 
Viegen;  Hast  man  daiher  die  auf  der  Kogdaxe  aealmehle  Ebene  der  Kegelqrilze  stela  aUier 

rückni,  wiKiiHch  r  slels  klnncr,  iirnl  luill  «iril,  wenn  die  Ebenp  in  diese  S\tiln-  geküiiiiueii  ist, 
ao  wird,  wenn  die  Ebene  in  derselbeoi  Richtung  noch  weiter  fortrückt  und  auf  die  andere  Seile 
von  der  Kegclspiizc  gckummen  isl,  (vorausgcscizt,  dass  man  jede  der  Gleicbungen  hnmer  apf 
Punctc,  die  derselben  Kegelseitc  angchürcn,  bezieht),  wobei  r  zwar  wieder  einen  wirklichen 
Werth  annimmt,  der  jedoch  in  Folge  di's  Gegensutzes  in  der  Lage  ein  dem  vorigen  entgegen- 
gesetztes  Vorzeichen  erhalt,  diejetnge  der  zwei  vorstehenden  Gleichungen,  welche  zuvor 
den  kbinsteit  Werth  ^  lieferte,  Jelat  den  grOaitan  geben,  und  «mgckehrt  Htennia  folgl,  daaa 

die  absolut  kli  in«!  '  Hntrerniinif  des  Punries  0,  von  der  Kegelflärho  phen  •jii'  ti  'rl  ■  im  >! 
Pnncte  der  Kegebdle  hinlaufen  kann,  auf  welche  wir  die  zweit«  der  vorsleliendeii  Gleicliungen 
Mehcn,  wie  nadi  eteeaii  Functa  dar  KegalMila,  worauf  wir  di«  '«Mt»  dieaar  MaidKWgw  b»*- 
taaka«;  gab««  wir  dahor  dtawo  sw«l  fllalBluwigaw- dla  iMclMldhMda  Fotai: 

p«sall*ain«CA-aO  +  ['-»«MCA-XaT  ,    '  / 

ff»=R«ata'a+J.D+[t-RcwCl+i,)]' 

ao  sengen  sie  auf  der  Stelle,  dasa  der  absolut  klelnafe  Abstand  dea  Pnneles  0,  von  dar  kegef- 
§MiAe  entweder 

+ R  «in    —  A,3  ist ,  wobei  r=:R  cos    —  i,) 

leMi^an  waid«  latiastif,  oder  f   .  V 

+  R sin (A  +  A,),  wobei  r=ReM(^+^>  '  i 

sein  mOaate,  daaa  also  fai  Jedem  Falle  der  abaotat  klebiste  Abstand  elnea  von  den  awd  Lolben 

ist,  die  von  dem  Punrte  0,  uus  iiadi  den  boidett  k'i  Iseltin  liin^n'ZOj^en  werden.  Piese  lioidoi 
Lothe  werden  einander  gleich,  so  wie  auch  die  ihnva.  enlsprechcndeu  absoluten  Wcrtlie  von  r , 
wenn  entweder  il,=0  oder  2,=9(f  oder  1,=180*  ist,  d.  k  wenn  Se  dUrcb  die  Kegcispitze 
und  den  Punct  0,  gezogene  Gerade  mit  der  Kegelaxe  in  einer  und  derselben  Geraden  liegt 
oder  darauf  seiikrcch!  steht  5n  die?iet;i  Ks-Il«»  rietil  es  ?!r\t  i  kleinslo  Abstände  des  Punctes  O, 
von  der  KegeUkdie,  ui  jedem  aniicru  Faüe  huigegeu  nur  euien,  den  kleinsiea  von  den  obigen 
iMreien  nliiialiab,  die  unter  aolehen  ITnaMndM  aio  einander  gMeb  werden  kSwiaikev  , 

142)  Wenn  sich  eine  Ebene  um  eine  in  iiir  liegende  Gerade  dreht,  so  beschreibt  eine 
zweite  mit  dieser  parallelen  Gerade,  die  in  derselben  Ebene  liegt  und  stets  den  gleichen  Ab- 
-atand  von  der  ersten  beibekilt,  eine  krumme  Flüche,  welche  man  Umwälzungs-Cylinder- 
fliche  nannL  Die  erste  ihren  Ort  nicht  verindemde  Gerade  heisst  die  Axe,  so  wie  die  an- 
dere bew«|liclM  in  Je4ar  Arar  Li«an  dfe  Seile  der  GyUwkrMebe  edar  doe  Cjündaia.  Ba  die 
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befden  pmdlelen  Geradee  Itbenll  ehuHci  foalredrtai  AiMimd  vob  dwrief  InhM  nad  jedfer 

solche  Absljtid  niilirond  der  Erzeugung  di>r  L'iiidrehungs-(  ^üiiih  rnin  h«-  «mih-h  Kn-is  bcschn-ilit, 

dpssi^n  .Millcliuiiii  t  in  der  Cylinderavc  und  <lcsscn  ruifansf  in  der  (.  ylindfiilachc  lii-i:!.  '"■>  s<  linci- 

det  auch  iiiugekelirl  jfilp  auf  diT  (.  yliiideraxe  scnkreclile  Ebene  aus  der  L'ylimlcitLiclie  rine 

SyeiiüMÄ  librihis,  dcrpn  Radius  dem  Abstiind  der  )){niinelen  Geraden  gteich  ist  und  der^  Itfl^ 

lelimnct  in  iffr  Cyb'ndiTavo  lir-al.  dii-son  Rndins  woüi'n  wir  di-n  Riidiii«;  <\rr  Cylinderflfiche 

nennen.    Wir  wurden  nun  die  Gleichung  einer  L'niwalzungs- CylindcrQiiche,  deren  Radius  und 

!iLx(>  grgr  beh  iilld;'itaj8l)lHell^''%il^        /T^'lNttNr^i^  zti^iililSmmAtl^in^^ 

Cylinderflöchp  und  n^,  nl ,  a"  seien  die  srliipfon,  i\ .  Cj.  c'„'  die  senkroelilen  Projodionszalilen, 

Welche  eine  von  den  zwei  licr  Cylindcraxc  angehörigi-n  Richtungen  an  den  Axen  des  beliebig 

gewählten  Coordinatensyslenis  gicbl.    Denken  wir  uns  durch  die  Spitze  dieses  urspriingüchen, 

aus  den  Axen  AX,  A\",  A  X"  gebildeten  Systems  drei  neue  Axcn  AT,  AY',  A  Y"  gelegt, 

vnn  «lenen  die  eine  A  Y"  piirallel  und  ^Irictilnnfie  mit  Her  sre'jebeiien  Riclitimir  der  Cs lindi  raxe 

ist,  die  beiden  andern  A  Y  und  A  Y'  aber  auf  dieser  einen  senkreclit  stehen,  und  aUo  für  sich 

m^'^ttm^'Wßt^ahia^      ^MIU«'  l»>«jkid|ftM»^VyUnderfIi^  mm'Mu^K^ 

in  einer  Kreislinie  vom  Radius  r,  g^^sefanltlen ,  deren  Gleichung  in  dem  irtu  den  Axcn  AY  uAd 

A  Y' gebildelcn  ebenen  Systeme  - 
Bajii>jJ]pMli«ii»VHll    Itd-irjunni  bau  ^"nh^  nilMih^i  <rjl»  ;.\i->(.  .^ii-ij'iii  u  riJi  >  //  n-ifriii  iLii  u>d 

CM.«.)  Cy-T0C*^v0+Cy'-T:)(v-O=i« 

/  -.1         •  .  .  •    •  ' 

iiti  WM»  y,  /  die  sclHarm,      v'  dto  MiArMlitaa,  nf  die  Azen  AT md  AY'  baio)(ita«i 

Coonlinaten  von  irgend  einem  Puncto  dieser  Kreislinie,  y, ,  \',  und  v,  ,  dagegen  <Üe  Tom 
Mittelpuncle  derselben  vorstellen.  Dieselbe  Gleicbi^  (,90.  a.^  stellt  aber  auch  dem  im  Ein- 
gange SQ  Mr.  131.  Gesagten  gemiw  die  vorgelegte  UmwÜlzungs-CyltnderflScite  dar,  wenn  man 
sie  auf  die  drei  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  des  senkrechten  kfirperliclien  Systems  bezieht  Um  nun 
die  nuf  die  neuen  Axen  sieb  beziehende  Gleii  lning  der  vorgelej,'leii  I'inuiilzungS-Cylinderfliiehe 
in  die  überzuführen,  wodurch  dieselbe  Cyiinderfläche  an  den  ursprünglichen  Axen  A,X ,  A  X',  A  X" 
dargestellt  wiid,  seien  z^r'  ^t'^xX".  und  o,  u%  u"  üß  scbiefen- lynd  ienitrecliten  Coordinalen  «n 
den  Axen  AX,  AX',  A  X"  von  demselben  Piinrte,  der  an  den  Axen  AY,  A  Y',  A  Y"  die 
y ,  y",  y"  und  v ,  v',  v"  hat ;  dann  ist  den  oben  (Abscbn.  L  $.  2.}  aufgestellten  Gleichungen 
(65.  a.)  und  (65.  b.)  zur  Folge::  ■    '   -  t  ' 

T  =  Au4- A'u -j- A"u",   v'=:A,  u  4- A;  u'+ AI'u",   v"=  A,  u  +  A;  u'+ Al'u" 

y=:Bx  +  B,x'+B,:r,  y-ssB'x+BIX'+Kjr,  y-sB-x+BIx-i-ß;'«", 

I        ..  •  .  .  ....  t 

Venn'  die  GrOasen,  wdclie  A  and  B  zum  Gnindzeielion  htdien,  bi  BetrcfT  der  beiden  Iiier  eiri^ 
geftihrten  roor<linntens-yslemp  völlig  die  gleiche  Bedeutung  haben,  xvelrlie  ihnen  i(n  ersleti  Ab- 
schnitte Nr.  2a.  and  ^r.  24.  beigelegt  wordoi  isU  Die  vorslehenden  Gleichungen  bleiben  Avahr, 
welchem  Pvnole  tan 'Hanne  aadi  die  in  llineii'-voriNHnneiidea  Coordinelen  entaplwilMri  iMgtnt 
bezeichnen  daher  x, ,  x',,  x"  und  u, ,  uj ,  \]''  die  schiefen  inid  senkrechtiin  Coordinalen  an  den 
^Liren  A.\,  A  A',  AX"  von  irgend  einem  £iincle  der  Cylindenixe,  der  an  den  Axen  AY,'A1V  A  Y'' 
-  die  y, ,  yl,  y^  und  v, ,  v; ,  vi'  hat,  so  ist  «a  fe9taliat,  dieae  beiOMdern .  OewdinaMhwgfli»  — *• 
atall  der  allgenn  iin  u  in  ilie  \  urslehendi  n  CiieiohNBgen  einzusetzen.  Thut  Bwn  diaas  und  fleht 
«iBit.dia  ao  sic|itargeteadea,iifliiaa  Ueiclniilg«ii  <toii  dao.voiiie«^,  ao.eMl  bhbi.  -i  ••  > 
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und 

y'-y;=B'  Cx-xO+b:  Cx'-xO  +  b;  (x"-xr), 

y"_  y:'=B"(x  -  xO  +  B;'  (x'-  xI)  +  B;'  (x"-  xD  . 

Setzt  man  die  hier  für  'yi*  y'— ^  und  v — V|f  t' — v2  erhaHenea  Werth«  i*  die  Glekduuig 
(Ml  I.}  ein,  so  findet  inui;' 

[A(a-uO  +  A'(u'-uO  +  A"Cu"-u;')JLB  C^-xO+B.Cx'-xQ  +  B.Cx"~xr)]  ' 

+[A.(«-iio+A:ctf-»o+Ar(ii"-iO)i?(«-*)+«c*'-i«)+KO^->o^ 

oder,  wen  mm  me  dieaer  die  eeUgen  DmniMni  «iqpchaSI: 

<iJH-A3D(x-«.Kn-nO+(AT^+AÄ)(3rr-xO(u'-a;)+(ATl,+i«^ 

+  CA'  B  +  A;  B  )  (x  -  X,)  Cn'  -  Ii:)  +  CA  B,  +  A  PH  (u  -  u.)  (x'  -  xl) 
+  C\"  B  -f  A;'B')  (x  -  x.)  Cu"-  «:')  +  CA  B,  +  A.  H,J  (u  -  ü,)  Cx"-  xO 

+  CA"  B, + a;'  b;)  Cx'—  x;)  cu"-  uO + CA'  b, + a;  b;)  Cu— uH  fx"^  xr) = r? . 

Diese  leUle  Gleichung  aber  g«ht.  mit  Ziuiofaung  der  oben  CAbscbn.  i.  §.  2.J  aufgcfandenen 

'  •  -     _a;b'  Cx-'xOCo'— «0— a,b;'Cu— uocx'— x;)  '^'""^^^^^ 

•'.     • ;  -y''  '>  '^A;'B"Cx-x,)c«"-'«r)-A,Brcu-uocx''-x:') 

jii  .'  „I.  I  I  n.il >iil'i(l'>iii  »Ii'  ,      ,v  ^  „  ,      .X     «  ,  "1'^  •'"I» 

und  diese  liis.il  sieh  wie  folgt  si  Ihtüii'h: 

Dieier  GtaUUng,  weklib  4Ki  vecgdigte  CyBwdeiiiBlie-  m  4m  Axm  AX,  AT,  AT*  demem^ 

kann  man  noch  auf  fol>»cnde  Art  eine  zwecktnä.ssigere  Gestall  geben.  Da  nämlicli  die  Axen 
AY  und  AY'  senkrecht  auf  der  AY"  stehen,  also  das  neu  eingeführte  System  ein  senkrechtes 
Ift,  «0  hik  nM  den  dafllr  (Abechn.  l  $.  5.)  anfgestdUen  €lddkungen  Q06.  «Lj  gciuKs«: 

und  de  die  Axe  A  T*  db  Bldihiiv  dto  Cylindenze  deren  FtojectleninAI«i  m  den  Axen 
AX,  AX',  AX"  ToiMn  eb  dtundi  a«,  Kt  ^S  nd'Ct,  c(,  geycAcn  lingenewwen  mffden 
sied,  so  hat  man  ..  .       .  r 

A.=:«,,-  A;=h;,  A':=9:  und  B"=rc. ,  b:'=c;,  b7=o:  . 

zu  setzen,  wedurch  die  Gleichung  C^O.  b.)  die  nachsiehende  Fona  enniniptr 

(x - xOC" - 0.)  +  (x- xl) («'- «0  +  Cx  - xi') C«"- 

l  '86 
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wd,  wdl  der  olicn  (AkMka.  I.  |.  S.3  gegetenen  GkUmug  C^6.>  wm  P«]g« 

ist,  wenn  r  den  Abstand  irgend  eines  Fundes  der  CyKnderaxe  von  einem  beliebigen  Puncle 
der  Cylinderfläche  und  7.  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  von  erstemi  nmh  let^lcnn  Puncle 
Uiuiclcnde  Richtung  mit  der  Ric^long  der  Cyliudunue  liiidcl,  auch  nuch  aui  jede  der  zwei 
ffdlgendett  Weitet  M».  sehnOw»  ttist: 

ic«-jOC"-"0+c«'-»f)c«*'-<)+c»^-oc«"-"r) 
mul 
C«-«DC»-«0+C*'-<)C»'-O+(x"-x:')Ci»"-nr) 
-.  fc.  (x  -  T.)  +  c,  cx'-  x!) + c;-  Cx"-  xr)]' = r: . 

Jede  der  Glcichuitgea  (90.  c}  und  (90.  e.)  ist  die  Gieicbw^  der  vorgelegten  CytuMlecflilcii^ 
md  all9  drei  lassen  sich,  wenn  man  erwägt,  dass 

CM»  ff.)  cx-*.K«»-«.)+c*'-*oc««-«:)+Cx''- <)(«'-».'')==«* 

bt,  mT  die  genefnediinidke  Vom: 

I*— ^i^oM'Assii  oder  ritoAsr, 

bringen,  wddM  bepigl,  tfasi  iBe  PnnciB  der  UnwUiiqgs^OjflndMMo  tob  der  Aj»  dieser 

Fli^chc  $r1ctch  weit  abstehen.  Umi^eliehrt  ISsst  sich  ans  dieser  Eigensduft  die  Gleichung  der 
Umwälzungs-CylinderflMche  höchst  einfach  ableiten.  Wir  haben  blofi  deswegen  bei  der  Anf- 
snchnng  «fieser  Gleichung  den  vonteliendsa  Ging  eingeschlagen,  m  Gelegeiiheit  an  erteilen, 
das  Spiel  der  dem  schierwinkligen  CoontiMlensysleine  cigentlillBiidMB  nduflMhea  Femen  in 
einem  Betspiele  nachweisen  sn  kennen. 

Bezeichnen  nun  r  .  r'.  r"  und  u ,  u',  u"  die  schiefen  and  senkrechten  Coordinaten  an  den 
r  .       Axen  AX,  AX',  AX"  von  einem  irgend  wo  iui  Räume  liegenden  Puncle  0,  und  stellt  ^  dessen 
AMnd  voft  ifgoul  einen  Pnet»  0  der  UanrUzungs-Cyliaderillelie  vor,  desfloi  CooiidtuMi 
SB  den  gtolcbea  Arno  x,  x',     and  n,  if,  «"  sind,  so  m  CAhmIm.  L  Cadck  Ml)« 

and  tiebl  man  von  dieser  GIcichnng  die  (90.  f.)  ab,  so  erhält  man: 

Q'^f  =  Cx—x)Qä—n)+  (x'~  r')  (u  —  tf)  +  (x'  -  r")  (u"—  u") 

-  rcx-x.)  (u  -  u,i + r.x  -  xo  (u'-u;) + ( xD  (u"-  ui')] . 

Diese  Gleichung  ist  genau  die,  welche  in  voriger  iNummer  bei  der  Kegelfläcbe  vor  der  (ß9. 
«bnllen  worden  ist,  «nd  llssl  sieb  Mmmt  wie  jene,  wem  nan  wieder: 

CM.*.)         (x,-o(".-w)+(«;-ow-«o+c«r-nC"r~o=ir,  • 

so  wie 

CM.  h.)   <  0"') 
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i 

p»  =  r'— 2rRcosö  +  R'.  M 

Es  bedeutet  aber  hier  R  der  Gleichung  (9ü.  g.)  gemäss  die  Entfernung  des  Punctes  0,  von 
einem  belieiHgen  Pnocle  der  Cylfauierue,  und  d  nach  Anssage  der  Gleichungeo  (90.  h.}  den 
Winkel,  iraleh«  &m  tw  dteea  Puule  der  CfUndenu»  ucb  dm  Punelw  0.  nad  0  liiii«ie- 
lendcn  Richtungen  mit  einander  bilden,  und  da  die  beiden  Schenkel  des  Winkels  ^,  wenn  sie 
mit  (ler  Cylinderaxc  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  in  Verbindung  mit  der  Richtung  dieser  Cylin- 
deriixe  inuner  als  die  drei  Axcn  eines  beliebigen  Coordiiwleiiäystetiis  angesehen  werden  künnen, 
so  bl  d«n  }»  AtMchn.  L  §*  ^  fffebaiH  Ghidnagen  (38l)  mr  Fo^fe,  wem  md  1|  die 
^VMlk^>l  Jirai  iclinen,  welche  din  Rit-htun^  der  Cyltndcmxc  mit  den  beiden  Schnnkcln  des  Winkels 
d  bildet,  6t  hingegen  den  Winkel,  welchen  die  von  der  Cjltnderaxe  aoslaufenden  und  durch  die 
PoDcto  0,  und  O  hndurch  gebenden  iwei  Bienea  etaeddlewea,  w«Mier  WUbel  itits  der 
Nebenwinkel  von  dem  ist,  den  die  auf  diesen  zwei  Ebenen  senkredileit  felenMl  det  hier  eo 
eben  ini  Ange  fefe^ften  Coordinatcasystaais  mit  eiaapdwr  Ulden: 

sin  Itia  It  cos  tf,  =::coe  # — eoe  1  coe  1, , 

wclclio  Gleicliung,  wie  mau  sogleich  wahrniminl,  auch  iJann  noch  bestehen  Itleibl,  wenn  die  drei 
Richtungen,  welche  zu  ihr  geführt  haben,  in  eine  und  dieselbe  Ebene  fallen.  Aus  dieser  Glei- 
chung crhtUt  man  cos0  in  folgenden  zwei  Ponaen:  , 

cos0=co8(l— AO— Sein X sin A,sin*|0,  md  cosf=eosCX+a^<f  2dnIidii2,«o^^d; 

dureh  diese  UTerUie'vbn  cosf  aber  nimmt  die  Gteldrang  (90.  f.}  die  nächst dienden  twei  Ge- 
ltallen m: 

o'=r*— 2rRco8a  — X,)  +  R*  +  4rRsini8ini,sin'4tf,  ) 

mrf  [  

p*=:r»  — 2rR 008(1 +     +  R'— 4  rR  sin;. sin  A,cos'4  tf,.) 

Aus  den  Gleichungen  (90.  k.}  lassen  sich  jetzt  folgende  Eigenschanen  der  Umwiilzungs-Cylin- 
der^he  ablesen:  Fasst  man  bei  einer  bestimmten  solchen  Cylinderfliche  blos  solche  Puncto 
von  Ihr  iOK  Aoge,  wetdie  in  eJoer  soT  ihrer  Am  senhredileB  Ebene  liegen,  so  Hefeni  alte  diese 
Poncte  der  Cylinderfläche  fUr  r  und  X  einerlei  Wcrthe,  und  denkt  man  sich  den  Punct  0,  in 
eher  v()I1)g  hcstimiulnn  Sfelhing  mr  Axe  des  fyündcrs  gegeben,  so  dnss  R  nnd  stets  den 
gleichen  Wertli  behalten,  so  hat  niaii  sich  die  drei  ersten,  auf  den  rechten  Seilen  der  Glei- 
dfungen  (90L  k.^  ilelieiiden  QHeder  ds  TOUg  unveründei  liehe  Grossen  vonnsteVen;  denn  dber 
geht  aus  der  Form  dieser  Gleichungen  sogleieh  hervor,  dass  der  Absfand  n  des  Ptincfes  0,  von 
den  Puncten  der  CylinderAMche,  welche  eine  auf  ihrer  Axe  senkrechte  Ebene  aus  ihr  aus- 
euhneidel,  nü  den  Winkel  9,  stoU  n-  oder  äbnfaMnt;  dlHOT  Ahriind  «bd  pm  Untaten,  wem 
f,=0  ist,  wo  «r  durch  die  Gleidtang 

3rReoiCit-*;tO+R"  • 

gcgeb'en  wird,  und  an  gttaten,  weiM  f,=i8Cf  ist^  wo  er  dnreh  die  GMckoBf 

'  j*=i»  -  2  rR  eoi  CX+ a,) + ff 

gegeben  yrird,  welches  bcide-s  voraussetzt,  dass  der  Punct  0  der  Cylindorfläche  in  der  Ebene 
Ü^t,  die  durch  den  Punct  0|  und  durdi  die  Cylinderaxe  hindorch  geht,  ersteres  noch  über- 
diess,  deu  die  Pnocle  0,  und.O  auf  «oeriei  Seile,  leliteres,  dass  ai«  auf  jentgeget^^esetils^ 
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Seiten  ftm  der  CyUndefw»  BBgen.  SchidM  mm  dfe  tMm  ynaMmkm  OlelclwMgeii  m: 

und 

9*  8(lifn  I. + r  ibirf + Ol  CM  a.>-r  eoe  QT, 

io  -WM  man  gewahrt  dasf  Irie  mit  Zosiehing  der  voiUn  rnggdmäum  B^eliidiaR  der  Un» 
«Ühaoge-Cyiiiiderflficlie,  der  genta 

r8inil=:r, 

bl,  folgewlB  Geildt  anndiMn; 

«^^CKciol, +ny + (Reoia,  ^  r  «ofl)*. 

Denkt  man  sich  jelzt  die  Grösse  r  verändcriich,  d.  h.  iSsst  man  den  auf  der  CyUnderaxo  scnk- 
rechlep  Schnitt  Uings  dieser  Axe  fortrOckcn,  wobei  r„  seinen  Werth  nicht  Xnderl,  so  geben  die 
ielxlen  zwei  Gieichongra  auf  den  ersten  Blick  zu  erkennen,  dass  die  durch  sie  gegebenen 
Werfhe  9  gleIciMnig  bei  denjenigen  Sdnitte  an  Ideiiuten  rimlick  j:(RainA,— r.)  und  RainX,+r, 
werden,  bei  welchem  R cos A,  —  rfns?.=rO  ist.  Es  fnlgt  bicnius,  dass  unter  n  Puni  ten 
der  Umwälzungs-Cylinderflflche  derjenige  dem  Puncto  0,  am  nhcbsten  ist,  vet- 
eher  in  der  dnreli  O,  gehenden,  nur  Cyltnderixe  eenkreehlen,  sie  sehneidenden 
Gcruden  liegt  und  dnbci  mit  0,  nnf  der  nlntichen  6nite  der  Cyllndernxe  etok 

hefindct. 

143}  Zur  Darstellung  einer  krummen  Fläche  ist  eine  von  den  Gleichungen  ^63.},  entweder 
die,  weilte  sehiefii,  oder  die,  welche  senkrechte  Goordinaten  In  steh  enfnhnnl^  ällehi  Unreidiend, 
lind  ztnvcilen  ist  es  vortheilhaft,  eine  solehe  Glci'  liitnir  durch  eine  andere  zu  ersetzen,  in  welcher 
zuiu  TbcU  schiere  und  zum  Tbeil  senltrechtc  Coordinaten  auftreten,  wie  in  den  zunächst  vonu»- 
gegangenen  Nunniem  gesdMiben  ist  Um  iMbt  hienns,  diü  eh»  nnd  dieeeDm  PhUlw  dnrdi 
Gleichungen  von  sehr  mannigfaltigen  Formen  gegeben  werden  kann;  auch  können  gleichzeitig 
mehrere  Gleichungen  vorliegen,  die  sAnuntlich  eine  und  dieselbe  Fläche  darstellen,  solche  Glei- 
chungen werden  wir  dann  combinirte  Gleichungen  der  einen  Fläche  nennen,  und  insbesondere 
werden  wir  nnler  diceer  Benennung  diejenigen  zwei,  eine  und  dieselbe  Fliehe  darstellenden 
Gleichungen  verstehen,  von  welchen  die  eine  blos  schiefe,  die  andere  blos  senkrechte  Coordi- 
naten  in  sich  trügt.  Zwischen  den  in  combinirtea  Gleichungen  auftretenden,  auf  die  gleicbea 
Pnncle  sieh  beiiehenden  ecbiefen  nnd  senkrecfclen  Coordinlen  x,  md  n«  vf«  n"  finden 

jene  nelutionen  statt,  welche  im  ersten  Abschnitte  durch  die  Gieiclmgen  (15.      iwd  (4SL 
ausgesproclieu  worden  sind,  und  in  Foluendi-rti  bestchfii: 

( u= X  4-  x'cos  W  H-  x'oos  VV ' ,  u = A  cos  W  +  *  -j-  jc  cos  W",  »"=  x  cos  W'+  x'ws  W  -j-  x" 
CM«       1  nnd 

tSxsVu+nvH-rn",  «x'=fl.ii+fl;i^+«,v ,  Cxr=«,n+«:n'+i?ir, 

wrlclio  keiner  andern  Bedingung  unter^vorfen  sind,  als  dass  die  schiefen  und  senkrechten  Coor- 
dinatcn  x ,  x',  x"  nnd  u ,  n',  u"  einem  und  demselben  Puncte  angehören.  So  wie  die  Rela- 
tionen (91.  a.)  stets  zwischen  den  in  combhiirten  Gleiduingen  auftretenden,  einem  und  dem- 
Mften  hnd»  der  Pttche  angehürlgen,  beiderlei  Coordtnaten  statt  haben,  80  können  sie  auch 
dazu  dienen,  wenn  nur  eine  tileichunir  'ii  r  Flache  vorUegl,  aus  dieser  andere  combinirte  Üiei- 
drangen  derselben  Flüche  abzoieiienj  man  hat  zu  diesem  finde  nnr  in  die  eine  gegeiteoe  Giei- 
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chmg  aastalt  einer  oder  Bittrerer  der  in  ihr  vorkommenden  CoordiaaUin  der  einen  Art  ihre 
dnrth  vorstellende  RekHwien  gegebenen  Aosdrttcke  in  CoonBiwten  der  «ndem  Art  wa  setze«. 

Drückt  man  auf  dleso  Weiso  alle  scnlirechtcn  Coordinaten  in  schirfm  »us,  so  stfisst  man  auf  ■  •** 
eine  Gleiciiung  von  der  Form  q^^^^O,  und  drttciit  man  alle  scitiefen  in  senkrechten  aus,  so 
•tdsst  man  auf  eine  Gleichung  von  der  Form  ^'«=0»  und  diese  gehl  in  jene  oder  jene  in 
«Ken  Iber»  wenn  man  ftr      9%  m"  oder  lOr  x,  ihre  doreh  die  fileicfanngen  (91, 

gegebenen  Werthe  einwist 

r>a  (Iir';i  rn  nach  zwischen  den  zwei  combintrten  Gleichungen  von  der  Form  <p.^~0  und 
y«,=ü,  wodurch  eine  FUche  dargestellt  wird,  alle  jene  Beziehungen  obwalten,  welche  in  der 
EinieilMiig  m  dteMm  Abschnitte  (S-  '2Ql)  al«  swifchen  den  dortigen  Gleichuugün 

«nd  f'gSsO  beilehend  vomi^feeeM  wonlen  eind,  eo  .pitoscn  tHe.dort  ertullenen 

Besultale  auch  Uer  noch  ihre  voB*  OUUfkeft.bdullen,  wenn  .aen  k  Folg« 
der  deidmngtn  (91.  a.) 


fo  wie 


,   #«1  ^   t**  >  durch    ^  »    ^1  '         '    (§[  ' 

»      »  #tf  f       durch  0 ,   ^»  ^1  » 


CM*»*) 


»'o  »   »1  ,   Vt  i  V,    dnrch  0  ,    1  ,   coaW  ,   cosW , 
f  K  ,  >4  ,  »i    dttre*»  0,    cosW  ,   i,  cosW", 
«r  ,  <  >  «7  ,       Ml  0 ,   eoeW ,  euW,  I  , 

Dadurch  verwandeln  sich  die  a  a.  0.  anfgeslellten  Gleichungen  (26.  a.  und  b.)  in: 

QSx=9i+^"tvr,  (s\Sx'=%-i-x'in"y     ax"=M,H- «;''<? u",j  

ffVx:=a'+si"?)u",  (f:  A  x  — +  «i'*^  u",  67d'x"=:9i;-fa;'Vu",^ 

in  welchen  man  alle  Grössen  als  Functioiiei)  von  u  und  u'  anzusehen  hat,  und  die  (27.  a.  und  b.) 
griken  Uber  hi; 

'in  =  1  +  cos  W  'i  x"  ,        'ö  u'~-  cos  W  +  cos  W"  ^  x",   du"=  cos  W  +  Ix", ) 

3u  =  cos\V -i-cos  W  ö  x  ,   Ju'=i  +  cosW"Vx"  ,        3u"=cos  W"+ Vx",) 
worin  aUe  Grössen  als  Funclionen  von  x  und  x'  aafzuTassen  sind.  Femer  geben  die  a  O. 
mÜgetheOten  GUidnuigeB  (30l  a  und  b.}! 

„    — eoe ir-t-\»V+«oi1f  ViT    v  "    — <o<W"+eoew't>V'f Vn" 
1— ewWÄir— ceelTBrf'  1— ceeW««"— ceelTW 

gp4  «"••  91"  '  •  I      ~'*  ~~  Ol"  äl"*  *  dl"!»  » 


CM.«.) 
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wni  ^  40it  «ri^ifennMleiM  fflejetrangf  (34.  i,^  tkmA  Uar  die  MeUMfnde  Geitall  «: 

IM.  [l-«)u''ca.W'-ba''cosW''J[2^-bx''|-S:^''|.J  =1. 

Alle  diese  und  ihnen  vcnvandtc  Gloicbunyen  kann  man  auch  geradezu  aus  denen  (91.  a.}  her- 
holen, imlefn  man  diese  nach  x  und  x'  odf-r  mch  n  und  n'  nMeilct;  wir  Imbcn  sie  nur  des- 
wegen BUi>  den  in  12.  gegebenen  liervurgeben  lassen,  um  deren  Stellung  von  den  allgemeinsten 
der  iUdfliluMnrecluiaiHr  rai  wahrnehnbar  in  madieii,  und  so  dem 


gdbk'n  Lnsrr  einen  vollen  Ueberblick  des  ganzen  Gebietes  zn  verschaffen. 

144}  Dil*  durch  die  Gleidnmgcn  (86.)  darfrrstcIUcn  Ebenen  gehen  In  eine  ttnd  dtesefhe 
Ebene  Ober,  wenn  die  Gleichungen  (83.},  aas  denen  sie  hervorgegangen  sind,  einer  nnd  der- 
mDn»  faumioen  Flicke  ngehitoeB,  d.  k.  conMiiirte  Caeiehnngeii  riad.  bt  der  UmI  leM  anit 
In  jene  Gleichangen  Air  x»,  x;,  x"  und  u«,  ui'  Are  MM  den  CHeklmgea  (Bl)  cMMtt- 
nenen  Werthe  eia,  wodurch  sie  werden: 

CM.«.)    ir-r=cx-mr+c*'-oVr  mA  «"-5'*=c«-o'i»V+c»'-oV, 

lind  bcachtt't  man,  dass  den  obem  GloiehtingiMi  (OJ.  d.)  zur  Folge  an  der  in  \r.  I?i9.  hervor- 
gehobenen Stelle  0  der  FlAcfae^  deren  Coordinatco  und  tg ,  q\  if'  sind,  die  folgenden 
Rdetionen  statt  findeii: 

,    —  ees ir-f <-K CM yf^v"      A            -  co»W*+iosW'*V+*V 
c«=  n  TT-  »nd  es=  n  n— » 

80  nimmt  die  erste  der  Gleichungen  (92.  a.),  wenn  man  in  ihr  Ittr  und  deren  hier 
gegebene  Werdie- seist,  die  mciMteiNnde  Geilalt  «n: 

4- ttx  -  ö  eoeWH- X '- r  +  ( X"- n     W  "]  sV. 

und  diese  gcihi  Udn  sogleicli  fit  dto  swdte  der  ffleichnngen  (92.  a.)  über,  weim  man  erwigl, 
dass  die  soT  erster  ZeOe  stehenden  Glekhnngen  (9i.  n.)  anf  den  Panel  0  angewandt  geben: 

u=i+ fcos  w + r«w  w ,      «OS  w + r+  r'coi  w,  n'*=i  cos  w+  {"cos  w"-i-  r. 

also,  wenn  man  diese  mit  denen  terbindet,  von  welchen  sie  herstannnen,  sn  erkennen  gdM»» 
dass 

B       =  jt^i  +  (x  - n  cos  W  +  (x"—  r'3  cos  W , 

n"— ^^äC«— o  «>•  w'+ cx'— o«w  w-^a-'^r- 

ist  Achnlich  IKsüI  slih  »udi  tnil  Zuzi<^hiin!T  der  auf  zwcilcr  Zeile  siehenden  Gleieliiinj^en  (91.  a.) 
die  zweite  der  Gleichungen  (92.  a.)  in  die  erste  ubcrnihren,  und  jode  dieser  L'eberfUhningcn 
liefert  den  Beweis,  dass  die  Gleichungen  (91.  a.)  eine  nnd  dieseOie  Ebene  darst<^en,  wem 
.       di»  (88.)  eombnnrie  Gleichnngen  der  FUehe  sind. 

Die  durch  eine  der  Gleic^nn^gen  (H<>.^  «der  (92.  a.)  gegebene  Ebene  nennt  man  die 
Berdhrii nirsebcnc  oder  die  Tanirenlialebenc  der  durch  die  Gleiebnturen  (^■^'}  dargc- 
slelllen  ii.ru  in  in  ea  Flache  an  dem  I'unctc  0,  dessen  Coordinalen  |,  ^,  ^    und  tf,  i;',  if" 
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M.  tarn  bm  ieo  Gloidiungen  der  Tangi»iti«]^eae  oodi  dM  Mdnre  Gflililt  g«ken,  die  tft 

kennen  ^iit  ist.  T>a  nänilich  di>n  im  ^.  12.  milgelheflleo  fiMdHUlgvil''      i.}  smr  Folg^,  weM 

man  sie  auf  den  Pnnct  0  in  Anwendang  lirii^  '.  .    ,  . 

ii(  k  CcBlnlieil  d«r  '&tidmg  9)1=0,  «id  eben  m  ta  Genlfabdl  Aar  Glekling .^j^^<» " 


■  •  •  •  I  • 


J?  und  ^n•^■ 


kt,  fiu  venvnndeln  sich  die  Gleichangen  (92.  a.}  dadurch,  dtw  man  in  sie  für  df",  und 
»1  •  .  .( 

fl",  t^"  ihre  Wer  gegebenen  Werthe  einsetzt,  in: 


I  • 


(x"-n » n+c«w)  b  9-«+  («-Ö « 9#=*=o 

Md  -  'S    {«•.  k.) 

e»i'  fl«  lOD  I 

(11"   »j")  t  -/'^  +  C"'^ '0  ^    +  (u  -  )    "."^ =0 ,  ^    - .j.^  I 

und  zeigen  so,  wie  die  jBlei<Mng  der  zu  den  beliebigen  Puneto  0  gehurigen  TangeoUaldieBe 
nnilteBiiff  eus  jeder  der  coairitiila  'GIekfaaiigen  (83.}  der  Fttcha  g^tedeB  weideii  kaUL 

AAS)  Man  kanii'die  GleidHMgeii  der  Tugentialebeiie  emer  knunnwo  Flidie  aodi  auf  cJa« 

Art  aursuclu'n,  wolclu'  dor  analo|T  ist,  wie  >vir  iiu  vorigen  Paragraplien  {Nr.  127.")  die  Tnngente 

einer  ebenen  Curve  gefunden  haben.  jLcgt  man  nämlich  durch  den  beliebig  her^orgehobenea 

Panel  0  der  FUebe,  deatea  fcfaieCo  «nd  aeriowdilc  CoordiqBleä  aa'den  ursprünglichen  Axen 

kXt  AX,  AX"  ^,      f  und  r],  ii\  r,"  sind,  drei  neue  Axen  OX,  OX',  OX",  weKlu-  dm 

vorij^en  parallo!  und  glricliliiufig  sind,  tind  ln'zoii.1incn     ,  x'„,  x"  und     ,  iiö ,  11"  die  scliielcn 

und  senkreclilon  Coordinatca  an  den  neuen  Axen  von  irgend  einem  Puncto  0'  der  Flache,  der 

«n  den  nnpiühglidien  Axen  die     i",     nnd  n ,  u',  n"  gab,  ao  daaa  xwisehon  dieaen  GrOaien 

die  in  Nr.  139.  aufgestellten  Gleichungen  (84.)  uml  [S.").  a.  und  Ij.)  stnil  finden.   Denkt  man 

•kb  hierauf  durch  den  her>'orgchobenen  Pnnct  0  eine  erst  spilcr  zu  bcstitnuiende  Ebene  gelegt, 

md  beseldinet  nan  Anvk  p ,  p',  p"  und  p ,  p',  p"  die  adiiefen  nnd  aenkrefhlen  Projectioae- 

nblen,  welche  eitle  von  den  zwei  Biciilun!|en  der  auf  dieser  Ebene  normal  stehenden  Geraden 

an  den  Axen  A  X  ,  A  X',  A  X"  oder  un  den  diesen  paralletcn  und  frleMiIiiadgen  OX,  OX*,  OX"        "  ' 

giebl,  8u  hssvn  sich  folgende  Bezieliungon  zwischen  einer  solchen  Ebene  und  den  Puncten  der 

kranoMH  Fttche  feaiatelan. 

Bezeichnr  t  R  r!en  Abstand  des  beliebig  in  der  hniminen  FIficfae  auTgefassten  Pong^  V 
von  dem  bcstiauiit  iu  ihr  hervorgehobenen  0,  so  ist  (^Abschn.  L  $.  3.  Gleich.  17.}: 

R'  =  x,u.-fx;n; +  CM*»>) 
fallt  urni  von  dem  Poncle  0"  auf  die  durdi  0  gelegte,  noch  lüchi  weiter  bestimmie  Ebene  «in 
■lolh,  wodareh  diaa»  Btone  fai  Pnaete  8  «caehaMni  «M,-  nni  MI  «ai  fei  4h<  Bana  df» 

GcriTilc  OS,  sn  liürfnl  O' 0  ?  rin  fici  S  rr-htwinkliprs  Hrrtf  rk ,  in  welchem  0  0'  tiif  Lünffi»  R 
hat,  und  wir  die  Seiten  O'ä  und  OS  durch  ü  und  JJ  beaeichaeii  woUen.   D«r  «piUe  Wiiütel 
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OO'S,  den  iii  diesem  Dreiecke  die  Seiten  00'  und  O'S  eiiiscliliesson,  lüt  entweder  der,  den 
«fe  von  0  nach  0'  biiuielende  Richtung  mil  der  liildet,  deren  sdiiefe  und  0en|irechte  Projec- 
tionaiiablen  so  ebea  durch  p ,  p',  p"  und  p ,  f',  beicichnd  wordtn  aiwi,  webben  Wiakd 
wir  durch  9  TonleBea  werden,  od«r  es  ist  der  Winkel  OO'S  der  Ncbenwtdtel  von  den  Uer 
durdi  9  VOtgMlellleii;  mttm  iat  in  jedem  Falle: 

(M.  b.>  Rmfi  =  T[   und    E  =  +  T{cosß, 

wo  von  den  doppeUen  Voneichen  da&  obere  oder  unlere  za  nehmen  ist,  je  nachdem  6  ein 
spitzer  oder  stuüipfer  Winkel  isl,  «ad  e«  M  den  in  ersten  Ahscfauiti  $.  2.  «nfg^Uten  Glei- 
chnngea  (13.}  w  Fo%e,  wem  nm  «le  wT  die  maea  Axen  OX,  OX*,  OX"  in.  Amreadug 
briiift: 

CM.  eO  R  CO»  ©= 1»  X.  +      +  VX=9  0.  +  p'a;  +  f^iC . 

Sm  mm  fa  dtaie  bWe  ZeQe  Ar  <  and  ihre  dipdi  dw  dflKhimgeo  C89.  •.  nd  b.)  gege- 
benes Werttie,  •»  tndet  wmt 

.  (a€e#e=[»+ir»r3«.+[i>'+»"*^nx; 

CM.  A.)   y  und 

1 R  CO»  e= |> + p'  b  q"j  u,  +  [p'+  p"  V ») "]  u; 

fnaer  IMIacD  die  GMdhnigM  (BB.  «.  lad  k): 

nd  aelil  nm  dieeen  Ifcffli  von       in  die  61eie1i«g  C"»         »eiwriell  rieb  dteieBw  br: 

1iftsx,«,+i5«;+f'bri.+Vr«ii  rVii.+V«;] 
+£*V«.+»Vt«a  [Vrä+V«.»;+Vr'ä  +  

'  t»  Meill  E  oder  :i: Reo» @  den  senkrechten  Abitand  eines  beliebigen  Fundej  0*  der 
krummen  FlSche  von  der  durch  0  gelegten  Eb'^m-  vor;  soll  nun  diese  Ebene  in  grössler  Nahe 
(■»  '  -'^i  liogi  um  den  Punct  0  herum  den  Punoten  der  krummen  Ftttcbo  nüglichst  anhe  liegen,  so  ist 
idnü  mdilt;  inderps  gesagt,  elf  dew  ReonO  Ar  iBe  derberen  itt  grIiiMar  -Wibe.  bd  0  Ito- 
■finden  Pliaele  der  krumneo  PÜtcbe  bei  der  so  definirten  Tangentialebene  einen  möglichst  kloinen 
Werth  tnnehmen  moss.  Da  nun  aber  alle  xunttchst  bei  0  liegende  Puncto  der  krummen  Fläche 
für  üt  und  x;  oder  für  h«  uaJ     Werlb«  b^fenw      kleiner  6i|i4,  «}s  da«»  sie  sic^.d^irch  ci^dlich^ 
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«od  wirUkiie  ZaUea  nudiüelMi  Bmmm,  für  solcbe  Weribe  von    ,  ji;  oder  u, ,  a*,  aber  ^ 

Glieder  der  liübern  Diinunsionen  m  Being  aur  diese  Grössen  in  dei  Beilwii  (93.  d.)  neben 
denen  der  niedem  Dimensionen,  wenn  diese  nichl  vüUisr  null  sind,  ganz  und  gor  verschwinden, 
so  überzeugt  man  sich,  dass  Rcos6'  für  alle  Puncto  der  krummen  Fläche,  welche  in  grüsster 
NMlie  rings  vm  O  henun  Hegen,  nOgttehat  Udne  Verthe  anneknen  werde,  wenn  nun  es  nb 
einrichtol.  dasn  so  viele  Glieder  der  niedrigsten  Dimensionen  in  Bezog  auf  x,  und  x«  oder  u« 
und  wie  mißlich  in  den  Reiben  ^93.  d.^  strenge  mUl  werden.  Diess  glebl  xuvi>rdent  die 
Bedingung: 

c»+»»''*n«.+ cp'+  rni  x;=o 

oder 

0+P"»V'3««,+(p'+P"Vo»i=0. 

md  Al  diese  Bedingung  für  alte  in  müglichsicr  X9hc  rings  um  0  herum  liegende  Punctc  der 
krummen  Fläche,  d.  b  Hir  nlle  dt  tikhareii  Verhältnisse  zwischen  x«  und  oder  a»  und  be- 
stehen bleiben  muss,  so  3u.'rlaiU  i>ic-  in: 

»H-P^'^rsO  and  Y+lT^^'^O 

oder 

p4-p"'»°»?"=0    und  i)+p"V»)"=rO, 
welche  Bediogungspaare  sich  aacb  k  die  nachstehende  Geslail  Iningen  lassen: 

j^":  f'i1f  =  l:  ^Vf:  — *r  "dar  p"i  p't  p  =  1  :  --bV':  — »i»".  CM» 

f.a  . 

Hierdurch  werden  nun  die  VeiMMnisse  der  PtoJedionazaUen  p ,  t> ,  p"  oder  p ,  p',  p"  «t  ein- 
ander, somit  auch  (Abschn.  I.  %.  2.  Nr.  31.)  die  Richtung,  auf  welche  dieselben  sich  beziehen, 
gänzlich  bestimmt,  und  da  diese  Richtung  normal  zu  der  durch  0  gelegten  Ebene  steht,  so  ist 
durch  die  Bedingungen  (93.  Q  die  durch  0  gelegte  Ebene,  welche  sich  zunächst  an  dieser  , 
Stelle  am  meisten  an  die  Pnnete  der  knanman  Flacbe  «nscluaiegt,  völlig  gegeben;  diese  Be- 
dingungen sind  daher  die  einzigen,  welche  nuui  der  Tangentialebene  der  krummen  Fläche  an 
der  Stelle  0  nnferlegen  Juwii;  sie  (ttbccn  aacb  bi  der  Tiiat  geradem  wieder  zn  den  Giet^ 
ehungeri  Q^^^J  liin. 

Die  Gleichung  (93.  e.)  liefert  R*,  in  welcher  Entfernung  auch  der  Puacl  0'  von  dem  0 
genommen  werden  mag,  nad  die  Gteiebnngen  (93.  d.)  geben,  wdl  Rcos9=4fK  ist,  den 
senkrechten  Abstand  dieses  Pnnctes  0'  von  der  durch  0  gclcgti-n  Ebene,  wie  nui  ii  diese  Ebene 
sein  ims:;  stellt  man  sieli  abpr  unter  0'  blo"!  möelirhst  nahe  an  O  liegende  Piincte  vor,  so  bat 
'  man  in  jenen  Keiiicn  die  Glieder  der  hohem  Dimensionen  in  Bezug  auf  x«  and      oder  u«  und 

ai  gegen  die  der  niedem  DineMionea,  wenn  diese  aiebt  vallig  anU  sind,  in  rwnachlttssigaa, 
und  stellt  man  sich  nntiT  der  dnrcli  0  gelegten  Ebene  blos  die  Tangentialebene  der  Fliiclic  an 
der  Stelle  0  vor,  wo  dann,  den  Bedingungen  (93.  f.)  zur  Folge,  die  Glieder  der  ersten  Dimen- 
sion in  Bezug  anf  x,  and  oder  n,  nad  n;  vtflltg  nuD  werden,  so  verwandebi  sich  die  Qlei-  '  - 
cbungen  (03.  e")  und  (93i,  d.)»  wenn  wir  B„  un  I  1%  an  die  Stelle  von  R  und  E  setzen,  um 
dadurch  tiazudeuteii,  (hiss  man  sich  0'  nidi^licl  >t  ivMf,  bei  0  liegendi  und  die  durch  0  gelegte 
Ebene  als  Tangentialebene  der  Fliehe  zu  denken  habe,  in: 
L  ST 
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f 

/  10  t  i  \  0  Ol 

und 

•  s  ♦ 


(S  ♦  .  '  "  •  »  v'l\ 


oder 


In  «reichen  di  u  Absland  eines  nnigliehit  nahe  ln-i  0  lioirciuien  Puncles  0'  von  4eM  0,  E, 
nher  din  s<  nkr<-(  ht>  n  Ab^iand  dtis  Puncttts  O'  von  der  TaogeiMialebene  der  knuMnen  Flftche 
an  der  Stelle  0  bezeii-hnel. 

146)  Da  TangenUalebenen  flir  die  Untenuehan;  der  knunineo  Flilcbeii  von  i^ieer  Wiehlif- 

keil  sind,  so  wcillcn  wir  ilor  Ent(Ici  kun;r  ihrer  Ei{{enscluiflcii  noch  einiij(?  Auritn-rks  unlvcit  zu- 
weodea.  Die  Tangentialebene  einer  durch  conibioirte  Gleichungen  von  der  rn  (^3.}  auTge- 
fUirleii  Form  gegebenen  knmimen  Fliehe  wird  dnreh  jede  der  GteTAungen  (SC.},  nimlicli!' 

<•«.«.)  x;'='c*rx.+Vrx'.  «nd  u':='dn"ii,V'^n'X 

dariToslellf,  wenn  x„ ,  x', ,  x','  und  ü, ,  ui ,  ui'  die  schiefen  und  si-ntirechlon,  auf  dio  ncm-n  Axen 
OX,  0\',  OX'  bezügcncn  C<iordiiiatcn  ihrer  Puncto  bezciclineii,  und  die  lirumiiie  Fische  seUisl 
wird  dMffdi  jede  der  in  (85^  i.  nnd  k)  enMlenea  GlektangeB  n  den  gleiciwn  Azm  dnge- 
slem,  wdcke  Gleichiingen  lieh  so  aehreiben  iissen: 

mw  w  iUbkUnung 

sebrt,  und  es  besdcluieii  tn  diteen  lelclen  Glefclmngen  x^«  x!,     md  u» ,  n, ,  iC  die  mf  die 

neuen  Axrn  0  X  ,  0  X',  0  \"  bi  zof^cnon  st  hterr-n  tind  senkrechten  Coordinalen  der  zur  knitrmen 
Flüche  gebiirigon  Puncle.  Fas&t  uiau  nun  in  dieser  kninuiiea  Fläche  drei  beliebige,  aber  be- 
ilininit  hervorgehobene  Pancte  Om  ,  0,  ins  Auge,  welche  ausseriuilb  dee  Pttnctes  0  und 
nicht  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  so  sind  die  Gleichungen  der  durch  die  dmi  Punde 
0|,  0»)  Ol  gelegten  Ebene  in  scliic'i\-ii  uuü  senkrechten  CoorditiDtcn  ausgedruckt: 

[  -  [(x,  x.)  (x;  -  xD  -  (xr-  xi)  (x. -  x.)i  (x;  -  x:) 

+ -  c-^;  -   -  i<  -  -^0   -  V)] 


'  und 


0 = [(u;  -  u.)  (u;'  -  u;')  -  (u;-  -uD  (u;  -  u;)]  (u.  -  u.) 
—  [(u,  —  u.) (u"  —  iiD  —     —     (it=  -  -  «,T1    —  «') 

-j-  [(u,  —  u.)  (.ui  —  uij  —  Cui  —  ui j  (.u,  —  u,)J  (_u,  —  u,  J 
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tetocntm  AbMiaiRiidlBaiMIlMfiWehnngClOO.  d)  gemäss,  wenn  x.,  x;,  x;'  und  u»,  u;,n;' 
4e  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  von  jedem  Puncto  dieser  Ebene,  so  wie  Xj,  x',  x"; 
X, ,  ,  Xi' ;  X, ,  x', ,  x^'  die  schiefen  und  u, ,  u! ,  ü''  ;  u, ,  Ut ,  u^' ;  Ui ,  ,  ul'  die  senkrechten 
auf  die  neueji  Axen  bezogensn  Coordinaten  der  Puneto  0,,  0,,  0»  bedeulan.  Weil  abef 
im  Fncto  0,,  0»,  0^  ta  dar  4mA  die  GkUkmagm  (94  b.)  daigeHeUM  Irnw VtUbv 
liogen,  milfain  die  Coordinulen  der  drei  Pnncte  Air  x, ,  x«,  x*  odar  «v*  U*«  geielSt  dlaie 
Gleichuiigen.befiric<%ea  müssen,  so  gebm  diese  der  Aeihe  nach: 

wo  Z, ,  Z, ,  Zi  und  3i  i  3«  i  3*      bedevlen,  wu  mi«  Z  and  3  ^fd,  wem  ma  in  diewn  X| 

and  x| ,  X,  und  x', .  \,  iiiitl  \',  rm  die  Stelle  von  x,  und  x',,  und  Ui'lUld  u!«  Ol  UBd  l4)  U|  und 
Qa  an  die  Stelle  von  u.  and     setzt;  und  hieraus  folgt  weiter: 

■ad 

•  C":  -  "0 +V^"  (u;  -  u.)  +  3.  -  3m 

ur-  u;'=  b  ,j"  (u,  -  u.)  4-  V,r  cu;  -  uo  +  3.  -  3. , 

Setzt  man  die  hier  fdr  x;'— xl',  x;'— x;'  «wt  i^'— <  und  u;'— oj'  erbatteaeii  Wwtbe  in  die 
Gleidiungen  ^94.  d.}  ein,  so  findet  man: 

aiid 

u:— u;'=C". 

Jede  der  zwei  lelzlen  Glcichnngen  stellt  die  durch  dif"  drei  Puncte  0, ,  0,,  0,  gelegle  Ebenf» 
dar,  wo  immer  auch  diese' Punctc  Huf  der  krummen  Fluche  liefen  imigcn;  denkt  tiiun  sich  nun 
diese  drei  hmcle  linintlidi  in  grifMter  Xslie  Im!  dem  0  Kegend,  s«i  das»  Xii  xT,  xT;  x» ,  «  xS*; 
Xj,  Vj ,  x"  lind  u, ,  u',  u";  ii, ,  uj ,  u";  u, ,  uj ,  u7  kleiner  als  jede  noch  so  kleine  (irigcbbare 
Grüssc  werden,  so  verschwinden  in  den  Ausdrücken  % ,  Zt ,  Z,  und  3i »  3*  >  3*  ''^^^  Glieder 
von  dner  hdbem  Dimension  in  Bezog  auf  ^ese  unendlich  Ideheii  CoonnBatenwefflie  In  Ter- 
gkich  tn  solchen.  \ou  einer  nicdern  Dimension  sind,  vorausgesetzt,  dass  diese  .letztem  nicht 
vAUig  niin  sind,  Ist  daher  der  erste  Theil  in  Z,  oder  Z,  oder  Z,  und  in  3.  oder  3^  oder  3j 
Bieiit  vöUig  aaUf  so  gieht  dieser  erste  Theä  jdiein»  welcher  von  der  zweiten  Dimension  in  Bezug 

37» 
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LA»  ' 

—  x;)  X, 

-x.)Z,- 

—  xOz,+rx. 

-x,)Z. 

c«. 

-xOxi- 

— xjx;+cxii 

-x,)xi. 

9^- 

-u^3.- 

(u; 
(»; 

-ii:)3.+(u; 

— oI)  u,4-(«i 

— «;)  u,. 

-u,)3.- 

(u, 

—  u03.+C". 

-u03.' 

SP» 


AlMdi.  Ui. 


aaf  dto  »endlich  klehlM  OwunfiMriMBWcrthe  ist,  den  Werth  dM  guM  Ausdrucks  her;  isl  aber 
dieser  prste  Theil  strenire  noll,  so  giobt  der  erste  in  den  ß-ennnnten  Ausdrücken  vorhandene 
Tbeil,  welcher  daim  von  einer  bübern  «U  der  zweiten  liimension  ist,  den  Werth  der  f mauern 
AutdrldM  her.  Hieran«  folgt,  im  J«to* vm  den  AnadMekw  Z,,  Z,,  Z,  md  3,,  3*«  3«  eiaen 
Watdi  annimmt,  der  in  Bezog  auf  die  unendlich  kleinen  Hrüssen,  deren  Grundzeichen  x, ,  x, ,  x, 
oder  u, ,  n, ,  w,  ist,  entweder  \on  der  zweiten  oder  \on  einer  noch  hflheni  Dimension  isf,  >ves- 

I  D  «I  J  D  Ol 

halb  die  in  den  eckigen  Klammern  der  Gleichungen  ^94.  e.}  neben  t^'  und  i^jj",  ^q" 
•tdMnden  QuoUenteit  in  Bemg  tnr  diesdb«a  GrSsaen  entweder  von  der  cntan  «der  von  einer 

I •  • I  I  •  Ol 

liiHiefn  INinension  atnd,  Muneh  ndlien  t^'  oder  'dv",  'ö  r/'  ganz  und  gar  vl!^dnrinlel^ 
wenn  lelzlorc  irgend  angebbure  Werthc  haben.  Aus  diesem  Gianda  werden  dio  Gkiduutgen 
(IM.  fr)  bei  drei  «oleheTi  zunicitti  «n  0  liegenden  Ponotea: 

CM.«)   i;'-xr=:Cx.-xo»r+«-oVr  ^  n;'-nr=c«.-uo^&V+(<i;-ioVir, 

und  gcIuMi  diircli  ihre  Fdrin  m  erkennen  (Ab. 10,  Xr.  Hl.'),  dass  die  diinli  dn-i  zunnJist  bei  0 
befindlichu  Fuucle  i^eli'^jle  KlM-nc  mit  der  Tan?enliiilctiene  der  Kruiniticn  Finelie  Hti  der  Slclle  0 

.0  c  I  IQ  a  I 

pemllel  ImTc.  Sognr  wenn  <i|"  und  oder  \}ri"  und  bf/"  glcicbzeiti<:  ntdl  würden,  bliebe 
ifio  90  eben  gezogene  Folgerung  doch  noch  gültig,  weit  denn  jedenMIs  xi' — x"  oder  u^' — u" 
unvergleichlich  kleiner  als  x,  —  x,  and  X« — x',  oder  u,  — ^u,  und  — n*  würde,  was  allebl 
schon  nnrh  sieh  zieht,  diiss  die  beiden  geoMmlea  Ebenen  lieiaen  Winkd  von  angebbarer  GriMae 

mit  einander  inactien  künaen. 

Aua  dem  Umstände,  dass  jede  durch  drei  möglichst  nahe  an  0  liegende  Puncle  hindurch 
gehende  Ebene  mit  der  Tangentialebene  an  dieser  SteHe  paralM  ttoA,  'daas  also  die  knumno 
Flüche  dl'  !it  titn  0  Itorum  keine  merklichen  Ein-  und  Ausbiegungen  hat,  in  Veriiindunrr  mit  der 
•tt£  den  Gleichungen  (^93.  g.J  tu  schöpfenden  Einsicht,  dass  die  Abstünde  oller  so  nahe  bei  0 
Hegender  Ponele  von  der  in  dieser  SleUe  gehörigen  Taogenlialebcne  nmigleidilkh  Uenier 
als  deren  ALstiindc  vun  dem  Piincte  0  sind,  lassen  sich  nun  mit  grösster  Leidiligkeit  nnd 
Strenge  die  folgenden  zwei  Eigenschaften  der  Tangentialebenen  herleiten: 

.  »  •  a)  Wird  durcfi  Ebenen,  die  mit  einer  Gcni<Ioti  piindlel  laufen  oder  in  cincin  I'unele  sieh 
schneiden,  und  die  mit  der  Tangenlialebeii«  lauter  endliche  Winkel  bilden,  ein  Stück  so- 
wohl von  der  m  O  gehSrigen  Tangenliaiebenc .  ab  von  der  kiwumen  Fticho  adbor  ao 
abgeschnitten,  dass  die  Ptmcte  dieser  zwei  Stücke  siimmtlich  m/iffliehst  nalie  an  dem  0 
begen,  so  uolerschetdcn  sich  die  Flächeogrösseu  dieser  beiden  Stücke  unter  sich  nicht 
«m  ebw  GrOeae,  die  »R  dieaen  FUchengvQaaen  adtat  vergleicUMr  wirej 

b}  werden  die  oben  gednditen  mü  emer  Geraden  pandlelen,  oder  In  einem  Pnncle  maammen 

laufenden  Ebenen  vnn  einer  neuen  Ehenc  sanuntlieli  durchschnillen,  und  liegen  alte  Puncto 
dieser  Iclztem  Ebene  in  cndlicbcr  Ealfcmung  von  dcui  0 ,  so  unterscheiden  sich  die  beiden 
KSrperrMume,  welche  eitoeneila  doreh  dieae  Ebenen  und  andereraeita  durch  die  Taiyen^ 
tialebcne  und  durch  die  krumme  Fläche  begrenzt  werden^  unler  aidi  nicht  um  eine  Grilaai^ 
die  mit  dieaen  Körperräumen  selbst  vergleichbar  wäre. 

7.n  den  vorstehenden  Eigenschaften  der  T:t*fi,'rnffn!('hcnen  fügen  wir  noch  die  folgenden 
lunui :  Laoft  an  einem  gewiaacn  f  uocle  0  der  knuniuen  Flicbe  die  Tangenliaiebene  panlid 
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der  ftrMNd>4!oofdbMMiiibMin^  i>  Bi  nil  itar  X  A  X^^  to 
In  tkih  mlbehBeiMie  Gtaieliiiiy  dtaMr  TangeRüiIebnM  die  Fonn 

wetebe  Gldchmig  für  aD«  PoneCe  d«r  Tang«atialeb«M-Gidtigkeft  belllt;  die  Mntoedite 

Coordinaien  in  sich  aurnehnuMitlc  Gleichung  der  Tangentidelwiis  «Iwr  wird  unler  solchen  Un- 
flMaden  ([Atschn.  1.  S-  2.  GUU-h.  4H.  r):  '  ' 

raid  ist  fbenfiills  Trtr  all»'  Punrti-  Arr  T:in<;cntialebene  güUif;.  Bringt  man  diese  Gleirhung-en 
mit  denen  (92.  a.j  in  Verbindung,  wüdurcli  die  Tangeolijilebcne  unter  allen  üuiständen  darge- 
atelt  wird,  SU  gcninol  UM  die  Uebeneogung,  dam  in  dem  vorliegenden  bcsondeni  Falle,  d.  h. 
wenn  die  Gmnd-CoordinalendMne  XAX'  der  Tuigenlielelicne  pirrild  Utnft,  sein  mttfte; 

Är=0  und  Vr=0  i9B,m.y 

sowoUf  ab  auch 

10  Ol  .1  gl' 

2«"=-^  und  16fl"=-^,  (SfcdU) 

nnd  die  Werthe  von  II>,  Vi,      führen  la  der  Einsidit,  daas  die  letalen  beiden  Gleichnngen 
nur  in  deai  einen  Falle  in 

'in"=iO  nnd  bij"=0  CM.«.) 

ubergehen  künncn,  wenn  W"  und  W"  rechte  Winkel  sind,  d.  h.  wenn  die  Axe  A  X"  mit  den 
Jieiden  andern  AX  und  AX*  ein  senkrechtes  Coordinatensystcm  büdel.^  Läuft  hingegen  z.  B. 
die  Polar-Coordnuitendiene  JAS*  parallel  mit  der  Tangentialebene  der  knnnnen  Fläche  an 
einem  gewissen  Puncle  0 ,  so  wUrde  die  deicbnng'  der  Tangentiatebene,  welche  senkrechte 
CoonÜnalen  in  aicb  aufniount,  werden: 

u"-,/'=r:0;  C^.  «.> 

die  aberi  Wdcbe  sehiefe  Coordinatcn  enthält,  würde  unter  solchen  Umstünden  (AlMclui.LS.4i.  GL  15.  b.}: 

(x-t)cosW'+(x'-r)ro9W"4-x"— r=0,  (•«.».> 

und  beide  sind  für  alle  Punde  der  Tangentialebene  gillüg.    Vergleicht  man  diese  beiden  Glei-  • 
chungen  mit  denen  (92.  a.},  wodurch  die  Tangontiaiebeae  unter  allen  UuisUinden  dargestellt 
wird,  so  gewinnt  man  die  Uebenengnng,  dass  im  vorii«geiiden  Fälle,  d.  h.  wenn  die  Folar* 
Coordinatenebene  mit  der  Tangenlidebene  an  0  parallel  ttafl,  «ein  nrilHe: 

V=0  nnd  l»V=0  (••.•.) 

sowohl»  als  auch: 

Vr="'osW'   und   bV^-cosW,  IM.  4.) 

und  laan  üiokt,  da^s  dio  letzten  beiden  Gleichungen  nur  dann  in 


1  *  Ol 


br=0   und   Br=0  (M.«.! 

übfT^rhrii  können,  wenn  W  lui !  W"  rechte  Winkel  sind,  d.  h  wenn  die  Axe  AX"  BHt  den 
beiden  andern  AX  und  AX'  ein  senluredrtes  Coordinatensjstem  bildet. 


Digitized  by  Google 


IM 


147)  Man  ncnnl  die  Gerade,  welche  senkrecht  aaf  der  zu  einem  Punete  0  gehörigen  Tao- 
genlialebene  einer  kruuunen  Flüche  siebt  uod  durch  0  hindurch  geht,  die  Normale  der 
krummen  Flüche  an  der  Stelle  0.  Aus  den  in  Nr.  145.  angestclltca  Betrachtungen  geht 
unmittelbar  hervor,  dass  die  Lage  der  Normale  an  dem  Pmele  0  der  knuHDm  Flldie,  duck 
die  GleiclMiiigfla  (9^  f.)»  ainUifib: 

iWU  p":  p' :  >  =  1  :  — VV*  —if   oder  p";  p' :  p  =  1  j  —  iif!  —in" 

gegeben  werde,  wenn  p\  p"  die  senkrechten,  p,  p',  p"  dagegen  die  schiefen  Projcclions- 
zahien  ^or$I<>1lcn,  weiche  die  Richtung  der  fraglichen  JVonnalc  an  den  Axen  AX,  AX',  AX" 
des  arspnmglichen  Syvians  oder  auch  an  denen  OX,  OX',  OX",  welche  mit  jenen  parallel 
lliid  gicichlüuüg  sind,  gicbL 

Da  den  ia  $.  12.  Mr.  112.  erballeaen  Gieickvngm  (&  a.)  gemlasi 

Vx"=- Afe  und  Vx"=-i?i25 

ist,  wenn  man  sich  x"  als  die  durch  die  Gleichung  9^=^  gegebene  FuneUmi  VOD  z  und  X* 
vorstellt,  und  man  mu  deuueiben  Grunde  auch 

Vtt"=-!|i&  «nd  Vu"=~^- 

hat,  wenn  mnn  sich  iinler  u"  die  nus  der  Gleichung  ^»^  =  0  herzuholfnde  Function  von  u  und 
u'  denkt,  so  ist  auch,  wenn  man  diese  Gleichungen  auf  den  Punct  0,  dessen  Coocdioaten  |,  |',  |^ 
und  4*  n\  n"  sind,  in  Anwendung  bringt: 

— yTi — y  — f 4i   '  vaA  t>if"s — f  ir;  , 

und  durch  diese  Weidra  vor  Df,  und  ^it",  tiT  Teiwwideln  lieh  die  Glefchmtgm 
(97.  a.)«n: 

CM.  M  V'  V  ■■  ¥  =*'^Vf  :  '^Vf  P":  P' :  P  =''^V,  :*^Vy  . 

welche  in  den  Stand  setzen,  die  Richtung  der  Normale  einer  krummen  Fläche  an  irgend  einem 
herroi^ehobenen  Ponct  O  umn^elbar  aus  der  Gleichung,  wodurch  die  Flache  gegeben  wird, 
herzuholen. 

Wir  haben  im  zweiten  Abschnitte  (§.  11.  Nr.  94.)  gezpi'ci.  li.iss  sidi  das  eine  Gerade  dur- 
stcllcndc  Glcichungspaar  immer  in  einer  der  dort  (22.  a.}  und  {22.  b.)  angegebenen  Formen 
anTslellen  Mast,  und  in  der  ihnnif  foi^den  Nummer  ist  daselbst  nachgewiesen  worden,  dass 

die  in  jenen  Formen  annrelenden  CoefTizicntcn  p,  p',  p"  oder  ,  V',  fc"  iinmer  dnrcli  drei 
solche  Zahlen  vertreten  wurden  können,  >on  denen  man  weiss,  dass  sie  den  schiefen  oder 
senkrechten  Frojectionszahlen  der  Bichtung  proportional  sind,  welche  der  durch  die  Gldchnngen 

darzustellenden  Geraden  ungehOrt  Da  nun  nach  Aussage  der  vorstehenden  Gleichungen 
( f  7  a.  und  I).)  die  seliicfon  oder  sonkrechlen  Projectionszahlen  itr  Normale  einer  iliir  -h  die 
Ulciciiung  ^s  =  U  oder  yg  =  U  gegebenen  krummen  Flache  an  der  {»teile  0,  deren  Coordioattin 
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Kramnie  fliege. 


IM 


$»      I"  odiT  »; ,  r?',  »r  siiiii.  siili  vcriialten  wie  <ii'*  Zfl!i!on  — ttf,  — 'Cy",  I  oder  — t^", 

•  I  gl*  ::i  in«  «I«  (Ol 

—  1  ,  und  auch  wie  dio  Zalilcn  c"  >t'^,  ^  ,  t  V'„  t'«*'-"'"  i  ^  9; »  Tf»  so  erbuU 
nidn  aus  jeder  der  ^eiuimilen  Können  ein  dicüc  NoniiMle  darslellendes  Gleichiine-spRar,  wenn 

man  in  jent;  Foriui-n  ^,        |"  oder  fj  ,  //,  ;/'  Pur  x, ,  x' ,  x"  oder  u, ,  ii,' ,  ii".  luid  — CJfj", 

—^ri",  1  oder  t  %p^,  <3  t/^^. ,  V  v\,  für  p  ,  jj',  p",  so  uie  —  ir^",  — <;|*',  1  vdiT  b  /p^. ,  'c  ff  ,, 

^       fiir  V,  p',  p"  einsi'lz.l.    Auf  diese  Weise  kiinn  man,  wo  es  ^ewftnjtcht  ni»*!_  i!;is  die 

Normale  darstellende  Gleichungsppar  in  schiefea  sowohl,  wie  ia  scnkrcclilcn  CuordiiiMlon  von 
jeder  der  drei  besendeta  Formen  luftteUeii,  die  im  tEweilcn  Abschnille,  da  wo  die  Gerade  im 
ReMie  belnfliilet  ireiden  iet,  MMMirliGli  ImqirodMn  wonleM  itad. 

14*")  Hn  die  KriinnnuniT  einer  Fliirhe  an  eirieiri  heliettiir  in  ihr  liervorgehoLenen  Punde  0 
nach  verschiedenen  Richluugeii  hin  aufgefas:»!  eine  sehr  verschiedene  üeio  iuRR,  so  springt  in 
die  Augen,  dau  weder  dne  Kreis-  nocfa  etee  KufcDuHnuming  fan  Aüfiferndnen  die  Krfimmang 
einer  Flüche  an  einer  ihrer  Stellen  anzuzeigen  im  Stande  ist;  wohl  aber  lässt  sich  die  Krflitl- 
Biung  der  ebenen  Curve,  in  welcher  die  Fläche  von  einer  nach  Belieben  durch  den  Punct  0 
gelegten  Ebene  geschnitten  \urd,  an  der  Stelle  0  durcli  eine  Kreiskriluiniung  angelten,  und  man 
wird  so  ZU  einer  voUstUndigen  Erkenntniss  der  Nalar  der  Krümmung  der  Flache  liingeralirt 
werden,  wenn  nutn  an  jeder  ihrer  Stellen  alle  die  Kr  iinmmnfren  Hufxufiiulen  im  Stande  ist,  welche 
hier  den  ebenen  Curvcn  zukonnucn,  in  denen  die  Flitche  an  der  betrachteten  Slelle  durch  irgend 
Ebenen  geechnillen  werden  mag.  Wie  dieas  gesehelien  kann,  soll  nun  gezeigt  werden. 

Stellt 

<l(x^ö+<Cx-r)+^"(x''-n=0  oder  qC«-f)+«l'C«W0  +  «r'(«''-'O=0  CM»«-) 
die  in  schiefen  oder  senkrechten  auf  die  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  eines  bcliebig^cn  Coordfanlei^ 

Systems  hexojrenen  Coordinaten  nusgedrtlekte  Hfetehung  einer  beliebigen  dureh  den  licrvorgc- 
bobenen  Punct  0  der  Flache,  dessen  schiele  und  senkrechte  Coordinat^  | ,  |',  |"  und  ii ,  i}',  q" 
sind,  gelegten  Ebene  vor,  mid  denkt  man  sieb  durch  diesen  Pnncl  drei  nene,  den  vorigen  pa» 
laUelc  und  gleidilaufii,'e  Avon  OX.  OX',  OX"  ;.'cle<rt,  so  hat  man,  wenn  x, ,  x', ,  xi'  und 
tk|  0^,  u«  die  auf  diese  drei  neuen  Axen  bczogeocu  schiefen  und  senlprediteo  Coordinaten 
von  einem  irgendwo  im  Räume  gelegenen  PeJiete  bexeicfanen,  dessen  Cöordmaten  an  den  nr» 
sprQnglichcn  Axen  durch  \ ,  .\',  x"  und  tt,  tt',  u"  voigesIdDt  werden,  den  oben  (Abscba  L  §.  2.} 
gegebenen  Gleichungen  (7.)  gemäss:  i 

x  =  |4-x,  ,    x'=|'+x;  ,    x"=r+v';    Hiid   H  =  ^  +  u,  .    Ti'=V4-u;  ,    u"=  »/'+<,  CM.».) 

wobei  OS  gleichgültig  ist,  ob  der  Punct  im  Räume  der  durch  die  Gleichungen  ^9äL  a.^  darge- 
stellten Ebene  oder  der  xn  «nlersuebenden  PHtebe  angehört ,  weldio  wfr  uns  dnreb  ebne  Glel- 
cbung  von  der  Form 

Vx  =  0    "der    ./^„  — 0  CM.  C) 

gegeben  vorstellen.  Die  ebene  Curve,  wekhc  aus  der  brummen  Fläcbe  (|98.  c.}  von  der  Ebene 
(du.  a.)  herausgescfaniHen  wnd,  eniUll  alle  die  Ftancte  in  sich,  deren  CoorduMten  gMcbneiHg 
den  beiden  ersten  oder  letzten  Gleichongen  (98.  a.)  und  (98.  c.)  genügen.  Da  hierdurch  ent- 
weder die  aebiefen  oder  ibe  senkrechten  Coordinaten  der  Puncle,  weicbc  su  dieser  ebenen 
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Onrve  gehürcn,  von  zwei  Gleichungen  abhängig  gflauchl  werden,  so  hat  man  sich  zwei  von 
diVspn  CoordinBl'^n  ils  Fonclioncn  iJcr  driltcn  zti  denken;  es  finden  also  zwisduii  ihmii  die 
Bezichangen  statt,  wekite  in  $.  12.  dieses  Abschnitts  (JSr.  113.  und  Nr.  llö.)  besprochen  worden 
aind.  NamentUdi  fetcn  db  dortigeB  GMdhai^  (9.  &)  io  Bmag  wf  dto  MhicGM  CMMdi- 
MlcB  Bolclwr  hiMte 

(•8.  4.)   ^'    und  in  Besof  naf  deren  seokredrte  Coordinaten: 

u;=!)fj'u.  +  ^'f!'^  +  ....  und   u;'='dij"u»  +  y«;"^ii+.... 

Denkt  man  sich  (h  n  ruiict  0'  der  ebenen  Cur^e,  dessen  Coordinaten  an  den  neuen  Axen  durch 
Xt,  it«)  x*  oder  u, ,  u,,  u^'  vorgestellt  werden,  dem  0  so  nahe  rückend,  dass  sich  der  Ab- 
cbuMl  zwiMhen  beiddi  durch  kejn  cndUclM«  Maw  indir  ingdtm  HmI,  so  ▼«rsclnriodien  die  nf 
der  rinhtr-n  SpHp  der  vorstehenden  Glcirhungcn  befindlichen  Gliidor,  \vp)chc  höhere  Potenzen 
von  jc«  oder  u«  in  sich  enthalten,  gegen  solche,  die  niedrigere  Potenzen  derselben  Grössen  in 
sidi  tragen,  wem  diew  nicht  v9D^  nnD  siitd,  ganz  und  gar,  weshdb  die  Tontehendeii  Gl^ 
chimgeD  ftlr  alle  solche  in  grOasier  Nilie  bei  dein  0  liegende  Fnnde  C  Blwifeihen  in: 

wclilio  C!pifhungcn  einer  Geraden  angchiSrcn,  die  ziinikhst  nm  Pnncle  0  an  die  ebene  Curre 
sich  möglichst  genau  ansrhmicnl,  und  also  die  Tangente  dieser  Curve  an  der  Stelle  U  ist. 

Dass  diese  Gerade  die  Tangente  der  ebenen  Cunc  sei,  geht  zwar  schon  daraus  henor, 
vmi  wir  oben  gezeigt  haben,  dass  eine  Gerade,  die  nicht  in  der  Ebene  der  ebenen  Curve  liegt, 
sich  auch  nicht  nügliehfll  genau  an  eine  bestimmte  Stelle  der  Curve  anschmiegen  könne.  Es 
iMsst  sir'i  inf'osspn  norh  zum  1'rbcrßusse  hier  wieder  gpecicU  ilailliuii,  diiss  die  Gerade  (98.  t) 
in  der  durch  die  Gleichungen  aJ)  gegebenen  Ebene  liege,  womit  dann  alles  Bedenken,  ob 
aie  auch  wiiUhA  die  Tkuigeiile  sei,  in  aieh  seliMt  xerOIlL  Sehreibl  nun  mmlich  die  Gleidusf  en 
(98.  e.)  ndl  Zniiehnv  derar  (9S.  b.)  ao: 

j^-.{'=«rc'^-^,  x"-r'=?>rc^-i)    n'-fl'=?)n'c«-fl),  a"-fl"=«^"Cu-i?), 

und  setzt  die  h'wr  Hir  x'  -  \" — J"  und  u' — u"~t]"  erhaltenen  Wertlie  in  die  Glei- 
chungen ^93.  a.},  so  werden  diese  nach  Wegwerfung  des  allen  ihren  Gliedern  gcmcinschafUicheo 
Fadon  X — I  oder  u — q : 

»+*{>'+*rP''=0  «od  p-|-«fl>'+%0''=0, 

mtd  dass  diesoi  Bedingungen  in  der  Thal  ein  GenOge  geschieht,  welchen  Ponet  der  nidie  man 
auch  zu  dem  0  genomnim  haben  mag,  geht  aus  den  in  $.  12.  Xr.  113.  stntu^nden  Gleiclinngen 
(Tl.  tu)  geradezu  hervor,  welche  zeigen,  dass  man  im  jeder  Stelle  der  ebenen  Curve 

j>4-'öx>'-J-Bx'>"=0   und   p  +  cu'p'-f-^u"p"=0 

hat,  wie  man  sogleich  einsieht,  wenn  man  einmal  die  in  der  vordem,  ein  andermal  die  in  der 
Untam  deidmag  a.)  alehenle  Itadie  Seil»  als  den  Anidmdc  sidi  danlrt,  weMer  «.«.«.  a 
4mdt  tpr  o<\cT  0^  bezcidnel  worden  iil,  «nd  in  leMan  Fallo  dte  YeiHndeiüchm  x,  x*,  jC 
jdavA  a,  u',  u"  ersetzt. 
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Nachdem  wir  so  die  Gcwissheit  erlangt  haben,  duss  die  durdi  die  Glcicbnngen  (98.  c.^' 
dnigestellle  Gerade  ia  der  Ebene  liegt,  iin«b  iraldM  die  Cmm  «M  dar  fcnMMn  FMdw  liar- 

BTisjrcschniltcn  worden  ist,  und  Tangente  dieser  ebenen  Cune  nn  Hnr  Sfplle  0  isf,  srhrrilen  wir 
jetzt  zur  Bestimmung  des  KrttaunungtihaUimcssers  dieser  ebenen  Cime  an  der  StoUe  0.  Zu 
diewui  Zwecke  denken  nni  dureb  die  Spitt»  A  dei  «fi^nf tidien  CoordioBlflWjttonM  drai 
neue  Axfii  AZ,  A  Z',  A  Z"  cclt'irt-  von  (Icncn  die  cnift  AZ  parallel  mit  der  Tange-nto  der 
ebenen  Curve .  an  dem  Pjincte  0 ,  die  andere  A  Z'  parallel  mit  der  Ebene  imn  Ciirve  lioft 
um)  Mit  der  AZ  emen  redtfea  Winkel  bildet,  also  paralld  zur  Normale  der  ebenen  Cnrve  em' 
Puiicle  0  ist,  die  dritte  AZ"  endlich  auf  der  Ebene  der  Cur^e  senkrechl  steht  und  daiii-r  mit 
jeder  der  beiden  vorigen  einen  rechten  Winkel  liildd,  vn  flnvs  das  aus  dm  Axeii  A  Z ,  AZ',  AZ" 
aiuammengoseUle  Coordiaatoosyslem  ein  rechlwinkligeü  iüL  li«xeichneii  wir  durch  a"  die 

auf  dte<e  Axe»  beMfonmi  Gootdimtflii  vm  ii;gead  diiew  Puwie  Alt  ebenen  Oim,  dncli 
^,  r,  '^'f  Ptmrfcs  0,  so  ist  in  Beeng  auf  alle  Puncto  dfr  cbrncn  Cuno  z"=^', 
weil  die  Ebene  der  Curvc  mit  der  Coordinatencbone  ZAZ'  parallel  läuft  i  daltcr  wird  die  ebene 
GtarvB  4v)geiiBlt  dnrdi  die  bridn  Gleichungen  v  >  - 1 

F,=0  and  *"=r»  •  X^^'^lf 

welche  aus  denen  (98.  a.}  und  (98.  c.}  dadurch  hervorgehen  müssen,  dass  man  in  diese  für 
\,  \',  x"  oder  u,  u',  u"  ihre  Ausdrücke  in  /..  /,"  und  ztiplrii  h  Tür  ^,  ^,  und  tj,  »/,  t;" 
ihre  Werihe  in  ^,  ^'  einsetzt,  so  wie  unigekehrt  aus  denen  (90.  a.}  wieder  die  (98.  a.} 
«nd  X^.  c.}  geftuiden  werden  kBmiM,  wenn  In  entere  Ar  s,  s*,  *"  fbre  AnsdrOcke  M 

X,  x',  x"  oder  u,  u',  u"  und  mshich  nir  ^,  C'  «hre  Werthe  in  J.  JT,  T  f»''"  ,  >,',  r" 
gesetzt  werden.   Lc^rt  man  in  der  Glciihnng     =  0  der  Coordinate  z'  ihren  durch  die  zweite 

Gleicbui^  (*».  a.)  gegebenen  conslanten  Werth bei,  so  enthält  dann      nur  noch  die  beiden 

vttindsiiolien  Coordinatcn  z  und  z'  in  sich;  desshalb  slclH  sodann  die  Gleichnng;  F,=0,  fOr 

fich  betrachtet,  den  in  Nr.  139.  des  gegenwärtigen  Paragraplien  gegebenen  Erlfititerungen  zur 

Folge,  eine  Cyltndcrflüchc  dar,  deren  Seilen  senkrecht  auf  der  Coordinatenebene  ZAZ'  stehen, 

und  die  von  uns  betrachtete  ebene  Cune  wird  aus  dieser  Cylinderflächc  durch  eine  Ebene 

herausgeschnitten ,  die  in  der  Eiitfernutig  ^'  mit  der  Coordinatenebene  Z  A  Z'  parallel  lÜufL 

Daher  ist  der  Durchacknllt,  den  diese  Coordinatenebene  in  der  Cylinderflächc  iiervorraft,  eine 

Cune,  nclflic  der  von  tins  betrachteten  Hn-nen  Curve  rnng-nicnt  ist,  und  es  ents-prerhcn 

einerlei  Werthe  von  z  und  i'  gleicliüegenden  Puncten  iu  den  beiden  Cun  en,  so  dass  die  Krüm- 

nmnf  den  von  der  Coordinatenebene  ZAZ*  in  dIe  Cylbiderflitiehe  gcmacbten  Seludtles  «n  der 

Stelle,  wo    — ^,  z'~  r  und  x"~0  ist,  die  gleiche  i:>t,  wie  die  an  der  Stelle  0  in  der  von 

uns  betrachteten  ebenen  Curve,  wo  z  =  ^,  z'=^,  z"=f"  ist.  Da  nun  die  Axen  AZ,  AZ',  AZ" 

ein  rechlwhildiiifes  CoonBoalensystem  bilden  und  desshalb  die  Axen  AZ  and  AZ'  in  Bezug  auf 

den  von  der  Ebene  ZAZ'  gCHMChlen  Schnitt  ein  ebenes  CoordinalMWjSlea^  SO  ist,  wenn  ?  die 

Länge  des  Krütiinningshulbinesscrs  an  derfli  lle  dieses  Srlmitles  vorstellt,  wo  z  =  J  und  z  — ^'  -  .tun) 

ist,  der  in  Jj.  13.  dieses  Abschnitts  aufgeslelllen  (ileichun]^  (72.  b.^  gemäss,  w.eil  die  Axe  AZ 

mit  der  Tangente  der  ebenen  Cnrve  an  0 ,  aonacb  aucb  nA  der  (^dcUtegenden  de«  donli  die 

Ebene  ZAZ'  in  die  Oytindciililcfae  gemacktan  Sdudites  an  dar'SlcOe,  wo  ns=^  nnd  s'sjT  f.*'  .'fr  -> 

ist,  pacttilel  lüuft:  '  ' 

"...  ±l='^'h.^ .  M 

L  38  • 
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«em  ^  tl»  FtaKÜmi  von  C  angeMhii  «iri,  oad  dtM»  Oleiehang  giebt  darch  q  xagleich  tudk 
den  KrüiiimutiffshalbiiiesNT      Mü  der  knaHMi  FÜdM  hwiMMgeichiiiHeiwi  dMnn  Cnrr«  w 

der  Stelle  0  zu  crkf-nnen. 

Udi  null  die  Lunge  dieses  Krüimnungshalbmesserii  aus  den  GIdohnngen  (96.  c),  wodarch  die 
taamiiB  nudle  gegeben  ist,  tu  orfaalton,  seien  A,  A',  A";  Ai,  Aj,  A',';  At,  Ai,  AS  üt» 
schieren,  so  wie  C ,  C,  C" ;  C, ,  ,  C"  ;  C, ,  C; ,  f  ^'  die  senkrechten  ProjecUonszthlen,  welche 
die  neuen  Axen  AZ,  AZ',  AZ"  der  Ordnung  nach  an  den  urqiriii^[it«ben  AX,  AX',  AX" 
liefani;  ferner  sollen  B',  B";  B»,  K,  BT;  B.,  B;,  BT  de  PrejeetionanUcn  wtMkm, 
welrhc  die  A.vcii  AX,  A  X',  AX"  der  Ordnung  nach  an  den  Axi-n  AZ,  AZ',  A  Z"  fachen, 
wobei  sich  schiefe  und  senkrechte  Projectionszalilen  nicht  mehr  von  einander  unterscheiden 
kuuen,  da  das  letxleie  Coordinalensyslem  ein  redrtwiiAUges  ist;  dann  geben  die  dem  redrt- 
winkligen  CoordinateRSyilane  eigenthümlichen ,  im  ersten  Abschnitte  angezeigten  auf  (III. 
folgenden  CUeidiangen,  wenn  man  sie  mit  den  dortigen  Gleichungen  (31.)  In  Vefbindung  bringt: 

<B— D=C,   B'=D'  =  C.  ,  B"=D"=C., 

C«<M». •.)  1 B,  =  I). = c ,  b; = d; = c,  b;'=  1);= C4 , 

/b.=d,^C",  B;=D;=rr,  B;'=^D;'=r;', 

Ausserdeui  lial  mm  nach  Anleitung  der  Gleichungen  {ßö.  a.}  und  (titi.  a.},  weil  uiaii  uii  rechl- 
irinkUgea  GoorüneleniTitane  die  Coordinaten  b',  s"  sowoU  ib  ediiere,  wie  als  senkieciliio 
•nseiwn  darf,  wenn  man  eininnl  z,  z',  z"  für  y,  y',  y",  ein  andermal  fUr  v,  v',  v"  sctsi: 

!z=Bx+B,x-|-B,*",  »'=B'x4-B;;i'+«  jT,  »"ssrx+BTx'+B;'*" 
and 
»s=Au+AV+A'V,  »'ss:A,ii+A:«'+4riir',  ^ÄA.u+Ain'+irii-. 

Diese  Milem  GMdnmfen  geben  Dir  s ,  s',     die  AnsdrUcke  in  x ,  x',     oder  «,  n',  m 

die  Hand,  welche  man  in  die  Gleichungen  (99.  a.}  einsetzen  muss,  um  die  vordem  oder  hin- 
tern Gleichungen  (98.  b.J  und  (98.  c.)  zu  erhalten;  diese  letztem  Gleichungen  (98.  a.)  und 
(98.  c.}  faXngen  daher  mit  denen  (99.  a.)  vermittelst  der  Gleidiangen  (iOO.  b.)  gerade  so 
siuainmen,  wie  die  in  $.  12.  dieses  Abschnittes  betrachteten  (36.  a.}  mit  denen  (37.  a.)  durch 
die  (37.  c.},  wesshalb  alle  durt  erhaltenen  Resultate  mutatit  mutmdi*  hier  wieder  ihre  An- 
wendui^  finden.  Fasst  man  zuvorderst  blos  die  ersten  in  (98.  a.}  und  (98.  c.)  enthaltenen 
Gieiehnngen  ins  Auge,  so  hal  inm  den  Boclislsben  n  mit  dem  z  zu  vertnischen  und  ansiec» 
dem  noch 

»'«  =  0,  »-,  =  8,  v.^B,  ,  »',=6,, 
,4=0,  r;=:B%  »{=B:,  i4=K, 

M  soltm»  wodudi  die  enle  doillgo  Oeiehnif  (9&  k)  hier 

ifmm.  cb)  »ss=  B + b,  a  x-f  b,  t  x" 

«rird,  «od  die  dortigen  Cleidiungcn  (39.  c.}  hier  geben: 

In  diesen  Gleichungen  ist,  der  in  $.  12.  angeordneten  Gebrauchsweise  gcinflss,  die  durch  S  an« 
g«ie{gle  AbMhmg  noch  x  tu  nehmen;  die  dunh  b  angeseigten  mnd  nuf  die  hinter 
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UUtm  Mmim  aMwiM  n  MlM«Bid«a  BmMmb  m  bttialieB.  Aas 
gtbea  tldi  die,  welche  die  letzten  in  (98.  a)  und  (98.  e.)  enlhalien«a  6Mcbag«n  «ngchon, 

wenn  man  den  Bnchstabcn  u  nn  din  SIpIIp  von  \  und  den  A  nn  die  Stelle  von  B  setzt,  wobei 
man  dem  Buchstaben  u  dieselben  Aci  virte  zu  geben  hui,  die  bei  x  standen,  bingegen  dem  Buch- 
staben A  die  2M  der  bei  B  stehemten  Accente  als  ledex  aunlriliigen  und  so  viel  Accenla  bei- 
fofUgeii  ha^  als  der  Index  von  B  bes^gl.  So  eibült  man  anslatt  der  iGlflkhuy  ^lOOl  c)  die: 

^xs  A + A' 9a'+  A" l u"  (tM.  •»! 

und  anstatt  der  Gleichnngen  OOOl  d.)  die: 

A.  +  a;  u'+  a;-  b  u"     ,  ^  ,,_  a.  +  a;^u'+a;'Su"  ,  ^ 

in  welchen  wieder  die  durch  !^  angezeigte  Abkilun^r  niu  h  u  und  die  durch  ^  nngczcig[tcn  nach 
den  hinter  diesem  Zeickcu  stehenden,  aber  okoe  Accont  gedachlen  Veninderiicheii  sa  neboten 
sind. 

i>a  bei  unserer  jelzigm  Betrachtung  z"  den  constanten  Werth  j^"  bat  uad  deswegen 
B^=0  in,  so  verwandebi  sich  die  hintern  fai  (iW.  d.)  nd  (lOa  f.}  stehenden  Gleicbwi- 
gen  fai: 

B"+B;'bx'-f-B;'V*\"— 0  uiiii  A,-f  a;öu'+a;'öu"=0;  cmi.».) 

^iUininirt  mau  aber  mittelst  dieser  Gteiobungea  die  Grüssen  'dx"  und  ^dn"  aus  d^  Gleicl^x^g^ 
(100.  G.}  wid  (100.  e.)»  so  wie  aus  den  vordara  (lOQi  d.)  nnd  (toa  f.),  so  lindel.nan; 

BT  * «=B  BT— B, + (B,  F,'- B;' BO  B  X' , 

B'B,"— B"B',  +  (B:B;'-BrBn«x*      '•    •  • 

»«^='r«_ji^'i.4.^;B»'_»fii>,^i,x' » 

«nd 

Ar^ssa  A  AT-^  A"  A. +(;A' AST— A"  A'OB«; 

>    a.a;'-a:'  A,+(A;Ay-A"  aq^u' 

A  A','—  A'  A,-t-(A'A;'— A  A;j  Ö  u'  ' 

und  diese  nicidniii^'i'n  gehen  mittelst  eines  auf  die  int  ersten  Abscfanitte  au^eslelhen  Glei- 
chungen (81.  B._)  geworfenen  Blickes  über  in:  "  "  . 

und  \  ,  (ßMm  Ik) 

A;'a*=CB;-B'8«':)[Aj,  ax'=;z.g±||^.j 

Leitet  mun  jetzt  die  liintern  der  Gleichungen  (101.  Ii.)  nach  x  und  u  ab,  so  eihtfl  MWI  nnl 
Aochaialfger  BarAwchtaaha*e  auf  die  so  eben  nn0esogai»ea;Gleiofanngen  (91.  a.}: 

vfo  Öz  in  der  vonlern  die  Ahlcitungr  von  z  nach  .x ,  in  der  liiiitorn  (Jloirhnn^r  dpirrgon  die  Ab- 
^Uiiig  vuii  X  nncb  u  bedeutet,  wie  schon  in  den  vordem  auf  emler  und  2waler  Zeile  »(ebenr 

36» 
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4lm  GWdiangen  (101.  I).) ;  setzt  mm  aber  dSe  «•  kMan  Nri»  äA  eifubaiiBii  Wall» 
in  dt«  vorigen»  so  verwandeln  sidi  diese  in: 

oder  mit  fiUcfcaidit  auf  die  Gleichiuigen  (iOO.  a.} : 

Wcndrt  man  jclzl  diese  für  alle  Puncle  der  ebenrn  Clin  e  giUligcn  GleidiafMI  aif  des  POOCt 
0  an,  bei  welcbeui  x'^l",  u'=rq'  und  z'=^  ist,  so  criiiüt  man: 

vad  hierduMh  niauBk  die  Glejcining  (09.  b.)  jede  mm  den  mrei  nockatelieiidai.  Foinen  m: 


welche  zeigen,  wie  ssitli  Jor  Krümmungshalbmesser  der  elx-npii  Curvc  an  der  Stfllc  0  sowohl 
mittelst  der  aus  der  Gleichong  gpx=0  and  der  vordorn  (98.  a.}  herzuholenden  Werthc  t>^ 
und  als  auch  mittelst  der  aas  der  C9eicbung  1^^  =  ^  ™<i  dtrr  hintern  (98.  a.)  heizuho> 
Icnden  Wertho  <d«j'  und  Vt)'  finden  lässt.  Die  Gleichungen  (101.  d.}  lehren  zogleidi,  wie  aidi 
der  KrüinmungshallitTK'Sser  einer  obpnen  Curvc  an  einer  ihrer  Miellen  finden  Iflsst,  wenn  diese 
Curvc  nicht  in  einer  der  Coordinalcnebenen  liegt.  Hierbei  bat  man  noch  su  beachten,  daas  dar 
In  entoi  Abwhoitte  fegeboiea  Glefehong  (64  b.)  m-  Folg«  hier 

[B]     ^  [AJ 

ist,  weil  unser  gegenwärtiges  neu  eingeführtes  CoonUnatensystem  ein  rechtwinkliges  und  also 
k=l  iit,  wanrwegoB  nun  die  Gleiduwgea  (10t.  d.)  anch  so  edireibeii  ttann: 

ftM.«.!  ±^=h'(A:-A.ferr  ±e=(c:-wr" 

149}  Die  Gleiiiiungen  (101.  e.)  haben  zwar  eine  sehr  einrache  Form,  nbor  die  in  ihn»*n 
vorkommenden  Projcctionszahlen  A,  und  A,'  oder  C,  und  Cj ,  welche  die  Itichtung  A  Z'  oder 
die  im  Fonele  0  gebdrige  Nomtale  der  dieaeo  Cnrve  an  den  Axen  AX  «d  AX'  BetM^ 
verlangen  selbst  noch  ihre  weitere  Bestimmung-  dtirrh  die  Glrichtingcn  der  ebenen  Curvp.  Er- 
wägt man,  dass  die  Axc  AZ"  seokrecbt  steht  auf  der  durch  die  Glcicfaungen  (98.  a.}  gege- 
benen Bbene,  denn  Durehacludtt  nit  der  Imunnen  Fttche  d*»  ebene  Cnrve  Nefert,  dais  nbo 
die  Projeclionszahlcn  A,,  Aj,  A"  und  C,  Ci ,  t"',  welche  diese  Richtung  AZ"  an  den  Axen 
AX,  AX',  AX"  giebt,  den  CodRsienlefi  q,  q',  q"  und  q,  q',  q",  welche  in  den  Gleichangen 
(98.  «.}  voikonuneo,  ^opoffiDaal  sifid,  wie  die  iui  zweiten  Abschnitt  mitgelhcUten  Gleichungen 
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(4}  MgMah  m  4to  HhiI  geh«,  n  llbanaqgt  bmii  «iah,  dnfc  dta«  GoalUartM  ämA  Ja« 

Pk«!}0Olionszahlcn  ersetzt  warica  Utana,  «d  MB  «mMh  —hW  der  flkicfc— f  {861 1.)  dte 

fotgenden  nehmen  kann: 

C(x-f)  +  C,Cx'     i')  +  (';'Cx"-sn  =  <'        A.^u  -        A;Cu'-rO-{-A;'C<''-'n=0.  (!••. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  stellt  in  Verbindung  mit  der  ersten  in  (ßÜ.  c}  enthaltenen  die 
ebene  Ctarre  in  MUefen  CoonHmten  d«r,  w  wie  die  swetlen  der  gmamirtea  CHeiclMnigen  die 
eben«  Curve  in  sonkrcriilen  Coordinalcn  darstellen.  Jedes  dieser  beiden  Gleichungspaarc  be- 
findet sich  genau  unter  den  im  ersten  Paragraphen  dieses  Abschnitts  (!ir.  113.}  angcItUuten  Um- 
stünden, und  man  hat  beim  ersten  Paare  nichts  weiter  ta  ikun,  um  alle  dortigpo  Formeln  anf 
es  nwflodber  n  meebea,  elf 

sonach 

zu  setzen,  und  aus  den  diesem  Paare  angehürigcn  Resultaten  ergeben  sich  die  dem  andern 
Paare  sngdrihrifsn  enalogen  einfach  dwhurdi,  daas  mai  od  A  an  die  Slale  von  ip^  and  C 
setzt,  alle  weiteren  Abzeidiea  dier  eben  io  schreibi  Aaf  dtaae  Waise  giebl  die  dortige  enie 

Gleichung  (7.  b.}  hier: 

!••  ••■  »II 

 rrr-  ™       — —in  »n —  » 

oder,  wenn  man  aach  hier  wieder  cor  AUuiniuig 

seist:  ,  , 

f"      '  r  k"  mt,'  i  '" 

.    ^«'=ij7V^,»  und  au'=i  >K  ■  ti 


5 


gl'^^*  und  öu'=;;;i°^.^>-       .  im«.«.) 

Am  den  Gleidmgen  (10%  n»»  «bcr,  dast 

Ii  —  <-i  9Px 

IM,  oder  wenn  man  beachtet,  daaa  dhfiAm»*  AViUiA^J^  iei|hradiJniC' 
deaswegen  den  oben  bn  eialen  Abachaitie  ■B^eatsllleiÜ'  GleidMngaii  ("O  gwXi 

A.c+Arq+Ar<y=:P  «a  ci^^^Ai+ü-^Ärii^ft ■ 

M,  wd  der  KAne' Uber    '  •     '  ' 

A.fi+A.>;+Ar=:&  iBd  c.v<t+c;^+cr=p,  ct«k«.) 

schreibt: 

A.'-A.I>x'=-^r^f^  und  C;-CBn'=-^/"^'^  •  CiM.«w) 
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Aus  den  Gleichungen  (102.  a.)  uml  (lu2.  c.)  fliUlt  aRD,  w«Wi  man  die  voHm  wiA  x, 
die  hinierc  mch  u  ableiM,  x'  uad  x"  als  f  ■Mliflaeii  von  X ,  und  a'  und  tt"  all  FnadiMm 

von  u  betrachtend: 

tioa.«.)  C  +  C;<äx'+C;"dx"=Ü   und   A,  + A,  Ctt  4-A;' du'=0 

Vu'=^_^J^-^I(a;-  a,>;d' Vv-i+ ca."  vi- a.)  V  vi 

und  diese  letzten  Gleichungen  gobcii,  wem  iDM  am  ihneii  t>x"  md  tu"  miltebt  der  Glen 
cbungcn  001.  a.)  elimiiiirl  and  Tür  dx*  nnd       flira  Wartha  aiia  (108.  c)  «iaaelzt: 

CCi— t, 'fij" 

r tt'= ...         [CA;-^;voCA.V'i-A;v^.)*^'yw+CA;>i-A,)CA,y;-A;vo'^ Vs 

CA«*~Ai  Vw 

+ (Ä-, — A,  viü  ^  e  Va + (a;  -  a;'  v'iU  Ca;'  v« — a.)  'i  Vu  • 

Die  Gleichungen  (103.  a.  bia  c.)  lialian  Gaukelt  Ahr  aOe  Paaete  dar  dtanan  Owe;  wendet 
.  nan  lie  auf  den  Fnnct  0  an,  indem  man  |,  r>  I"  und  t},  r,',  ij"  an  die  Sidle  von  x«  3^ 
•nd  u,  iC,     aetst,  woduich  den  CUddungcn  (102.  b.  and  dj  aar  FoJge 

Cm«.>  .-n^'=»^  .-TT^*=9>?  »«d  .Ti^'=v;.  .W^' 

cm*.)""*  A.rp'^  +  A:7>'^  +  A;'=:g^   und    c.  t/.;  +  C! .//' +  c  = 

wird,  so  werden  die  Gleichungen  (102.  e.^  an  diesem  Puncte: 

cr0  ajtf 

cm«.)  A;-A.»f=^^_^f^^  nnd  C'-C.»,^- 35-^  . 

and  die  (103.  b.  and  e.")  feben  an  demadbon  rnncie: 

&'r=77;r-^7-7^JCC;-C«?>^)(C,Tf-("TP°^^V^^ 

(m  41.)  ^  +(c;-c;>p((;>^-C)*^Vi+CC?9'f-c./'<^''if'f 


+(c;-c?yp«  i>  9Pi+(c;-c;>p(c>j-c)  «  yj] . 
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V  T  y  ff 

+  (A1-a;>;ka;>;-aoVv/+Ca;>'^-ao'*öV;  > 

+ca;- Ar^*' ^V,+ ca;-a.>p  (Ar^,^  Ao'Vvg . ) 

HHtelit  der  GkidiiHveD  (104  «0  geben  mi  die  (101.  «.)  Ober  in: 

— i?cr^ —   ÄffJ   ^•~--) 

oder,  wem  um  üi  diete  Ar       «nd  D^«  ibra  Werthe  mi  denen  (104  d)  md  (104  ol) 

4iiiiscl£t : 

±l=|;[(i^-^-^(A,^-A;ypV^,+(A;v,-^)(^^-A;t^p•i'v/' 

^-(A;-A;vp(A;>;~^}bV;+(A;>;-A./iV;  V um.«.) 
+(A;-Ajy;)''bV;+CA;-.A;^)(Ay^,-A.)'»^.' 


Die  rechten  Seiten  der  letzten  zwei  Gleicliungca  verciafucbea  sich  durch  folgende  Betracb- 
bnigMi.  Bezeichnen  p ,  p',  p"  und  "p ,  Tf\  p"  die  lohiefen  und  senkrechten  Projectlonsuhlen, 

welche  die  Richtung  di  r  zum  l'unctc  0  gehörigen  .Normale  der  krummen  Flüche  an  den  Axen 
AX,  AX',  AX"  lierert  udi-r  eine  mit  dieser  Normale  durcli  die  CoordimileMiiilM  A  panllel 
gezogene  Gerade  AN,  so  ist  den  Gleichungen  (97.  b.)  gemäss: 

t.l  ••!  !•• 

!>' :  p  =  b      :  b  9>l  :  b       und  p":  p'  5  p  =  b      :  S6      s  »  , 
oder  den  in  (104  O  cfaiKendirten  BeMidMnagen  cnlfpiecbend: 
p  :  p*:  V=Vt  s  V?  *  *  w»*  P'9'i  V=^^ 

«teilt  ferner  ).  den  W  inkel  vor,  welcbflB  die  Biditamgen  AN  und  AZ'  oder  die  Normalen  der 

krummen  Fliii  he  und  der  aus  ilir  Iirmtisjiesrhniltenen  ebrnen  Ctirve,  beide  an  dem  Puncle  0 
genommen,  mit  einander  bilden;  so  ist  den  im  ersten  Abschnitte  autgesteUteii  Gleichungen 
(9.  I.  nnd  b.)  aar  Felge: 

A,p+A;p'+A;V'=<»*1  i«I  C,p+C;p'+Crp"=eeei,  (•••.».) 

«der  «renn  nun  flir  p,  p'  wid  für  p,  p'  ihre  Weillie  «ns  den  Gleichungen  (100,  n.}  leltl; 

A,yi+A;v'j+A."=^  «od  c,v,+qv;+c;'=y^ ; 
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lÜMe  CSleidiangeQ  Iuwk  «ich  tber  den  ia  (IM,  h.)  eingenUnteii  Bevdchiiung^en  mUprechmd 
Mnb  s6  «chrciben: 

WcA  fen^  die  xwet  RiehlungDii  AZ'  vnd  AZ"  leiikraeU  anf  «iimider  itelwn,  so  ist  den  En 
eiilMi  AbschRilte  gegebiMn  (anidungeii  (}H.)  geoilwt 

A,c+A:c;+A:'cr=o  and  r.A,  +  r;A;  +  r:'A;'=o, 

iinr!  rliininirt  imn  «HS  diesen  Gleicliangen  und  denen  (106.  h.)  die  Grflsion  AT  und  CT«  so 
'"*'         erliiill  man: 

c;'«wi=A,(»cr— rc)+A;ot'c?— g) 
Ar«M  A=c  (p  a;  -  p  "  AO  +  c:  Cp'  a;'-p"  ao 

4Nier,  wenn  nen  in  diese  Dir   ,  |)'  nod  p ,  p'  Im  ans  den  deimliiMgea  (108.  «.}  enbumuneaeB 

Wcrthc  und  v.n  ifWirWr  Zril  Hir  GOfil  seinen  sas  der  ersten  und  «weiten  Gleidniiiff  (1061  c) 
sicli  ergebenden  Werth  einsetzt: 

^  (".'   = A,  ((•;'  rp'^  -  c)  ~  a;  ic,  -  (:;- 
CiM. «.)  ^        _ ^  _  p, ^„^„^ 

Da  die  Nonnolc  der  krummen  Flüche  an  der  Stelle  0  senkrecht  auf  der  Tangentialebene  der 
lurunuiien  FlHclie  an  derselben  Stelle  steht,  so  steht  sie  aurh  senkrecht  auf  der  in  dieser  Tan- 
t  •>  .  -  •  1  genüsleliene  liegenden  Tangente  der  ebenen  Cnrve  an  der  Stelle  0;  es  bildet  daher  die  Rlell- 
tung  AZ  mit  den  beiden  nndrrn  A  Z"  und  AN  rechte  Winkel,  SO  dass  xofolge  der  bn  enten 
AbschniUe  erwiesenen  Gieidiuay^cn  (23.)  ist: 

qp"_c;>':  c;'»>  — c,»)":  cp'— c;i3  =  a  :  a':  a" 

«nd 

A:p"-A;'p':  A;'p-A,p":  A,p'— A;p  =  r  :  f:  C", 

oder,  wenn  man  in  diese  rroporUonen  für  p,  p'  and  p,  p'  ihre  WcrUie  aus  den  Gleichungen 
(106.  a.)  einsetzt: 

(C;-Crv^  '  Cr-p^^-C.  :  C9>''-C;«p^=A  :  A'j  A" 

CtMt*   I  und 

(a;-A?^  t  KHf^~M  :  A,v;~A;V(;=C  :  C:  c.  . 

Diritfirt  nan  mm  dfe  etate  der  Gleiclningen  (106.  d.)  sneeesaife  mit  C;>'(— C,,  C  —  C'^tp'^, 
C<]p'^  —  C',tp'^,  and  die  zweite  deneOien  Gleichungen  successive  mit  Ai' ~  A, ,  Ai— Äi'^, 
AtV^— Aiifi^,  so  erhält  man  mit  Zusiehung  der  Veritiltnissgleichnngen  CiQQ.  e.y. 

A,A'— a;a  A,A'— a;a         ^(        a.a'— a;a  ; 


_c.c'-c:c   P,    _c.c'-c;c   ^cr-qc. 

a;'v'— A,~"   a;'c'    '  a;--a;v'~   atC"'  a,v';:— a,v,     A,'f"  ' 
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A,A'— a;a    a.a'— a,'a   .  c,c— c:c  Utr^KB 

 l^  =  -~l?         «Ii— Jjr— =       ^  . 


iit,  «nd  4n  im  antan  AlfdnUl«  gogeUaii  IMIm  GIckldi^Hi  (81  a.) 

^lil^iIA=s-tÄ]   und  =:-LBJ, 

ist,  so  gehen  hierHurrh  «üe  GIciLhuii^in  (i07.        ^f^^  WP  |^«i<^eiUg  all«  i«  Ouiev  «or- 
kommenden  Onolienleii  lunkchrt,  über  in: 

~5             tAj'                 ~    £A]*          %       ~     5  / 
«d  S  (§m.  k.) 

Glebi  man  jeM  In  dar  Glekhuv  OOS.  jedem  der  bet  den  Abtellmgen  von  nnd  qt^ 
ttebeoden  Factoren  eioea  von  den  drei  in  ^  oUnltanen  ff^  zam  Nenner»  nnd  b  der  GleidHnfg 
(105.  c)  jedem  der  bei  den  AMeÜnngeD  von  vi  und  tf'l  stehenden  Factoren  ctoa  iron 


drf'i  in  P  enthallen<>n      zum  Nentipr,  setzt  hieraur  an  die  Slelle  der  so  ab^pSnderten  Ftf- 

toren  deren  Werlhc  aas  den  Gleichungea  (107.  b.^,  und  Tur  das  eine  noch  zurückgebliebene 
9^  «id     seinen  au  der  üblchnnf  (106L «.")  «ntnoamcnen  Vertb,  ao  aitait  man,  wmm  man 

sn  gieifiker  Zeil  beacblet,  dais  den  im  eirien  Aiweknine  gegebenen  GteidMUifen  (84w  c)  g»- 
misa  Uer 

IM,  weil  man  im  nen  etagefllkiten  reehtwinUifen  Coordtaalengyaleme  h*s=l  hat: 

+  lco8A=?''[A  A''*bV'^  + A' A''*bV^  + AA'c'^Vf  V^Ve}  +  A'Vy^  ) 

±l«oiÄ=:p-  [c  c" »       CC"  *  ^+CC  (  *  V4+  *  V?)+ «  ^%\,) 


nnd  dieae  Gleidinngen  Macn  dl«  Aoigabe  der  ffiftamniHifsbeflltnunung  einer  kiwnmen  PMcha 

an  einer  ihrer  Stellen  in  allgemeinster  Weise.  Sie  lehren  den  Krüminungshalbmesser  fUr  jeden  ■ 
unter  einer  beliebigen  Neigung-  7.  gc^cn  die  Normale  der  Flätlie  jfi-rührlcn  Schnitt  der  Flache 
an  dieser  Stelle,  und  für  Jede  Lage  der  GeradeUi  in  welcher  dieser  Schnitt  der  Tangentialcbeac 
der  PIfflhe  begegnet»  anmitteibar  aua  der  Glaichinv  Anden,  dmdt  wekhe  die  knmmM  Hlche 
gegeben  ist;  drnti  dii^  (hüssi  n  p"  und  p"  lassen  sich  mitteilt  der  GSaielmngCB  (106i  n,}  «Imh 
ialla  aua  der  Gleichung  der  knuinen  Fliehe  iwrlelien. 

i  W 
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Atodu  1IL 


ISO)  Da  die  GrtHen  A,  A',  A"  oder  C,  C,  C"  «ler  Geiedea  MgeUrai,  ni  wekKar  di« 

Scbniliebene  der  Tangentialebene  der  kniinineii  Kl  uhi  an  der  Stelle  0  iH'gcifiiot,  utui  n!  i  il  ren 
Werifa  nicht  ändern,  so  lange  dieie  Gerade  dieselbe  bleibt,  wus  aucli  Ubfigciis  die  Neigung  dee 
Scheines  gegen  die  Vomde  der  FUch«  en  dieeer  Stelle,  d.  b.  der  Winkel  l  sein  nng,  ao 
liasl  sich  aus  den  Gleichaqgea  (107.  c.)  unmittelbar  entnehmen,  dass  von  allen  den  SchtiillaMi 
welche  die  Tanj»Ltilialel)enc  in  derselben  Geraden  treflen,  derjenige  den  grössfcn  Kriirrimungj- 
halbaiesscr  bei  O  iiut,  für  welchen  cosil  =  4:l  isl,  also  der,  welcher  durrit  die  Nurmalc  der 
Plldie  en  der  Stelle  0  lundardi  geführt  wird.  Bezeichnet  diesen  grdsslea  Kraniimuigebaib« 
mcsscr  ftir  irr^end  einen  durch  die  Konnafe  der  Fliiihc  liinrJurch  geRihrtPn  Schnitt  und  p,  den, 
welcher  einem  Schnitte  angehört,  der  uiit  der  Aiomiale  der  Flache  den  Wialiel  X  inadit  und 
die  Tengenlialebeae  der  FMehe  in  dertelben  Gcrwleii  IriSI,  wie  der  Schnitt,  desten  KfOamnmi»- 
lialbiiiesser  bei  0  stch  «1$  p«  gezeigt  hat,  M  geht  «w  Jeder  der  Gleiehungeo  (107.  c>)^hei^ 
vor,  d«»8  ■ 

iet,  deee  ebe  die  KrinnungihfllbneeBer  eweler  Sdnirttei  die  dareh  dicsdbe  in  der  Tengenlial> 

^   ebene  an  0  liegende  Gerade  hindurch  ircliPii.  und  von  demn  die  oitie  durch  die  zu  0  gehö- 

rige Ifonnale  der  Fliehe  hindurch  geht,  die  andere  aber  nicht,  stets  dasselbe  Verliiltniss  xu 
einende^  behaiteB,  was  noch  die  Gerade  sein  mag,  in  welcher  dieee  beiden  Schnitte  die  Ten- 

genlialebene  an  0  trelTen,  wenn  nur  der  Winkel,  den  die  beiden  Schnilteiwiiel  mit  einander 
bilden,  derselbe  bleibt  Wahrend  dir  Sihnitlebene  bei  stets  gleicher  Neigung  gegen  die  Nor- 
miilu  der  Fiaclie  sich  um  den  Funcl  0  heruitidrehi ,  underii  sicii  die  Krituunungshaibiuesser  der 
Sdmfttenrven  an  dieser  Stelle  in  einer  Webe  ab,  die  von  der  Grösse  der  Neigung  des  SchnNtee 
gegen  die  Normale  günzHch  iinübhiüigig  ist;  es  drffnjrt  sich  daher  hier  die  Fragre  auf,  hei  ivf«'- 
cher  Lege  der  Geraden,  worin  die  SchnÜtebaio  der  Tangeoliald)«»«  begegnet,  der  Kninunuiigs- 
IhallMDewer  euten  gnfeeien  oder  Ueinslen  Werth  annnnmt,  md  diese  Frage  iHnft  olRsnbar  nril 
der  andcni  auf  Eins  hinaus:  Wie  müssen  die  Grössen  A,  A',  A"  oder  C,  C,  C"  beschaflen 
sein,  damit  die  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  oder  zweiten  Gleichung  (1U7.  c.)  stehenden 
Amdrtlcke  grösstc  oder  kleinste  Werlhc  annehmen?  l'm  diese  Untersuchung  in  der  rechten 
Weise  durchrühren  sn  können,  derf  man  nicht  ausser  Acht  lassen,  dass  die  Grössen  A ,  A*,  A*^ 
und(',  C,  C"  keineswpjrs  von  einander  itnalihSrrErijr  sind;  denn  erstlich  bestehen,  den  im  ersten 
Abschnitte  erwiesenen  Helali(in<  n  (^12.)  und  (17.  u.)  gemäss,  zwischen  ihnen  die  (Jleichungen: 

!C  =  A  +  A'cosW  +  A'  cosW'»  C=  A  cosW  +  A'-^  A'cosW",  C  "=  A  cosW  +  A'cosW"+ A" 
und  ' 
«Assuc+rc+rc,  «A'suc+vc+trr,  <k:a''=«.c+«;c+ii:c", 

von  wdehen  jedoeh  die  drei  einen  blas  Umrorniui^;en  der  drei  enden  sind;  eedann  bestell 
cwlaoheo  Anen  die  dort  aofgeGundene  Riehtoqgsgleicfaung  C^l.},  nHmlicfa: 

09m.h.y  AC«f  A'C+A'Csli 

endlich  hat  mnn  zu  diesen  Cleichiintren,  weil  die  Gerade,  worin  die  Tano^enlinlebene  der  krum- 
men Fläche  von  der  Schniltebenc  gclroflren  wird,  deren  Projectiooszahlcn  eben  A,  A',  A"  und 

C,  C,  C"  ahid,  mit  der  Nörmile  der  kranmen  Fliehe  an  0  ehwn  rechten  Winkel  bildet,  noA 
die  ' 

Ai)  +  A>  +  A'>"=0  oder  Cp  +  C'p'+C"p"=0  ■ 

.1 
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MiiMwWgMi,  w«nir  MM  nck  den  GIHehiim«B  {^M.      gwoln  dfe. 

A7^+A>^+A"=rO  oder  C>/;+C<^^'  +  C''=0  CM«* 

setzen  kann.  iUan  sieht  hieraus,  ttass  die  sedij»  Urüs^en  A,  A',  A"  und  C,  C,  C"  durch  limf 
Gkidnuifeii  von  dnandor  alhingl^  genadit  weidni,  dm  •oiiMh  nur  eine  von  fluten  nach  Be- 
lieben gewählt  werden  kann,  die  Tünf  Übrigen  dagegen  als  Fiiru-liutu-n  dii-ser  einen  iins:psehen 
werden  müssen.  An^tU  hu  abw  fiiaf  von  diesen  Grüsaea  als  Functionen  der  «schsten  vorzu- 
MnDflB,  weiden  wir  ille  sedui  wie  Fanclionen  einer  lueorlnlt  üaen  liegvnden  Veiiadoriiidien 
MMbeOi  um  symuetrischcre  Resallato  zu  erhallen.  Leitet  man  in  dioseiii  Sinne  die  tileidnnfM 
(109.  «.  bis  r.)  nach  der  neu  cmgefUhrten  und  vüUig  unbe.sliiiiuit  gelussenen  Yrrlndmiirtini 
ab,  so  geben  sie,  wem  man  hierbvi  das  Ableilungneicben  d  in  Anwendung  bringt: 

dC=dA  +  dA'cosW-fdA"cosW',   dC'=:dAco8W  +  d  A'-f-dA'cosW",  J 


dCr=sdAco»W+dA'«»W"+dA"  f 
oder  \  CU** 

adA=adc  +  iä'dC'+a"dc',  6;dA=is,dCH-a;dC'+a;'dc",  i 
4?dA''=5ll.dC+ti;dC+li;'d(r:  \ 

AdC-f-A'dC-HA''d<r+CdA+CdA'+C"dA''=0;  '  €lMbfc.| 

dA9'f  +  dA>';-f  dA"=0   oder   dCv^-f-dC v^  +  dC"=0.  '  CM«* 

Man  lumi  sieb  aber  leicht  überzeugen,  duss  stet« 

AdC  +  A'dC+A'MC"— CdA-l-C'dA'+C'dA"  Clt«*  ^1 


ist;  denn  inultiplicirt  man  die  drei  ersten  Gleichun^fcn  (110.  a.)  der  Reihe  nach  mit  A,  A',  A" 
und  addirt  die  drei  so  sich  ergebenden  Resu1i»te  zu  einander,  .so  ülierzeugt  man  sich,  dasä 

A 4  C  +  A'  dC'+  A"  d  C"=  d  A  (A  +  A'  cos  W  +  A  cos  W  )  +  d  A'  (A  cos  W  +  A'+  A"c08 

+  d  A"  (A  cos  W-f  A'eoi  )ir+ A-^ 

ist,  nnd  diese  Gleichnis  geht  mit  einem  Blick  auf  die  in  erster  Zeiie  siehenden  (109.  a.^  ao- 
gUflli  in  die  ni  erwoiaMdB  Rdalion  (HO.  d.)  tter.  ViNelil  diewr  IMaliM  mn  «arOlil  die 


fiUdii^  (IML  ik)  in  die  Mni  folganden: 

CdA+CdA'+(rdA''=0  nnd  AdC+A'dC+A''d(r=0.  CM«>«>) 

Aui>  den  vordem  Gleichungen  (HOL  c.  nnd  &}  findet  man  dkvch  aneooMtvo  BünnnaÜm  von 

einer  ihrer  Ableitungen: 

dA  :  dA':  AK"=C'—C"(p"^  i  C'y'^  — C  :  Cy^~C>^  ) 

und  aus  den  hintern  aur  die  gleiche  Weise  /   Ci**»  ^> 

d  C  :  d  C :  d  C"?=  A'— A>:  :  A  'if/  —AiA^"~  A'xf»'  .  ) 


Setzt  luan  nun,  um  zu  den  gewun^ciiten  grüssten  und  kleinsten  Werthen  zu  gelangen,  die  Ab- 
lattnngen  der  anf  dar  redden  Seile  der  Gletclinngen  (lOf.  c.)  flehenden  Anadrtckn  in  dam 

Sinne  <r4;noinmcn,  dass  A ,  A',  A"  und       (",      Functionen  von  einer  ausser  itaMn  liig«dw 

und  nicht  weiter  bMÜnanlen  VeriiMkMÜelieH  sind,  der  JfoU  gleich,  so  findet  mm:  ■ 

39« 
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Aaalyilwbe  ««mmM«.  AkMk  INL 

0= (A  d  A"+  A"  (1  A^'ctf  'f  +  CA'  i  A"+  A  .1  A  )'ö 'y^' 
+  (AdA'  +  A'  dA}('b  y^-f  a  yj}-^  2A'dA''b  v^  +  2AdA'iV^ 

o=(cd<r'+  c"  d  c)*i' v;, + (c  d  c"+  c"  d  c-yi  \ir 

+  CC d C  +  C ' d  Q C'^ V,+ ^*V^  +  2 C d c'^Vj  +  2 Cd c'iV^  , 


UM»**) 


in  Hilfhcn  Gleichungen  man  fUr  dA,  dA',  dA"  and  dC,  dC,  dC"  die  ihnen 
Grfisseo  setzen  darf,  welche  diorcb  die  Gleichungen  (110.  f.)  gegeben  sind.  Thot  man  Aest 
und  vereiifadtt  mam  di«  SabstilatioBtergebfflue  mit  HUfe  der  Gleichungen  (109.  b.)  ood  (109.  c), 
fo  mämen  äe  dl«  fölgvnd»  F«n  n: 

0= t2  A  (C  r^'^  -  C  9»^}  -  ^f'j"  c  Vi  + 12  A'  (C     -  C  y^)  +  Vfl^'^f 

+ [2  A  cc*9i-cr) + ij'iVj + 2  A'cc>i-c)*iVj 

-f  [2  A'  (C-  C"      _  1  j'iV'i  +  2  A  (C  -  r  9>P'^V< 

|0==[2C(A^-AVp_ig'iy+[2C'CA^-Ayp+vy»'v? 

+  [2C(A"v' ^ A)  +  l]*äV;4-2C'CA"v'  — A)*iV 

+pc(A'— A"^- 1]  y^+accA'-A>p'iV, . 


Ah  difün  GteioiHmsra  in  VcibMaof  mil  deaen  (1081  «,  Ut      lud  im»  die  WerÜM  von 

A,  A',  A"  und  C,  C,  C*  hemlMlen,  wdehe  in  die  Gldeliuiigen  (107.  c.)  gcseUt  -cmI  m 

eiaen  Gritesten  oder  Kleimlen  nmdtea.  Die  AurMobnf  diecer  GrSsse«  aef  de«  hier  etnge- 
fchltgeaei)  Wege,  wo  in  die  Ausdradte  Moe  die  Pimdionen  tp  und  yt  aafgcnoromen  worden 
sind,  stös«!  indessen  auf  einige  Hindemisse,  wesswegcn  wir  im  fnt(>rcsse  des  Lewis  die  Werte! 
einfach  zum  Ziele  führende  Behnndlungsweise  ausführlich  angclH-ii  werden. 

ZoBiicti^t  lituiiorkca  wir,  dass,  wenn  ^j;=0  eine  Gletciiuiig  i^t,  weiche  drei  Veränderliche 
in  Sick  cnlliidl  «id  t^^»  vi  ^  ^■■>'*  ^  ^  GhddNtngcn  (104.  a.)  gegebene  Bedenlnag  hdiei, 
nun  der  in  Pm^grepii  ISL  dieeee  AbeetanMe  gegebenen  GleidMing  (6^  e.)  gemüH  hei: 

und  aas  denselben  Grande  ist  auch  Bodi: 

setzt  man  daher  an  die  Stelle  der  allgemeinen  CüordiiiHlf'nwt'rthe  x,  x',  x"  und  n«  U\  n"  di* 
besondem  |,      i"  vnd  q,      q",  so  werden  die  vorsiebeuden  Relatioiiea: 


Digitized  by  Google 


f.  14.  Mr.  IM,  iNMri«  RMe.  '  Mi 

•fi  ■•■       •■•  I«* 

vnd 

Zieht  man  dtesa  Gleichungen  ihrer  Attfeiaanderfolge  nach  von  denen  (III.  «.J  ab  und  dividirt 
■it  2, 10  koamt: 

0=(C  9>'^'  —  C  q>'^-)  ä'b  VV  +  (C     -  C'  (Pf)  A' » V; + (C*    — C)  A*iV^ 


(III.  M 


+  CC"  vi  —  CJ  A'  b     -h  (C  —  C"  tp'^  A  <)     +  CC—  C"      A'  1»  y'^ 


iiu. «.) 


+  CA>;-A)C CA'-A''i^»pC  *V,+ CA'- A>p (T . 

BUminirt  min  jetal  ndllelst  der  Gleietamg  ({09.  h.}  noi  der  vordem  Gleichung  (109.  a} 
r'  <:<;ive  die  GrüMeii  A,  A',  A''  .and  ma  der  hinten  raecMsive  die  GittHcnC,     C",  so  eiw 

luül  man: 

A  (c  qpf-c>f)  - A"  (C'-cvp = f'^  und     c  (Äy^-Av;)  -  c'XA- A>;)  =v; . '  ■  • 

-  A'  (C  9»^-C>'f )  +  A"  (f        C)  =  -p'^   und   -  C  (Av;-A>;)  +  C"(A>;  -  A)  =v;(  CMi.  «.1 

—  A  (C"  «p'^  —  C)  +  A'  ((•'—  C>'p  =  1     und   —  C  (A" v',  —  A)  +  C  (A'  —  A"       =1  ;  \ 

sclxi  man  «l)cr  in  dii^  ersten  Glifdcr  der  Gleichungen  (III.  c.)  für  A(C^'^  —  ^  'ff)  ""^^ 
C(Ai(»^  —  A' T// )  ilire  aus  den  ersten  GleicliiiMi^en  (III.  d.)  entnommenen  Werihe,  sodann  in 
deren  iweilc  Glieder  für  A'(C^|  —  ^  C^V^  —  ■^'V'^  2:\v eilen  Glei- 

dinngen  (III.  d.^  enioouunenen  Wei^,  hierauf  in  deren  dritte  Glieder  Air  A  (C"^^  —  C)  und 
C(A'>;-A)  md  nietet  in  deren  lelzl«  GUedcr  fttr  A'CC— C>p  und  c'(A'— A'V^ 
ftn  ans  den  dritten  Caeiotamgen  (11 J.  d.)  entnommenen  WeKlie,  m»  indet  nun,  nncUem  «och 
m  den  Reeriimen  dieier  Snbeltatfam  die  Glekliniigea  (III.  k)  eddirt  mmlen  elnd: 


(Ui,«») 

Dividiit  mm  mm  diew  GMdHH«m  mit  ATC*  nnd  mIiI  mm 

A  A'        ,       .   C  C  , 

10  mmdeln  sie  eidi  un  in : 


(iU.  f.> 
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iüd  die  GMchMgM  (109.  e.)  gdbeo,  wem  mm  die  cnl«  ■«  A"»  dt»  iweite  uHtiT  dfarMIrts 
IUI.«.)  «^^.-J-ni>;f+l=0  oad  B^^+»'V(+<=0; 

mM  mm  aber  dh  «ii  diewe  latateii  aUdnageK  Ür  and  ■'  sioh  eiyhndatt  Weiihe  w 
die  (III-  f.)  «•">     «HiKil  <Mn* 

+  Cvi~'>)l*vi-^  ^^»i  +  «»(»yi-^  »y^;] 

mldwii  deiefemgeii  mam  wdi  die  mdmetotd»  Poem  geben  kaiuii 
Cttklu)  G«a+Hai+l>+Ks=0  «ad  €»mD+^n+3ii+Jr=:0  , 

«em  nan  der  Beqvenliddieil  belber  « 

uad 

•eilt. 

Alis  Hen  nirirhnn)ren  (Mi.  h.)  fiii<lt>l  miin  nun  ohne  Mühe  fUr  ni  uiui  n  zwei  Paare  von 
Werdieiif  die  wir  durch  m, ,  n,  und  in, ,  n,  bexelchuen  wollen.  Diese  swei  Paare  von  WerUtea 
eatafffechen  zweierlei  Riditniifeii  der  Scfanftälnie,  in  welcher  die  Ebeee  der  Conre  der  Tengeo- 

tialob^e  der  Lruamion  Fläche  be^^epiel,  von  doneii  die  eine  zur  kleinsten,  die  «ndcre  zur 
:  grSssten  Krümmung  der  Flüche  bei  einerlei  Metgung  der  Schnitlcbene  gegen  die  Normale  der 

FUbiie  an  dem  faenro^geiiobciien  Puade  0  hinlUkrL   BezeictHii»  a. ,  ai ,  a^'  and  c, ,  «!  >  ci'  die 
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«diic^en  und  senkrecblen  ProjedioMsahlen,  wdche  <Ke  eine  von  dIeMR        HicMlaiifeii  «n 
Am  Axm  AX,  AT,  AX"  giefcl,  m  vrie  ii,       a"  und  c,,       fif'di»,  wekhe  Se  «nilei« 
Richtungf  an  den  j^teichen  Axcn  liffrvf,  so  Uäsen  sich  diese  Giosspn  ans  den  Werthen  m. ,  n, 
und  n,,  n«  wie  folgt  finden.   Es  ist  iwintioli  d«a  uamMtelbiir  hinter  den  Glcichaogen  ([Iii.  e.J  . 
«iqgdUhrtcii  Beidelinungcn  gcmüsi: 

^=n,  und  ^=«»»  «»wie  S^™*         ä^"*  * 

und  die  Tür  jede  in  der  Tnngcntialebcnc  «n  0  liegende  Richluiiir  pfiilligen  Glcicfiungen  c")    *  t  ■  , 

geben,  wenn  man  in  sie  fUr  A,  A',  A"  und      C',,C"  einmal  a,,  i^,      und  Ci,  c|,  «4'  und 
ein  andcmai     ,     ,  a','  und  c, ,     ,  c','  einsetzt: 


S'»*+,TV*  +  *=ö  ond  4-1=0, 


aus  denen  man,  die  Gleichungen  (112.  v.J  berücbiiuhligend,  findet: 


— -  (1 + v; = -  + j 

den  Gleichungen  (112.  a.}  folgt, 


sowie 


l+ro,^t                                         l  +  B»^ 
a,  :  4  :  ^'  =  rot  :  -» —  :  1    und   c,  :  c;  :  c;'=  n,  :  :  1 


(fit.  b.) 


man  kennt  alM  Zaiilen,  wcfche  dm  Projccttoiiszahlcn  der  gcsuehlen  RicbtHllgM  proporttowl 
sind,  aus  denen  man  sonach  diese  Pr^jectionsnUm  fellwt  berechnen  kmn,  irie  (dien  im  enim  ^ 
Abscfanitte  (Nr.  21.)  gezeigt  worden  ist. 

151)-  Die'  iMlden  in  verigor  Nninnwi  benürnntm  HidUan^  der  frifeslm  nnd  ideinelm 

KrümuHiny;  einer  Fläche  an  einem  ihrer  Puncte  0  besitzen  einige  merkwürdige  Eigenschaflen, 
dio  wir  jetzt  Hiigcben  werden.  Dabei  werden  wir  voraussetzen,  dass  die  Axc  AX"  in  der 
Norumle  der  Flache  an  den  Punde  0  liege  und  die  beiden  aadora  A  X  und  A  X'  mit  der  Tan- 
gcntMebene  der  Plldie  n  dem  Pnncte  0  sniannnenrillen,  wodnrdi  «Un  Belmhtnnfm  vid  ein»> 
fachcr  werden,  nlnii  i!;)!;s  die  aus  ihnen  zu  selnipfenden  Resultate  darunter  Noth  leiden  können, 
da  die  Natur  der  ürummung  einer  Fläche  offenbar  in  keiner  Abhängigkeit  zu  dem  besondem 
CoMdfanitonifiteMn-iielii^  tn  wdebeni  die  Untermdiang  derselben  vorgmona^  winL  An  die» 
■em  Iwiondem  GoordimdentyiteMe  «ifd  eredidi 

p"=V"=1,  (US.«.) 
wenn  p"  und      wie  in  den  (;i.  i<  |)uiv.,'e(i  (107  c.)  die  Projcctionsznhlen  vorsleBcn,  welche  die 
zur  Steile  0  gehörige  Normale  der  kruuiuien  Küiche  an  der  Axe  AX"  giebt^  mü  jetxt  die 
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Ebene  X  A  X'  mit  der  TangcnliMlebem  der  FUolie  tn  0  pmlMl  w  irt  4m  Clddnw|wi 
(95.  c)  geuKu; 

und  da  zudeoi  die  Axe  AX."  mit  den  beiden  andern  AX  und  AX'  rechte  Winkel  bildet,  so  üt 
rach  noch  zurolge  der  GMehungcn  (95.  e.): 

litt. 9^)  »V=sO  nad  »V=sO. 

Aus  den  Gleichungen  «jp,— 0  und  V'u  =  ^  '^''häll  man  aber  den  im  Fmfitipli  19,  diesM  Ab- 
Mbnill«  mi^ietheiUen  Gleichuagen  (6.  «.}  sur  Folge 

II»  •••  i»» 

rvi—,  *X^'=--m —  und  nn— »  »Ä"s=-.»7r- 

oder  den  in  (104.  a)  oingefilhrtan  BexeichnangMi  gMniU»; 

und  auf  den  Ponct  0  ange>«-«mU: 

es  ist  daher  bei  dieseni  besondem  Coordinatensysteme  nach  Aussage  derGteiehungen  (llS.lkl.0.): 

(IIS*  »i=o  t  9^=0  "w*  y,=o ,  V^^=0  . 

In  diesem  bcsondem  Falle  verlieren  dii;  Gleichungen  (111.  h.)  ihre  Brauclibarkcil,  weil  dto 
GMchnngen  (i09.  c.)  in  Folge  der  in  (113.  d.}  gegebenen  Wertke  «ich  verwandeln  in: 

CiM»«.)  ^"=0  imd  (r=o. 


(il|.  Ol.}  vOigOMMienen  Divisionen  mit  A"  und  C  m- 
aMlhift  ämL  DiOIr  fdmi  Jelit  dioM  GieidmfeB  doMo  (114.  &)  «ar  Folge  Uber  Im-. 


1 0=C(A' B     + A  5)  ^~C(A' ^  9>;f+A  » 
CiM.   I  wd 

Die  ReUUunen  (III.  b.}  zeigen,  doss  im  gegenwärtigen  Falle 

iet,  de»  sdMge  die  Gleicbangen  (114.  b.)  sich  natli  m  acfareibcn  laMOi: 
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CA'     .  ,  c'^V*    A'*'^V|         n^f^*^'     4     C'*^V"  A''^V; 

und  diese  gelien  durcli  SiiMnelioii: 

C'***  •■•  A'°''  '**  '** 

oder,  vfwa  m«a  zur  AJbkUnung; 

•  I •  tfl«        I  •  • 


=  8 


C 

ScM  m«K  den  hicfmtt  Ittr  ^  steh  «r^enden  Werth  in  die  ertle  GIdchung  (114.  d.)  aad  dei 

ftr  j-  sich  ergebenden  in  die  zweite  Gleichung,  so  koniinl: 

•  ■  *        I  •  • 


0= f^'Y-  ^'  n  .1^  -  J^")  -1-0 


Diese  lelzlen  aiwei  Gkitluiiigcii  licftiii  lui'  ^-  zwei  Werlho,  die  wir  durch  -'  und  bezuiclinen 


~  zwei  Werlho,  die  wir  durch  -  und 
A  a,  a, 

C  c'  c' 

woDen.  und  eben  so  für     twei  Werlhe,  die  wir  dnreh  -  und  -  bezeichnen  werden,  wobei 

U  Ol  Ct 

■i ,  af  und  c, ,  ej ,  eo  wie  a, ,     «wl  Ci  i     <Uc  schiefen  vnd  wnkrechlen  ProjeclionMtthleii 

A'  C 

ToratdleB,  welche  die  dm  beiden  Werihen  von  ^  und  ^  enIqtMdioodea  zwei  Richtimfea  an 
AX  und  AX'  geben.  Schon  die  Fom  der  Gleichnngen  (114'  Q  gidil'Ai  eVitcn- 

iai,  und  n»  der  Gleichung  (114.  «,)  folgt,  dafz 


—  und    — =— ? 

e,  a,  a, 

islj  eliuiinirt  man  aber  iiiis  dieien  und  den  vorigen  Gleichungen  die  Grösse  8 ,  so  findet 

"■  I 

-  -  =  — I   und  - -= — 1 

•  ■  «»«• 

L  40 
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C114»  a,c, -)-a;c;=:0   und    8,c,-f-a;c;=0  , 

ATt  li  hc  Iflzti^n  boidrn  (Ilcii  lmngpn  in  der  Aiissasr*'  iibereinslimnien ,  dass  die  Rirhlung^i*n,  deren 
rnijecUoHszablcn  bei  der  einen  a, ,  «i  und  e, ,  c,' ,  bei  der  andern  a, ,  a't  und  Ci ,  sind,  eiaen 
rccfalen  Winkel  mit  eimuider  bjlden;  di«  xwei  Richtniifcii  der  gröctten  uttd  kleiMten 
Kriniitnun^  «n  Jeder  Stelle  einer  krumnen  Flicke  steken  mithin  ienkreohl  mir 

einander. 

An  dem  besondem  Coordinalcnsystcme,  aul  das  wir  uuM-re  letzten  Betrachtungen  g^tUfart 
kaben,  leihmen  «Qe  Oeiekungcn  (107.  c.)  in  Folge  der  fitr  dieges  Syitem  gttUigen  Behlionan 
(113.  !.)>        *•}  ^  0^^-  «•)  ^  folgende  Geclalt  an: 

+ ^  cos  l=k'%\'f + «  A  A'' V    + A^'iV^ 

Ciift«  ■♦)   < 

i 


±'cosÄ=C'  l  v^  +  2CC'  l  tfj'^  -j-  C"  b  , 


nnd  geben  an  diesem  bcsondtTn  Systeme  die  Grosse  der  KrUiiimun^  an  der  Stelle  0  zu  er- 
kennen, welebc  dem  Schnitt  der  Flüche  angehört,  der  iiiil  d«  r  Normale  der  Fliiclie  an  dem 
Punclc  0  den  Winkel  l  macht,  und  der  die  zur  gleichen  Steile  gehörige  Taiigcntialebeiio  der 
Fteche  in  einer  Richtung  schneidet,  die  mit  den  Axen  AX  und  AX'  die  schiefen  ProjecÜOM- 
vrrlijillnisse  A  und  A'  oder  die  senkrechten  C  und  C  eingeht-  Hirse  Gleichungen  liefern  die 
grössle  und  kleinst«  Kriunmuiig,  wenn  ouin  an  die  Stelle  von  A,  A'  oder  C,  C  die  so  eben 
gelkndenen  md  diudt  i|,     oder  Ci,  el  mid  oder  c«,     twnewknclen  Wertke  teilt. 

Bezeichnen  wir  durch  g,  und  (>,  die  zu  diesen  letztem  Richtungen  gehörigen  KrUinmnngshalb- 
inesser,  von  welchen  der  eine  den  grüssten,  der  andere  den  kleinsten  Werth  liefert  bei  einer 
beslimmleu,  sich  nicht  ändernden  Grösse  des  Winkels  X,  so  ist  diesem  nach: 

I  U  0  l  >}  0  oll 

4- -  co8il=ai  <J  <>  9P|  +  »r 

und 

CtU»  ».>  (  Mwie 

und 

Zieht  man  das  Coordinatensystem,  an  welchem  diese  Gleichungen  gUltlg  sind,  dadurch  noch 
mehr  ins  Besondere,  dass  man  die  beiden  Axen  AX  und  AX',  welche  in  der  zu  O  gchürigen 
Tugentnldiene  der  Fliehe  liegen,  mit  den  anrei  Richtongen  zosemmenEdlen  iXsst,  dräen  Pro- 
jncHonmUett  an  diesen  Axen  a, ,  aj  oder  c, ,  c|  und  a, ,  s^  oder  c, ,  c^  waren ,  so  winl  daa 
•0  gedMÜ«  Coordinatentyslem»  weQ  diese  Bichlnngen  senkrecht  naf  einender  und  auch  senk- 
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i«clrt  «of  der  driUcn  Axe  A'X*  Btehm,  eJn  redilwiiikKtaf ,  in  «rddictt  lidi  die  fenfcmUeR 
and  schiefen  rrojeoliOBHMblM  MwoU  «ti  Goonfinitea  nuAk  aiekr  vm  dauider  inlendieideR» 
und  d«wwflgen 

p,  =  c,  ,    a;  =  c;  ;    B,  =  i-,  ,    a;  =  c',  ;   A  =  C  ,  A'=C' 

UDd 

und  in  Folge  dessen  uucli 

<rx=V'„  >  'f'x^vv  .  <=V'ö ;  V4  =  'f, .  Vf  — "V.  .  '/f— 

ist.  Aiu  dietea  Grande  ziehen  sich  je  zwei  von  den  Gleichungen  (115.  a.}  und  (115.  b.}, 
welche  schrafen  oad  senkrechten  Fornicn  angehören,  an  dem  jelzigen  CoordiiialaiS|aleme.  ia 

wird,  weil  die  Axen  A  X  und  A  X'  in  den  BidiliqgM  liefen,  iaf  wddie  ikik  die  tOMtehnule« 
Frojectioitszahlcn  beziehen,  and  zudem 

A  — C  — costf,  ,    A'=r'— coa(': 

wird,  wenn  0,  und  die  Winiicl  bezeichnen,  welche  die  in  der  Tangentiakbene  liegende  BiehUmg 
«iun  UßMg  in  die  Fttdie  gemedMenSdnÜle»  aH  dM  BiillaBgflK  der  grSeiten  «ad  Ueiaita« 

KrUminung  bilden  unter  allen  Schnitten,  die  einerlei  Neigung  gegen  dieMnrnialo  der  Fläche  haben, 
99  venrandda  äoh  an  natenn  jetzigen  Coordinaleaeyitcnie  die  Glachungen  (1  lö.  i.^  ia  die  eiae: 

10  wie  die  (li^  b.}  in  die  zwei 

\  '  •  •  i  • '  • 

+  ~coiX=t)       und   +   Losi  =  ^  Oll'. 

Bei  einiger  Aufincrksemkeit  findet  nian  jedoch,  dass  an  dem  gegenwärtigen  CoordinatcMSjsteHHI 
I  •« 

Klets  ^  9^'  =  0  sein  mnss.  In  der  That  ziehen  sich  die  beiden  Gleichungen  (114  Jelst|  wo 
y'f=Vi^  and  qi'^zsyf'^  ist,  wns  zur  Folge  Itat,  daw         wird,  in  die  eine 

U  ä  c  c 

zusammen,  «HU  wolcber  noh  die  beiden  Wurzeiwaillie  —  und  —  oder  -  und  -  ,  welche  hier 

■i      a.       e,  c» 

9  1 

j  aad.^  eiad,  eifdien  aittHen.  Die  AaffiMaiy  der  Tenteheadeat  Glekfemg  liefeil  aber  ihn 
beMea  Wimeh  In  dea  iwal  Feraien 

'      III  1   1  1    III  I 
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woraus  man  sogleich  crsichl,  dass  der  eine  von  ihnen  nur  dann  ^  sein  kann,  wenn  b  (p"=0 
ist ;  die  aiidare  |  erhiilt  miui  sodaan  aa>  den  TontefaeiMleR  iwet  Fonnen  iwar  in  der  GestaK 

g,  aber  die  Awwerthnv  dieser  aolieatiiinleii  CMtte  in  der  gwAhnliclen  Weiie  aei^,  duer 
aie  lüer  den  beatiaanten  Werth  ,0  anniaunt  D»  hiCraach  an  dem  JeUijgen  CoehKnaleaayaleine 


kL  Dieae  leiste  Gleichung,  in  «deber  sieh  eine  eiarnche  Relation  awiaoben  den  IbliMHsaen 

der  grösslen  und  kleinslen  Krümmungr  und  dem  Krümmungshalbmesser  eines  belicliigeii  andern 
Schnittes,  dessen  Stellung  zu  jenen  beiden  Srhnitttm  bekannt  ist,  ausspricht,  giebt  in  Verbindung 
mit  dem  Salze,  duss  die  Scluuttc  der  grüsslen  und  kleinslen  Krümmung  oenki'eciil  mf  einander 
atchea  mid  in  Verbindung  ail  dem  dareh  die  Gleiebaag  (106.)  Bosgeaprochanen  Satze  aflea  an 

die  Hand,  was  sich  in  allgemeiner  Weise  iif»nr  d'w  Natur  tlrr  KriiiTinnin^  einer  Fläche  Mgen 
läNst.  Diese  ailgeineinen  fiigensdwAen  lassen  sich  auch  am  schicrwinlvligen  Coordinalenayatetae 
in  der  Weise  entwidtdn,  wie  es  von  Ca  neb  y  im  rechtwhikligcn  Systeme  geschehen  ist;  ich 

hübe  iiidcsscii  den  vorli(^enden  Gang  vorgezogen,  einmal,  weil  er  der  directerc  ist,  und  dann 
hauptsüchiicli  dcüswegen,  weil  er  mehr  Gelegenheit  gab,  das  Rechnen  mit  den  Formen  des 
scbiefwinkhgeii  Systems  vor  Augen  zu  legen.  Die  Aufgabe  der  FlUchenkrllmmung  allein  schlicsst 
eine  ganze  Sannäliiit^  von  einzelnen  Beiapielen  in  sich.  Sehr  einfach  lüsst  sich  Übrigens  die 
Natur  der  Kriiinmnng  einer  Flüche  an  den  dunh  die  GlciclHiii^reii  (93.  t  )  ifcgibencn  Aus- 
drucken aufstellen,  wozu  die  Andeutungen  in  is'r.  131.  des  vorigen  Paragriiphen  cnthaltea  sind. 


die  combinirten  Gleichungen  einer  krummen  Flüche  vor,  wobei  man  sich  qp^  als  eine  Function 
der  drei  schiefen  Coordinalcn  \  ,  x'.  \",  y\,  als  eine  Fiinclian  der  drei  senkrechten  Coordinaten 
u,  u',  u"  zu  denken  hat,  die  ein  beliebiger  Piuwt  0|  der  durch  die  vorstcbeui^en  Gleichungen 
daifpartdlten  Pttehe  an  den  Axen  AX,  AX",  AX"  einet  bdieMgen  Cowrdinatenaystema  ileCÖfl; 

ist  fcrnor  O  5.}  citi  in  dieser  Flache  uii\ crüfiderlich  fest^fcslelller  Puncl ,  durch  welchen 

zwei  Ebenen  parallel  mit  zweien  der  diürdinalenebenen,  die  sowohl  dem  Grundsysteme,  wie 
den  Polarsysteme  angehören  können,  legt  werden,  welche  Ebenen  die  kraame  Ittdi»  in  de» 
rhenen  Curven  Oüü  ond  DC',  die  dritte  CoordilMiCttebene  aber  in  den  Geraden  PPT  und 
PPI'  schneiden;  nimmt  man  endlich  in  derselben  krummen  Flüche  einen  veritnderlich  gedachten 
Puoct  0'  an,  durch  den  man  zwei  neue  mit  den  vorigen  parallele  Ebenen  legt,  von  welchen  die 
hramme  PHehe  in  den  ebenen  Curvm  O'OC  «nd  O^Cf ,  did  dritte  Caordiaatenebene  dsfegan 
in  den  Geraden  Q'¥',  und  Q'P',  geschnitten  wird,  su  begrenzen  die  zwei  beweglich  ix  'drirhten 
DurchschmUacurven  0'  O',  «nd  0'  Di  in  Verbindung  mit  den  oaverinderlich  angenonuneaen  D  0(' 


SteUon  wie  an  Vorigen 


^=0  and  ^3=0 
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md  OO^  Hn  Mrfc  iyOlOüiOr  4er  kmmnn  Flldw,  denen  firtew  mr  Mit  der  Uge  dei 
PuiMtae  0'  sich  abiiiidnrl,  sniincli  eine  Function  von  dieser  Lage,  oder  der  diese  Lage  bestim- 
■leaden  Coordinaten  des  Puncles  0'  ist.  Wir  beieiolinen  die  Coordinatcn  des  beliebigen  and 
Teründerlioli  ^edncliten  Piint-tcs  darcb  x,  x',  x",  wem  es  achiefe  sind,  und  durch  n,  n',  e", 
wenn  es  sonlirechtc  sind,  und  Ritts«cii  uns  eine  von  den  drei  Coordinalen  einer  jeden  Art  eli 
die  durch  die  deichun^cti  [117.  a.)  j^cy^obiTien  Funclionen  di'r  beiden  iindem  denken,  l'ni 
unsere  Aiiscbanung  in  dieser  Ue/.iehung  festzusleilen,  wollen  wir  die  Courdinalenebenen,  denen 
pinIM  die  Cmven  OCr«  OOT  md^'fi(,  VD',  ans  der  kmunen  Ptlelie  ansgesdHiMen 
wrnlcn.  ilii-  X  A  X  "  iiiul  \'  \  X"  luior  l"Ai""  und  I' A  J'"  üoin  Inssen,  je  nachdem  die  Schnitte 
dpa  GruiHk^(i(f4wa^ebeiieM..*>dcr  ^cnfolffc^tur^ine^efaenen  pereUei  gefiiiirt  werden,  und  dann 
^  oder  n"  ab  Fnndionen  vod  x  iimf  oder  it''dnd  u'  tneehen.  Unsere  ^e);^enwnrtigi'  Auf- 
gabe bestellt  nun  darin,  die  nuch  unbekannte  F'uuctiun  von  \  und  .v'  udor  von  u  und  u'  zu  finden, 
durch  welche  bei  jeder  möglichen  Lage  des  Punctcs  0'  jcth  siii.l  i!ir  (Jmsse  <l«.s  Slinkcs 
O'O^OOi'O'  der  kruninien  Fläche  dargestellt  wird,  welche  Functiun  wir  durch  oder  an- 
nigen werden,  je  nnchdem  wiciid  vpi^fHUi  d^fGhiefin  oder  s^kraelilcn  Cooidinelen  xu- 
suHnengeseUl  vorstdlea.  '  ' 

Denkt  man  sidi  im  Innern  des  vüllig  lt<-^nvn/.len  FlächensUickti  O'ClDOiO'  nuch  einen 
beliebigen,  aber  besltinml  gedachlen  l'unct  0  der  Fläche  hervorgehoben  und  durch  ihn  zwei 
neue  den  vorigen  parallele  Ebenen  gelegt,  welche  die  kruuune  Fläche  in  den  Gurvcn  D, OS, 
und  0, OS,  die  drille  Coordinalenibcnc  da^'cgcn  in  den  Geraden  P, T.  und  P, T,  scimeidcn,  so 
wird  das  Flüclieii^liick  0  0,00,0,  wenn       i',  |"  oder  t, ,  die  schiefen  oder  senk- 

rechten Cüordiiiiilen  des  Punctes  0  vorsleiU  n  durcii  3^  oder  5^  il.irgislclll,  weil  der  Puncl  0 

eine  von  den  Lagen  inne  hat,  die  der  Puncl  0'  annehmen  kann.  Legi  man  jetzt  durch  diejien 
Punct  0  drei  neue  Axen  OX,  O.V,  O'X",  welclie  den  nrsprOngtichen  AX,  AX',  AX"  parallel 
und  gleirhlHufiir  sind,  und  bezeichnet  man  durch  x, .  .\'„ .  x','  und  n„  ,  iij  ,  u','  die  auf  diese 
neuen  Axen  bezogenen  schiefen  und  üenkrechteu  Coordinaten  von  demselben  veränderlichen 
FsMto  0*,  dw  w  den  mpcttagiich««  Am«  die  z,  xT»  jc"  md  n,  ■*  gab,  so  ist  den  faii 
cnlen  AlMMle  enriaMM  «eiotangaft  (70  » 

x={+x.,  x'=rr+«;,  «=i?+». ,   i'sfl'+n;  ,  « M 

und  den  in  Paragraph  12  llil■^f•s  Mix  Imilte.s  niedcrgelcglcn  Gleichungen  (3.  b.)  genittss  h«t 
man,  weil  ^^^'f  als  eine  1-uncliuu  der  beiden  unabhängig  Veränderlichen  x  und  x'  oder 
n  und  V*  gedacht  wird: 

-     = ö|  X.  +  V  8^  v; j + Qhf  Q + i^>'  8<  *.  +  Vg^  Q + . . . .  ) 

oder  \  ..... .  (iit«  e.) 

««...'  -  %./  -  C'^*  8, +  V  8,  «'.)  -f  (V^,^  i!-  +  ^'  8,  u,  „;  +  V«,  ^)  4- . . . . , )     "  ■ 

wobei  wir  auf  der  linketi  Si'ite  an  das  Functi'inszeit  hen  3  zur  bes.sern  Untersclieidung  der  in  diejier 
Function  auftretenden  Veranderliciien  die  l^eidi'n  in  ihr  vorhandenen  UnnbUiiigigen  x ,  x  und  | ,  f- 
•dar  tt,  n'  und  4*  V  ai^elilngt  kaliaa,  wo  wir  «hmI  Mir  deren  ciite  anaddngnn  plegen. 
Ua  Differenz        —        oder  Umstanden  die  Grösse  des  Fll- 

cteMlttcka  0D,D;,0'£/,D,0  «nunaigaa/wo. auob  dar  Ftact  0*  in  der  liraaunM  Plicte  an* 
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geBoinmßn  werden  mag,  falls  derselbe  nur  zur  Ucrvurrufung  eines  völlig 
slUeks  poritftKl  ist.  Lüssi  man  den  beweglichen  Punct  0'  in  die  SUlIo  rttrken,  wo  x'=|' 
and  x^=:U  oder  ]i'=.^'  und  u^=0  wird,  x  und  x*  oder  a  und  u«  aber  ihre  vorigen  Werthe 
Mitl«!!,  CO  v«rwtndotii  sidi  die  TOrigen  Gleiehwigm  in: 

Cftl«.  «.)   {  oder 


»nd  in  difst-n  Glciihungen  stellt  —  oder  ^,,  ^^,  —  ^1^^,  das  PliifheilllliA  0£^ DJS, 0 
dar;  lusst  man  liintfrircn  den  bewegüihrn  l'iinci  0'  in  die  Stelle  S,  riickcn,  wo  x  =  f  und 
Xt  =  0  oder  u  =  v  und  u,=0  wird,  x'  und  oder  u  und  aber  ilirc  vorigen  Werlhe  be- 
hitlteii,  CO  vermmidcbi  licb  die  Gteicbungen  (tl7.  e.)  in: 

and  tdorin  stellt  die  Differenz  St.-  — 8*/'  »der  —  das  FlächcnslUek  OD.OiS.O  d«r. 
Zieht  "litn  nlier  efii«  Im  idon  durch  die  Gleichungen  (liT.  d.  und  e  ")  niisfrefhikktcn  Fliiclicn- 
stiicke  von  dem  «iurch  die  Gleichung  (^117.  c.}  vorgestellten  ab,  so  erliäll  man  ilus  Fiächen- 
ililrk  OS.O'S,0;  es  ist  also  entweder 

08.0-8,0=       -      )  -  (8^^  -  g,,^)  -  (g,,,.  ~  g,,^) 

0  s.  0'  s.  0 = (g„,^  -  g,^o  -  cg^,-  -  g,,^)  -  ca„„  -  g,„o . 

und  diese  liciden  Gleichungen  gehen,  wenn  mrin  nn  die  Stelle  der  in  ihnen  auftrotenden  Difi»> 
renken  ihre  durch  die  Gleichungen  (117.  c.  bis  c)  gegebenen  Wcrthc  settl,  über  in: 

^  0  s.  0' s»o=b'gjx,x; + g^xi*; +iB  g|X. 

CUf>  fc>  j  ^ 

(o8.o's,o=*8,«,ii;+|V8,ii;ii;+Jag,tt,ii;«+  


2{acluiem  diese  Grösse  beslimnU  worden  ist,  denke  man  sich  die  zum  hinctc  0  gehurige 
'  TangentiddwQe  «i  die  Fliclie  gelegt  md  die  dnrcli  die  Pancte  0  nnd  0*  gdieaden  Elwneii, 
wodurch  das  Stück  OS, O'S, 0  aus  der  Flache  herausgeschnitten  worden  ist,  nüthigenfalls  ver- 
längert, bis  sie  dieser  Tangentiniebene  begegnen,  so  schneiden  die  genannten  Ebenen  aus  der 
Tangentialebene  ein  geradliniges  Viereck  heraus ,  dessen  Projection  auf  die  dritte  Coor* 
dmetenebcne,  'onler  welcher  wir  «nc  fuMcr  XAX'  yimtiMm  warto,  dac  dardi 
dieselben  Ebenen  aus  df  '  r  dritten  roordinnlcncbenc  heratisgesehniltcne  Parallclogramn 
OT,Q'T,Q  ist.  Die  Grosso  dieses  Parailclograrnnt  ist  x,x;8inW,  wenn  es  dareh  dn 
Giwdoo«riiiMtaiMliaQeB  XAX"  wd  X'AX"  paiallde  SbaMi  am  der  GnoMkooidiiiclett- 
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Sil 


ebene  \  A  X'  aiisgcschnillon  wonlen  ist,  und 


wenn  CS  durcli  den  Poliirt  oonlinatcnchenon 


sin  W ' 

f  A  J"  und  S"  A  i"  paralkele  Ebuw»  Mtt  derselben  Grandcoontinatcnebene  X  A  X'  ausgeüchntiten 
worden  ist,  wie  man  sogleicli  damn  erkennt,  dass  im  ersten  Falle  die  in  der  Ebene  XAX' 
gebildeteil  DurchschnHislinien  den  Axen  A  X  md  A  X'  parallel  lanfon,  im  andern  Falle  lHi^eg«a 
sankreclil  auf  diesen  A\on  sif^hcn  1:11 1  'Inrum  das  Parallelogramm  QT,  O'T,  0  in  beiden 
FHea  dieselben  Winkel  in  sii-li  nuliiiinml,  den  XAX'  nämlich  und  seinen  iVebenwinkei ,  xo 


seinen  Sfiten  nhcr  in  jciietii  i  aiie  \,  uiiil  , 


in  rliesem  liin^rcn-rii  — '  -  und 

sin  >V         sin  \\ 


hilf.  Ans 


der  Grosse  dieses  raraUelOfnnains  Itfssi  sidi  aber  läcbl  die  Grüssc  des  eben  erwähnten  aus 
4«?  Tangentialflbene  aiisgeMhiiitteiiflii  Vierack«,  wdclie  GrOMe  wir  dnrch  V  bezeiduion  werden, 
fnden,  da  jenea  Parallelogramm  die  Prujeclion  des  Vierecks  auf  die  Ebene  XAX'  ist,  und  omm 
daher  auf  sie  den  im  ersten  Aiisrlniilt  mir^esteUten  Salz  (2.  a.  oder  b.)  in  Anwendung  bringen 
kann.  Im  ersten  Falle  nämlich,  wu  die  aasscfaneideRdeii  Ebenen  den  Coordiaaleuebenen  XAX" 
and  X'AX^  parallel  laufen,  stehen  die  projicirenden  Linien  sodcredit  anT  der  Pobure»onliMl«»<' 
ebene  J'A.V',  nm\  es  ist  der  Winkel,  den  ilie  KIsenen  XAX'  nnd  J  A I'  mit  einander  bilden, 
dem  gleich,  welchen  die  auf  diesen  Ebenen  senkrechten  iVxcn  AI"  und  AX"  eiiiüeliiiessen, 
dessen  Koshms  nrilhin  Q','  ist,  wem  (S^  die  diesein  Zdciien  im  ersten  Abscimiiie  gegebene 
Bedeutung  behMit;  sodann  ist  der  Winkel,  den  die  Tangenlialebenc  an  0  mit  der  Pulare4)ordi- 
natenebene  SAH'  bildet,  dem  gleich,  welchen  die  N'nrmwle  nn  0,  die  senkrecht  auf  di-r  Tan- 
gentialebene steht,  mit  der  Axc  AX",  welche  senkrecht  auf  der  Pularcüordinatencbeiie  MA3i 
glehl,  einacUiesxt,  and  den  wir  null  «  bescjcbnen  widlen.  Damm  liat  «na  dem  CAbselM.  I.  $.  1.} 
niigeOielUen  Satae  (2,  b.')  genKss: 

YxC08«s=6;'änWji,x;, 

wenn  die  (irö.sse  des  dnrrli  Ktienen,  welche  mit  den  Gnindcoordinntenebenen  XAX"  und 
X'AX"  iwrallei  laufen,  ausgesehnilteneo  Vierecks  vorstellt,  und  hieraus  findet  man  mit  Bei- 
kiefanig  der  obigen  (Abseta.  IL  $,  2.)  drillen  Gleichung  C^l  ): 


'  cose 


Im  andern  Falle,  wi>  die  iiussclinLidenden  Elienen  Jen  Polarcoordinalencbenen  i  A3£"  und  T  AS^ 
parallel  hülfen,  sieben  die  projiciruiuieu  Limcu  scnkrecltt  auf  der  Graadcoordioalenebeac  XAIC 
nnd  diese  Ebene  bildet  mit  der  Tangenlialebene  an  O  einen  Winkel,  der  dem  gleidi  isl,  wel> 
chcn  die  auf  X  A  X'  senkrecht  stehende  Polaraxe  A  i"  mit  der  auf  der  Tangenlialeben«  lenli«* 
recht  stehenden  Nnnnale  m  0  einsclilies^t,  und  den  wir  durch  t'  bcseicbnen  woOen.  Deswegen 
ist  dein  (Abschn.  I.      i.)  uiitgetheilten  Sulzu  {2.  a.}  int  Folge 

wenn  Vg  die  GrOasa  des  dwch  Bbenca,  die  mit  den  PolaKoonlinaten  SA3E"  und  3rA2"  pn- 
nDd  laufen,  ausgeschnittenen  Vtevecks  vorsteDl,  und  Ueims  findet  nmn; 


V  —  _ 

'■^sinWobiy 


(11».  I».) 
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Lüsüt  itinn  nun  den  bewogliclipn  riiiui  <)'  dem  beliebigen  aber  vnvertaierUcii  gcAudilen  0 

stf(s  iiith.  r  iUcki'ii,  Iiis  die  Grössen  x, ,  und  u, ,  ii',  so  klein  werden,  dass  sich  diesi^Hicn  tlurrh 
kein  endliches  Maas  mehr  angeben  LisstiD,  üu  »chiniegea  aioh  alle  ia  aolchcr  Nttbc  bei  0  lie- 
Renden  PwKle  der  krmmBen  Fliehe  der  TanfmUalebeiM  an  dietcr  Stolle  mSgllehil  n,  «nd 
die  SlUcke,  wrlrln-  |)i<rnlU'l(  ii  Eln-iicn,  die  durch  solrhe  Puncle  gehen  und  einer  und  der- 
selben Gerndeii  paraUcI  »iod,  aus  der  krwninen  FlScbr  und  ihrer  Tangentialebene  an  der  Stelle 
O  avsgeselmittmi  werden,  mrtenehelden  sick,  «ach  Aussage  des  In  Nr.  146.  angezeigten  Satses 
a),  von  einundct  iim  Keine  Grösse,  die  mit  ihrer  eignen  GrüsM'  M  ii:leichbar  wäre.  Aus  die- 
sem Grunde  nt  tuni  si  Rir  so  kleine  Wrrllie  von  x  .  \'  o  l  u,  u',  mif  der  rechten  Seile  der 
tilei«:hungen  (,117.  i.)  und  (118.  a.  uud  b.)  stehenden  Auotlrüike,  sowohl  <Uc,  welche  x,  und  x^, 
äfo  die,  wefaih«  n,  und  «;  in  aidi  entliBlIen  imd  die  PBehenifrdiM  voa  SMeken  liereni,  die  dnrch 
<ii("sclt/cn  KIii'iu  u  :ins'  der  tM-iimmm  FÜu  lie  und  ilin-r  Tiinsrniliiilebene  an  0  iuij-i^cst  hnilten  wer- 
den, WerUic  IUI,  diu  sich  vun  eiaauder  um  keine  Grösse  unterscheiden,  die  luit  ihrer  eigaaoi 
Grösse  vergleichbar  würe,  hwI  in  Folge  dessen  hat  man  dem  hn  Paragraph  12.  dieses  AbaehniU 
Im  erwietwflea  ShIxc  (4i.  a.  und  b.)  gemin: 

iMB««.f  og  o,     cos  «'.Sin  W 

Diese  Gleichungen  bcztebeu  sich  Kuar  auf  den  unveränderlich  gedachten  l^unclO,  dessen  schiefe 
und  seokrechle  Coordhnrtea  | ,  ^,  ^"  und  tj ,  r/',  ti"  sind :  da  mn  indessen  kfena  jeden  belie- 
higeo  Puncl  der  Fliirhe,  der  l  iiir  miIIh,'!«  Begreiuwing  des  Flnchenslücks  durch  Ebenen  der  an- 
jrrzfisjton  Art  ziiliissl,  nflinicn  darf,  so  kann  inim  in  iliruri  dir  Coordiuulen  ^.  J*,  und  ij,  t,',  tf 
durcti  .\ ,  a',  \  '  uud  u ,  u,  u "  ersetzen,  und  die.se  dann  wieder  als  dem  veriiuderliiheu  l'uncle 
O'  angehitoig  sich  vorstellen,  nor  muas  dann  aUes,  wai  aidi  in  jenen  deiehiniget  «nf  den  Pimet 
0  bezieht,  in  den  nenen  anf  eine  bestfannto  Lage  des  beiragliclicii  Panel««  O*  besofen  weidea. 
So  erhält 


II  Ii  II  I 

'  cos «  cos  e  sin  \\ 

wenn  mnn  hier  «nler  e  und  t  die  Winkel  versteht,  welche  die  Axen  A  X"  und  Ai"  «lil  der 
zun  beweglichen  Puncto  0'  gehürigcn  Normale  der  krununen  Fläche  bildet  ücsshaUi  wird  die 
Grüsse  cos«  «der  cos e'  in  den  Gleichnngcn  (\\%.  d.')  iai  Angemeinen  ehie  Function  von  x,  x' 

oder  tl ,  u'  wcnli'H,  wrlrhc  dir>  zwi-ilc  Milritimof  vi^n  '5^^  oder  ,  t'inrmil  niicl)  v  odor  n  tmd 
das  zweite  Mal  nach  \'  oder  u'  genommen,  bcrgicbt,  und  aus  welcher  man  daher  durch  dop- 
pelte Integration,  einmal  nach  x  oder  u  nad  ihs  zweile  Mal  nach  x'  oder  u',  die  gesudito 
Function  %.  oder  {jy  findet:  es  ist  nimlich  der  oben  (J|.  fSt.  ]fr.  135.*)  erwihatea  Bcwiehaaiiga^ 
weise  nacli: 

eil».«.)        ^=jyl-^  »•=/7i"-^' 

'  «/i^«/i^cos«  «/«Hi/g^ooissinW 

153)  Nna  bleibt  noch  i«  xcigen  übrig,  wie  steh  die  in  den  Gleichnngcn  (^HS.  d.)  eni- 

hallcnen  firfi^Sfii  cos?  und  cos«'  als  Furrtinncn  \on  \  und  \'  lulcr  von  n  und  u'  daiilctlen 
lassim.  Bezeichnen  wir  durch  p,  p',  p"  und  p,  p',  p"  die  schielen  und  senkrechten  l'rojec- 
ll«ns»hlen,  welche  die  Ifommle  der  FlVcbe  an  &<m  Puncto  0',  dessen  Coordlnalen  x ,  i^,  x" 
und  u ,  u',  u"  sind,  mit  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  eingehl,  und  Iii-nchlt-t  m;iu.  duss  dii-  flnind- 
axc  A  X"  an  denselben  Axen  die  schiefen  Projaelionssahleo  0^  0 ,  1  giebl,  wübrend  die  Po- 
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Unxe  A£"  an  dieften  Äxen  die  senkrechten  FrojcctioQszahlcn  0,  0,      liefert,  so  geben  die 
oben  (Abfchn.  L     S.)  iHlfelh«ai«n  Gteichnngen  (9.  a.  und  b.)  so^ch  «n  die  Hand,  waO  • 
und    die  WinkH  sind,  welche  die  BfcfclMgwi  AXT'  n4  AS"  ■»  4m  «otml»  der  PJIebe 
dem  PüiiGte  0'  bilden,  dass 

cos  «  =  p"   und   cos  «'=  (F','  p" 

ItL  D«  nun  nach  Aussage  der  ia  Nr.  147.  für  die  Norawle  einer  kruiiuiien  Flüche  gelieferten 
CaekihuHgen  (VI.  «.},  wem  mn  in  ihaea  das  buiMaMf  terttotgebalweB  PwmI  0  dnrdi  den 
bewcigUdi  gedacUea  0'  enetit, 

p  t  «jT:  Vx":  —  1  uiul  p  s  p's  p"=  *V:  V«":  —  1 


Iii,  «ad  ibh  aal  dea  Mar  gagdMM  YMMHalMaaUM-flir  vad  p ,  f\  p' 

iaibar  aof  dia  obaa  OUmhn.  L  |.  8.)  in  Nr.  M.  aagauigla  Weise  inde«  lawea,  ia 

mm  aus  den  dwtigeB  Gleidiangea  QtL}  aad  (35.  A),  iadna  awa       Bn",  —  1  Ar      ni',  m' 

und  V*x  ,  Vx",  ~  1  fUr  n,  n'.  n"  nM  aad  dto  BaiAiWba»  t'  md  ^  wü  imm  p"  and 

vertauscht,  anf  der  Stelle: 

„     1/   'Vi'u"-i- Vu'VosW  — rosW          .     „1/   (B«"+Vn"rosW  — cosW'V' 
IP  =  1/  1^  n — n  r5 — n — w»  P  =  1/  -rf         .»  it  ^ —  , 


„  •  (1— Vu"co8W'™.|)'n"cosW")"** 
ana  p  ss  ^ — ■-  —  ■ 


«eldie  ifgk  mit  luialH^g  dar  ecrtea  GUicinaff  (9t.  A)  aadi  a» 

„_  0  — '^*u"cosW'— Vu'cosW")^ 

(c;  .\"  b  u  '  i"  c  \"  'c  u"-f- 1)*  (  b  x"  f  u' '4-  c  x"  b  u  '-j-  i)* 

Mitldst  dieser  Wertho  verwandeln  sich  uuu  die  Gleichungm  (^118.  d.)  in: 

u    rdx"Bu'-f\>x"?>u"+lD*         'Ja.       i  ('B*x"Vu"-HVx"Vu"+l)i 

aad  M  ist  der  CSeidnmg  (91.  a.)  feial»: 

(1  -.*a"«w W— »B''cee W")  (^,-«3«^  J  —Bx '  1'  )  =  t  • 

Da  den  im  Piinign|>h  13.  djetes  Abscbnitls  (Mr.  iii.}  gegebeaea  Aaaeiauidersetzungea  -     -  ' 

gcoiiss  ' 

Vv'=~il25  and  aVrs^^, 


auch  hier  wieder  die  in  (102.  b.}  eingeführten  Bezeichnungen  betbehütt: 

^x"=— ,   ^x"=-~tf^   und   ön"=— vi  ,  <iu"=^v;;i 

irt,  M  kan  mn  der  cntoa  der  GleichaBg  (119.  a.)  aach  dia  Co%ende  Geitall  gebea: 
l  '4t 
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(1  +  ^oo^'-f- ffi  «mW")^ 


Cm*»  »0  l   ••"^  ^  «wileo  die 


Sind  nnn  die  Ausdrücke  V'b  ^'^^  solcher  Art,  dass       unmiUelbar  aus  ^  hervorgehl, 

wenn  man  in  diesem  für  x ,  x',  x"  ihre  durch  die  Gleichungen  (48.  a.  Absch.  L)  gegebenen 
Warthe  einsetzt,  und  tp^  aus^,,  wenn  mtt  in  ktatem  a ,  u"  in  x,  z',  x"  iniitdat  dir  6M- 
ffclMigrn  (15.  a.  Absch.  1.)  ausdruckt,  in  wpichem  Falle  wir  die  rombinirton  Gleidiunfren  tpx'=0 
wnd  nächste  combinirte  nennen  werden,  ähulich,  wie  wir  diess  schon  unter  densel- 

ben  DBsMnden  bei  den  Cteidimi^cn  der  Ebene  and  der  Geraden  gelfaen  hebeh,  m  »I  den  Re- 
geln der  AbMinHgriedMiwwg  gemlws 


der  te  (102.  b.)  eiegerahrtMi  Bezeichnungen: 

Aus  den  Gleicfaitegen  (91.  «.^  findet  nun  dker 

•  •»  «flt  «•!  •«•       IM''     «»1       «["     ^fl't  ap* 

«ns=coeW,  «tf's=cd«ir,  «n"=l   nnd  as=|>,  'x— |r  >  ^^^^ 

und  durch  iBeee  Werthe  gebe«  ifie  vorigen  beiden  deichangen  Ober  In: 

und  es  gehen  mitlelsl  der  RcUUooen  (119.  c}  die  Glekbungen  (119.  k)  in  die  nacbfulgenden 


«VI  W   W  9 


«eldw  ilA  nnel  lo 

fc=  ... 
9^ 


K  Ol«        «[«  PWi        otl  j 
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II  II 

hierdurch  aber  lassen  sieb  die  Grttosen  BS^  un^  Sfl^  mmittclbar  aus  den  gegebenen  nächsten 
coiobinirtea  6Ieichnng«n  der  krnmmeii  FMfele  «■MehaiflL 

Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  noch  eines  Yortheils  gedenken,  den  der  Gebraueh  von 
nficfislen  minbinirtcn  Gleichungen  in  sich  schh'essl.   Es  ist  nämlich  iiii-^  ilcin  kurz  vorher 
gegebenen  GruHde,  wenn  q^=^0  und  V'u  =  ^  nfichstc  combinirte  Gleichungen  sind: 

Kl  )•«  Ol*      ••■         «Ol  aal 

oder,  wenn  num  m  die  Stelle  der  dnrdi  8  angedeulelen  AUeilangen  ihre  Werlhe  actit: 

D  ^=  S       +  b       COS  W  +     Vn       W  » 

»!•  loa  ot«  «Ol 

'Ö  ^  1/  uLüs  W  -f-  ?  t<'n+  'd  i//„cos\V", 

»Ql  100  ni9  001 

und  es  gelten  die«e  Gleichungen  lUr  jeden  l'uuct  der  krunuuen  Flüche,  dessen  schiefe  und 
Mokredde  Coordkulen  x,  3^,  z"  wid  n,  n',  n"  tind;  muliiplicirt  mn  aber  die  «nie  dbeer 
Gleichungen  mit  x ,  die  zweite  mit  x',  die  dritte  mit  x"  und  addirt  die  drei  so  sich  ergebenden 
ResuItiiU;  zu  einaad«^  M»  indel  nan  mit  2nniebuiy  der  OlnicbnngMa         Abacb.  L}  anf  der 

Stelle,  (kss 

It*  O'O  •«!  !••  010  001 

bt  in  Bezug  aaf  jeden  Punet  dar  krnnnneli  FHicbn.  SteUen  nnn  |,  I',  1*  und  tj ,  i}\      die  , .   .  t 
schiefen  und  senkrechten  Goordinaten  von  Irgend  einen  baalimni  benrofgebobenen  PvmIb  der- 
aeJben  knunuien  FI;u)h>  vor.  so  iat  daher 

100  «10  100  0*1  ••! 

Gebt  man  jebt  auf  die  Gleichungen  (92.  b.)  xvllek,  wodnrcb  di«  THagenlialebene  der  hnninian 

Fliirho  an  (In  hfrvorgoholicnei»  Sldlc  dargestellt  wird,  so  zeigt  die  vorstehende  Relation,  dass 

die  constautcn  Glieder  in  den  beiden  Gleichungen  (^92.  b.}  einerlei  Grösse  annehmen,  dass  also 

diese  beiden  Gleichvngen  der  Tangenttalebene  in  der  ihnen  eigenthOmUcben  Form  nolhwendig 

nSchsIc  combinirte  werden,  wenn  die  der  krummen  Flüche  es  sind,  und  die  Vorzüge  besitzen, 

welche  wir  im  zweiten  Abschnitte  an  combinirteo,  eine  Ebene  darstellenden  Gleicbiuigen  auf-  .  .  . .  , , 

gefunden  haben.  .         ,  - 

IM)  Uin  den  KSrperlnbalC  ebies  SUIcfca  des  Raumes  zu  finden,  das  ihefla  von  ebier  gege- 
benen hmnnnen  fUdm  und  thcils  von  Ebenen,  die  init  den  Coordtaialenebedbo  parallel  laufen, 
rinjcrsum  riiWtg  hi'cn-cm.l  wird,  hnt  mm  rin  Vcrfwhrrn  einzuhalten,  welches  dem  bei  f\rr  Hr- 
Mimmang  des  Fltidientuhalts  eine«  i>tücks  der  llieilweise  von  einer  ebenen  Curve  und  tbeilwetse 
von  flcnden,  die  mit  den  Axen  den  m  dieaer  €ttrve  gehörigen  ebenen  CooidbiatantysleaH 
parallel  laufen,  begrenzt oii  Coordjnalencbcno  gebrauchten  ähnlich  ist,  und  in  Folgendem  besteht 
Denken  ^vir  uns  zuviirderst  «-inen  verfinderiiilion  Pmict  0'  im  Baume  (Fig.  0.)  und  durch  ihn 
mit  den  drei  Grund- Coordinatenebenen  eines  aus  den  Axeu  AX,  AX',  AX"  zusammenge« 

41« 
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MMei^  belieHgiM  CoofilMiwiyil— g  panM  ML  Blmwa  gdflgt,  wdcke  ^  knuna»  nick«  im 

den  ebenen  Curvpn  D' $  Ol ,  O'^'^.O;,  0;^4^,$,D;  schneiden  und  in  Verbindung  mit  dem 
atiüm^O'Q'tS^iO'.  dor  knuunten  FläctHi|,4<:a  ftwip  vullig  begri'itxof,  m.  iindeii  sieb  dio  Qrüsse 
dto  so  rlwfrmilra  Körperraums  ofTonbarr  unr  mit  der  Lagu  des  Pinete«  CT,  tb,  ist  il^  jobb, 
Function  von  dieser  Lage  oder  von  den  sie  bestiniuienden  Courdinuleu  lica  PjwICl^S  0*^,  Weü. 
aber  der  Punot  0'  im  ADifemeinon  iiii-lit  in  der  kruitunen  Flüt  he  licjjl.  und  dt".siv*'':^t'n  zwisrlicn 
sciacu  Coordinutcn  uicbt  die  Glcidiuug  statt  findet,  wodurch  die  l'uncte  der  krummen  Flache 
dnijgestellt  werden,  vieinelff  die  drei  Coordinaten  des  Panctes  (K,  fauofieni  er  nur  einen  vOllig 
bogrenzlen  Raum  lu  hefern  im  Slande  ist,  funz  nach  Belie?v  n  lomnien  werden  können,  und 
düber  als  vullig  uuabhäugig  voa  einander  gedacht  wurden  uituiäen,  »o  Iwt  man  sich  die  Grusse 
des  rai  sqdienden  Körperinhatts  als. eine  FunctioD  der  drei  Coordinaten  des  Pmictes  0'  vonra- 
stellen.  Bleiben  wir  bei  seliicfeti  Coordinaten  stehen  und  bezeii  hnen  x ,  x',  x"  die  des  Puncteg 
O'  an  den  Axen  AX,  A  X',  AX'  des  Coofiduwteasystems ,  so  hat  man  sieb  unter  dem  lr«g- 
Kcben  Körperiohalt  eine  Fuiictiuu  der  drei  UnBbhtfngtjgfen  x ,  x\  x"  xu  denken,  die  wir  duivh 
ftg  bccddinen  woUen. 


Nelnnen  wir  im  Innern  des  ni  bestimmenden  Kürpcrrauuis  irgendwo  noch  einen  zweiten 
;  0  an,  der  zwar  eben  so  beliebig  wie  der  0'  ist,  den  wir  uns  aber,  nicht  wie  diesen  bo« 
wcgWch,  sondern  in  unverflnderiicher  Weise  hervorire!ioben  vorstellen,  und  dessen  schiere  Coor- 
dinaten wir  doFch  1",  ^'  anzeigen  werden,  und  legen  wir  durch  diesen  Punct  0  drei  neue 
Axen  OX,  OX*,  OX",  weMe den  ini|icang^lielMM invalM  and gMiM  afnd,  ««  Ment  wem 
X, ,  x', ,  die  schieren  Coordinaten  des  Funcles  0'  an  dieHn  nanen  Ann  VOntMun,  mfiMllMn 
diesen  und  den  vorigen  Coordinaten  die  Gleichungen 

ißt:  x=l  +  x. ,  x'=r+x;,  x"=r+x;' 

statt,  den  im  ersten  Abschnitte  aufgefundenen  Gleichungen  C?  )  (roui&ss.  Legt  man  aucli  durch 
diesen  Punct  0  drei  Ebenen,  welche  den  durch  0'  gelegten  parallel  laufen  und  die  krumme 
FUh^  in  den  ebenen  Cnrren  $'00,9,,  $00,^,  ^.ObOil^  schneiden,  wo  schHesaen 

diese  Ebenen  in  Verbindung  mit  dem  Stück  C  D;D,  C  der  knimmen  FliUhe  einen  be- 
grenzten Raum  ein,  dessen  Grösse  St^  ist,  weil  der  Punct  0  einer  von  denen  ist,  die  der  O* 

einnehmen  kann,  und  es  ist  nach  Analogie  der  im  Paragraph  12.  dieses  Abschnitls  angezeigten 
;en  (ßk  a  and  k}: 


+  ;6      +  *  jCjjcx;' + B  «,44'+  a      + . . 


wo  wir  aar  beawm  UnlendiaMnnf  anf  der  Guben  Seile  de«  Pmwlbinsnieben  «  die  dM 

Coordinaten  .x ,  x',  x"  oder  ^ ,  1*,  f ,  welcbe  in  der  Function  auftreten,  angehttngrt  haben,  wah- 
rend die  voa  uns  eingeführte  fiecekhauofsweise  gewi^halich  nur  die  erste  von  ihnen  anhangt, 
Wie  radi  anl  4er  nchim  Seils  dianer  Glakhaiv  gMcbehea  iai  Bft  üelll  bieibei  t,^^   — St^  f  ^ 

den  swiachen  den  beiden  verhbi  genaenten  pyramidrilaebeA  Rinnen  (<Sierea  SpitMi  0'  md  0 

und  deren  Grundflächen  D'DIDiD'  und  CC.D,  D  uaren^  und  der 
Rann  vor,  wekher  ans  foigenden  sieben  Theilcn  zitfanunengeseizt  ist: 


Digitized  by  Google 


f.  14.  Hlr.  15«. 


KfOMM  UMm. 


1}  Aus  dein  Parallelepiped ,  wctcbes  voa  den  Paralldognuiunea  O'PP^P,  und  OP'P,P^, 
CTPPP«  «ad  OP;P,r,»  0'P,P;P,  «ad  OrPP;  Iwgnul  «inl,  vad  deuen  Ldmll  dnnh 
S.  vorgestellt  werden  soll ; 

S)  $OB  den  drei  priainaligdicn  Riinmen  S,  S*,  S",  von  wlr-hm  der  S  durch  die  Fläolwil 
OP;PP'  und  OH^C'^'  und  durch  die  mit  der  Axe  AX  paraUeleo  SeMea  PC,  P^ip, 
,  00  begrom  idrd,      der  nrdla     dareh  die  FMchca  OP^P.P;  wid  D.9.0^|i! 

und  durch  die  inil  dt-r  Ave  A  X'  parallden  Sfiteii  OD,,  V',% ,  VX' ,  V\%^,  —  der  drille 
S"  ior^  die  Flächen  UP  P.p;  und  C,'4^C;^  und  durch  die  nüt  der  Am  AX"  pwak 
|«lcn  S«il«a  OD,,  P.D;, 

S)  lus  den  drei  keflformlgea  Rioawa  T ,  T,  T",  TOn  wetchen  der  T  die  Gerade  OPt  «nr 

Schneide  und  diis  Stück  O, D,  5J?,  *4J»  D,  der  kniinmcn  Fliklic  mm  Bücken  hat,  —  der  T 
die  Gerade  OP'  zur  Schneide  und  d;is  Stück  CC/i<,*4''C  7.uin  Riirkon  —  der  T'  die 
Gerade  0  P,'  xur  Schneide  und  das  Stuck  D  D,  '4^1  '4^  D  der  kniiniucn  Flache  xuitt  Hucken. 

E«  Iii  'dei«B  Beieicbnungou  gciaäs«: 

-       = n  +  s  +  s'+  s"-{-  t + r+  r,  '  ,  ' 

oder  der  Gleichung  (120.  b.)  sur  Folge: 

9««  II«  aa*  i«i  «ii  ««t 

+ » « « «4^+ « »        *  ti«^ 

«nd  die  TheDe  S ,  S'»     und  T,      T"  lM«ea  «hh  ««T  die  Jeiil  folgende  Wdge  dmldlea. 

Denkt  man  sich  den  beweglichen  Punct  0'  in  den  P'  gcrtlckt,  wo  x'  in  1*  und  x"  in  ^' 
abeifegangea  ist,  x  dagegen  seioen  vorigca  Werth  behält,  so  verwandelt  sich  fiir  diese  Lage 
dB«  Paadaa  0*,  bd  mleher  xi=0  «ad  iC^O  ist,  die  Glekhanf  (iVtk  ia: 

W  -  W  X.  +  b        + .... ; 

es  stcUl  aber  St^  ^  ^  —  St^  ^     den  Unterschied  rwischen  den  zwei  pyrainidenrOnnigen  Rliumen 

vor,  welche  die  Punclc  p;  und  0  »ur  Spitze  und  die  Stücke  DH^i^ßiD  und  DO,D,0  der 
kruiiiiuen  Fiüclic  zur  Grundfliche  haben,  und  dieser  Unterschied  ist  nichts  anders,  als  der  keil- 
flüai^  Thfll  T,  dewca  ScMle  OF.  aad  Xtckea  0,0.$,$;0.  irt,  «o  d««»  «Hn  hat: 

I  •  •  *  •  •  v> 

T=    «^x, 4-  S       4-   («••.  <.) 

£ben  so  findet  uiao,  wenn  man  den  Punct  Ü'  successive  in  die  I*oncte  f  und  rücken  Usst, 
watt  Mb  cntea  x»=0  nnd  x;'=0,  hem  «ndeia  X|=0  aad  x^ssO  wifd,  «ad  die  «uf  der 
mm  Seit«  dar  GMehung  0^  ^0  ü«h«d«  Difl^reaa  in  dea  bddea  FMen  r  and  r*  wM: 

r=rt»^^.+  *ft^i^  +  ....  nnd  r=  *  *  ff^^i^-f   (i««b«.> 

Lttssl  man  ferner  den  beweglichen  Pnnct  0'  In  den  P  übergehen,  wo  x  in  {  sich  ver- 
«■adelt,  ^  a«d  «ber  Ha«  ihea  Weifte  beibdadtea,  «a  idnunl  fUr  dteae  Uga  de«  Paada« 
0",  bei  wekber  x,=a  wlid,  die  GMdmiy  (IM.  bi)  die  Mg«ad«  €e«tft  mt 
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in  W«Mer  «He  Differenz  j^^  ^y  —  ^(,(,r  "'''''^  anders  ist,  als  der  Unterschied  zwischen  de« 
zwei  pyrami<)pnnvmii!'tn  Rnrnfn,  deren  S|*ilziii  P  und  0  sind  und  welche  die  SlUcke  D'^%D' 
und  DD,£>,D  der  kruiauien  Fläche  zu  ihren  Grundflicbeii  hahen;  der  Untentchied  «wischen 
dtMm  beidm  MuneB  bt  afew  «m  dkn  TMIc«  S^TmiT*  mmmmgum,  w>  mm 
hat: 

Eben  so  findet  man,  wenn  man  den  Punct  0'  suceessivc  in  die  Punde  P,  und  P,  rücken  lässL, 
weil  beim  ersten  x',  =  0  und  beim  zweiten  a^— 0  ist  und  die  auf  der  h'nkcn  Seite  Jer  Glei- 
chung (120.  h.)  stehende  DifTercaz  in  tlcu  Leiaua  Fiiilen  S'+T  +  T"  und  S"+ T  +  T'  wird: 

IS' + T + r='i*»^x,+'i'«^x;'  +  »  Ä^ä+'»  «^xi*: ^+..-. 
iiad 

mm  jetsi  von  der  Sunne  der  Gleklningen  (i2a  c.)*  02a  d)  und  (iltO»  e.)  die 
der  Gl^dnngeB  (12a  f.)  und  (;i2a  g.)  ab,  «o  eildll  maa: 
III  fii  — •         i«i        'i  III 

oder  weil  das  Parallctepipcd  R  die  Längen  x«,  x^,  x^'  zu  seinen  Seilen  hut  und  diese  dieselben 
Wiakd  mit  einnder  UUon,  wie  die  Axen  AX,  Ar,  AIT,  sonach 

ist,  wenn  h  die  Grösse  vorsl<  Iii,  welche  im  ersten  Abachnitt  durch  die  CSaidiUflgen  (40.)  (Hier 
(42.)  derinirt  wurden  ist,  und  die  den  Inhalt  eines  Ober  den  Cnurdinalena.\en  beschriebenen 
Bhomboedcrs  hergicbt,  dessen  Seilea  sttnuntUcb  der  Längenciaheit  gleich  sind,  so  kann  man  die 
vorige  Gteichong  auch  ao  aehreiben: 

h  X,  x;  x;-  == '  ?)'  Jf ^  X.  x;  x;-  + '  e       ;  x;  +  » jt^  X.  1^  x;  +  b 

•US  der  sieh  folgeni  lltoal,  dass 

Citt«  *'dÄ^  =  h  und  *b  ftj=0  ,  'b'«^  =  0  ,  »'ä^=0  ,  u.  a.  f. 

ist,  welche  Gleichungen  sich  indessen  sämuillich  auf  deren  erste  zurückziehen,  da  alle  Übrigen 
(eine  notbwendige  Folge  von  dieser  sind.  Bs  sind  awar  die  Glelehnngen  (ISf.  a.")  f&r  dm 
,  .  unveränderlichen  Punct  0,  des>en  scliiefe  Ci>ordiiiMti  n  |,  ^"  sind,  auffTefondcn  worden,  weil 
jedoch  jeder  in  dem  völlig  begrenzten  Räume  der  Fig.  6.  liegende  Puncl  xu  dem  0  geooumen 
werden  huao,  so  bleiben  jene  GleldMugM  wahr,  wekihem  von  diesen  Puoeten  die  Coordnialau 
I,  f,  I"  anoh  angehören  mögen;  man  darf  sich  daher  unter  dem  Puncte  0  jeden 
der  «I  dnen  vfiHig  begreMlen  laaaM  Gelsgeuheil  daihkleli  und  in  dieaein 
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sag^,  dass  die  Coordiniiten  |,  l"»  |"  eben  lo  TcrlBderikii  fM,  nie  db  x,  x',  x".  Seiit 
mn,  Hin  di'ess  aagenfilUiger  m  mwllen,  m  die  Gleichungen  (121.  a.)  x,  x',  x"  m  4ie  BUto 
von  I,  IPf  i't  so  wenl«Q  aie,  irani  «um  bk»  auC  deran  flnls  Rüduidii  ■fauBl» 

Aus  dieser  Gleichung  bat  inan  nun  durch  eine  dreifache  Inleg^rulion,  jcdcsmul  mdi  ciMr  mdMIk 

der  drei  VcrHn tierlichen  x,  x',  x"  c^ciuiinuicn,  Jie  Funcluin  St^  aufzusuclifii. 

Die  vorstellenden  BeUmchtungen  indem  sich  nicht  und  maa  wird  wieder  ui  deuelben  Re- 
iriWn  Liogenilirt,  wem  die  durch  den  PuncI     gebenden«  den  'zu  suchenden  KSipemnin 

begvemenden  Ebetten,  die  .sie  die  krumme  Fläche  erreichen,  neuen.  Jedoch  unvcründerlichea 
Befrrenzunesolieiieii  bejjefinen,  die  mit  einer  der  CDüriiinateiiebrnen  pfirallel  iHun-n.  Sdiche  Ab- 
änderungen iiabcn  auf  die  lileicbuiigcn  (121.  a.  und  b.}  keinen  Einfluss,  sie  machen  bloä,  dass 
die  Grensbeslinnmigen  wttrand  des  biegrirans  in  andeier  Waise  geschehen  nUssan. 

155)  Wenn  die  dinreb  0'  geleglen,  den  in  Indendeh  KVipemum  begremeideB  Ebenen 

nicht  den  Grund -Cuordiiiaienebenen,  sondern  den  Polnr-Coordinatenebenen  parallel  laufen,  so 
lassen  sich  die  Greuzbestiiamangen  nnr  durch  senkrechte  Coordinalen  einlach  ausdrucken.  In 
einen  solchen  Falle  hat  man  sidb  den  gesuchten  KVipemnnn  als  ene  Fonclion  der  senkreehlen 
Goordinaten  n ,  n',  n"  des  Punftei  zu  denken,  welche  wir  durch  St„  bezeichnen  wollen,  und 
nnn  auf  diese  alle  Bcirflehtungen  der  voritfen  Nummer  in  Anwendung  zu  bringen.  Versirmlichl  -  ■ 
man  den  jetzigen  Fall  wieder  durch  die  Fig>  Ö.,  indem  man  sich  in  ihr  die  l^egrenzuugsebenen 
den  PoUr-Coordlnatenehenen  {»Miel  vonidll,  so  gehngt  UMn  Schritt  vm  Schsilt  gans  nie  n- 
TOr  in  der  CUhiauigz 

t 

wenn  n ,     tj"  die  senkredilen  Coerdiuten  einai  swnilen  hesHaHit  harvo^ebohenen  hmetet 
0  vorstellen  und  u,,  u;,  ul'  die  senkiechtan  Coonfinatan  das  Puaclas  0'  an  den  neuen  Ax^ 
.0X(  OX,  OJÜ"  beMiclinent  so  dass 

u  =  »?-f-U,  ,    u'— r)'+ti'.  ,    u"=»i"-f  u'; 

ist,  und  es  bedeutet  wieder  K  den  Inhalt  des  durch  die  Parallelograintnc  O'PP.'P,  imd  OP'P,P^, 
OTFP.  und  OP;P,P;,  0'P,p;P,  und  OP'PP;  begreazlen  Parallelcpipcds,  nur  nitt  dem  Vn- 
iersdiiede,  dass  diese  begrenzenden  Ebenen  Jelat  den  Polar- Coordinatenebenen  parallel  laufen. 
Per  Iiiluill  dieses  Purylleiepipeds  liisst  sieh  aber  am  einfachsten  auf  folgende  Weise  finden.  Da 
oauiiicli  dieses  Paralieiepiped  in  Üeiug  auf  das  aus  den  Polaraxen  gebildete  System  genau  das 
ist,  wn  das  In  voriger  Nonaner  in  Benig  anf  das  ans  d«a  Gtmium  gebiUalo  SYStem  war, 
10  wird  hier  nadi  Analogie  der  Gleichnng  (iM.  k): 

R=(h)(x.)(x;)(xr), 

•wenn  (x,),  (xi),  (xi')  die  C()(trHinnf.-n  des  Punctcs  0'  an  den  Polaraxen  des  neoen  Systems 
bexoicbaen  wid  (b)  in  Bezi^  auf  diese  Polaraxen  das  vorstellt,  was  h  in  Besag  auf  die  Grand- 
■Ml,  nnd  man  hll  den  hn  erstan  Abeehuitle  ndlfelheilinn  Glekteagon  QU,  b.}  andog: 

(x.)=5^.  w=^,  («;'}=J^,  . 
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wobei  e«  grMdigtti|r      eb  nas  die  Gftaiea      <R,     eerdw  eeee  eder  aef  dw  «rtpriing- 

Hchc  System  bezieht,  da  (üm  ln-iden  Systeme  |Munilkle  und  g!eiililHufigc  Axen  haben,  wesshalb 
beide  nicht  nur  zu  einerlei  WertbCB  von  St  Sti  Sit  eendera  auch  .m  demselbea  Werth  von 
(h)  hinflhrei.  A«i  cBeeeei  Gnmde  wird  mA  (Abedm.  L  ^  9.  Gtnck  42.): 

(h)=i 


UBd  mm  gelil  die  OkiolMiv  OSt.  b.)  mü  R«clcsieht  «er  die  dortigan  Gleidingen  (41.)  über 
in: 

„  »in»  W  sin  W  sin  W '«in  SB  »in  m  '  .  ^ 
11=  p  n»Kv« 

odte  mit  noebneliger  Ennebuqg  der  dortigen  Gteidning  (42.)  in: 

R  =  ^  u.  ui  ui' . 
,   Dndnreb  Tenmndclt  sich  die  Gleichung  (122.  a.)  in: 

md  liefert  neben  anton  mch  die  GleidHingent 

CtM^  •»)  '  'iV^=5  J   oder  auch    C  Ht^rsi  , 

woraus  man  durch  eine  dreifache  Integration  die  Function  ff^  aufzusuchen  hat. 

1^6}  UinaichtUch  der  b«in  lutegrircn  der  in  den  Glutchungen  (119.  e.)  voiketnnaenden 
AnsdiOdw  erferdeilidben  GrenzbesUmmonfren  ist  aHee  dae  wieifer  anwendbar,  was  in  vorigen 
Paragraphen  in  Bezug  auf  die  Grenabeitimmungen  bei  doppelten  Integralen  gesagt  wor- 
den ist,  mit  dem  Unterschiede  jedoch,  dasü  dio  Grrn /.stellen  hier  nicht  wie  dort  in  der  Ebene, 
sondern  im  Räume  liegen,  was  indessen  auch  bei  den  dreifachen  integralen  der  Fall  ist,  zu 
wdeben  die  Gleidinngen  (121.  b.}  oder  {VSt.  e.)  anlRnden,  weesbalb  wir  bd  diesen  iMsiem 
stehen  bleibrn  kcinnen.  l'm  über  die  oigentlühiiliclieri  CronzbestiMllinngcn ,  welche  beim  Intn- 
griren  solcher  Ausdrücke,  wie  die  in  den  Gleichungen  (121.  b.)  oder  (122.  «.J  gegebenen 
iind|  voriuMMnen,  vor  Angca  kgen  «t  lUfnaen,  woHen  wir  in  aDgeiieinerer  Weise  venu» 
iftBCH,  dato  man 

habe,  wobei  Ä,  und  Functionen  der  drei  sehiefen  Courdinateit  x ,  x"  vorstellerr,  und  dass 
der  Ausdruck  St^  auf  einen  Raum  beschrünlit  werde,  der  nach  einer  Seite  hin  durch  eine  Fliehe, 
deren  Gleicbnng  in  nifpSlMee  Gertalt 

ist,  (wobei  'f^  eine  Function  von  r  und  r'  vorstellt,  und  t,  t',  r"  die  Cooniinalen  der  Puncle 

dieser  Flik>he  von  derselben  Art,  wie  die  x,  x',  x"  siudf  su  bedeuten  haben),  und  mtk  den 
übrigen  Seiten  bbi  direb  Ebenen  begrenxl  wird,  welcbe  mit  den  Coordiaateoebenen  panilel 
dmdl  den  bewegHoben  Ponct  0'  hindurch  gehen.    Hierbei  kann  die  Giilirbn>g  der  Flicb*  Ar 

je  zwei  Werlhe  von  r  und  r'  nur  ein  <  inzii^^i  s  Ergebnis^  Hir  r"  liefern,  welches  geschieht,  wenn 
fp^  nur  eine  einzige  Form  in  sich  enttuilt,  Oiler  sie  kann  für  je  swei  Werth«,  die  man  dM 
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KtHiae  nicke. 


Grössen  r  und  t'  iMOegwi  iM|r«  ^  ^  mebrere  Rendlite  HeTeni;  in  entan  PiiBe  delnt  sich 

die  Fläche  in  der  Richtung  der  Ebene  XAX'  sicis  einfach  aus;  im  andern  FaUc  hingegen 
bildet  sip,  in  dieser  Richtung  aufgerasst,  gleichzeiti;^  mehrpre  FWchenzO^P,  tifrcn  An/.ah!  von 
der  Zahl  der  in       enthaltenen  Formen  abhängt.  Wir  werden  zunächst  blos  den  Fall  ins  Auge 

fassen,  wo  t"  durch  tf^  nur  in  einer  einzigen  Gestalt  gegeben  wird,  und  später  den  FaO  fol* 

gen  lassen,  wo  i*  darcl     in  mehreren  Goslalten  gegeben  wird. 
III  II«  . 

Da  %      die  AbMlnng  von  t>  %i  nach  x"  ist  fttr  je  xwei  beliebige  Wertbe  x  and  x",  die 

jedoch  als  wihrand  des  AbldÜens  sich  nicht  ändernd  angenommen  werden  mitssen,  so  erhält 

man  umgekehrt  nus  rier  Gleichong  {ISA,  a.)  orittelBl  der  InlegrafamilBmng  anT  die  Weise  wie 

in  1fr.  135.  gezeigt  worden  ist: 


wenn  x^'  den  Werth  von  x"  anzeigt,  unterhalb  welchem  man  sich  die  EigcnschaHt  als  nicht 
mrhr  nn  rffm  Rannip  hnftcnd  vorslitit  W\  jfjjlirhpn  Werthrn  x  imd  x',  wrlche  man  Kirh  in  der 
Gleichung  (^123.  cj  vorbandeo  denken  mag,  wonach  also  die  Bedeutung  von  j4'  hier  ganz  ver- 
schieden von  der  ist,  welciie  wir  diesem  Zeichen  fai  den  vomagegaagenen  Betrachtnogen  bei« 
gelegt  haben.  Erwiigt  man  nun,  dass  bei  unserer  gegenwärtigen  Untersuchung  in  Folge  der 
der  EiiTi'HschHfl  vorgfsihriobenL'n  Begrenzimii,  was  auch  die  Werlhc  von  x  und  x'  sein 
luügen,  nur  bolclie  Slelleii  des  Kaumei«  ai«  mit  der  Eigemicliaft  b^abi  gedacht  werden  kön- 
nen^ welche  swisdian  der  iNq^rensenden,  durch  die  Gldchnaf  (123.  h^)  gegahaiiHi  FÜelie  nnd 
zwischen  der  durch  den  hMvcghrhcn  PntKi  0'  mit  dor  Coordinatencbene  X  A  X' parallelen  Khene 
liegen,  deren  zur  Axe  AX"  gehörige  Courdinatc  durch  x"  vorgesIdU  wird,  so  sieht  Bum  so- 
g^ich  ein,  ^ss  die  Stelle  der  begrenzenden  Fläche,  weldie  den  beliebig  in  jener  Gleichung 
angenommenen  Coordinatcnwcrtlu  n  v  und  x'  entspricht,  den  Werth  von  x^'  herzugeben  habe, 
es  \vird  nämlich  xi'  das  i"  der  Gleichung  (123.  b.),  wenn  man  in  dieser  x  mni  v'  an  die 
{»teile  von  r  und  i  setzt,  &o  dass  man  also  x^  — 7x  zu  nehmen  bat,  wodurch  dio  Gleichung 
(123.  &}  hbevgdit  hi: 

iit 


1 1  • 


nnd  es  ei'''''  St^  nach  den  Frnrfr  n;r:T  n  der  eben  rnviihnt-n  Nr.  135.  des  g-efrenwärtigen  Ab- 
schnitts die  über  den  vorgeschriebenen  Kaum  von  der  Fläche  bis  sa  der  durch  den  beweglidien 
FancKKmil  XAX'  purallel  gelegten  Biene  Twbieileten  Bigenschsfl,  in'so  weit  aie  n 
-gehOrt,  «hären  Coordinaten  an  den  Axen  AX  und  AX'  des  m  Grunde  gelegten 
Sterns  X  nnd  x'  sind,  zu  erkennen,  und  zwar  mit  dem  Vorzeichen  +  oder  —  ^nommen,  je 
nachdem  x;'  kleiner  oder  grosser  als  x"  ist,  d.  h.  jo  nachdeio  die  Puncte  der  Fläche  ooterhaib 
•der  obeAalb  den  Poneton  der  dndi     mil  XkX  pandlel  gelegten  Uane  liegen.  Anf  achte 

Wei«s  hat  man  fhr  ^  jt^  eine Fondion  von  x,  x',  x!*  gefunden,  uml  mn  ans  dieser  1^  an  er- 
halten, hat  man  den  Regeln  der  Integralrechanng  gemäss  diese  FnncSon  nach  x  und  x'  M  ilH 

tegriren,  wobei  man  x"  als  eine  beliebige  conslante  Grösse  anzusehen  hat;  es  ist  daher  von 
1 1  * 

da  ah  %       wie  eine  Function  der  zwei  Vcründerlichcn  x  nnd  x"  in  habaMlelly  die  wir  dsoh 
Vx  vorstellen  wollen,  so  dastt  die  Gleichung  (123.  d.}  wird; 
L  «I 
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ist 


AbMb.  m. 


worin  Stx  Mine  vorige  Bedeutung  vulhg  unverflndert  beibeiridt,  nur  dass  nun  von  der  Verfhif» 
deilichkeit  des  in  ihm  Torkommeoden  x"  ginzlich  absieht,  obglekk  im  diese  Grösse  nock 
immer  als  eine  völlig  beliebige  von  denen,  wdchc  -'inp  Millsliindign  B»*grpnEiinj  möglith  inat  heii, 
uuu£ehen  hat.  Nun  sind  zwei  Fälle  zo  untersclteiden.  Es  erstreckt  üich  entweder  die  durch 
dea  bewegUeken  Punet  0'  getegle,  mit  XAX*  pereOde  Begrennngflebene  bit  rar  nehe  Mb, 
ohne  einer  neuen  festen  Begrenzdng  zu  begciofnen ;  dann  giolil  di-  ('urv  -,  in  welcher  die  Fläche 
TOB  dieser  Begrenzungsebeoe  gcschoittea  wird,  in  Verbiadunig  mit  den  zwei  Geradea,  ia  wel- 
cbsB  dieiB  Begrenzungsebene  vob  dea  swet  iniMn  BegramungsdieBea,  wddw  de«  Cooidia»- 
tencbeacD  XAX"  md  X'AX"  parallel  duA  den  beweglichen  Puncl  0'  gelegt  werden,  die 
Grenzen  «n,  «wischen  welchen  die  Wciihe  von  x  und  x'  eingeschlossen  sind,  wo  mm  sich  den 
Baum  als  mit  der  EigenschaA  begabt  zu  denken  hat.  Üa  nun  die  Cur>'e,  in  welcher  die 
PlMdie  TOB  der  mit  XAX*  piralldaii  Befreaiuageebeae  geicbafneB  wird^  dvieb  die  fflelcbunf 

gcfeboB  ifll^  weBn  den  voridn  beselchnelea  beliebigen,  äbcr  eonrtant  gedechten  Werlli  toi^ 
«teitl,  und  diese  GleidMng  necb  i'  «nfgelMt  die  Fem 

tUHlniiM  «ifd,  wobei  mb  «leb      elf  FeflctidB  der  etaeB  VertideriidMiB  x  n  deiibm  bel^ 

so  ist  milhin  unsere  Aufgabe  darnuf  zuiilckgenihr!,  den  Betrag  der  über  eine  Ebene  verbrci- 
teteo  Eigenschaft  F^  zu  indeo,  welche  einerüeit:»  durch  die  ebene  Curve  der  Gleichung  (123.  f.} 
BBd  enderereeils  durch  dfe  swei  Gereden  begrenzt  wird,  welebe  dorch  den  nor  nocb  in  Ae>er 
Ebene  beweglich  gedachten  Punct  0'  parallel  mit  den  Axen  AX  und  AX'  laufen.  Diese  Auf- 
gabe ist  aber  genau  die  in  Nr.  136.  behandelte,  und  darom  geschieht  die  weitere  Behend- 
lung  hier  ganz  so,  wie  dort  gezeigt  worden  isL 

Begegnet  aber  die  durch  den  beweglichen  Pvnct  O*  gciegie,  mit  XAX*  parallele  Begrai> 

zungsebene  ausser  der  bisher  betrachteten  Fläche  und  bevor  sie  diese  triflt,  noch  einer  neuen 
festen  Begrenzung  und  bildet  diese  eine  Cylindcrfläche,  deren  Seiten  mit  der  Coordtnatcnaxe 
AX"  parallel  laufen,  so  dass  in  ihrer  Gleichung  die  Coordinate  x"  gar  nicht  zum  Vorcckein 
kommt,  so  bleibt  noch  Alles  wie  luvor,  nar  dasf  die  Ebene,  auf  welche  die  Eigenschaft  F^ 
beseelt nitikl  wird,  neben  den  Geraden,  die  durch  den  in  ihr  beweglichen  Puticl  0'  parallel  mit 
dea  Axuu  AX  und  AX'  gelegt  werden,  und  neben  der  zur  festen  Begrenzung  genommenen 
Ourve,  deren  Oeldumg  (133.  1}  iit,  anch  nodi  die  Gnnre  als  einen  Theil  der  jener  Bboie 
angewiesenen  festen  Begrenzung  erhält,  in  welcher  die  hier  erwähnte  C^liiuhTflicIic  \on  der 
mit  XAX'  parallelen  Begrenzungsebene  geschnitten  wird,  welche  Cylinderfliche  an  aUen  mit 
XAX'  parallelen  Ebenen  den  gleichen  Durchschnitt  liefert  fauner  riier  wird  dfe  weitere  V»- 
kandlung  unserer  jetzigen  Aufgabe  noch  nach  der  in  Nr.  136.  oder  Nr.  i3T.  angezeigt 
len  Weise  gesrhcin'n  können,  da  dort  gezeigt  worden  ist,  wie  si<h  der  Betrag  einer  über 
eine  beliebig  wie  begrenzte  Ebene  ausgebreiteten  Eigenschalt  ermitteln  lässL  ist  hingegen 
die  ne«  himngelionnnene  Begrenwng  keine  Cyllndecdifehe,  oder,  wenn  euch,  doch  keine  eolche, 
deren  Seilen  mit  der  Axe  A  X"  parallel  lauren,  so  wird  niiin  doch  immer  die  Aufgnhe  in  der 
dort  angezeigten  Weise  dadurch  zu  Ende  rühren  kOnnen,  dass  man  den  vorgeschriebenen  Kaum 
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*Mh  CilMaMAm,  dww  Sdtai  nl  der  OmiAwIm»  iJT  fwriWlMfci»  in  BM*r«m  Thtl» 

zerlegt,  von  denen  jeder  nur  eine  der  mehrcm  Flädan  ia  fioh  wftwmt,  wC'Jeiw 
Theil  konunenden  Betrag  Tür  äch  ttufsncht. 
IST)  Wir  betrachten  jeUl  auch  Fdl,  wo  die  GteiefaHf .  (1901  k),  die  der  zur  fegten 
[tfioniuienen  Fläche  nngchifl,  bi  niehr«rn  Fommi  fiebt  In  der  Regel  wM 
mm  nun  hier  aw»r  dumuf  angewiesen  sein,  aas  den  mi'hrcrn  Formen  diejenige  heraiis/.uhcbrn, 
weiche  dem  einfachen  i-'lächensuge  aagebürl,  der  dem  Hauroe  zvu  festen  Begrenzung  dienea 
mU,  md  dam  sliul  auf  ifieae  «ine  Fora  dia  verseUedeaea  ja  dar  mtigen  Itwam»  aageaaigtea 
Operationen  in  Anwcndang  zu  bringen.  Bei  nielirfachen  FlitchcnzU^ren  knnii  es  jodoch  auch 
geicheiien,  das«  der  K^rpemmai  behaadeit  werden  wU,  welcher  von  zwei  eolg^engeielataa 
Seitea  her  zwei  wldia  FlldteozBge  all  reste  Gremen,  and  von  den  Obifgaa  Saitea  aril  den 
Coordinatencbencn  XAX"  und  X'A\"  parallele  Ebonon  uls  ri-stc  oder  bewegliche  Grenzen  an- 
gewiesen bekommt,  und  dann  treten  hier  wieder  nllo  dio  BctrH<  liliiiigen  ein,  welche  denen  in 
Hr.  137.  bei  Flfichcnräuwcn  unter  ähnlichen  Umständen  gegebenen  mititug  sind.  Denkt  man 
iicili  nAnliek  eine  inil  XAX'  paraUele  Ebene  iffeadiro  gelegt,  weleha  dia  der  Axa  AX" 
lelen  Bei^itaMngadtenea  oder  deren  Verlängerungen  schneidet,  und  sind 

x"=y;  und  jr=9^  '  ' 

Ho  CMdmngMi  4er  lieidea  begManadeft  mdMttaga,  lo  aU 


/       /,  und   /  fx 


die  ersten  Integrale  in  Braig  nwf  die  zwei  RSnme,  von  denen  jeder  einen  der  rivri  FUchen- 
zügo  zur  festen  Grenze  hat,  und  ausserdem  noch  von  den,  mit  den  drei  Coordinaten<^oea 
pandleleB  Ebeaen'eingeaelilOHeii  wird.  Jede«  dieser  beiden  Integffda  ttiun  ann  noch  sowohl 
nach  x'  als  nach  x  integrirt  wcrdcTi,  tind  diese  letzten  Integrale  sind  ^  *i  hri  irn  Räumen  zwi- 
schen denseiben  Grenzen  zu  nehmen,  weil  alle  ebenen  Grenzen  bei  beiden  dieselben  sind;  daher 
liefem  diese  drdftiohen  Iniegrala  dea  Betrag  der  Ober  ilmt  Blame  TOifveltelen  Eigenschaft  aril 
einerlei  Vorzeichen,  wenn  die  nntem  Grenzen  q"^  uad  ^  der  ersten  Integrale  beide  zugleich 
grösser  oder  kleiner  als  deren  obere  Grenze  \"  ist,  hin<regen  mit  entgeijengfeselzlen  Vorzeirhen, 
wenn  die  eine  untere  Grenze  griiüscr,  die  andere  Ideincr  als  die  obere  ist,  d.  L  die  dreifachen 
Iniegrala  gaben  dea  Beta^p  der  Eigeasahaft  alt  anIgagengeasMan  oder  aüt  räierioi  Voiaaiabea» 
je  nachdem  x"  zwischen  f/i  nnd  if'i  oder  auf  einer  Seile  üinen  liegt.  Fhen  ipssATCgcn 
ariiilt  aua  aiw,  wo  man  sich  auch  die  ntit  XAX'  parallele  üegremuingsebone  hindenken  mag, 
den  Betraf  der  Biganschaft,  sowalt  sia  Uber  da«  awisahan  doi  boid«  FUabaoaBgai  wmI  mi- 
schen den  Begrenzungsebenen  Kdganden  lanm  vsrtsaital  ii^  mit  dMVMtwMaa  ^  odw  — « 
ntena  man  von  der  DiffoNaa  ^ 

das  doppdte  hlegnl  aadb  x  md  nadi  z'  swiselieii  densdben  Gceonn  nbnnl;  ^eae  pobici» 
llsst  sklk  abar  aadi  so  sebnüben: 
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mi  uigl  Itt  diMor  GMtalt,  6u$  ms  4«r  g«iiioM«it  RuiMiitii  tT  vambwliidet  nd  aie  «Uhar 

nur  noch  die  zwei  Vprändcriichnn  x  und  yf  in  sich  trögt  Alles  dipss  is(  trimi  so  ivip  nbcn 
bei  begrenztra  Fläcbenräumen ;  wo  aber  dort  die  Grenten  von  x  in  Puncte  gelegl  wonlen  sind, 
In  d«MMi  skik  swei  Zweige  begeigriwl«,  da  nllMeB  Mer  CylindeiiMdMii  genomnen  imden^ 
darai  S«itea  mil  den  Coordinatenaxen  parallel  durch  die  Darchschntitellnien  der  beiden  Flächen- 
züge  hindurch  gehen.  Die  Gleichungen  dieser  CylinderilAchen  ergeben  sich  aas  den  Gleicbnngen 
der  beiden  PlächenzUge  durch  Elimination  derjenigen  Coordinate,  die  der  Axe  angehört,  mit 
«ddier  die  SeHeo  d^  Gyliiiderfliiche  parallel  laufen.  Auch  darf  man  hier  den  Raum  nicM 
fili'-rsf-hrniten,  der  zwischen  zwei  solchen  unmittelbar  auf  piniiTKler  rollenden  Cylinderfläehen 
liegt,  Ulli!  eben  so  wenig  darf  innerhalb  des  zu  bestimmenden  Raumes  eine  Kreuzung  von  zwei 
OyUndertldicii  sliHliideK 

Alles,  was  hier  von  zwei  Zügen,  die  einer  und  derselben  Flache  angehören,  gesagt  wurden 
Iii,  gOi  gw»  «bau  10,  WM»  «Mlatt  dieaer  MUn  PltoheoEUg«  die  Züge  gewimma  irardan, 

„.,.1,-1,,.  7n'eien  einander  ganz  fremden  Fl  i  hm  ,!it;:.'!iüren ;  ja  selbst,  wenn  die  ebenen  mit  dea 
CourUiuatenebenen  parallelen  Begrenzuugen  durcii  krumme  Flächen  oder  anden  Ii«g«Bde  Ebenen 
oder  auch  dureh  eine  VeiMndung  von  oMbrem  aolclien  enetst  werden,  ist  es  iamer  möglich, 
den  so  begrenzten  Raum  mittelst  Cy linderflächen ,  deren  Seilen  mit  den  Coordinatenaxen 
parallel  laufen,  in  mehr  oder  weniger  Theile  za  zerlegen,  von  denen  sich  jeder  auf  die  bisher 
beschriebene  Weite  liebandeln  and  bestimmen  Ufsst,  so  dass  man  dergleichen  Untersuchungen 
als  in  jedeoi  BlOgtleteB  Falle  ausfUlirbar  zu  erachten  hat.  Die  ganze  Schwierigkeit  besteht  sleis 
darin,  eine  Function  von  einer  Veninderliclien  zn  finden,  deren  Ableitung  als  FunctiOB  dcWCBtea 
VerMnderlicbeo  gegeben  ist,  welches  Gesdiüft  der  iutegrabrechnung  angchörL 

Noch  mag  hier  die  Bemerkung  stehen,  dass  Alles,  was  über  die  Bestimmung  der  Grenzen 
in  mehrfachen  Integralen  gesagt  worden  ist,  ganz  gleidi  wahr  bleibt,  die  Gleichungen  der  Cur- 
v«a  oder  FHciiea  aiOgea  in  seldefen  oder  in  senbeeUn  Coordinalen  gegeben  sein,  weon  man 
im  h>tzlern  Falle  die  <'l)enen  negrenzunoen  den  Poiar-Coordinatenebeneii  parallel  laufend  an- 
nimmt. Umgekehrt  bat  man  je  nach  der  Natur  dieser  ebenen  Begrenzungen  jene  Gleicbui^en 
in  sdiiefen  oder  senkredilen  CoonKnalao  sasgeArikilct  sich  «i  venehilRBn,  ob  In  jodem  besoii' 
dem  Falle  auf  die  ctaftfibMe  Weise  zum  Sele  zu  gelangt».  Ancb  kann  nwn,  wo,  wie  bei  der 

Iii  t  t  ) 

Bestimmung  eines  KUiperinhalts  b  St^  sowohl  als  i?„  eine  constanto  Grtisse  ist,  diesen  Kör- 
perinhalt gleich  von  vom  h  rrtn  durch  ein  doppeltes  Integral  darstellen,  ähnlich  wie  oben 
13.  Nr.  i3b.)  der  Klächeainluilt  durch  ein  einlaches  Integral  angegeben  worden  ist.  Man  bat 
n  diesem  Bnde  mr  «inan  der  drei  iirtaaMtiMben  Rlnme  8 ,  S',  ins  Aage  zn  ibssen,  deren 
Grössen  sich  in  Reiben,  die  nach  Potenzen  von  x, ,  x^ ,  x^'  fortlaufen,  mittelst  der  Gleichungen 
^120.  d.  bis  g.}  ausdriicken  lassen;  Ueraaf  die  in  ihm  vorkommende  knusme  BegrenzungsfiXche 
durch  eine  ebene  »i  ersetsen,  welche  eiinea  Tbefl  der  sn  einer  ihrer  Siden  gehörigen  Berfih- 
rungsebene  der  krummen  Fläche  ausmacht  and  ancb  den  Inhalt  dieses  neuen  Prisma's  in  x« ,  xl ,  x^' 
ansgedrilckt  darzustellen,  welches  immer  auf  elementarem  Wege  geschehen  kann;  zuletzt  hat 
man  sitA  die  Grössen  x«,  x^,  x»  unendlich  klein  zu  denken,  wo  dann  der  iobalt  des  einen 
Prisma  mit  kmmmer  Bt^nningsUche  von  dem  des  andern  Prisma  mit  «hener  Begrenungs- 
flflche  sffh  nur  noch  um  eine  Grösse  unterscheiden  kann,  die,  mit  ihrer  eigenen  verglichen, 
verschwuidcnd  klein  wird,  worauf  der  Satz  (41.   a.  und  b.)  sogieicb  eine  &et  Funclionea 
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II*     1*1     •  II 

%  jfz  >  ^  ^  M  diu  Hitnd  giebl,  welche  zur  Auflindung  von  blos  eine  doppcUe  In- 
tegration erfMdero.  Eine  guii^  gicidis  BewiodlBiu  Int  ci  indi  mil  der  FimctioD  St^, 

5.  15. 

Vm  Mr  itppclt  tilril— ti«  Mite  «te  uebeMi  üuft> 


158}  W«m  dto  betden  md  die  dnl  icUHim  Ooordiutn  x ,  31',  ^  vn  Fmdcn  bevogeRim 
fikfebwigeii 

^=0   und  4>x=0, 
oder  wenn  die  beiden  auf  die  drei  senkrechten  Cioordinnten  u ,  a',  u"  tmi  Pnncten  iMUgenen 


Vf„=0   und  fu^O 

zwei  von  einander  verschiedene  Flächen  darstellen  und  man  fasst  blos  diejenigen  l'uncle  ins 
Auge,  deren  Coordiniiten  glcidb2ei%  jeder  GMchnnf  cäM»  edlchen  Peanps  genügen,  m  sind 
diess  solche  Puncte,  welche  in  jeder  der  zwei  von  einander  verschiedenen  Flächen  liegen;  es 
stellen  daher  so  aufgefasste  Gleichungspaare  den  Durchschnitt  der  beiden  Flächen  dar,  welche 
duri  li  jede  Gleichung  des  Paares  einzeln  genommen  gegeben  sind.  Die  diesen  Durchschnitte 
mgehdrigen  Puncte  werden  in  der  Regel  nicht  In  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  und  dann 
nennen  wir  ihn  eine  unebene  Curve  oder  eine  doppell  eekrtlmmle  Linie.  Auch  Iiier, 
wie  schon  oben  bei  der  Geraden,  werden  wir  ein  GIcichungspaar  mit  gcnieiDScbaiUicben  Ver- 
inderKcben,  in  wcAdieni  Mm  solche  Wertbe  der  Verindeilldien  «igdassen  werden  sollen,  die 
beiden  Gleichungen  des  Paares  gleichzeitig  pt  nü):en,  dadurcli  iiusseilidi  kund  j^elien,  dass  wir 
du  WOrtrhen  mit  zwischen  seine  beiden  Gleichungen  setzen,  so  dass  also  im  Allgemeinen 
eine  tmebene  Curve  in  folgender  Weise  daigeslellt  wird: 


if>^^  —  0  mit   «F„— 0  ,  (•««.  b.) 

je  nachdem  deren  f'uticle  durch  stliiefc  oder  seiikreelile  Cuordinalen  vorgeslelll  werden. 

In  besondem  FKllen  kann  ein  solches  Gleichongspaar  blos  eine  ebeae  Curve  oder  einen 
Tcffcin  von  ebenen  Ctarven  danleilen.  BntliUt  eine  ton  den  Oletdinngen  dee  Fnares  nnr  eine 

cinrip-r  f  r  drei  Coordinnlen,  so  wird  diese  Coordinate  durch  die  Gleichiing^  völlig  bestimmt; 
die  Gleichung  schreibt  der  Coordinate  entweder  einen  oder  mehrere  ausser  einander  Upende 
Weiflie  vor,  nnd  itdft  dnnn  eben  m  ^ete^  von  elnaHder  getrennie,  niK  einer  der  Grand— - 
Polar-Coordinatonebenen  parallele  EbOMA  dar,  als  solcher  Werthe  vorliegen,  die  in  Ver 
mit  der  zweiten  Gleichung  lauter  ebene  Curven  in  derselben  Anzahl  tiefem,  weli  he  ebene  Curven, 
wenn  die  zweite  Gleichung  selber  wieder  nichts  als  Ebenen  darstellt,  Gerade  werden.  E»  ist 
diaM  nnr  dn  beiondenr  Fill  des  lobon  oben  ($.  14  Mr.  19B.)  M^geOMiHM  UnulMidan,  diM^ 
irans.& 

ist,  und  (f^  ond  <p'x  von  einander  unabhängige  Factoren,  d.  h.  solche  sind,  dass  Werthe  ve« 

«  0 

X,  x't  x",  wdchc  den  einen  zu  Null  machen,  den  audcrn  niciil  auf  die  Form  ^  oder  ^  bringen, 
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AM.  ni. 


mm  iu  dureli  die  GMdumf  7^=0  dwfeildlle  Gebilde  immer  als  eiim  Ytnim  der  swel 
durdi  die  Gleielmiigea 

9^=0   und  <f'i=.Q 

dargfestetUen  und  von  eimndor  vSttif  umbhüngig  bidbenden  GdiHde  ansehen  luma  Der  Her 

in  eeiner  eiiifiichsten  Geatall  «ingo^rciu>nc  Satz  lüsst  sich  nifnilirh  allufniein  SO  geben:  Ist 
^=^9^^....  and  aind  ^ ,  f^Fx  >  '/"z'^  ■  •  •  •  solche  Factoren,  dass     Weiihe  von  x,  x',  x", 

'  0 

welflbe  den  dnen  von  ihnen  m  Niäk  machen  IwfaMn  der  endeni  mf  die  Foi»  g  oder  g  briof  alt 
an  iat  die  GMehmig  ^=0  nicbla  anders,  als  ein  Verein  der  Gteictangen 

7^;— 0  ,  71=0  ,  f;'=o  ,  u.  s.  f., 

welche  gleichzoilig  neben  einander  und  völlig  nnnliliiintriff  von  oitüitiflir  '  i  !  Ikmi,  Ilioiaus  Mf\ 
nämlich,  dass  maa  JcdesaiBl,  wu  sich  der  Auscfauck  von  einer  der  Gicichutigcn  in  günzlich  von 
oinander  miabhingig»  Pactoren  zerlegen  Hast,  nur  zu  «otmucben  braucht,  was  die  oinzotncn 
der  Null  gleich  gesetzten  Faclurcn  in  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  liefern.  Die  Summe 
aller  dieaer  besondeni  Brgebniss«  ist  das  voUsländige,  in  dem  ursjirUiiglichen  Gleicbuogspaare 
Mribdlene  Gdillde; 

Da  sich  nach  den  Regeln  der  Algebra  stall  zweier  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  eine 
Menge  anderer  r^nro  von  Gleichungen  angeben  lassen,  welelie  in  Bezug  auf  diese  Unbekannten 
ioil  jenen  von  vullig  einerlei  Inhalt  sind,  so  sieht  man  sogleich  ein,  dass,  wenn  unter  allen 
deicn  Paaren  einea  sich  vorfindet,  d^sen  eine  Gleichang  enier  Biene  angeliArt,  oder  auf  die 
80  eben  fingczci^rtc  M'eise  in  IiihI^t  Fhcn^'n  sii  li  anririscn  lässl,  süinnilliclie  Clefcliungspnare 
«ine  eb^c  Curvc  oder  einen  Verein  von  ebenen  Cun  en  darsleUcn  werden,  die  unter  UiosländcB 
Gerade  werden  ItOnnon.  Die  idcr  erwübnte  Subalitutioii  von  HquivatonicR  Glcicbongapaaren  kann 
auch  dazu  benutzt  werden,  das  Gleichungspaar,  wodurch  eine  unebene  Cunc  dargestellt  wird, 
in  solcher  Weise  umzuformen,  dass  in  jeder  »einer  Gleichungen  nur  zwei  von  den  drei  Coor- 
dinaten  vorkommen.  Man  erreicht  diesen  Zweck  Jedesmal  dadurch,  dass  man  aus  den  zwei 
Gleichungen  eines  gegebenen  Paares,  das  nicht  sehun  die  gewünschte  Gestalt  besitzt,  zwei  neue 
Gleichungen  ablrilr  l,  cim-  iIiik  Ii  Elimination  von  rim  r  di  i  drei  Veränderlichen,  und  eine  ?:weito 
durch  Elimination  von  emer  andern  dieser  drei  Vcninderliciien.  Weil  aber  oben  ($.  14.  Nr.  139.3 
geae^  worden  ist,  daas  eine  auf  ein  ltdrperiiehei  Coordinaiensyclem  beiofeoe  Gbddiaaf ,  die 
nur  zwei  Coordinaten  derselben  Art  in  «ich  Iriisirl,  imnuT  eine  Cylinderfliirhe  darstellt,  deren 
Seiten  mit  einer  der  Grund -Courdinaleaaxmi  parallel  laufen,  wenn  die  Gleichung  in  schiefen 
Goordinaten  gt^heu  iat,  oder  deren  Seiten  mit  eieer  der  Polar-CoonUnatenaxen  pandld  lanr<% 
wenn  die  Gleichung  in  senkrechten  Coordinalen  gegeben  ist,  so  folgt,  dass  man  unter  allen 
Unistanden  berechtigt  ist.  di('  unetimi!  Ciirve  il  '^ni  Dun'h.M'lifiill  z\M'ier  ('ylinderfliiclien  »nf- 
xufasacn,  deren  Seilen  entweder  niil  zweien  Uruiulaxeti  udcr  mit  zweien  Poiaraxeu  paruUel 
tanfea,  nnd  dieaa  sagf  in  Grude  aiehli  aideia,  ida  daaa  nna  die  unebene  Gnrvo  immer  elf 
den  Burchschnitt  sweier  Cylinderniirlien  sldi  vonMQen  lumn,  derau  Seilen  mit  swei  belieUgan 
nicht  parallelen  Geraden  parallel  hiutcn. 

159}  Weil  die  zu  Puncten  einer  unebenen  Cune  gehörigen  schiefen  oder  senkrechten 
dni  Oandbrnlaa  alato  ven  S«wi  Gloiobongen,  wie  die  (184  e.)  «der  (tZ*,  bO  aind,  M«if 
tremsirlit  werden,  und  man  daher  zwei  vnn  ihnen  jederzeit  als  Fnnrtionen  der  dritten  anzusehen 
hat,  SU  ist  den  in  Paragraph  12.  dieses  AbschnitLs  (Nr.  115.}  aufgcslelllcn  Gleicbungen 
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(9.  c)  xar  Folge,  wenn  |,  f,  f"  die  schieren  oder  »j,  if,  ij"  die  senkrechlen  Coordinalen 
von  irgend  einem  Punct  0  der  unebenen  Curve  vorstellen,  und  man  sich  durch  diesen  Punct 
drei  neue  Axen  OX,  O.X',  OX"  den  ursprünglichen  AX,  AX',  AX"  parallel  and  gleichläufig 
gelegt  denkt,  so  dass  (Abschn.  I.  Gleich.  7.} 

x=f  +  x.,   x'=r+x;,   x"=r+x;'   oder   u  =  ,j  +  u.  ,   u'=.!'+u;  ,   u"=fl"+u;'  ("»•) 

wird,  vorausgesetzt,  dass  x, ,  \', ,  x,  die  schieren  oder  u, ,  ui ,  ui'  die  senkrechten  Coordinalen 
ton  irgend  einem  andern  l'uncle  0'  der  unelienen  Curve  an  den  neuen  Axen  vorstellen,  wührend 
X ,  x',  x"  die  sfhiffcn  oder  u ,  u',  u"  die  senkrechten  Coordinalen  dieses  zweiten  Puncles  an 
den  ursprünglichen  Axen  bezeichnen: 

lUb  '»ih  n^\••i  ort' 

.u^ssai-j^+si'f mit  x':=irx+tr^+--'  (•••.•.> 

oder  '     ■  ' 

"        •  u;  =  ?,/u.+  (;'»/i?l  +  ....    mit    u;'=?),;"u.  +  ?>fl"^  +   (it«.  b.) 

Diese  Gleichung^spaare  enthalten  wieder  ebenso  wie  die  (124.  a.)  und  (124.  b.)  alle  Puncle  der 
Dnebenen  Curve  in  sich,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Coordinalen  dieser  Puncle  hier  auf 
die  neuen ,  durch  einen  Punct  0  der  Curve  gelegten  Axen  0  X ,  0  X',  0  X"  bezogen  werden, 
wülirend  dort  die  Coordinalen  derselben  Puncle  auf  die  ganz  beliebig;  anirenonimencn  ursprüng- 
lichen Axen  A  .\ ,  A  X',  A  .\"  bezogen  worden  sind.  Denkt  man  sicii  nun  unter  dem  venüidcr- 
lichen  Puncto  0'  der  Cur>c  statt  aller  müglichen  nur  solche,  welche  dem  zwar  beliebigen,  aber 
doch  besliuiml  hervor),rehobcnen  0  so  nahe  liegen,  dass  sich  der  zu  ihnen  gehörige  >\'erth  von 
X«  oder  u,  durch  kein  endliches  Maass  mehr  angeben  lüsst,  so  verschwindet,  vorausgeselzl,  dass 
<lic  Grössen 

^  tr.  t'r,....  und  sr,  ^cr,.... 

oder  *! 

?f7',  ^if',....   und  '"'^ 

sünimllich  endlich  darstellbare  und  bestimmte  Werlhc  haben,  auf  der  rechten  Seile  der  Glei- 
chungen (126.  a.}  oder  (12(5.  b.)  jedes  später  folgende  Glied  neben  einem  wirklich  vorhande- 
nen frühem  ganz  und  gar,  so,  dass  man  fiir  jeden  so  äusserst  nahe  bei  dem  0  liegenden  Punct  ^ 
0'  hat: 

x;  =  %|'x.   mit   x':=zl^'x,  (ItT.  •.> 


u;  =  ^fl'u,  mit  u;'  =  ^i)"u,.  b.) 
Jedes  dieser  Gleichungspaarc  stellt  aber  eine  Gerade  dar;  beide  vereinigen  sich  sonach  in  der 
Aussage,  dass  sich  die  Puncle  einer  unebenen  Curve  an  jeder  ihrer  Stellen,  auf  eine  unend- 
lich kleine  Strecke  weil,  vnc  die  einer  geraden  Linie  in  einander  reihen,  dass  aber  die 
Richtung,  in  welcher  die  Puncto  sich  neben  einander  lagern,  an  jeder  andern  Stelle  der  Curve, 
deren  Abstand  von  der  vorigen  0  ein  endlich  angebbarer,  wenn  auch  noch  so  kleiner  ist,  eine 
andere  sein  kann,  well  die  Wcrthc  "6^  und  oder  '6  ff  und  '6i]",  von  welchen  diese  Rich- 
tung abhängt,  an  jeder  andern  Stelle  beliebig  andere,  durch  das  jedesmalige  Gleichungspaar  ge- 
gebene werden  können.  In  den  hier  ausgesprochenen  Eigenschaften  ist  der  allgemeinste  Cha- 
ncter  einer  beliebigen  unebenen  Curve  enthalten. 

Die  bis  jetzt  aus  einem  Gleichungspaare,  das  entweder  die  drei  schiefen  oder  die  drei 
senkrechten,  auf  ein  beliebiges  körperliches  Coordiualensystem  bezogenen  Coordinalen  in  sich 


Digitized  by  Google 


IM  .  ABAlytiMsh»  6««iMlri«.  Atedi.  IIL 

aurniiiinit,  abgakitet««  Schlüsse  Sndcrn  sich  nicht,  WBU  eine  oder  mehrere  der  GrösMa 

c^^'         Mnd  t't.  Vr,--  -  oHer  ^'i;',  't* ,;'         umi  <^'r;".  t)' nall  weitien. 

Ja  sogar  wenn  von  den  Grüsben  o^',  oder  öi;',  dq"  eine  oder  audi  jede  auU  wird,  bleilrf 
doch  aDei  TOThin  Gesagte  noch  fgam  eben  so  wiriir;  d«  ohgleidi  es  i>  E  Kheiaca  nkllflh 
dm  nra,  wenn  s.  B.-d^=0  wire,  an  die  Stelle  der  enten  GleidMiiig  (127.  tu)  die 

aus  der  ersten  Gleichung  (i26,  n.')  sich  crj.'clicmlL'  zu  setzen  IiüUl',  oder  wohl  (rar,  wenn  nuch 
noch  S*|'=:0  wtfrc,  einem  noch  spitU^r  folgeadeii  Gltede  iler  rechten  SciU»  der  zuletzt  ait« 
gefllhitai  OddNiiig  gleidi  xu  nehmen  wSre,  so  ttbenengt  aaa  lidi  dodi  bald«  dam  aeOwt  hl 
dicsrni  Fnllc  rlie  durch  die  erste  n!eicliiin£(  (127.  a.),  weiche  jetzt  xi  =  0  würde,  dnrs^estellte 
£bcne  immer  wieder  die  ist,  weiche  zur  Bestimmung  der  Lageruogsrichtung  der  Puncto  der 
Curve  an  der  hervoigehebenen  Stdie  0  geaemmen  werden  muut.  In  der  That  woDto  man 
unter  selchen  Umständen  xi  dem  Gliedc  oder  einem  der  später  folgeiulen,  worin  x,  in 

einer  noch  hühcm  Potenz  auftritt,  gleich  nehmen,  so  erhielte  man  für  x^  einen  Werth,  der  un- 
▼ergleicblich  kleiner  als  x«  seibat  wäre,  und  schon  dieserwegen  könnte  die  durch  die  Gleichung 
x,=:0  dargestellte  Ebene  von  der,  welche  durch  <leil  Fallet  0  und  eine  unendlich  nahe  bei 
ihm  liegende  Seite  der  durch  die  Gleichung  x,  =  \V ^x]  dargestellten  Cyliiiderfläche  gehl,  nicht 
üi  einer  endlicti  darstelUiaren  Weise  verschio«l«n  sein,  so  du»»  di£«e  Iteiden  libewm  bei  end- 


Wiewohl  nun  aber  die  Fdle,  wo  etnea  oder  mehrere  der  vordersten  anf  einander  fo]fan- 

den  Glieder  der  nieietinniretr  (12(1.  n.)  ndrr  (12n.  1».")  null  werden,  den  nllirenieirtstfni  Charactcr 
einer  unebenen  Curve  nicht  abitndeni,  so  gicbt  es  doch  andere  Ausnahmen  von  der  Regel,  von 
denen  num  Kenniniw  nehmen  moss,  weil  erst  ale  voUea  Licht  Uber  den  vorgeführten  Oegenland 
verbreiten.  Wenn  wir  aus  einem  der  Gleichungspaare  (124.)  durch  das  Auflösen  ihrer  GId» 
chungen  zwei  der  in  ihnen  vorkommenden  Coordinaten  als  Zusaitmicnsetzungen  der  dritten  auf- 
suchen, indem  wir  jene  beiden  Grössen  als  Uobekaiintc,  diese  dagegen  als  Bekannte  ansehen, 
so  werden  sich  ersterc  hüulig  als  inehrfürmige  Ausdrucke  von  dieser  letztem  zu  erkennen 
geben,  so  dass  man  im  Allirenieiiu-ii  zu  ji  ilem  für  .\  oder  u  gewiililleii  Werth  s>)  viele  zu  x' 
und  x"  oder  zu  u'  und  u"  gehuhge  einzelne  DarsUelluugeu  erhalten  wird,  als  vcrschiedeno 
Fornien  in  den  fllr  sie  erhaltenen  aDgeniefnen  Avsdiflcken  vorkommen»  Je  swei  solche  efai- 
zelne  zu  einander  ii'ehilri'ie  Dfirslelltmiien  kuruieu  ülier  Pur  sicli  idlein  wie  ein  Gleicliuiiirspaar 
aufgerasst  werden,  in  welchem  die  Coordinaten  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u"  auftreten,  und  auf 
welches  sich  dam  aHea  vorhn  Gesagte  wieder  «ninillelbar  anwenden  Üast.  In  der  That,  da 
wir  hei  den  vorhin  ausgeführten  Betrachtungen  die  Grossen  |"  oder  t/,       i?"  nur  auf 

einen  einzigen  der  unebenen  Curv  e  iuigehoritren  Pnnct  ficzotjen  hnhen,  imd  dieser  iti  der  Regel 
nor  einer  von  den  mehrem  Formen  entsprechen  wird,  so  ienchtet  von  seiher  ein,  dass  jede 
der  mdnwn  Pensen  Uhr  sieh  sn  einem  besondera  GcMde  Wnfthren  werde,  das  die  Natar  ehiar 
irnfin  nfn  fitne  in  sich  IrWf.  rmd  das  wir  einen  Zweig  der  inehrfücheTi  unebenen  Curve  nennen 
werde«.  Iii  hesondem  Fidlen  kunnen  jedoch  zwei  oder  mehr  von  den  ncbea  einander  liegenden 
Pormea  Ar  demdhen  Werft  von  x  oder  «  etneriei  Warthe  fttr  und  x"  eder  IMr  «'  nnd  «" 
liefern,  was  an  solchen  Stellen  geschehen  wird,  durch  welche  zwei  oder  iiicihniili  Zweige  dor 
mehrfachen  Curve  bindun  h  irehen  und  htrr  m  Punelen  Anl  »s^  gclicn,  von  denen  ans  die  linien- 
wiigo  VerinreitHng  dct  l'unclc  ui  luchrladier  Weise  statt  liiiUeL    Obschen  aber  die  so^en 
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MBw  tattfittkemimk  W«i1he  to«  x  ,  jt*,  x"  oder  ■ ,  a',  u"  ^ieiciueiiig  mekonera  tkmdam 

F«nneo  itngrehören,  so  kann  es  doch  gesehehen,  dass  die  denselben  Slelien  enlspreokendM 
W«fllM  von  ^S'  «Mler  di/',  bq"  an  .dieser  Stella  in  Bezug  auf  die  vensrhiedcncn  durrh 
sie  litadlirch  fdienden  Zweige  verschieden  anafallon ;  dann  durchschneiden  sich  die  Zweige  an 
der  hervoiigchobenen  Steile  in  Richtungen ,  die  Winkel  von  cndUcber  fifdsee  mit  rinidiir 
büdfn,  nnd  die  iniKfl^t  der  Gleichungen  (127.)  filr  solche  Stellen  aus  den  rnrhri-rlpi  Ponnrn 
Sich  ergebenden  ticradi.'u  dcolien  die  Art  ued  Weise  atif,  wie  aicii  die  iMbrern  Zweige  an  die- 
MB  Stellen  4unMattmsa.<,  Solebe.  Zweife,  wddw  m  deifleigiiea  StaUen  «ndi  nodi  fihr 
und  'd|"  oilor  Hir  t  ff  und  Vr  >;"  iruTlei  Werlhe  besitzen,  haben  zunüclist  an  die^mi  SteUen  eine 
genetnsnme  Ridiltuig,  welche  durch  die  ihnen  geneinsclMifliicli  angehi^ge,  üwe  Lagenugiweiee 
datelbal  bcseichnende  Cerade  aufigesprodwitMint" 

Ausserdem  jL^nelil  es  iiuch  andere  UmalüMle^  welche  inachen  ki>nnen,  das«  der  vorfata  angen 
gebene  allg^^nuMix!  Bau  t  iner  durch  Gicicliiulgspaare,  wie  die  (124.)  sin  !,  ri  irrr -skUlen  unebenen 
Cur^c  an  einzelne«  Stellen  eine  ittudiiicalion  erleidet.  i>ic8S  geackiciit  iuiiucnUich  da,  wo  mm 
oder  Mfarere  der  iqpeeMlifcleii.  AUellwigon-)  f,  Vf, . . . .  wd  .  .oder  ^*»»* 

Vrf'f...  diB^ii^  ~  oder  ^  annd»lel^  nid  eben  dadnn^  in  verkleben  geli«i,  äiUi 

m  der  bertorgebolMaea  Stelle  die  Reihen  (196;  i.)  oder  (126.  b.)  ilire  Amrenftnliett  vwUeiwL 

Für  solche  Stellen,  welche  immer  nur  einzelne  Ausnahmen  von  der  Regel  bdden,  müssen  dann 
auf  die  gleiche  Weise,  wie  schon  in  der  Lehre  vom  Griisslen  und  Kleinsten  unter  ähnlichen 
Umständen  geschieht,  besondere  diesen  exceptionellen  Stellen  angemessene  Entwicltelungen  auf-^ 
gesodit  und  an  die  Stelle  der  Reihen  (126.  a.)  oder  (126.  b.)  gesellt  werdeoi  m  dam»  nn 

sodann  die  RigenthUmlichkeit  der  unebenen  Curve  an  dergleid'rn  Strilen  zu  eDlzifTcm  hat.  Ge- 
meinhin zeigt  es  sich  dsbei,  dass  da,  wo  eine  oder  mehrere  der  spccialisirfcn  Ableitungen  die 
et  0 

Fonn  ^  oder  ^  annehmen,  diess  entweder  das  plötzliche  Aufhören  eines  Zweiges,  das  durch 

den  Uebergang  der  Coordinatenwerthe  vom  Reellen  ins  Imaginäre  bewirkt  wird,  oder  ein«  plötz- 
liche Richtungsändening  von  einem  endlichen  Betrage,  oder  sonst  eine  CooliDuittttsunterbtechnng 
«idarer  Art  ankündige.  Man  pflegt  die  Beurthcilung  aller  aa  riwnliMm  Stollen  auftretenden 
mtgaw<(hollchen  Eigenschaften  einer  durch  ein  Gleichungspaar  gegebenen  unebenen  Cunre  die 
OiiCBSBion  dieses  Gieichungspaares  zu  nennen.  Die  Discussion  eines  GieiduuigspMres^ 
deMen  ▼flitadeilichB  wn  ibCooidiBrtHivoHPmuitaB  ui&iAimb  het,  Unbl  TdUff  die  gWohe, 
man  ma^  diese  CoordnilflB  inC  tm  louHwiuUige»  oidir  wt  eis  schielMBUigei  CooidiMleafy- 
stein  beziehen.  ■  ••..■<<■■  h 

Die  eine  nnebme  Cnrve  darsleVende  ffletcfaungspaar  iit  onlireder  gegeben,  und  es  soOen 
ans  ihm  die  Eigenschaften  der  Curve  hergeleitet  wcrdoB|  oder  es  wird  die  unebene  Cnrve  durdi 
me  vüüütändig  characterisirende  Eigeii&ehaften  (regcben,  gemiss  wek^hcn  man  das  Gleirhongs- 
paar,  weiche  die  widiene  Curre  mit  den  verlangten  Eigenschaftoi  in  sich  aufniuuiit,  aufzv- 
•aoben  ttL  Bein  Anbsebn  eiHw  WUtumgtfmnB  non  bat  nun  beinertroi»  beseaden  danBr 
zu  sehen,  iIr?«  eä  lauter  schiefe  oder  iabter  senkrechte  rniu-iüriiiirn  in  ^lurin-IinM'.  vielmr'hr 
Wied  man  in  der  Regel  beiaer  tiNn,  gleiohieitig  sduefc  uttü  senkrechte  Coordumtcn  in  fieiraeh- 
tmf  Stt  liibM^  wis  guido  nr  ettHrthalon  lierieitungsweiae'dei^  GWöhnngen  gefoidert  nM^ 
di  solche  gemischte  Gleichung  viUUg  gleichen  Werth  mit  der  hat,  in  welcher  die  Coordi- 
MlflB  gotocnt  nuflrelea;  dem  ersllioti  kann  nun  imsner  ds»  wo  gteidaeiiig  sehidb'  aiid  ssilb- 
L  '  d3 
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rechte  Coordinaten  vorkommen,  entweder  die  einen  oder  die  andern  mittelst  der  zwischen  bei- 
den bestehenden  im  ersten  Abschnitte  raitgetheitten  Relationen  eliminiren  und  so  ein  ({emischles 
Gleichungspaar  auf  jede  der  in  (124.  a.)  und  (124.  b.)  angenommenen  Formen  sarticfcftthren, 
todami  ioHUi  man  aber  auch  die  gemischte  Gleichung  zu  fernem  Zwecken  benUtzeo,  In  "fc^Vr 
W«iM,  wie  in  $.  14  Nr.  14a  U*  Nr.  142.  an  tbigm  Beiapid«  fcnigt  irordm  UL 

I00>  Enr  Dantdhnif  ^ner  uiwbeiMn  Onrve  reidil  elnw  der  In  (IM.  n.)  o4er  (124.  b.) 

auFiBfeslellleri  Gleidiunfirspaaro,  \on  wclcticni  das  cino  blos  scIiicFe,  das  andere  blos  senkrechte 
Coordinaten  der  Puncto  in  sich  aufnimmt,  vollkommen  aus.  £b  können  jedoch  auch  zwei  Glei- 
ohungspaare  voitamkn  sein,  welche  MU*  ehe  mai  dieMÜie  nnelpene  Gurve  dnttalhn,  dknn 
nennen  wir  diese  beiden  Gleichungspaarc,  wie  schon  bei  der  Geraden  geschehen  ist,  combi- 
nirte  Gleiclinn£rsp»Brp,  und  in<sbesondero  werden  wir  uns  dieser  Rrnrnnnnjr  bei  solchen 
Gleichungspaaren  bedienen,  von  welchen  das  eine  blos  schiefe,  das  anaerc  blos  senkrechte 
GMnÜHlen  in  ridi  «n^enonmen  ImI,  von  wetcher  Art  die  (iU.  a.)  oni  (IM.  k>  lind.  Di 
von  zwei  conibinirlcn  nicichungspaoren  das  eine  dieselben  Puncto  darstcDl  wie  das  andere,  so 
kaan  man  die  in  ihnen  vorkommenden  Veränderiichea  x,  x',  x"  und  u,  o',  u"  immer  als  die 
in  einen  und  deniMOien  Foncte  gehörigen  «clnefcn  nnd  senkreeiilen  Cnoidinten  ansebiai,  ond 
dann  finden  zwischen  ihnen  die  In  cnten  AteohnÜt»  MHgellieillen  SdMioncn  (15.  a.)  und 
(46.  a}  statt»  denen  gemHss  ist: 

(IS«.       )  and 

(  6x=  Ifn  +  r u'+  «"tt",  «jCs:  tT^n  +  «U'+Uru",  C;'x*=  «.u+aU  -f  9;'tt". 

Sowie  die  vorstehenden  Relationen  stels  zwistlien  den  in  combinirlen  Gleicliunpspaarun  vorkom- 
menden Coordinaten  statt  finden,  so  kunnen  sie  auch  dazn  dieneo,  wenn  nur  ein  Gleidranga- 
f$ur  YOikmden  ist,  mdere  zn  floden,  wddie  m  dteeem  eondiinirto  stad ;  man  hat  zu  diesen 
Ende  nur  in  das  gegebene  Gleichungspaar  anstatt  einer  oder  mehrerer  Coordinaten  der  einen 
Art  ilire  darch  die  vor«iehendeB  Relationen  prepelif^nrn  Ausdrücke  in  Coordinaten  der  andern 
Art  xu  setzen.  Urtlckl  man  auf  solche  Weise  aite  scukicciaea  Coordinaten  in  sduufcn  aus,  so 
fdugl  mn  n  dem  fn  (184.  a.)  «nfjifeiUntCB  Gleieinnfspnn«;  difloki  «m  Mnfag««  din 
schiefen  roortiitiaten  in  senkreclilen  aus,  so  gelan>fl  man  zu  dem  in  (124.  b.}  vorgesteliten 
Glekhungspaare,  wesswegen  man  tinmer  jene  beiden  als  Typus  der  eonhMrteo  Gleicliuof^aare 
dm  Betraehtnngen  sun  Grunde  Icjgen  kann. 

Selbst  die  combinirten  Gleichtn^spaarc  (124.  a.)  und  (124.  b.^  besitzen  die  Eij^enschaft, 
das»  ensleres  in  letzteres  ubergeht,  wenn  man  in  jenen  an  die  Stelle  von  x ,  x',  x"  ilire  durch 
din  inteni  fllaishangra  (ISft  a.)  gegebenen  Weffhet  mM^  nnd  leMarit  (pht-  In  crsletes  ttei) 
wenn  man  in  jetifm  für  tt ,  n',  u"  ihre  rittrch  die  obern  Gleichungen  (128.  a.}  gegebenen 
Werlke  seist;  es  ünden  mithin  zwischen  diesen  tiletctangspaaren  aUe  jene  Beziehungen  stat^ 
wekh«  wir  «rMbni  den  in  Paragraph  i%  dkm  AbaohaMs  Vr.  181.  beHacMelM  M 
Gleichungspaaren  obwalten  Hessen,  wesswegen  alle  dort  eriHkenao  Resultate  hier  wieder  ihre 
Anwendung  (faden,  wem  naa  de«  abfoindeflca  BetciilMwugea  fwiae  folfende  SalMtiMmea 
eintreten  Itisst: 

»  .{ 
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21'  «" 

'      öf  ' 

fit=0  , 

i'.=0  , 

l',  =  C«8W,  »',  =  C0SW', 

r',—0  , 

vi  =cosW, 

i  ;  =  l   ,         vi  =  C08  W", 

r;  =  co«W', 

Mittels!  dieser  Substitnlionen  vpmandfln  sich  die  dortigen  Gleichungen  (38.  a.)  in : 

und  die  (3b.  i>.)  wt  nlon:  S  (••••».) 

Ju=l+rosW'ex'+cosVV  Öx",   Ju'=fOsW+?^x'-i-cos\V      ",    .Tiu''==cosW;+co8W''^x':^ 'd*^^^^^ 
ferner  gehen  die  dortigen  Gleichungen  (39.  a.  bis  c.)  über  i«;  i  /,  i.  ,;,,„. 

^       cosW-j-ax'-f  cosW"^x"     ^        C08W+  cosW"ax  +  ;&x" 
l+cosWV)x'+cosW'?x"  *  ''"^  ^  1-f  cosWÄx'+cosW'^x" 

4er  CbMiimgeii  (128.  b.)  auch  fo  geschrieben  werten  UNnm: 

ir  .'II  ?-  itiiNJ 


«ad  M  tatMB  tidt  tMli  Mvch  dfo  cwtilea  AMeibmgen  der  Coordinalen  mu  oUgen 

■  herholen.  Wir  bcmcrkm  jcdnch  hierbei,  dass  wir  rlir  fn  (i?^  h)  und  (128.  c.}  gpiT,hrnrn 
Resultate  nur  desswegen  aus  deo  oben  gegebenen  «llgemeinen  hergeleitet  btiben,  um  deren 
SMtang  SU  im  ibMncteii  Qeinnbliiiven  der  AUeamgirednimg  t«cM  Mgenrällig  n  xndieB; 
sie  lassen  sich  simmtlich  aus  denen  (126.  a.)  uninillclIiHr  crhullen,  indem  man  diese  nach  x 
oder  u  ableitet  timl  die  Bifriiiriaw  mä  ejoMder  m  danellMn  Weis«  verhindeti  wie  «liee  fe- 
aehehen  iaL  ' 

In  den  vorstehenden  Formeln  ist  immer  entweder  x  oder  u  zur  unabhängig  Vci^nderlichcn 
feMMincii  werden,  W  dfe  Itlnf  fibrigee  CooHinaleii  nBHen  dann  a1»  PtnietioiMn  dleeer  ctaea 

ancr^rlif-n  wrrilr-n,  Mnn  kdiin  aber  auch  alli*  sechs  Coordinaton  als  a'ib;infri!T  von  n'npr  au.ssRr 
ihnen  liegenden  beliebigen  ürüisa«  aeCfagee«,  die  man  nicht  weiter  zu  bcslkimieu  braucilt«  !i*oa 
hmem  eich  dn  tat  PangraiA  49l  (Hr.  IIb.)  gegebam  Brtrtenmgco  gonlie  die  AHet-.- 
tengee  nach  x  oder  u  dun-h  die  Ableitungen  nach  der  neuen  Verinderiichen  apeMc^» 
ket  oMiriicii  neck  Auaeege  der  dortigen  Gideiomgai       ^}  94er  (15.  c)t 

43» 
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i^.-d*      Ä,'-*"*'  Ä^'-.***" 
od«r 
dx  '  dx  '  dx  dx  dx 

wenn  die  Ableitungen  nach  der  neuen  Veränderlichen  durch  das  Zeichen  d 
Hierdurch  verwandeln  sich  aber  die  Gleichungen  (i2ti.  b.)  in: 

i  «dx2=iidu+a'du'+a"du",  €;dx'=?i,du+a;du'+«rda", 

d  x"=  0.  d  u  +  «;  d  n '+  C  d  a  " 
(!••.  k.)  y  und 

|dii=dx+cOKlnr4i^+oMird3r,  dD'srcMWdx  +  di^+cosW*!!«^. 
dir=eos  Wdx+e(wW"dx'+ dx", 

-  » 

wodurch  sich  die  Ableitungen  von  den  Coortlinttcn  der  einen  und  der  andern  Art  in  einander 
•berfUhrai  iHMii.  yw^MdA  mm  dioM  Iditan  Gteidiugeii  mSt  dM  ■.),  m  «M 
man  gewahr,  dasa  bi  den  jetzigen  d x ,  d x',  d x"  und  du,  da',  d u"  sieht,  wo  in  den  vnnVm 
X ,  x',  x"  und  tt ,  iT,  if'  stand,  woraus  weiter  folgt,  daas  es  immer  einen  Punct  im  Räume 
gitM,  Uesfen  leUefe  and  sedtredite <>)Onl&MtdD dkmft  dx,  dV,  dj^  und  du,  du',  du"  vor- 
fesidll  werden  kSnaen,  und  dass  folglidi  von  diesen  Grössen  alles  dl*  pH»  wes  tW  den  Coor- 
»  dinalen  eines  beliebigen  Punctes  itn  Raum«  wahr  ist  So  ist  »— «— Mfa^  wtA.  AMUgi  der  iM 
erstes  Abscbuitte  mitgethcilten  Gleichung  (^16J)  : 

Cifl«.«.|  xdtt+x'du-|-x"do"=ttdx+tt'dx'+«''d3r, 

welche  Gleichung  sich  auch  ans  denen  (129.  b.")  mil  Zuziehung  derer  (128.  a.)  erweisen  lässt 
Dividirt  man  diese  letzte  Gleichung  einmal  mit  du,  ein  andermal  mit  d  x ,  jed^mal  an  die  Steile 
-  '      der  Quotienten  zwischen  zwei  Ableitungen  ihre  durch  die  Gleichungen  (i29.  a.}  gegebenen 
Wcrtbe  fetiend,  m  findet  mm: 

!x+x'Bu'+ jr»ii"=stt*x+ tfa^'+m"«** 
imd. 
X  »  u + f  «  «'+ 3r  »iT^tt + 1^»   + x^, 

welche  Gleidioagen  in  Bezog  auf  die  Unabhingigen  u  und  x  das  sind,  was  die  (129.  c}  in 
Bezsg  auf  eine  beliebige  atuserhalb  der  Coonfinatea  liegende  Uaabhüngige  isL  Die  sdeM  er- 
haltenen Gleichungen  treten  nur  desswegen  in  einer  weniger  symmetrisrhcn  Form  auf,  weQ  die 
Ableitung  der  in  ihnen  zur  mabhingig  Veriaderiichen  geoommenea  Grösse  1  wird,  und  so  den 
Auge  sich  entzieht. 

In  der  Gteichung  (_12d.  cj  spricht  nch  eine  Ar  das  schiefwinklige  CoorduuUcnsyslcm  hudist 
wkMfge  Bgensditfl  ms,  die  aidk  noch  weRer  msspfamei  UM..  LaiM 
diungen  (129.  b.)  noch  einmal  nach  der  ausser  den 
•tinunt  gdaisenen  VcrModeliclmi  ab,  so  erhitt  mm: 


Digitized  by  Google 


«r  d»  >=s  «I,  d»u + «;  d' u'+ «;' d* 

d»  u = X + x'cos  W  +  d'  x"co s  W ,   d'  u'=  d*  x  cos  W  +  d»  i'+  d'  Ä"coi  W",^ 

d'  u"r^  d'  t  cos  W'+  d'  x'cos  W"+  d»  t", 

und  auü  dem  gleicbea  Baae  diesef  Gkifihwigmujid.  d«r^l2tj.  «.}  gebt  hervor,  das»  ef 
PoDot  im  Ranme  giebt,  ieum  icUefe  wd  Mnkrachle  Coordimten  dnrdi  d*x,  d*!*,  d*x"  nnd 

d*u,  (Tu',  d'n"  aasgedrOckt  werden  UfWieai,  utid  da  dioss  auch  von  den  Grössen  dx,  d  x',  dj^" 
und  du,  du',  du"  in  Bezug  auf  einen  andern  Punct  des  Raumes  gilt,  so  zieht  die  «o  eiiet  '.i 
■lu  dem  ersten  Abschnitte  angerührte  Gleichung  (i(>0  nach  sich,  dass  iumier 

d  X  d'  H  -f-  d  x'  (i^  u'+  d  X '  d'  u"=  d  u  d'  X  -f  d  u'  d"  x -|-  d  u"  d'  x"  (ßf^,  g,y 


sein  müsse.   Diese  Betrachluageo  fortielBNid  getangt  nee  m  dem  aUgmininwi  Bimnllalc,  dHt 

unter  allen  Umstünden 

d"  X  d'  u  4-  d"  -t'  d"  Ii'  +  d"  x"  d"  u"=  d"  II  d"  x  +  d"  u'  d"  x'-f-  d"  u"  d'  x"  (tt«.  «.) 

ede  mttsse,  wenn  m  und  n  zwei  beliebige  ganze  und  poi«itive  Zahlen  bedeuten. 

1613  ^  beuten  Gldchung^aare  ^127.  a.}  nnd  (127.  b.}  geboren  einer  und  dcrsdben 
Gendeo  mm  die  flknen  «n  ftoiide  HegeMiea  Gbridwagspure  (124.)  einer  ivid  dendbeft 
«nebenen  Cuwe  «geUhen,  d.  h.  combinirte  ISIeCdiiingepaafe  eihd.  IMecs  liegt  sflion  bn  Giog» 

der  Betrachtungen,  aus  welchen  sie  hervorgegangen  sind:  mm  knnn  sich  aber  anch  h<f*rvon 
»odi  direct  auf  die  nadistehendc  ^eise  jyJlräraeugeQ.  Man  erhalt  lutmlidi  sogleich  aus  dem 
CMeidmgilNUwe  (127.  e.}  die  folgenden  drei  Gicichungen: 

x,+x;cosW  +  x;'coeW=i,(l+b5'co8W  +  Bg"cosW'j  =  . 

oder,  wenn  man  erwigl,  du»  man  in  den  Gteidwngen  (12ft  a}  evdi  x« ,    ,  xi'  en  die  8leBe 

TMt  X,  x',  x"  nnd  u, .  ii'  ,  u«  an  die  Stette  von  u,  n',  u"  setzen  kaoo,  da  die  neuen  Axen 
0  X ,  0  X',  0  X'\  «reiche  den  ursprttnglicheB  parallel  nnd  glekUiuig  sied,  ebenfalls  die  Winkel 
W ,  W,  ir  ndt  ciHMder  Nldea: 


u«  =  X,  0  4- ^  l'cos  W  +  Ö  reo«  W') 
«tarxiCwW+^r+^r^sosWO 
n:=x,CceeW+«r«»iW^+«D; 
dMdert  mm  dabcr  die  leMen  swei  ven  dieeen  Gleidnngen  dnidi  die  «nie,  so  lad«!  nwn: 

cosW  +  Sr+^rco^W 

^  cosW+^rcosW+^r 

1 -f- 'd  r  cos  W  +  ^  Tcos  W*  ' 

Oed  dieie  g^ea  n«n  mtltebt  der  anlem  Gleichungen  (i28.  c),  wenn  man  letalere  auf  den 
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ktworgchobcnen  Punct  0,  dessen  Coordmalcn  f  i  T,  ^  und  i, ,  if,  ti"  sind,  in  Aawindmif 
bringt,  in  das  Clnrhungspaar  (J27.  b.}  über.  In  pnz  ähnlicher  Weise  lä'sst  sich  auch  das 
GleicboogspBar  (127.  b.}  in  «lus  (^127.  a.}  überfuhren,  un«i  Jetle  sulche  ücberführung  Uefcrt  dea 
lewds,  dttf  baids  GlekhmgiiMirB  «Im  und 


Seilt  nun  in  die  Gleichungspaare  (127.  a.  und  b.}  für  x,,  xl,  xj!  und  n,,  o^,  u^'  ihre 
dweh  de  OeiclUmgeii  (125.)  gegebenen  Wertbe,  w  iMloten  ri»  die  ibigende  Fem  mt 

«'~r=(x~i3ar  «Iii  x"~r=c«-ü^r 


md  jedes  dieser  Glelchnngspaare  stellt  an  den  urspriini^liclien  Axen  «Beselbe  Gerade  dar,  wekte 
mm  den  Gleichungspaaren  (127.  a.)  md  (127.  b.)  an  den  neuen  Axen  dargestollt  wird.  Maa 
nennt  die  durch  jedes  solche  Gleichungspaar  dtirgesiellie  (lerade,  welche,  wie  wir  gesehen  ha- 
ben, die  Richtung  anzeigt,  in  der  sich  die  Tuncte  der  unebenen  Corve,  welche  zunächst  bei  dem 
benroifekobenen  Pnnet  0  liegen,  an  dnander  reihen,  die  Tangente  der  unebenen  Cnrv« 
an  der  Stelle  0.  Da  sich  die  AMeitungen  hx'  und  tx"  oder  Bu'  und  ?u",  den  im  Pa- 
ragraph 12.  dieses  Abschnitts  gegebenen  Nachweisungen  zur  Folge  y  dnrcb  die  Ausdrucke  ^ 
nd  0x  oder  und  V^,  wdclM  die  Gleiehungspaare  (124  t.  oder  b.)  bilden,  angeben  lu- 
den dortigen  Gleicfanogen  (7.  b.^  gettiH  bat:  - 

leb       «01  IBD        OD]  oip       lao  alt  lali 

[  " "      -■       j]        <jD  Miti  ÖIO  l."^         '    aol        Dia  aai  ult  ' 

 (    oder  auch  auf  die  gleiche  Weis«: 

L      B  v'u      -   '^u  V'u    tm"—  ^^"^  '''■"^  y.  <>v«. 
hif,,^  v^—i  v^'b^n  ^ift^b  v^—t  v^^^ 


nnd  diese,  auf  den  Pnnet  0,  deaaen  Oeordinaien  |,  l',  T  «d  n't  iiüd,  ai^owand^ 
gdien: 

io>     ••■            I*«      agt  •)•     ■••           ti*  Ii« 

^  <  oder 

It*        »Ol  I««          ••■  «II        Itt  •  

)k  ».          V  "7  9    ^1  ikV'—             y         "  jr 

ao  kann  man  dadurch  den  Glcirhungspaaren  (130.  a)  eine  neue  Gestalt  geben,  dass  man  in 

dieselben  (te  Bj"  und       oder      «iod  ihre  bier  gegebenen  Weilbe  aeM,  woduroh  sie 

werden:                   '  '        .           "             •  , 
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oder 

Dieae  htaleni  fiMetaafqiwure  M^tcn«  «1»  «iA  die  Tofenie  der  nadNneB  Corve  «n  jeder 

Stelle  unmittelbar  ans  diu  GIcicliiinn;i'n  dieser  Ciinf  auflinilen  liisst.  rclH-nliess  gelit  aus  dem, 
wa»  itu  iweiten  Äbsduitte  11.  Nr.  95.3  über  die  tiende  gesagt  wurden  ist,  hervor,  dass 
iich  anch  die  ProjectioonaUen,  welche  eine. aH  der  Tangeiile  zeMnnDenfaBende  Richtung  au 
den  Axcn  giebl,  auflinden  lassen ;  bezeichnen  nämlich  p ,  p',  p"  die  schiefen,  p  ,  p',  die  senk* 
rechten  ProjfL'lioiiszahlen,  welche  die  zur  SlilU-  0  (rcluirißc  Tang-cnic  der  unflx  iifn  Curve  M 
deu  Axen  AX,  AX,  AX"  giebt,  m  ist  den  durligeii  Gleiiliungen  (.25.^  ^ur  Fuige: 

p  :  p':  p"=  1  :  Br  =  oder   P  :       P"=  1  :         'i>n'\  .  CM«. 

vofn»  ridi  die  Grossen  p ,  p',     end    ,     "p"  linden  luwii,  und  «nih  diese«  GMeliuiigea 

kmn  man  mit  Zuziehung  derer  (130.  c.}  ein  iibgeimdcrtes  Ansehen  geben. 

162}  Wir  wollen  noch  eine  nndTc  Art,  die  Tangente  einer  unebenen  CurM-  zu  bestimmen, 
miltbeilen,  durcii  die  man  «i  der  licdcutung  von  Ausdrücken  hingeführt  wird,  weiche  in  spülern 
UiilemuilMiigeii  «fk»  nun  Toradieiii  komnea.  Iii  iiInBeh  die  vnebene  Onrve  durch  die  eonH 
binirtcn  Glficliungspaarr  (Vi\.  a.  und  b.}  gegeben,  von  welchen  das-  eint!  die  schiefen  Coordi- 
naten  x,  x',  x",  das  andere  die  seolir echten  Coordinaten  u,  u',  u"  von  jedem  Piuicte  der  Cunre 
ni  lieh  trägt,  und  legen  wir  durch  einen  beliebigen,  aber  besSnmt  herrerigebobenen  Pmcl  0 
der  Curve,  dessen  schiefe  md  senkrechte  Coordinaten  | ,  ^,  und  n ,  r/'  sind,  drei  new 
mit  den  nrsprilngtichen  pnrallde  und  gleichläufige  Axen  OX,  OX',  OX"  so  dass,  wenn 
x«,  x^,  x^'  und  u«,  u^,  u^'  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  an  den  neuen  Axen  voo 
denjeniffm  beweg^idhen  Pude  (T  der  Gurre  bendrimdi,  der  in  den  «spriIngUcihen  Axen  die 
x ,  x',  x"  und  u ,  u',  u"  hatte,  auch  liier  wieder  sowohl  die  Gleichungen  C^^S.)  als  die  (126.  a.) 
nnd  (126.  b.)  volle  Gültigkeit  hehultcn,  so  kann  man  audi  auf  foigeiidem  Wege  zur  Keantmsa 
der  inui  Poocte  0  gehörigen  Tangente  gelangea 

Stellt  R  den  Absland  des  beweglichen  Punctcs  0'  von  dem  unveränderlich  CCdechlen  0 
VOTt  SO  i4  Htfolgia  der  «b^n  ^Absehn.  I.  $.  2.)  mitgctheilten  Clmdumg  (l?*)*' 

R'=x.a.+x;.u;  +  x;'u;',  Oai.«.) 

und  legt  man  durch  deu  Punct  0  eine  vorläufig  noch  ganz  unbestimmt  bleiboide  Gerade,  weiche 
durch  efai  vom  Poncle  0'  wa  auf  sie  geralltM'LoUi  in  Pancle  3  gewhutten  wird,  ao  MO^ 
ein  bei  S  rechtwinkliges  Dreieck,  und  man  bat,  wenn  die'  tingHB  OS  durch  il,  Mwie  der 
Winkel  O  OS  donh  B  beseiofanel  wird: 

Rcos0  =  7I.  («Mtli») 
Bezeichnen  nun  p ,  p',  p"  die  schiefen»  p ,  die  senkrechten  Frojeclion^zahlea,  welche  die 

von  0  nach  S  Unsielende  WdilMig  an  den  Aotcn  den  uwfitegüdMwi  aowohl  wie  de»  neuen 
SjaleMi  gialil,  io  iit  den  oben  (Abeehn.  !  !•  '^D  gegebeaen  GWcbnngen  gemü: 
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in4  Uenni  folgl  dudi  Moll^pUcitioa:  , 

'    '     Bezeichnet  man  noch  die  Llugs  V8  4mA  S,  «»      mn,  w«B  O'SO  ein  bd  S  rechlwinh- 
lises  Dreieck  ift: 

0'S»=sO'0'— OS«  oder  £*=R'— JT, 
und  dieM  glelil  in  Fd^[e  der  laMdiimgen  (131.  n.  und  d.): 

Erwä^  man  jetzt,  dass  f?  das  Quadrat  des  Abstandes  des  bewegliclien  Cunenpunclcs  O'  von 
der  durch  0  gett^gls-n  iiiul  mtch  iiidit  woitiT  bestimmten  Geraden  ist,  und  (!hss  sich  in  diesem 
Quadrate  die  absolute  Entfernung  des  Punctes  0'  von  dieser  Geraden  abspiegelt,  so  Uberzeugt 
«m  eidi,  dan  nnr  die  Gerade  die  Lagerangsweiae  der  Cvrvenpnncle  an  der  Stelle  0  in  er- 
kt-niu'n  gobcn  tind  aus  diesem  Grunde  die  Taneonle  dieser  Curve  an  dem  Punile  0  sein  wird, 
welche  die  Eigenschaft  beiätxl,  das»  alle  zunächst  bei  0  liegende  Puncte  der  Curvc  ihr  so  nahe 
'  .  im  mflgliek  tn  Udgen  kommen,  oder  mit  andetn  Worten,  da«  all»  wricfce  Amol»  V  die 
Ikhat  Uaittsten  Werth«  von  fi*  in  Bemg  aif  diese  Gefade  Heffen. 


Um  die  hienu  eifordeiliolwn  Bedlngnngeik  m  «riUdten,  setze  nun  in  die  v^nldienden 
Glcidiun^r(^.n  fiir  \^ ,  \"  und  «T  ikn  durch  die  Gleicltiingen  (186.  a.  uid  b.}  gegebenen 
Warthe  ein,  denen  gemäss 

•  »j«r=jiin,[<>rö«i"-i-i^OTx.+5»r»\''ii. , 

ist,  so  TBrwanddl  «di  endicli  die  Gleidniiig  (131.  a.)  in: 

R' = X.  u,  [1 + lö  r  v+ ^  r » »7' r + s »/' ^' n + 1  «u  r v+ ^  r  ^*  o 

■odann  läsen  sieh  die  GleidHiigen  (131.  e.)  dnrdi  die  gleidie  SnlMlitniioii  in  die  zwei  folgen- 
den aaf : 

'  7r=n,£p+j'>«+B''V+|i.(P'*'«'+P"VO         ■  . 
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f.  18.  Kr.  10t.  Safpvtt 

welclie  (torcb  MulUpIication  geben; 

jr= X. u.  [(p  +^)  <3  l'+l)" ?» n  (P  +  P' ^ r,'-\-  p"  B 

+i«!(>+p'*v+ii"*o  (rvr+rvn+T*^«-  o^vr+w)(pVi/'+p« 

Mletzt  «Am  mm,  4J«  Gleictang  (4SS.  O  vm  der  (t3£  a)  nIrtnUraid:         '     '  ' 

In  den  Gleichungen  (132.  a.)  und  (132.  c.}  sind  alle  Glieder  angescln  loben ,  die  nicht  von 
der  ronflcn  ndr-r  noch  hf<lirni  DimrnsiOTi  in  Benig  auf  x,,  und  u,  sind,  in  den  Gleicbungcn 
(132.  b.)  und  (132.  d.^  hingegen  fehlen  die  Glieder  der  vierleu  und  dec  hühem  D^cm>iuueu 
bwttglkih  denelboi  6r0ts«ii.  .       .  i 

Da  nun,  wenn  die  durdi  0  gelegte  und  bis  jetzt  noch  tlUki  weittsr  besümmte  Gerade  dfe 
TlDgente  der  anebenen  Curvc  nn  dieser  Stelle  werden  sdl,'  der'Wtirlh  TOQ  -fi*  ftür  alle  zunächst 

bei  0  jrrlrnrpnc  Pnnrli-  der  Cur^e,  (d.  h.  Tür  ul!c  solche  PnnctC,  za  dcneri  so' kleine  Werthe 
JE,  und  u«  gehören,  dass  sieh  dieselben  durch  ein  endliches  Maus  nidit  'dantellen  lassen},  so 
klein  wie  mOglicb  .frerden  nraaa,  und  unter  totcheti  ChttlNdea  di"-- Glieder  e^dr  bdbdm  Dunen^ 

sion  neben  denen  einer  niedrigem  Dimension  in  jener  Reihe  verschwinden,  so  müssen  auf  4tt 
rechten  Seite  der  Gleichung  (132.  dj  so  vioio  Gliedi-r  der  nic-drij,'slen  Dimension,  als  sich  über- 
haupt Ibun  Iftsst,  durch  die  zu  findende  Tangente  vernichtet  werden.  Man  hat  sonach  zuvurderet 
«n  die  Tangente  die  mdislehonde  Bedingung  zu  stellen:       '     '  . 

«dehcr  Mngyrilir  W«g»dMtmg^  ddr  lOMMMni  di«  mlan  GesMI  febcn  km« '  - 

Bedenkt  man  abet,  dw  ia.GwMeit  W  iiw  erston  JÜUd^m,  ■vfgiNtdfteB  WOmp^rim 
eJiuiJg  CM-)  •  .......         '  /  ,  ' 

ist,  und  dasfl,  man 'dliilitor  an  die  'Sttdl«  der  JHffeieu^  l-^ip  p;  l->-))'p',  1  — ))"p"  ^  der  vo-  ^  ^  .  .  .> 

rigen  Gleichung  die  Summen  pV-f-p**!»",  pV  +  pVi  PV~HpV  setzen 'kann,  so  wird  man, 
nachdem  diess  pschehen  ist,  der  voc^tehcndcn  BedingtiBg  die  folgende  Fonn  geben  ItOnneni 

(p     ,,')  cp  H-  P  ) + (p  tr-  p")  (»> ^ -  VI + (i>"^r-ifc'.»r:)  cpf'Su'^'^fl'O-o-i'U«* 

Dies^.l^lale  Gl^tuig,  ,M(ürd  «beMimr  ^rfiillt|  wew^^plw^der  n     "  j  . .     ,    \.  :^  .i-*) 
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m. 

ip«r-^p'=o,  p«r-p'=o,  pni'wp'Äfso, 
oder  wenn  r- 
PV-.)^=0,  i^^r^yr—^^  »"V-^'K™** 
ist,  und  da  i6»  dritte  CHeichung  in  jedef  0BSer  zwei  Rethen  schon  lu  den  beiden  ersten  Tolgl^ 
*  '       so  braucht  man  Mos  zwei  CUeiciHiiigm  vdii  jeder  Heike  n  ketUdtiickligeii;  beeeer  IM.  malt 
t^cr,  sie  so  zu  schreiben: 

(in,e.)  p  :  p':  p"=  1  :  oder   p  :  J)':  p"=  i  :  Sfl':  ^jf, 

WO  lie  Iran  ntt  den  Glefefaungen  (130.  c.)  zosmuneafUlm  Da  dnroh  die  Oeidinngen  (133.  c.} 
die  Projectionszahlen  p ,  p',  p"  oder  p  ,  p\  p"  völlig  bestimmt  werden  (Abschn.  1.  Nr.  21.) 
und  durch  diese  dii!  Richtung  der  dur<  li  0  tu  legenden  Tanjrente  ire^u'ben  ist,  so  ist  diese 
'^ngento  8e(i>er  vOitig  bestimmt,  und  man  kauui  datier  liber  keine  fulgendeu  (iiieder  auf  der 
rechten  Seile  ier  Gldchwig  C^SS.  iL3  swr  weilerea  BeilimaMDig  der  Tangenle  mriv  veilllgeiii 
80  dass  die  Bedh«»^  (tSS.  «.)  alles  wr  BeeUninw«  der  Twgento  Krtededche  la  ikb 
fassen. 

Wer  es  hcdcnklirh  finden  wollte,  dass  wir  die  Bedininiii'?  (i33.  a.}  fn  die  Bt^dinifunpcn 
(133.  b.3  aufgelöst  haben,  da  Ja  eine  Sunune  null  geben  kann,  uhne  dass  ihre  einzelnen  Sum- 
BModen  null  n  aeia  braaehen,  der  kann  «tcfa  von  der  Redüatfisaigfceit  «»eres  Veifabreos  noch 
besonders  Hnf  d-i^.  fn'rT<nr|.-  Art  iih«>rzcu£ren.  Man  kann  nömlich  die  drei  Zahlen  1,  ^l*, 
inuner  ab  die  drei  schiefen  Coordinatcn  an  den  Axen  AX,  AA',  AX"  eine«  Fonctes  F  im 
Bmum  «Qiehett»  nid  da  dea  mtettlm  Gtokhungen  (123.  c.)  zur  Folge,  waan  imu 
ttf  4m  Pufli  Q,  d«iiep  Cooidnalen  £,  1*,     «d  v,  V,  4"  iiad,  Ja  Aawaidanf  biiig:^ 


»  '—  «»«^  +  ^  ^+  cosW"  ^ cosW'+  cos  W"^r4-  ^  S" 
^"l+coaW^f+coeW'^r  »  *' ~  i  +  cosW  » {-+ coaW ' 

ist,  die  auf  der  redriea  Seila  des  fiteichbeilBBeieheai  etdundea  Glieder  fa  tfeeea  VerhÜtnissea 

aber  ihrer  Ordnung  nach  die  senkrechten  Coordinaten  des  Punctes  P  an  don  Axen  AX,  AX',  AX" 
sind,  den  im  er^ea  Abechaitt  gegebenen  Gleichungen  (15.  a.}  gemtfss,  weO  1»  Z^,  t^'  die 
eehMaa  CmnämMm  dteaeafMaeMe  atad»  sa  eiehl  owa  ela,  de«  dto  Maea  i ,  V>  ^iT  dea 

senkrechten  Coardiiiateo  des  Punctes  P  proportional  sind,  dass  also  diese  Coordinaten  selber 
durch  8,  s^n't  s^f)"  vorgestellt  werden  können.  Nennt  man  nun  r  die  Entfernung  des  Punctes 
?  von  der  Coordtnatenspitze  A,  nnd  bezeichnen  a,  a',  a"  die  schiefen,  c,  c',  c"  die  senk- 
rechten Projectionszahlen,  welche  die  vtm  A  nach  P  hhulelende  Richtung  aa  dea  Axen 
AX,  AX',  AX"  gieht,  io  ial  den  im  entea  Abechailta  nilgelbeillea  Gleidnngen  (9.>  aar 
Folge: 

tta4.-)  ^  =  a,   ^  =  a',   ^  =  a''   und   ^  =  c.   l^=c'.  '-^'^^o". 

r'r'r  r*T  *r 

MaMplizirt  man  jetat  die  Bediqgaqtcn  (139^  e.)  oiit  p,  •»  vamaalela  rieh  dtoeelbei 

der  Gleichungen  (134.  a.)  in: 

tlM.  h.>     (p«-p't)C>c'-»'c)  +  (pa''-p"a)C»«^~irO+(r«-P'OCro'-l»'0=<>  i 
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.  f.  U.  Hr.  IIS.  O0pp«ll.c«krftaiMte  Carte. 

«I  iit  abw  MNh  Halwirm  ior  im  «itai  lliifhiiHD  ||;fff ftonwi  ^"fi^'fii  (]lflk)f  . 

(p"a  —  p  a") h*  =  (V c'—  »>'c) cos >!'*'+  (p"c— c")  +  C»»'c"- V"c') cos W ,  i.-^  . 

(p'  a"—  p"a' )  h'  =    c'—  )5'c)  cos  W  +  (p"c  —  p  c")  cos  W  +  Qp'c"—  t>"c') ,  ' 

und  seist  man  die  für  pa' — p'a,  p"«'-:P.""»  P'o" — ^^p"a'  gcgebcneo  Wertbe  in  die  Glcicbung 
(134  b.},  so       £eM  Itber  in: 

p  KP  c'-  p'c}^  +  Ct"<-  -  V  c")*  +  (v'c"-  V"rj  +  2  Cp  c'-  v'r)  (p"c  -  p  c")  cos  W" 
i  -h  2  (p  o'-  )s'c)  (j)'c"~  ^jV)  cos  W'-)-  2  (p"c  —  p  c")  (p'e"—  p'V)  cot  W] =0 , 

und  da  j^,  nir  null  soin  kflim,  so  wird  diese  niciciuing  nur  dadurch  brfriedigl,  dass  der  in  den 

eckifeo  Kiaunnum  i>teliende  Factor  null  wird.  Nun  stellt  aber  dieser  Factor,  der  im  ersten 
Absduiitte  gegebenen  Gleklmng  (53.)  gen^s,  des  Ouadrat  der  EntlenHing  einei  Pnnctai,  dee» 
wn  scbiefc  Coordinalcn  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  durch  p'c"— pV,  p"c — pc",  pc' — p'c 
vorgestellt  werden,  von  der  Coordinalenspitze  A  vor,  und  da  die  Entfernung  eine»  Ptiacles  von 
der  Coordioatcnspitze  nur  dann  null  werden  iiaon,  wenn  dessen  drei  Coordinaten  slmmtlich  null 
find,  ao'  bili  dici  ariaM  ai^aailirialietat  «aidkluv  nak  dann'  tdm.w^ri^  mm  ^Mmm^ 

.ist  Setzt  man  nun  in  diese  Bodingong««' iriader  Alf.  tt,  «e^^  .t^  ilwa-'WnrlM.nM  den  43a^ 
chtfagea  (134.  a.*)  ein,  so  werden  sie:  ^  '     ,      . .  . 

pbjj'— p'=:0  ,    \>"-       ir=0  .    p  V;/'— p"S;i'=0, 

und  diese  sind  keine  andern  als  die  untern  (133.  h.)  Auf  eine  gans  ähnliche  Weiae  kann  liim 
aber  auch:  im  den  «bem  Gleiahungen  (133  b.)  gelangen,  «nd  wleifald  anidia  SieUe.  aplaher 
Beweise  kürzere  gesetzt  werden  können,  so  sind  sie  doch  aller  Beacblonig  weKh,  da  ite  iuoig 
uM  der  Natur  des  schierwinkligen  Coordinatensystqms  zusaquneahifngtin.  '<* 
163^  Bevor  wir  weiter  gehcf,  wollen  wir  den  bis  jetzt  vorgekonuncnen  Ausdrücken  eine 
mdefle  Gealalt  gd>en.       ttekämngcn  (133.  b.)  «der  (133.  cl)  geben:  i 


p'=P^r,   p"=P^r   und   V'=V?»/,  '  (ISi. 

setzt  man  aber  diese  Werihc  von  p',  p"  und  p',  p"  in  die  Glckhungcn  (132.  b.  and  c^,  io 
^«rhtfU  man:. 

ir==x,^ci+«rv+Är*i»"+jx.(*«?'«'r+?)fl''vn+}«Ä>*vr^ 

7/ = u.  p  L 1+ ^  r  i'+  ^  1"  'i> 1  u,  (%f  n'+  ^  I"  ^'  n"}+ 1  *iiom^nv,r)f^] 

+  (1  +  irt>n'+  "er  bo[5  3c(^v'&'r+  v^'O+iu.Gi'^vt.?'/^^")]^ 

44» 
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Dieselben  Wertiie  von  p',  p"  und  p\  p"  vemmMä  hm»  A  1^»  fMlfa  ■munlwn  Uok- 

lind  da  den  in  ersten  Abscbätt  Bu%e94ellten  Gleichnngen  (12.)  ^eiain 

?> = p  +  p'cos  W -}- p"cos  W 
oder  mit  Rückbic^l  aul  die  Gleichungen  (135.  a.}:  ' 

p  =p  (1  +  »  f CO«  W  H- ^  f 'cos 
il«  mT  dm  Pind  0  angewandto  «nto  wf  SMlt«  Mi  ittÜBiJe  Qakhung  (12&  b.)  aber 

■HeCert,  wMlardi  die  voiife 

p  =  pj»; 

oder  auch,  weil  der  mf  den  Pmct  0  M^iemiidlai  entea  Gleifllmiig  Qi3&.      au  Folge 

wird,  80  bs5en  sich  hieraus  und  nna  der  Gleichung  (135.  c)  die  Werthe  p  und  p  vnd  dnB 
•  nodi  miltebt  der  Gleiehu^geii  (135.  ».)  die  p',  p"  wd  p%  p"  wie  folgt  «ngeben: 

und  dwA  dieie  Weribe  nehmen  die  GIMdmngcn  (135.  b.)  die  folgende  GciImR  M:' 

17=11.  [a4Ci+w+«r^O]'^£i+^rv+«r^ir+i«*(>r«v+v'vo 

Zieht  nan  die  letzte  JT  dmldlenlB  Caridnag       der  (ISS.  a)  ek,  ep  eifcdl  Mi,  weD 

IF  ist: 
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wdchet  zeigt,  dass  in  der  Reihe  (139.  d.)  tefll  die  Andlirwif  ibiw  «ntn  OiAde^  «eldMf 
von  der  sweiion  Dimensiun  in  Bezug  auf  x,  nod  o»  Vir»  soglflidi  loch  dts  fo^ende  die  dritte 
Dimeaskn  tufweiseode  venchwendea  ist 


■De  UdieHgen  AwdMdte  iehr  deOMsli  dMnldleiit  mm  man 

idit,  und  nNler       die  Ftandkm  vo«  x  und  u  venldit,     wdelie  l  +  ^x'^u'+^sf  ^u" 

Qbeifdil»  wem  inaa  DK*  «ad       als  die  Functionen  von  x  ansieht,  fu  denen  des  CSteiekvngf- 

paar  (124.  a.)  hinrdhrt ,  und  eljcnsn  t  u  und  ?i  u"  als  diejenigen  Functionen  von  u ,  zu  denen 
das  Giekhungspaar  (124.  b.}  IiinTuhrL  Leitet  man  in  diesem  Sinne  die  Gleichung  (136.  tu) 
nach  X  and  cjd  aadennel  Mcb  n  ab,  ao  eiUfll 


und  diircli  nodunaligefi  Ahleiien  einer  jeden  dieser  beiden  Gleichungen  in  denelben  Welse 
findet  man; 

'   ^^•'^ 

w^kite  Gleichungen,  wenn  maa  sie  auf  den  Punet  0 ,  dessen  Cooidinaten  l>  f«  1^  and  i( ,  V,  ^ 
snid,  in  Anwandang  bringt,  geben:  erstlich 

sodann 


«•  II 


Mittelst  der  in  (136.  d.)  fes^esetatea  Beaeiehannf  lauen  siidt  nun  nnldtol  iBe  Gleicipnngea 


j^«        ^  v" 

sodann  nimmt  mittalst  der  Relationen  (136.  d.  Ms  fO  die  Gleidinng  (^132^  «.;>  nacfafoltende 

Gestalt  an: 

R»  =  X. ü.     ^  -i-  ^ /  +  ^  u.  V;r  +  J  x; 'd X  +  i  X,  u.'d  ;f  +  ^  ujV^  -J- ....] ;  (M«.  ■»•> 

(i3&  e>}  gaben  aiiuelst  deaaelben  Relationen  Aber  bi:  ' 
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die  Gleiduing  (135.  f.)  cndHdi  wird: 

«der  •  - 

II     I*  «1 

und  mnn  kann  diese  Reüien  in  rfprsrlhm  Weise  fortsrtzpn,  sowpil  man  will. 

Die  Keihcn  (137.  b.  bis  d.)  geben  den  Abstand  R  eines  jedeii  beliebigen  Punctes  0'  der 

!  «aebeoe«  Curve  von  dem  bertioNDt  hervoiigeliobciM«  0  der  gkkhen  Cum;  die  Linge  B  des 
von  dem  Puncte  0'  auf  die  durch  0  gelegte  Tangente  gerülllen  I,i)fhrs,  oder  dm  senkrechten 
Absland  jenes  Punrtes  von  dieser  Tangente;  so  ync  auch  das  von  0  bis  zu  diesem  Lothe  rei- 
chende Stück  77  dieser  Tangrnip.  Fasst  man  aber  von  allen  mögUohen  Punolea  O"  der  unebenen 
Gtaire  nur  solche  ins  Allge,  wdrhc  dein  0  so  nahe  liegett,  itm  flkk  die  diesen  P«i?icleu  B»- 
kommrndcn  Wcrthc  von  x,  und  iio  durch  ein  endliches  Maass  nicht  mehr  Aussprechen  lassen,  und 
dcsstvegen  alle  spater  komuicnden  Glieder  in  jenen  Reihen,  falls  diese  Reihen  Überhaupt  zulässig 
eind,  gegen  ein  fcUherae  pui  vad  gar  versehwiBdien,  M  .iteiheii  «ich  Jene  Eeihen  iluimilicli 

'  inf  ihr  eniee  GUed  zuriidi,  and  geHea,  wenn  »in  benehiet,  diM'^ff f=:l  iet: 


B:=/z:±=x.n.jr^,  n,=%irji^ 


wobei  wür  den  Buchstsbea  R',  77  und  E  den  Index  0  beigegeben  haben,  sbm  Zeichen,  dim 
sie  sieb  Buf  indglicbst  nahe  bei  dem  0  Begmde  Punde  0'  bezichen.  Die  Gleichungen  (138.} 
geben  zu  irkennen,  dass  die  Enlfemunsr  so  naher  Puncfe  0'  von  dem  O  pleich  wird  dem 
Stücke  der  zu  letzterem  Fanci6  gehörigen  Tangente,  welches  zwisclien  U  und  dem  Lothe  liegt, 
'    das  von  Ihnen  Mf  diese.  Tangente  gefiOll  wird., 

164)  Die  Tangenten  der  unebenen  Curvcn  haben  mit  denen  der  ebenen  Curven  alle  jene 
EigenscIiaAen  gemein,  wekhe  in  diesem  AbsdwHte  ($.  13.  Nr..  128.}  «ngcieigt  worden  sin^ 
wie  jeUt  noch  dargethan  werden  soll  Nach  dem  bisher  Voigebraehlev  wird  die  Tangente  chmr 
onehenen  Cnrve  an  deni  Puncte  0  «hudi  die  GHeichuDgen  (127.  a.)  oder  (ift,  *b.},  Whnlidi: 

Tellig  bcsüuimt,  wihnnd 'die  vnebehe  Cnrve  sdber  dunib  die  fiiiiohangen' (IM.  a)b  oder 
(12tj.  b.},  näuüich:     •  "  •-  -  .  . 
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3c;=tr«.+r,  ic^tr'.+r  oder  <s=v«.+B',  rf=«iri»i+r  <M>M 

gegeben  iit,  wobei  wir  cor  AMcIlniaig 


oder 


feelMiL  Dia  CXeidMngMi  (iSSL  H«f«ni  fllr  jedea  Werdi  tob  x.  oder  u,  die  ni  die- 
ser einen  Coordinate  gchürig^en  zwei  aiulci  n  x', ,  x"  oder  u', ,  u','  von  einem  in  der  Tangente 
$0.  0  liegenden  Pimcle,  die  (139.  b.)  hingegen  liefern  für  jeden  Werth  von  oder  ti«  die  ai 
dieier  einen  Coordinile  gehörigen  beiden  «ndem  xi,  oder  ul,  o;'  von  einem -in  der  vnebe- 
■en  Oant  liegenden  Puncte.  Denkt  nun  sich  nun  in  der  unebenen  Curve  zwei  von  dem  0 
vrrsrlii(^(!"ne  Puncte  0,  und  0,  ausgewihll,  und  bezeichnet  man  die  schiefen  und  senkrechten 
Cüordmatcu,  weiche  diese  Puncte  an  den  Axcn  OX,  ÜX',  OX"  liefern^  durch  x, ,  x^,  xi' i 
4«»  >•  wil  >!»  «1»  vT  «(» <C|  M  het  nun  in  Beng  anf  den  Fönet  0,t 

atf=*fj(,+a;,  «rss^rxi+Är  oder  •;=sv*+3;.  «Tss^^^+ar » 

und  in  Bezog  anf  den  Pnnet  O,:  >  (M** 

ji=:^r*+«,  >;=»rxt+s  oder  ii;=«,'n,+3; ,  •."=««•'■.+3:  J 

den  CIcichunHren  (139.  b.)  (jeinäss,  wenn  Z[ ,  2",  3! ,  31'»  sowie  Z', ,  Z',',  3i  >  3"  bedeuten, 
was  aus  Z',  Z",  3'i  3"  wird,  wenn  in  die  Gleichungen  (139.  c.}  x,  oder  u, ,  sowie  x«  oder  u« 
filr  X,  oder  u,  gesetzt  wird.  Zieht  man  die  Uber  einander  stehenden  Gleichungen  (139.  4} 

äb,  fo  erUlt  nnui:  , 

■;-*;= VC«.-».)+ 31-3.'.  iir-iir=^^(ii.-nO+3:-3r, 

nn  «uch  die  folgende  Geilalt  getoi  kann: 

x;-x:=(x,-x.}G>r+|5|) ,  x;'-x;'=(x.-x,}(iör+^=^) 

n; -u:  =  (u.-u.) (?>»/'+ ^^') .  <-«r=(a.-«0O9"+^=T'35 

U|  —  U|  Hl  ~  ■! 

bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  andere  Fonn: 

*-ni  :  :  xT-^T  =  i  :  (t^+^^B)  .  (»jf'+l^l) 

«der 

■,— s  I  n?— <  =  1  :  rti,r^.3izi^)  .  (^^^  3^z3^.') ,  I 

^  ^  '  o,  —  u/    ^  '  '  u,  —  u, 

and  erwägt  man,  dasa  zufolge  der  Bezcidutnngcn  (139.  Z'  und  Z"  oder  3'  und  3  "  Aus- 
drtdw  aind,  waldie  x, ,  x,  oder  n, ,  u,  von  d^  iwailen  vnd  böhen  INnwurien  cnihallen,  nnd 
demgemilss  Z;  — Z;  und  Z;*— Zr  oder  3;  — 3!  und  37—3"  Ausdrflcke  von  mindesteos  der 
in  Beng  anf  s.  nnd  Xi  oder  ni  nnd  ay  aind,  ao  itbene«gt  nna  aiaii,  daw 


oder 


I 
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-^^—1  und   '-  Ulier  "^^  2'  und  ^ — 2l  doch  immer  noch  Ausdrücke  von  mindestens 

-X,  —  X,  X,  —  X,  Ui  —  U,  11,  — u, 

der  ersten  Dintension  ia  Bezug  auf  x«  und  x,  oder  u»  und  u,  sind ;  inan  daher  die  beiden 
Pincte  Ol  und  0*  dwi  0  so  nahe  Hieben,  dtoa  dte  ftnen .  entapredhend««  Wcrik«  vöit  ud 
^  oder  0,  und  u,  durch  kein  rrulliches  Mbhss  mehr  angezeigt  werden  künncn,  so  venehwindtB 
die  >Vprthc  iler  zuletzt  genannten  Ausdrücke  in  Vergleich  zu  den  in  den  Gleichungen  ^i39.  e.} 
neben  ihnen  stehenden  Grossen  oder         ^19",  welche  weder  x,,  Xi  noch  o,,  u« 

cnllnlleB;  lllr  m  wdui  an  0  fstegena  foncle  0.  ud  O.  verwandela  äMi  diber  jene ' 
ins 

X,  —  X,  ;  xi  — xl  ;  xi'— xj  ==  1  : 


Es  verhallen  sirli  nbor  (lie  Coordinatenuntcrschiede  x,  —  x, ,  x',  —  xl,  x7 — 0(lt»r  —  ii, , 
o^  — n,',  u^' — uj'  den  im  ersten  Ahschnilte  gegebenen  Gleichungen  (3.}  zur  Folge,  wie  die 
fdiiefeii  oder  eenkrecbten  ProjectiomtäMe»  einer  dordi  die  Fände  0,  und  0.  fcAMidrcli  gehendeB 
Biehlung,  also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleicliaagen  (130.  e.}  gerade  so  wie  die  der  Ricbtong, 
welehe  mit  der  Tnnirenlc  an  0  Übereinstimmt,  woraus  ferner  folgt,  dass  die  diirrli  zwei  so  nahe 
an  0  geiegenu  l'uncle  0,  und  0,  hindurch  gehende  Gerade  parallel  lüuil  rml  der  zu  0  gebü- 
rigen  Tangente,  und  diese  beweiit,  dies  die  unebene  Onrve  auf  jede  nnendBcli  icidne  ftredte 
eine  und  dirM  l!<f  Richtung  einhält  und  auf  eine  so  geringe  Ausdehnung,  wenigstens  so  lancc 
die  Gleichungen  (^126.  a.)  oder  (126.  Ii.^  auf  sie  anwoidbar  bleiben,  zu  keinem  2iclaack  An- 
Ins  gieht 

Aus  dieser  der  unebenen  Cwrve  vindidrlen  Elgensdmft  lüsat  aidl  nun  inK  voller  Stoerige 
und  i^rosst-r  Li'i< liii^'kdi  sohoB  dttTch  die  eisfodislM  SiHi«  der  Elemenlar-Geenutcie  der  fol- 
gende Satz  herleiten : 

Geht  in  grösster  Ntthe  eines  Functes  0  der  unebenen  Curve  eine  Ge« 
rade  vorbei,  welche  die  Curve,  so  wie  aucb  deren  dem  Tuncle  0  angchö- 
rige  Tangente  unter  einem  endlichen  ^Winkel  sehneidel,  »0  unlerscheiden 
sich  die  von  0  aus  his  zu  dieser  Geraden  genommenen  Langen  der  Curve 
und  der  Tangente  nicht  um  eine  Grösse  von  einander,  die  mit  diesen  Lün- 
geh  selbst  vergieiekbtr  wlr'e. 

Im  Gefolge,  der  Bigenscbaften  einer  die  unebene  Cum  an  einer  Ihrer  Puade  0  bertth- 

tendcn  Geraden  zeigt  sich  noch  eine  underc  Eigenschaft,  die  in  Folgendem  besteht ;  Liiiifl  nnm- 
lich  eine  der  Coordinatenaxen  AX,  AX',  AX"  z.  B.  die  AX  mit  der  THngente  an  dem  Puncte 
0  parallel,  so  sind  die  schiefen  und  senkrechten  Frojectionszahlen,  welche  eine  von  den  beiden 
RichldqgeD  der  Tangente  an  den  genannten  CoonUnatenaxon  gidit 

f  .1^.0,0  iräd  t ,  «mV  ,  cosW  '  :  .'  r 

und  da.  dl^e  Projectionszahlen  nach  Aussage  des  durch  die  Gleichung  (i30.  ei}  «uageapro- 
ebenen  Salsips  auch  den  Zahlen  ' 

proportional  sind,  wen     f^,     nnd'^t  «rV  V "  ^  .Coonhoatca  des  Funotes  0  vonteUan,  so< 


t 
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folgt,  dass  diese  besondere  Stellung  der  zu  0  gehörigen  Tangente  gegen  das  Cuordinatcnsj- 

«r^sO,  «r»0  und  «if'=c(wW,  ^<=eoffW 

nach  sich  zieht;  stellt  dnhiT  noch  iilu-r<li<>.s.s  ilio  Ave  AX  senkrecht  auf  dm  Iwidai  liuhm 
AX'  und  AX'',  so  dass  W  und  W  rechte  Winkel  werden,  so  ist 

B^=0  ,   br=0   und   Z  ti'=0  ,   tf,"=0  .  CM*>M 

Lauft  hing-ejypn  eine  der  Polaraxen  Ait,  \X\  A3E"  z.  B,  die  AI  mit  der  zu  0  gehörigen 
Tangente  paniliel,  so  sind  die  schieren  und  senkrechten  Projcctionszahlcn,  welche  dnc  von 
den  beiden  Rkblunfe»  der  Tmgento  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  gidil: 

«,  r,  fr  oad        0,  0, 

■nd  da  diese  PrajecÜeiinflUen,  wie  m  dm  mgeneigt  worden  iet,  nch  den  Zeldflii 

I,  «r         1,  Iff,  In" 

proportional  sind,  so  folgt,  d«s  diele  besenden»  Stdlnng  der  Tensenle  gegen  des  Coordine- 
lensystem  die  Cleichnqgni 

«$•=1  ♦  *r=f  wid  Vs=o,  «ir=o  ium,**y 

nach  hkh  zidil;  vvul  ithei  il>'n  itii  iT^li-n  Alisi  linillc  ir(>i,a'bciu'ii  rilciclumscn  (^45.  a.}  zur  Fol^e 

H'     sinW'cosS    51"     sin\\<os2i?-  , 

■sr  =  .  ■,„■,;  ,  :3^=  ^ — tttt;  ,  so  sieiil  uiitn  ,  dass  woiin  noch  ausserdem  die  rolar- 

axc  AS.  senkrcebt  mf  den  beiden  andern  Ai'  und  A3E"  steht,  in  welchem  Falle  SB  und  2B' 
rechte  Winkel  sind,  nun  haben  werde: 

%|'=0.  If^O  ind  VsO,  Bq'ssO.  Ct4M. «.) 

Die  Gleiciningen  (140.  d.)  sind  dieselben  wie  die  (^40.  b.),  was  daher  fcomrat,  dass  wenn 

S  and  rechte  Winkel  sind,  avch  W  nnd  W  es  werden,  und  daher  jener  Fall  doch 
teuncr  wieder  dem  besondem  SftH/m  aofebfirt,  we  die  Axe  AX  senkrecht  auf  den  beiden 
andern  AX'  und  AX'  slehL 

165)  Man  nennt  die  durch  einen  beliebig  hervorirehobeMon  Punct  0  der  «nebeiicn  Ciirre 
gefae^  £bi«e,  welche  senkrecht  «nf  der  deuiselbea  Puncte  angehörigen  Tangente  steht,  die 
Normal  ebene  der  vnebenen  Cnrre  an  der  Stelle  0.  Da  dieser  Defaitien  der  Nonbal« 

ebene  zufolge  die  schiefen  oder  senkrechten  Projectionszahlcn  einer  auf  der  Nonnalcbonc  senk- 
rechten Richinntr  an  den  Axen  AX,  AX',  A\  '  dieselben  sind,  wie  die  einer  Ridilung,  welche 
not  der  Tangente  an  der  gric'icben  Stelle  zusainincii  lullt,  und  sich  d^lier  zu  einander  verfaalteo 
wie  die  Zdüen 

1  ,   br,  oder   i  ,   Ifi'f  H', 

andererseits  ulier  im  zweiten  Abschnitt  ($.  10.  Nr.  86.)  erwiesen  worden  ist,  dass  sich  in  der 
Gleichung  einer  Ebene  twisoben  den  sebiefen  Coordinaten  x,  x',  x"  ihrer  Puncte  die  zu  die- 
sen Coordbiaten  gehörigen  Ckteflfadenlen  m  e&naader  rerbrilen,  wie  die  senkredilen  Preje»* 
donszahlen  einer  auf  der  Ebene  senkrechten  Riehtang,  vnd  wie  die  schi'  5  ü  rrojedionszahlen 
dieser  Richinqg,  wenn  die  Gkicbnog  der  Ebene  swiacben'  den  senkrechten  CoordbMlen  n, 
I.  45 


Digitized  by  Google 


m  AaalbjrtiMke  OeomeUie.  lk«c^  III. 

ihrer  Puncle  vorliegt,  so  folgt  Mfieiaht  ^  ^  fiUdwv      Vomäkb&M  m  dMiFhadt  0 

jede  von  den  zwei  folgenden  ist: 

|Mi.».)x-|  +  Bu'Cx'-r)+3)«"(x"~n=0  oder  u  -  fj  +  BrCa'-fjO  +  ^r  C«"-O  =  0. 

ia  wekfaeo  z",  die  ccUefen,  oder  u,  u',  a"  die  senlurechten  Coordinatea  von  jedem 
beUdi^wi  Paicl«  der  Noradebme  vonldleB.  IMewn  GUUbmgm  kmn  un  daduidi,  diM 

min  in  sie  an  die  Stelle  von  bi;',       oder  ihre  1b  den  Glelcluumea  (7,  V.")  ansgO- 

sprocbenen  Wcrthc  setzt,  die  nachfolgende  Gestalt  geben 

tti     III  «*i     ai*  ■•• 

oder 

•  «I        «l*  Iii        *■•  I««  ■•• 

and  zeigen  so,  wie  man  die  Gleichang  der  Normalcbene  unmilliiUiar  ans  jedem  der  in  ^124.  a,^ 
«der  (124.  b.}  gegebenen  Gleichungspaare  erhalten  kann. 

166^  Bis  hierher  iieren  die  Betrachtungen  an  unebenen  und  an  ebenen  Curven  voUkoiiuiieu 
paraDet  neben  dnander  fort;  von  jelit  an  aber,  wo  wir  jeae  BfeatbUndlckkelteii  der  vmämm 
Cnrve,  welche  die  Art  ihres  Krummscins  anflehen,  zur  Spracho  bringen  werden,  wird  dieser 
Parallelisnuu  grossentheihi  verschwiaden,  und  eine  Behandlung  einireleo,  die  sowohl  von  jener 
bei  ebenen  Cunm  ab  T«a  der  bei  kratamen  FÜdwa  angewandten  venoUeden  ist  Die  wk 
ebene  Curvo  liegt  in  dieser  Beziehung  in  der  MitI«  iwiwhen  der  ebenen  Corve  und  der  krum- 
men Fläche.  Wo  bei  der  ebenen  Curvc  die  Richtungsttnderuns^en  m  den  verschiedensten  Stellen 
Stets  in  einer  und  dmdben  Ebene  geschehen  and  bei  der  knuiuncn  Fläche  an  einer  und  der- 
telben  Stelle  ScIhw  in  den  verschiedensten  Ebenen  vorfallen,  4a  gewbehen  sie  bei  der  unebe- 
nen Curve  an  verschiedenen  Stellen  in  verschiedenen  Ebenen,  an  einer  Si  '!l  •  nl'cr  in  einer 
and  derselben  Ebene.  Das  natürlichste  Maass  für  die  Krünunung  einer  unebt'uen  Curve  bieiet 
der  i&elsej^er  «fav,  dessen  OberUlehe  in  den  auf  seiner  Axe  senkrediten  Ebenen  wieder 
nur  die  Kreiskrilmmung;  nufweisst ,  diese  aber  zu  beiden  Seilen  der  \xe  parallel  nus^febrcitcf, 
wodorch  sie  eben  ßUüg  wird,  dio  ans  einer  Ebene  beraoslretenden  Ricfatuagsfindenuigen  dei 
—ebenen  Cum  von  versdriedenen  Seiten  her  an  aleb  beranzu^ben  nnd  ndt  aidi  an  tb^M- 
itak  Die  natttrticbc  Berechtigung  des  Krciscylinders,  zum  Maass  der  Krttannung  einer  unälui 
MQ  Curre  äch  aufzuwerFen,  fffhl  vielleicht  noch  klarer  aus  folf^endcr  Betrachtung  hervor. 
Wir  haben  in  Numiner  15ö.  dieses  Abschmtls  angezeigt,  wie  sich  jede  anebeae  Curve 
launer  tia  der  Durchschnitt  zweier  CfUnderflilcben  betrachten  Üsst,  deren  Seiten  oft  iweien 
Axen  des  Connünntm^ystems  parallel  laufen,  oder  Uberhaupt  mit  zweien  Gcmdm  dir  einen 
Winkel  von  endlicher  Grosse  einschliessea,  da  diese  iuuner  als  zwei  von  den  drei  Axen  eines 
beüdiigen  CoorAnatensystems  angcsetran  wilden  bOnnea.  Nnn  ttsst  sich  die  KHtanunuig  «bier 
beliebigen  CylinderOäche  an  jeder  ihrer  Stellen  mit  der  einer  Krciscylinderilächo ,  wenn  die 
Seiten  beider  mit  einander  parallel  laufen,  gerade  so  verirleiefien  wie  die  Knitiimuiiff  einer  be- 
liebigen ebenen  Curve  mit  der  einer  Kreislinie,  wcii  jciw  \  ergicichung  auch  nur  auf  die  Ver- 
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gleichung  zweier  aaf  den  Ml«  der  CylhdeiMobeii  ierihredriea  SniliiBB  beraht,  fön  wtfidieii 

der  eine  eine  Kreislinie  ist  Die  Krümmung  der  Cylindcrflächc ,  in  welcher  die  nnebene  Ciirve 
liegt,  in  einer  auf  iliron  Seilen  scnkrccliten  Ebene  betrachtet,  giebt  aber  zug!<*i<"h  «««»h  die 
Krttimnang  der  unebenen  Curvo  auf  diese  Ebene  bezogen  za  erkennen,  oder  die  Stärke  der 
Biegnnt^,  welche  die  unebene  Carve  mit  der  CyUndOTflldw  angMoli  eingeht,  und  mm  ntM 
loü'ht  -  in,  ilass  die  cir!-"n!lirlir  Krii^nmunef  der  unehonrn  Curve  aus  den  beiden  Bieguntjen  her- 
voi^geht,  die  den  beiden  CjUnderfläcIien  cigenihttinlich  sind,  deren  Darcivsciniitt  sie  ist.  Weil 
aber  die  Seilenricbliragvn  der  beiden  Cytinderfläcfaen,  deren  DorcbschnHt  eine  gegebene  nnebent 
Cnnre  werden  soll,  ganz  nach  Belieben  gewühlt  werden  künnon,  so  ist  es  nicht  zwcifelhan, 
dass  m»n  die  Richlung^  der  Seiton  oder  der  Axc  des  Kreiscylioders  mit  dessen  Biegnnjj  die 
Biegnng  der  unebenen  Cunun  verglichen  werden  soll,  ganz  nach  Willkühr  vorschreiben  künne, 
ond  10  urln  die  onebene  Corre  dnrcb  zwei  sich  schnctdendl»'beliRb)ge  Cylindcrflfichen  gegebeli 
ist,  so  lässt  sich  Jiren  Krümmung  aus  den  beiden  Biegungen  dieser  Cylindcrflürhen  an  jeder 
SleUe  erkennen.  Wir  nennen  nua  denjenigen  Kreisicjfliader  mit  vorgeschriebener  Axenrichtungf 
•n  deasein  OberMdpe  tieb  die  in  grBavter'  Ntte  bei  einer  beslinwien  Siede  Hegenden  Puncl^ 
der  unebenen  Curve  besser  »nschmiegen ,  a!s  an  die  OberflÜLlie  irj^fenJ  eines  iitidem  Krciscy- 
linder»  von  derselben  Axcnrichlung,  den  dieser  Axonricbtung  ontsf  rechenden  Bier 
guugscylinder  der  anebenen  Curve  in  der  ans  ihr  hervorgehobenen  Stellen  Die 
voi^etdiriebei^  A|Mnrkbtung  des  BiegunggefIiiHlieri.^,werden  wir  auch  die  Biegungsrleb- 
innrr  nennen,  und  unter  dem  einer  gegebenen  Bien-im^srichtutig  entsprechenden  Biogungs- 
halbaicsser  der  unebenen  Curve  an  der  aus  ihr  hervorgekubeneu  i>lcllc  wcrdeif 
wir  den  Radius  des  l&eiaiduiiltes  voilehen,  der  dem  dieter  Biegnagsricbtui^f  und  Stelle  eaU 
sprochenden  fid^imgte^lbiaer  ipgehOrL  '-'  J  -  r '      -  '  ■  i  '  -  > 

16T}  Um  dm  dncr  ▼orgesdmdlwnen  Biegmigsrichtung  entsprechenden  BicgungsradhlS  da 

unebenen  Curve  an  einer  aus  ihr  bcrvorgeboiieneii  Stelle  0  zu  finden,  stcUen  wir  uns  die  un- 
ebene Curve  durch  die  in  (124.  ii.}  und  (i24.  b.)  angezeii(Ien  combinirlen  Gleichungspaare 
gegeben  vor,  in  deren  einem  dio  schieren  Coordinatcn  x,  a',  x",  so  wie  tu  deren  underm  die 
leakreeht^  Coordinaten  u,  u\  u"  vorkommen,  welebe  brgend  ein  Punct  0'  der  Curve  an  den 
Axen  AX,  A  X',  AX"  eines  beliebigen  Coortlinntcnsyslems  giebt;  fenier  dc^nken  wir  uns  durch 
dea  ber\orgchobcneii  Punct  0,  dessen  schiere  und  senkrechte  ('Ooniiuateii  durch  |f  |',  |" 
und  fi,  it'  v"  bexcichnet  werden,  drei  neue  Azen  OX,  OX',  OX"  gelegt,  welebe  den  vori- 
gen parallel  und  gleichläufig  sind,  und  bezeichnen  durch  x, ,  x^,  x^  die  schieren,  durch 
Vtf  ul,  u^'  die  seQkre<-htcn  Coordinatcn,  welche  der  beliebige  und  beweglich  gedachte  Punct 
0'  an  diesen  neuen  Axen  gicirt.  Dann  finden  swischen  den  beiderlei  Coerdlnaten  eines  jeden 
Fundes  0'  wieder  die  Gleichungen  O^S.)  «("ttt  vnA  die  Gleiehuagen  (IM.  a.)  and  (12$.  b.) 
stellen  die  ctwiiliiinrleri  Gleichung.spaare  der  unebenen  Ctine  nn  den  neuen  Axen  vor  in  SO 
fern  die  Form  dieser  (ileichungen  an  der  bcsiiuinit  henorgeliobenoo  Sielle  zulüssig  ist.  Deukt 
nuin  sieb  nun  durch  die  hervorgehobene  Stelle  0  einen  Kreisq^^'"*'^  von  gegebener  Jlxen- 
ricbtung,  aber  noch  unbojitintnilen  Kn  i>ie!initte  gelegt,  und  \erI;iMrrt  nmn  von  diesem  Krtus- 
cyliiuler,  dass  er  der  Biegnngsc^linder  der  unebenen  Cunu  an  der  Stelle  0  werde,  so  sind 
die  noch  anbesttnimien  Elemente  Jenes  Kreisscbnfites  der  Definition  des  Biegungscylinders  gc- 
miss  so  zu  beslinimen ,  duss  alk;  zunächst  an  ü  gelegenen  Hunctc  der  unebchon  Cwe  Milg^ 
ttcbst  nahe  «n  der  OberfiMche  dos  zu-  besUniaionden  Kreisoylinders  niilieiren. 

4ü  * 
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SUdIt  Q  die  noch  unbctluniitc  Länge  \mn  Radius  des  KreisschniUes  vor,  der  laAftdit  auf 
der  Axc  des  durcli  0  gelegten  Kreiscylinders  steht,  und  bezeichDen  i,  r',  r"  iirrl  it ,  u',  u" 
die  auf  die  Axcn  OX,  OX',  OX"  i>ezogeii£a  scbiafen  und  seakrecblea  Coorduuiitia  vum  Mi^ 
toipnaot  dietM  Kreiaschataeg  vor;  atelloi  fmer  q,  <t  4*  «nd      <,  ^i"  die  seUefeB  aal 

senkrechten  ProjectionszaMen  vor,  wcklio  die  ^iegebcne  A.xeiiriililuiig  des  dureh  0  hindurch 
geUgtea  Krekcylioden  sowotJ  aa  den  neuen  wie  an  den  itUen  Azen  gtebt:  so  hat  man  io 
fi— iMhaft  dsr  in  «nin  iUMcbdtte  «rwieMnen  tnf  du  nwo  CooldiMteiwystem  übergetrage- 
nen Gbidu«  (17.1 : 
ißM.  •.)  ==  r  u  +  r'u'-h  r  "u", 

and  weil  die  von  deai<-liecTOi;gahobeiien  Punete  0  nach  dem  Mittelpuncle  des  erwähnten  k'rcis- 
gclinittcs  gezogene  6mds  Maknsdit  auf  der  gegebenen  AxenridUang  des  durch  0  gelegtea 
Kreia^]uidei8  atohti  lo  hat  man  noch  in  G^iuiissheit  der  dort  aurgcsieUten  Gteidningm  C^SO* 

(i4S.M  <?r-f-9'r'+q"r"=0   und  qu  +  q'u'+q"u"=0- 

Denken  wir  uns  jetzt  irgend  einen  Punct  0'  der  unebenen  Cu^^'e,  dessen  auf  cb'c  neuen  Axen 
bezogene  Coordinatcn  x, ,  ,  x«'  und  u, ,  u^ ,  u^'  sind ,  so  liegt  nach  den  weiter  vom  im 
Paragraph  14.  dieses  Abschnitts  (Nr.  142.)  gefundenen  Eigenschanen  der  Kreiscylinderlttdie 
der  kleinste  Abstand  des  Punctes  0'  von  der  durch  0  hindurch  geleimten  Krei^^eylinderfläche  in 
der  Richtung,  die  man  sich  von  0'  senkrecht  gegen  die  Axe  dieser  Cylinderfläche  gezogen 
Tonleltt;  beiddiiMl  man  daher  durdi  S  die  MDkiechlo  Enlfenmasr  dei  Piuetes  O'  von  der 
genannten  Axe,  so  ist  auf  dieselbe  Weise  wie  M  eben  den  in  enten  iUwduiltte  nÜgeUwOlen 
Gleichungen  (20.')  und  (18.}  gemäss: 

CiM.  9P=C«.-'OC".-«.3i-C*J-iOC«i-«0+C«i'-JrQ(«i'-»."}» 


wenn  x,,  r|,  r'/,  und  u, ,  u',  ul'  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinatan  an  den  Axen 
0  X  ,  0  \",  0  X"  von  demjenigen  Punete  anzeigen ,  in  welchem  die  von  0'  tms  senkrecht  ge- 
gen die  A.VC  der  Kreiscylinderflüche  gezogene  Gerade  diese  Axe  trifft.  Da  die  beiden  Punete, 
deren  Coordlnaten  i,  t',  vnd  t,,  z?,  iT  oder  n,  n',  und  a, ,  ,  sind,  in  der  Axe 
des  zu  bestimmenden  Kreiscylinders  liegen,  und  die  srhiefen  und  senkrechten  Projecfionszahlen 
dieser  Axe  durch  q,  q',  q"  und  q,  q',  q"  vorgestellt  worden  sind,  so  bat  man,  wenn  r  dm 
Absland  der  gedachten  Pnncle  von  einander  beneiefaiet,  naeh  Anleilung-  der  im  ersten  Ab' 
■cknitle  gegebenen  Gleiclmngen  (ß.") : 

(M..  ±,=s=-',  ±'C=^,  ±r=^  -  ±*=!ti2.  i*'»^.  i^'^. 

wbA  aa  rind  in  dbn  dieaen  €3eiebnngen  entweder  nnr  din  obem  oder  mir  die  nirtem  Tonei* 

chen  sra  nelinicn.  Pahei  zeigt  r  oITenbar  den  Absland  der  beiden  durch  die  Punete  0  und  0*  ge- 
ilenden und  scnkrccitt  auf  der  Axe  des  Ifreiscylindcrs  stehenden  £benen  von  einander  an,  d.  h. 
den  Abstund  der  beiden  Kreisfleiiiittto  dieses  Cyllnders,  welche  dnreh  die  Pnneta  0  nnd  0* 
gehen.   Setzt  man  die  aus  den  Gleichungen  (142.  e.)  für  r, ,  r[,  r^  und  U,,  llf,  UT  aidi  ar> 

gebenden  Werlhc  in  die  Gleichungen  (142.  c)  und  (142.  d.),  so  erhfilt  man  ; 

CMS.  m,y  9l'=L«.-(x±40]tu,-  C«i«0]  +  K  -  Cr'+q' 0]  K  -  Cu'  ±  q'  r)J 

+i«;'-ci"±fl"OJK-c«  ±«i"OJ. 
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so  wie 

^  <ic»i-c«*qO]+<r'[x;-(«'±<i'0]+<i''[«:-(«^±<^'0]=o 

q[«.-C«±<»0]+<W-Cn'±qr03+<riiC-C«"±i"0]=o. 

BeeeUel  mn,  daes  die  BlcMinfsgleielnnig  qq+^'^'+ff^'ssl  gMl^  ao  wird  mm  bewogeii 

die  heideit  letzten  GIcichungcQ  so  zu  schreiben: 

q:r=qCi-x,)+q'(t'-*i)+q"Ci"-<)  und  qhr=q(u-u,)+q'C«'-0+<'(l«''-0, M 
Uid  atehl  man  dieae  von  denen  (i42.  b.)  der  Ordnung  nach  ab,  so  erhält  man  aocli: 

+  r=(ix,  +  q'x;  +  q"x:'    umi   +r  =  qu.  +  q'u;  +  4"at',  (Mt.«i> 

und  es  sind  in  allen  diesen  Gleichungen  ontwc(l*T  nur  die  obem  oder  nnr  die  onleni  Vonei- 
chen zu  nehmen.    Giebt  man  jetzt  der  Gleichung  (143,  n.)  die  Form : 

9i' = (x.  - 1)  (u.  -  u}  4-  (a;  - 1'3  C"i  -    +     -  n  (".'  -  u")  +  Cq  q  +      q"q")  r* 
+ r  [q  cx.  -  r3 + q'  (x;  -  o + <i"  C<-  O + q  Cp.  -  «) + q'  C"'.  -  «')  +  q"  K-  «")]  . 
ao  wird  Bun  gewahr,  daaa  aie  in  Pe|g»  der  dieii  erwlbaieii  RiGbtungsgkichung  und  dier  dd- 
chui^geft  (143.  b.)  wM: 

9P=:(«,-f)fo.-u)  +  C*i-0(«;-»0+G»f-OC»i'->0-«*.  CMfc  *•> 

zu  welrlii-r  Gleichung  man  auch  unmittelbar  durcli  eino  fWfiflie  geonetrildie  BetracUwig  ge- 
laogea  kann.  Aua  dieaer  letzten  Gleichung  fitidei  man 

a  -  ß  =  CCx.  -  r)  Cu.  -  u)  +  (x;  -  r  )  (u;  -  u  )  +  c<-  O  K- "")  -  r'J^  -  e . 

und  es  ist  9t  —  q  der  kleinste  Abstand  des  Punctos  0'  von  der  durcli  0  gelegten  Krciscylin<- 
derfläche,  weil  9t  den  senkrechten  Abstand  des  Funde»  0'  von  der  Axe  des  KreiscyUndera 
vonteHt;  atiU  daher  dieaer  Cyliadar  dar  BlaguifNyliiider  der  nndwiea  Chore  an  der  Stalle 

0  werden,  SO  muss  der  geniiidene  kleinste  Abstiind  !R  —  p  .so  vull.stiindig  wie  niiiglidi  null 
werden  Tilr  alle  zunächst  an  0  liegende  Fimcte  0'  der  unebenen  Curve.  Diess  geschieht  aber 
offenbar,  wenn  die  Gleichung 

(x,  -  r)  (u.  _  tt)  +  (x;  -     C»;  -  »0  +  «-  n  -  r*=^»  (IM.  •.) 

dnrdi  alle  aehAe  Pmcte  0'  so  genaa  wie  mOglich  walir  gemacht  wird,  mid  deatudb  alnd  die 

Bedingungen  des  Biegungscylinders  aus  der  Gleichung  (143.  e.^  in  der  Weise  zu  schöpfen, 
dass  alle  in  grösster  Nike  bei  dem  0  liegende  Pmete  der  mebenen  Ciirve  ale  mSgUchat  gnt 
befiied%en  müssen. 

Dorrh  W<  ^-^r'inTiing  der  Klammem  und  unter  Zuziehung  der  in  (J14A.  a.")  aasgatpiMdie- 
nea  Relaliun  mimul  du;  Gleichung  (143.  c.)  die  folgende  Form  an: 

xii,+r'iC  +  tX+ux.  +  tt'x;  +  u'A.-i-f-C«.«.  +  *io;  +  xi'''i')=0. 

und  da 

rii.+x'ii;+rn;'ssttx.-h«'4+ttX 

in  Gcmfissheit  der  im  ersten  Abschnitte  anfgealalltan  nnd  anf  dto  MMB  Ann  bCMgaMB  GW- 

diug  to  wie  zufotgo  derer  (143.  c.) 

f=Qix^-tA%+f(Xy  und  i*=C4«^+<l'«i+«"»i7 
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in,  so  läMl  lieh  die  mhnt  «rinllew  GkSOmg  auf  Jede  der  nrd  WKhrolgeBdte  WctM 

•chnriben: 

Ci4«.  •*)   /  und 

( 2  (r  u.  +  r'u; + r"u;')  +  (q  u.  +  q«; + q  "u;')'  -  (x,  u.  +  x;  u;  +  x;'u;') = o 

setzt  vnnn  nhvr  m  die  einzelnen  Theilc  dieser  Gli  lohungen  für  \c  und  xi',  so  wie  für  iii  iinil 
i4'  ihre  durch  die  Glcichungeo  Q126.  tü)  und  (i2Q.  b.}  gegebenen  Ausdrücke  ia  x«  und  u«,  so 
findet  nHU, 

2(ti  x.+w'x'.+tt"x;')=2x.cu+u'Br+«"sn+  x:(u'B'r+u"^'n+...M 

2  (r  u,  +  r'  u;  +  r"  u;') = 2  u.  (r  +  r'  ? ,/+  r"  S  »i")  +  "J     ^'  ♦/'+  r"  ^' »/")  +  •..., 

(144.  *.)  ^  ,  ii.+<o:+<ri<r  =  ii.ft+<rw+<r»o+i«:cq'Vi^'+4-vio+  

ist.  Ferner  geben  die  vordem  Gleichungen  (129.       wenn  men  «ie  enf  des  neue  Cooitlün- 

tensyülcm  in  Anwendung  bringt: 

ii,=x.+x;co»w+Ai'cosW  ud  iSx,5=«u.  +  a'u;+a"u;', 

«nd  ifiese  werden  Ii  Folge  derwlben  Amdrfleke  von     vnd  x*,  so  wie  yor     und  «S^: 

u. = X,  (1  4-  ^  r tos  W  4-  c  l'  cos  W  )  +  *  xi  C^'  i'cos  W  -i-    r  cos  W  j  + . . . . 

^  nnd 

« JS,=:ii,Cil+«' 1  nJ  («' V fl^  +  r  V O . .  • .  i' 
wddie  ddi  einTeciher  ao  Khrtiben  laeten: 

CtM.n.)  n.  =  x,<Tf;  +  ^x';rr und  x.  =  u.J|+ |u:5'|  +  ...., 

weil  die  auf  das  neue  CoonÜnnlifnsystem  iinifrwiindlen  vordem  ljlt>ichun;,'en  (12S.  b.)  geben: 

ttJx  =  a  +  2i'  öu'+r  bu  "   und  .1  u  =  i  +  lö x'«o« W  +  Ä x"co*  W 

and  nen  ans  diesen  durch  Ableiten  nacb  n  md  x  erhalt: 

««•x=3rVu'+rVn*  and  d«u=Vx'co»W+Vx'*coaW, 

dieae  Gleicbongen  aber»  anf  den  Fianet  '0,  deaaen  Coordlnafen  |,  l*,  |"  und  4 ,  4" 

1}  aeigen,  dass 

d«?  |  =  8i-|-r'd»/+9r  c^,,'    und   «J  f;  =  l+^r«»sW-j-<;rcosW',  ^ 
e    I  =  a'     ij'  +  » '  0*  »/'   und      q =a»        W.  +     {"c«s  W 
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f.  Ii.  Kr.  1«7.  D«H^  l«irteMl»  Um, 

M.  —  NHUM  der  GMctaagn  (IM.  e.)  km  nw  x^i.  in  din  M««iidM  iwci  F«fiaM 

md  didnich  ain«!  die  feWe  61«ic]i«iig  (144.  b.)  jede  der  iwd  folgenden  Geilnllen  mi 

x,ii.+i:ii;+x;ii?=«9a+%rv+^r^4''+..o 


(•«4.  4.) 


In  aüaa  diesen  Entwickekingen  sind  bins  sokbe  Glieder  nicht  ai^eschhebea  worden,  die  von 
der  drUleB  oder  einer  neeh  tiOben  Dimension  in  Besag  eaf     nnd     sind.  Die  Gteidrangen 

(144.  «.)  gehen,  wenn,  man  statt  Ilircr  Thcile  die  in  den  vier  ersten  Gleichunjrcii  (144.  b.) 
und  in  den  Gleichungen  (144.  d.)  dariir  gegebenen  Eniwickclungen  in  »ie  einsetzt,  über  in: 

2x^u+uTir4-tt''^r3+xJL((|4^'^+<'^^7+w'»T+tt''?>r-^i+W 

nnd  K'^e*) 

in  welchen  wieder  nur  solche  Glieder  nicht  aogescbriebea  worden  sind,  die  x«  oder  u«  io  der  drit- 
ten oder  einer  noch  bOhem  Polenz  enibalten.  Jede  dieser  beiden  Caeichnngen  ist  eine  bloee  Uph 
formnng  der  GIcicbnqg  (143.  e.) ,  und  schlicssl  daher  die  Bedingungen  des  Biegongscytindere 
der  unebenen  Curve  an  der  Siflle  0  in  sirli,  so  zwar,  dass  nur  derjenige  Kroiscylinder  es 
sein  kann,  welcher  die  Eigen^ciiall  besitzt,  da^s  alle  in  grOsster  A'ähe  bei  0  gelegenen  Puncle 
der  vnebenen  Cnrve  jene  GleichungeQ  ini^Iehst  genmi  helHedigen. 

Um  nun  ans  diesen  Gleichui^en  die  Bedingungen  für  den  Biegungscylinder  zu  erhalten^ 
hat  man  zu  bcdcnkcü ,  dass  für  so  nahe  an  0  gelegene  Puncto  0'  die  ihnen  zugetiürigen  x„ 
odiH-  u,  kleiner  werden,  als  dass  sie  sich  durch  ein  «idliches  Maass  darstellen  Hessen,  und 
den  denn  jedes  Glied  der  Reiten  (144^  e.),  wekfaes  ehw  hShere  Polenz  Ton  x»  oder  n,  in 
sich  trägt,  neben  einem  solchen,  das  zu  einer  niedrigem  Polenz  gehört,  ganz  und  gar  ver- 
schwindet, vorausgesetzt,  dass  die  Stelle  0  Entwickelungen  von  der  Form  wie  die  (126.  a) 
oder  (12Ö.  b.}  sind,  gestatteL  So  dicht  an  0  gelegene  Puncto  0'  erfüllen  mitbin  die  Glei- 
chungen (144.  e.)  hl  dem  Iheste  voUslindiger  nb  mehr  UMer  dar  uieAtigelen  Dimensionen 
in  Bezug  auf  x.  oder  u,  wahrhaft  null  werden.  Mnn  erhiflt  dibcr  WU  BclihnnNng  des 
gungsoyUnders  an  der  Stelle  0  ersllidi  die  Bedingun«; : 

tt+u'*{'+tt"?>r=0  oder  i  +  r'Sij'-f  x"10ij"=0,  (14*. 

Uenmf  die 

(<i+«*'*r+<r»n*+«'vr+tt''vr-«i»(i+»f*fl'+*r»<r)=o  ) 

oder  \  Ct«k  M 

und  so  musste  man  die  CoefQzientcn  von  mehr  der  nttcbst  folgenden  Glieder  der  Mull  gleich 
lelzen,  wenn  es  skh  nkht  zeigte,  dass  der  Biegungscylinder  durch  die  in  (idS.  und 
(145.  b.)  enthaltenen  Bedingungen  schon  %  oIlstiindig  heathnnl  wird  Sidicn  A',  k%  A**  nnd 

C,  C,  C"  die  schiefen  und  senkrechten  Projeclionszahlen  vor,  welche  die  von  0  aus  senk- 
recht gegen  die  Axß  des  Bieguagscyliaders  laufende  Ricbtuog  «n  den  Axen  AX,  AX",  AX' 
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oder  Ml  den  Axen  OX,  OJT,  OX^  die  den  vorigen  pareM  und  gleiflUinflf  «M,  gicbt,  Mi 
hei  nun,  weil  r ,  x\  t"  und  u ,  u',  u"  die  sduefen  und  sc  tikrcchlen  CoonÜRsten  an  den  nenM 
Axen  von  dem  Puncto  sind,  in  welchem  die  ebengenannte  Richtung  die  Axe  des  Biegnqgwy« 
lindcrü  schneidet,  und  q  die  EnlTernung  dieses  DurchshnUlspunclcs  von  dem  0  ist : 

UM.-)  A=|,  A'=^,  A"=^  ood  C=H,  0-=!^,  C"=Hl' 

Q  9  9  9  9  9 

und  soUl  mm  die  hieraus  hervorgehenden  Werthc  von  r,  r',  r"  und  U,  u',  u"  in  die  Glei» 

fhuii<r(  n  (14.>.  a.}  und  zugleich  für        "t^'  und  ^f/,  ^ti"  ihre  Wertbe  aus  den  Gldchn^gen 

(^127.  a.  und  b.^  ein,  so  verwandelt  sich  die  Bedingung  (145.  a.}  in: 

UM.  fe.)  pC  +  p'C'+p"(r=0  oder  pA  +  v  A'+»''A''=0 

Jede  der  Bedingungen  (145.  a.)  sagt  also  nidils  tndm  auf  ata,  4wa  die  von  0  aas  senk- 
recht auf  die  Axe  lies  zu  dieser  Stelle  gehürigcn  Bicgungscjlinders  gföKOgene  Gerade  mit  der 
Tangente  der  unebenen  Curvc  an  0  einen  rechten  Winket  bildet,  sonach  in  der  zu  dieser 
Stelle  gehörigen  Nonnalebenc  liegt.  Man  sieht  hieraus,  dass  der  in  0  endigende  Bicgungs- 
hAneaser  nicht  nur  senkrecht  auf  der  Aza  des  m  dieser  Stelle  gehörigen  Biegongscylinders^ 
sondern  ^titrlrich  aiirh  seiikrecM  auf  fler  zu  0  fjpliörifjen  Tnnjrpntt»  der  unebenen  rim-c  sieht, 
dass  sich  also  die  Gerade  angeben  liisst,  worin  der  gedachte  Biegungshalbmesser  liegt,  sobald 
die  Aze  des  an  suchenden  Bic^ngscyiinders  grellen  und  nicht  iet  Tangente  an  0  parallel 
ist.  Zu  der  Bedeutung  der  in  (145.  b.}  enthaltenen  Bedingungen  gelangt  man  auf  die  nach- 
stehende Weise.  Seixt  man  in  die  ersten  Tbeile  der  dortigen  Ausdrücke  Tür  oder 
Bq',  "bn"  Ihre  aus  den  Gleichungen  (127.  a.  und  b.)  sich  ergebenden  Wcrthe,  so  findet  man, 
dass 

Cq+<l't5|'+<|-l>r)*=  f  C|»<I  +  pV+P'V)' 

Ist,  wihrend  die  im  erüen  AbeduiHlo  «nfj^eslelHen  Gletehungen  (V.  a.  md      anisagen,  dann 

p  q  +  p'q'+  p"q"=  q  V  +  q>'+  q'>"=  «os  • 

ist,  wenn  t  den  Wtahel  vontelll,  den  die  geg«hen»  Axenrichtan^  des  BiegungscyHnders  mit 

der  Tangente  an  0  macht,  weil  die  schiefen  und  .•ienkrcclilen  ProjcctionszaUen  p,  p',  p"  und 
^> ,  p',  \"  <!er  TLingente  an  0 ,  die  q ,  q',  q"  und  <\ ,  q',  <j"  der  Axe  des  zo  decaeiben  Stelle 
gehi^rigen  Bit>gungscylinders  angi;liört'ii.   Es  ist  demnach : 

<  .  .... 

oder  wenn  man  flir  p  md  )^  ihre  mTerthe  aus  den  Gtoichunsen  (13$.  d.}  einaelzt! 
C«M.   <  un>i 

'  C«H-  <i'  ^ '/'+  q"      = 3  Kl  -f-  ^        ^  >'  ' ")  cos'  ö ; 

in  Felge  dieser  Aosdiücke  aber  verwandeU  sidi  die  BedkigBaig  (145.  b.}  in: 


.  kjui^L,  j  i.y  Google 


f.  IS.  Vr.  IVT,  Doppelt  g^krnmaite  CaH«. 

u' r+ M"  r=  ^ 0 f      r  ^  o  »in*  ) 

}   (IM,  «.) 

r'  ^' r"  ^'  V'=  «y      +  ^  I'  ^ '/')  sin'  ^  ) 

und  gebt,  wenn  man  für  u',  u"  oder  i',  f  Hute  am  den  Gleicboogcn  (146.  a.}  eBtaoBuaciiea 
W«fflM  MM,  Iber  in : 

«  CC  Vr+ C"  VD 0  +  ^  r  ^ B  r  %  1/")  sin*  * 

«der 

e(A' A"  Vri') n=  ö  §  (i  +  b r  ^  V'+  » I"  e  1} ') Sin'  * , 
woraus  nun  findet: 

und  d«  iit,  m  eriitt  nan  »ecli  dnrdi  Mnltiplieilio«  der  beiden  lebten  fflekinqgett; 


Jl'iJl'  dir  GlfichuneL-n  fJ46.  e)  und  (IIG.  f/)  pt-Ll  die  Lungo  q  des  BiVptinfpsradius  an  die 
Hand,  uud  da,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Bedingungen  (145.  «.},  welche  eins  mit  denen 
(td«.  (l)  «M,  die  Lege  dee  in  O  eadigpenden  RIegimgmdtaie  vonchreib^  fo  ivM  dnreh  dfcae 
beiden  Anpfabcn  der  zu  findctidc  Biegnngscylinder  für  die  Stelle  0  der  unebenen  Curve,  wenn 
die  Lage  seiner  Axo  gegeben  ist,  volUtommen  besüuuiil.  l>ie  Grötuiun  C,  C"  iumI  A',  A" 
heben  wir  ewer  nidil  de  inmlltdiar  gegeben  vorausgesetzt,  «IMn  sie  IttMn  efehf  wvm 
4 ,  q',  q"  und  q ,  q',  <('  unmittelbar  gegeben  sind ,  ans  dleien  «ad  der  Leg«  dar  Tmganle  am 
0  nitldst  der  Gleidiungen  (146.  h.")  und  der  andem 

Aq+AV+A'V=0  eder  Cq+Cii'+C  V=0  CUMk  »I 

finden. 

'  168)  Da  9  der  Winkd  ist,  den  die  Torgeaebriebene  Akenrfehlinig  dea  Keganfflejfinden  nlt 

der  Tangente  nn  0  marlit,  so  zeigen  die  GleiLlmngen  (Mfi.  e.")  und  (146.  Q,  da.ss  man  da, 
WO  die  Axcnricblung  des  Bicgungscylindcrs  in  der  Normalcbcne  an  0  liegend  and  also  mit 
der  Tangente  an  0  einen  recblen  Wnkel  bOdead  voransgeselzt  wird,  ainl^:^!  xa  nehnen 
habe.  Bezeii  hnet  man  die  Radien  der  ao  beachrlnklan  Biegungacylinder  dnrdi  ^i,  an  gcfeen 
die  Gteichaqgen  (146.  e.) : 

^_«2l£L±H^i±H1^  ed«>  ^^ULL±mÄ±S£m  t^^% 

9,  c'fe'r-fC"^)'r   A'bV/tA"t)V  CMi.«.! 

nnd  die  COeichung  (146.  r.)  wn<d : 

,  (i+?>l'^'»/+^i"*«"D'  i 

^=C5WFPWKJP#?+A'W5'  CM».».) 

zugleich  aber  wird  in  diesem  Falle  die  Richtung'  dea  Bi^ignagieylindeis  bescbrMokt,  Indem  daran 
FrojeclionutaUan  jeiai  den  Gleichangen 

oder  '/••«••«(«••t«<**>t'l  n^b 

L  üt 


Digitized  by  Google 


AM.  m. 


unterworfen  sind.    Wir  werdni  Biegungscylinder,  deren  Azcn  itt  der  Ifenulebene  des 

henorgehobencn  Punctes  der  doppelt  gckrüinmtcn  Corve  lieigea»  besohriltkte  so  wie  die 
Radien  süIiIilt  Bicgung^cylinder  beschrfliiklc;  Biegungshalbitiosscr  nennen.  Wflhrcnd 
also  bei  je«kin  BiegungscyUader  sein  in  0  endigender  Bicgungt^ltuUina's&üi-  in  der  zu  dieser 
Stdle  gehörigen  Nonudelieie  liegt  t  liegt  mv  bei  den  beaelufnltteii  aach  dessen  Axs  in  dieser 
Nornialrljonn  :  die  Axcn  von  nicht  beschränkten  Bio^ungscylindcm  hingegen  können  die  Xor- 
matcbcnc  unter  jedem  beliebigen  Winkel  durchschneiden,  je  wehr  sich  aber  dieser  Winkel 
ehern  rechten  nUmrt,  desto  kleiner  wird  der  BiegongshiBnnesier,  weldwr  mietet  gindich 
verschwindet,  wenn  die  Axe  des  Biegungscylindcrs  senkrecht  auf  der  Normalebenc  steht,  oder 
ptrallel  mit  der  Tangente  an  der  hervorgeliobr-ncn  Stelle  läuft  Es  itft  niinlich  immer 


wenn  Q  den  Halbmesser  des  Bicgungscylinders  vorstellt,  dessen  Axe  mit  der  Tangente  an  0 
den  Winkel  9  macht,  und     den  Halbmeseer  desjenigen  beschHinkten  Bicgungscylinden,  dessen 

in  0  sich  endigender  Bicgungshnibniesser  in  dieselbe  Gerade  frillt,  wie  der  in  0  sich  endigende 
Halbmesser  des  vorigen  Bicgungscylinders.  Dh-ss  irclit  unmittelbar  aus  dem  blosen  Zusammen- 
halten der  Gleichungen  (146.  e.)  und  (147.  a  )  oikr  di  r  (t-iß.  f.)  und  (147.  b.)  hervor. 

Obgleich  aber  die  Axen  der  bescbriinktcn  Biegungscylinder  immer  in  der  Mormalebeno  der 
SIdle,  deren  Wegong  sie  beslbunen  wUen,  liegen,  w  giebt  ee  doeh  Ahr  jede  SicOe  der  «n« 

ebenen  rurvp  nnxählich  viele  beschränkte  BietruiiffsrylinHer :  man  kann  t]-:hrr  die  Fr-.ii^e  auf- 
wcrfen,  welcbe  von  ihnen  cur  grüsslen  oder  kleinsten  Biegung  hintuhrea,  iiluilicb  wie  bei  der 
klimmen  Flüche  tmler  «Ben  dureik  eine  and  dieselbe  Stefle  der  PUcbe  gemnthlcn  normalen 

Schnitten  die  aufgesacht  wurden  sind,  welche  die  grosste  oder  kleinste  Kriimmung  an  dieser 
Stelle  haben.  Die  Gleichung  (147.  d.)  giebt  za  verstehen,  dass  die  in  0  sich  endigenden  Ra> 
dien  von  Biegungscylindem ,  deren  A\en  eine  unveränderliche  Neigung  gegen  die  Tangente  an 
0  bdmiten,  in  denselben  Lagen  grdsete  oder  kleinste  Wertbe  annehmen,  wo  es  die  in  den 
hc-^chriinkten  Biegungscylindem  gehöri<jen  tluin,  Meshnlb  es  bei  der  Aufsurhtinjr  der  fjrössten 
und  kleinsten  Biegungshaihnicsser  glcichgUllig  ist,  ob  man  dabei  blos  beschränkte  Biegungs- 
oylinder  oder  Biegtmgscylinder,  deren  Axen  siete  die  gleiche  Neigung  gegen  die  Tangente  be- 
haupten, zu  Grunde  legt.  Es  kommt  nämlich  bei  dieser  Untersuchung,  wo  die  der  Curve  un- 
gehörigen Grössen  8^,  d»;  uml  1  +  f*?' <3 »/+ > '  ^ '/'  unvenindcrlich  angesehen  werden 
müssen,  blus  darauf  an,  (man  lung  dubei  von  den  Ausdrucken  (147.  a.)  oder  von  denen 
unter  der  Vonnisüetzung  ausgehen,  dass  0  einen  unvcriindcrOchen  Werth  hat,)  m 
«, .     .1  beathnmen,  urelcho  Wertho  von  C,  C '  oder  von  A',  A"  den  Ausdruck 

C- 1)'  t  +  C"  t)*       oder  den    A'    t)'+  A"  V  if 

zu  einem  Kleinsten  oder  Grössten  machen ;  will  man  aber  dabei  von  den  Aiisdnicken  (147.  b.} 


ZU  einem  Kleinsten  oder  Grössten  machen.  In  jedem  dieser  Fälle  bat  taan  die  nach  C,  C 
und  A',  A"  genommenen  Ableitungen  des  belreffenden  AusdmdiB  der  Vnlt  gtcieh  so  SctMO, 


r  -  ,f      und  aus  den  so  sich  crgebciuli  n  (^leidnuigen  die  Werft«  C,  Cf  und  A',  A"  henuholen,  wie 
die  l«bre  von  Griif  aten  und  Jüeitialai  «•  vaitangt 


Q~Q,  sin'  t* , 


^,  '1$.  Hr.'  M8.  Jtoppek  gebtante  Carf «.  Ml 

Bei  dfoiaM  CScBeURe  hat  nnn  m  erwügen ,  dasi  db  Qrllwen  C ,  C,  C"  nnd  A ,  A',  A** 
■ieltf  mwMianjrig  von  einander  sind ,  da  «wischen  itaim  entlieh  die  im  TorfgeB  Pingnpkeii 

an(fe|^cbenen  Gleifhimgin  (^109.  a.  iiml  Ii.)  licsh  hin,  welche  indessen  blos  vier  von  einander 
unabhäi^ige  Gleichungen  bilden,  «Ja  «liu  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  (i09.  a.)  sich 
in  cinnder  ttberflUmn  lanen;  fodam  aber  MMh  nocli  die  In  (Idt.  b.}  aiiljgieflllutoR,  iribnüch 

pO+prc+irc'=o  umi  >A+rA'+(rA''=o 

oder,  wein  man  in  diece  fili  f\  p"  md  p',  p"  ilune  Wertlie  am  dm  Gleiiebiiqgen  (iSO.  e;} 


C-l-Cdf+ir^rsO  nnd  A  +  A' <)i)'+ A  '^'/'—O,  CtM.  •»! 

welclw  bdde  GldebaNfen  sidi  wied«r  ia  «iiumdor  MterfUlwen  lasMn  «pd  itSier'mt  «Iner  «in- 

zigen  gleich  zu  achten  sind,  wie  es  dort  mit  In  Hirichungen  (109.  c.)  der  Fall  war.  Es 
werden  also  hier  wie  dart  die  sechs  Grössen  A,  A',  A"  and  C,  C,  C"  durch  Punf  Gleichun- 
gen von  einander  abhängig  gemacht,  wesshalb  mr  eiiM  von  flmea  nadi  WiUkähr  gewählt  wer- 
4m  kann,  die  übrigen  aber  aus  dieser  einen  durcb  <Be  zwischen  Üineit  voihandenen  Gieii  han- 
gen bestimmt  werden  müssen.  Statt  aluT  oine  von  diesen  sechs  Grössen  zur  unabhängig  Ver- 
inderiiclien  zu  machen,  und  die  übrigen  als  Functionen  dieser  einen  anzusehen,  kann  nuui  auch, 
wie  dort  gepchelMi  iit,  all«  secbs  von  einer  ausser  Urnen  llefeaden  GrOase,  die  uiclil  vrdter 
bestiuuut  zu  worden  braucht,  alihiingi^  nianhen.  Thut  man  tlu'.a^  und  deutet  man  unserer  Ge^ 
wohnitcit  gemüss  Ableitungen  von  A ,  A',  A"  und  C  *  C,  C",  nach  dieser  frennlea  Uaabblogir 
gen  ^roiiommcn,  daidi  das  AlMtaNgaekihan  d  an,  w  cddit  wm  auf  diesdba  Wdw,  wie 
man  im  vfwigstt  faiagrqiben  zn  den  Caeiaihuiq^  (iVk  a.  md  k)  fduMmnen  ist»  audi  Mar 
wieder 

d  G  sd A  +d  A'eaff V + d A'^eoa W ,  d  C=sd A  oos  W  +  d  A  +  d A'oos  W 
d  (r=dAcoB  W'+ d  A'cos  ir+ d  A" 

oder 

(EdA=»dc-fa  dc+a"dc",  (£;dA=rfi,dc+«:dC'+ard(r,  c»«»iM 
* '  crdA"=«.dc4-8i;dc+«;'<ic" 

md 

A  d  C  +  A' d  C'+ A"  d  C"+ C  d  A -f- C  d  A'+ er  d  A"=  0  i 
nad  es  lissl  skii  hin*  wie  dort  em-e!üpn,  dess  * 

A  d  C -f  A'  d  C'~|-  A"  d  C"=  C  d  A  +  C  d  A'+  C"  d  A" 
ist,  so  dass  die  zuletzt  geschriebene  Gleichung  in  die  zwei  andern  zcri^Ult: 

AdC  + A'dC+A'dC'sO  nnd  GdA+CdA'+C''dA"s=Os  C«M*  ob) 

ansuit  der  dortige;  n  ;  hangen  (ilOi  b.)  «Htflt  aian  aber  bicT  aus  den  itns  voriier  aqgeieif- 
ten  Gleicbnngcn  (^UP<.  a.)  die  ; 

dC4-«3|'dC4-<)^"dC"=0   und   dA  + öij'dA'-f-'ö»»' dA"=0.  (14».  «.) 

Ans  diu  vordem  GIdehmgon  (idS.  e.  md  d.)  flndet  awi  itartA 
cfaiselaeii  ia  ilnen  andiallenen  Ableitungen,  d«u 

dC  :  dC:  dC"=  A'*r— :  AB^'-A' 
und  aus  den  hintern  auf  die  gleiche  Weise,  dass  }  (tA9*  c») 

dA :  dA':  dA^ss  c^^^cr^^'i  (r—ctn"-'  c^i*'— c! 

ilL 

4H* 
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AulytiMha  ßeauetrl«^  Aktci.  III. 

Vio  gebw  tbflr  die  AUcüu^  der  AatMdat 

mcih  der  firemden  YertodeilkllHn  geMNanea  wd  der  Mall  ^eksli  geteilt: 

dC'^'l'+dCVr^O  und  dA'B'»/+ d A"b',/'=0, 

und  dii'si  ClfMchungen  gehen,  wenn  man  für  dC,  dC"  und  dA',  dA"  ihre  in  dA  und  dC 
«nsgedruckUju ,  aus  den  Gleichungen  (_i48.  e.}  sich  rr^tbenden  Werthe  in  sie  einselzt 
Itber  in: 

(«M,  f.)  )  und 

(€(?,,'  V V) v" ^* »/)  —  t^'    »»"+  C" ^'  1)'=  0 . 

Diese  Gleichungen  nun  geben  in  Vertrindoiig  mil  denen  (iib.  a.}  und  der  Richtungsglei- 
drang  AC+A'C+A"C''=i  die  dem  grüssten  oder  Ueinsten  BiegnagshattmieMer  «ugohö- 

rigcn  Werth n  von  A,  A',  A",  und  C,  C,  C",  und  dann  auch  diesen  BfegungslMDnnelMr  eeHtar 
■B  die  Hand,  wif  iir  (k-r  niichsl«  !)  IVnrninfr  ^rzfigt  werden  soll 

Bevor  wir  jedoch  zu  diesem  Geschäfte  übergehen,  will  icli  noch  vor  Augen  legen,  wie 
man  u  den  glcielien  Bedingnagen  (iiß,  f.)  hntgeMirt  worden  wtfc,  wem  mm  bei  dieser 
Untersuchung,  anstatt  von  einer  der  Gleichungen  (146.  c  l  nn^7uuohffl  tnifJ  dnbei  einen  der 
Ausdrücke  C^'^+G"b'|"  oder  A' 2' i/+ A" 'd' »/'  sui  einem  Grüsslen  oder  Kleinsten  zu  ma- 
eben,  die  Gleichung  (14(i.  Q  zu  Gnmde  gelegt  MUte,  wo  dann  der  Anstfarocic 

in  einem  GrUislen  oder  Kteinslea  mi  maclien  gewesen  wire.  Selil  man  die  AMeKnng  dieses 

Ausdrucks  in  dem  Sinnr  ^rnomuRii,  dnss  C,  C"  nnd  A\  A"  als  TerlnderHcbe  Grossen  anfe» 

sehen  werden,  der  iNuli  gleich,  so  fiiulel  man: 

C«4».        (C  b'  r  +  C"  r      (d  A'  V  71  +  d  A"  ^'  ij")  +  ( A'  ?'   -f-  A"    t/')  (d  C  V  |'  -f  d  C"  V  t"3  =  0  ; 

es  solfte  aber  schwer  hallen,  aus  dieser  Gleichung  jene  Bedingungen  herzuleiten,  ohne  die 
lügende  Sgensdiail  der  Anedrüdce  CV^-^CVr  «»d  A'ffi'+A''Vir  m  kennen. 

Es  ist  oboii  zu  Eiuli-  (Im-  Nr.  IGO  gezeigt  worden,  dass  man  immer  die  Al'Ieituiiij-fn     v  , 
d*  X ,  d*  x"  Und  d*  u ,  d'  u',  d'  u"  als  die  scbiefen  nnd  seakreehten  Coordinaten  eines  Punctcs 
in  Raione  «mehen  iaimie,  wann  «ieh  du  AMettugneiclm  d  wT  einu  gttnzlidi 
gelassene  UnaUingiige  betiebt  Lässt  man  x  diCw  Unabbiingige  Min,  so  verwandebi  sich 
,  GrSsaea  in 

0 ,  V*',  VxT  md       ,  yn', 
nnd  nimmt  man  n  mir  Unabhai^gett,  so  verwanddn  sie  sich  in 

.     fx,  d*jir,  d*X"  aad  0,  Vn't  V^i 

dioss  zieht  aber  zufolge  der  im  ersten  Abschnitte  aufgcruadtne»  and  flir  jedmi  Pankt  nnd  Jede 
Richtung  giUligen  Gleichung  (14.)  nach  si«  Ii ,  das-s  sowiih!  , 
/  C  V  x'-f-  C"  V  a''=  A    tt  -f  A'    tt'-f-  Ä"  F  u" 

Cid»«  lk>>  <    als  auch 

(A  c'-  u  +  A  c'  u "  =  C    X  -f  C  ä'x  +  C  Tx" 
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ytj  wem  At  AV  A*  wtf  C,  C,  C"  A»  MUefn  umI  loakKcUeii  RwjedloiwdUm  vw  irgeod 

ririiT  heslünmlen  RithUmi;  vorstellen.  Die  liier  orlialleiieii  beiden  Gleichungen  geben,  wenn 
niau  beachlei,  das«  nacb  Aoalagie  der  im  Pangrapb  12.  dieses  AbscluüUs  oilgeUieilleD  dd- 
cknngen  0*  -  O 

M,  wwmi  MM  dnrdi  iMcknud%»  Abkdlaiig  mck  a  oder  x 
ladet,  Uber  in : 

C  Vx'+  C  Vx"=a*  u  CA + A' «  «'+  A'^o";) + *«•  (A' Vn'+  A"  V  u")  ) 
ml  (  CMV*  •») 

A'  V  u'+  A" V  ii"=:a«  X  (C  +  C  %  x'+  C  ?)  x")  +  5  x'  (C    x'+  C"    x ") .  j 

Wendel  man  fliese  fiir  jeden  liegtiinmial  Puncl  und  jede  iiesliuiuiie  Hiclitong  gultigca  tilci- 
dumgen  auf  den  Puct  O  an,  deswa  Coordinaten  |,  1',  and  17,  ig^,  V  nnd,  und  auf  «B» 
niclitung  des  in  0  sich  endigenden  Halbmessers  des  bescbranklcn  BiegungscyUndurs,  so  werden 
sie  mit  RUcksichtsnakuw  auf  die  für  dieeen  Punct  und  die«e  fUchluqg  besteiiemkn  Gleicitui- 

gen  C 148.  aj : 


von  welchen  sich  die  eine  leicht  in  die  andere  UberflUiren  Hast  Ximmt  man  nun  von  dieMn 

Gieicbungcn  die  Ableitungen  in  Bezu^r  auf  die  freinde  VeHinderlichCf  vom  welcher  die  Grössen 
A',  A"  und  C'f  C"  abhiingig  gedacht  worden  sind,  m  kouiiul: 

d  A'  V      d  A"    fj"=  Ä  r  (d  C  ?»'  r+  d  C"    ^' )  ) 


(14».  d.) 


d  C  c;'      d  C"    t  '=  d  fj'  (d  A'    »/+  d  A"  c'  //')  ) 

nnd  durch  Uulliplication  dieser  mit  den  vorigen  und  berüdisicbtigend  dass  J£Ji7  =  l  ist,  fin- 
det nui 

CC ^ f  +   ^'    («1     n'+d  A"  Vi'  u") = CA'   ,1  +  A"  ,/')  (d  c  r+  d  C"  f') ;    (•*•.  *■•) 

in  Foluc  dieser  Glcicliuiig  über  aerfidlt  die  (143.  a.}  ia  jode  der  mci  tuidem: 

CC  c' t '+  C"  ^' t")  (d  A'  ^'fj'+  d  A "        =  0  und  (A'^'ij'+  A'IW)  (d  C        d  CZT)  =  0 , 

in  welchen  wieder  die  swei  Bedöigoogen  enihilten  sind,  welche  m  den  Gleichungen  (i^  Q 
geführt  haben. 

169}  Jetzt  machen  wir  uns  an  die  BcslimmimHf  der  dem  grfisstcn  oder  kleinsten  in  0 
nch  endigenden  Bicguogshalbmesscr  ,  entsprechenden  Werthe  von  A,  A',  A"  und  C,  C\  C, 
die  wir  nr  beseem  Unlerscheidnng  durA  A«,  AI,  A^  und  G«,  C^,      benidmen  woUen. 
Zu  dieser  Bestimmung  beben  wir  aucer  den  GUk^äagtm        f.),  welche  bi  den  nemn  Zel*«.' 
eben  so  anseehen: 
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A.  CS  r  ^'  r-  s  I"  ^'^) — a;  r+  a;  i'=o 


CiM»«.)  {c»CÄ^'v^''-?v'^'0- Wi»"+cr%'v=o, 

noch  die  ^148.  a.),  welche  in  den  neuen  Zeichen  so  aussehen: 

l  A„  +  a:  ,.'4-  A'.'  v"=  0  und  r„  +  c;  ^  r+ 1':'  ^     0 , 

und  hieraus  lindet  man  durch  successive  Eliininalion  von  A.'  und  AI  oder  C^'  und  C  da^s 
C****        \  und 

Mm  kuui  diese  lebten  Gleiduingeit  nittebt  der  oben  in  Mir.  1^  eiageiyiirteii  GrSsse  *^ 

rinfach  (iarsh^llcii ;  es  liijson  sich  nämlich  in  Folge  der  dort  «ngegebenen  Rdetkmen  (136i,  d. 
bis  V)  die  Gteichwiigen  (150.  b.)  so  schreiben; 

ClM.   i  and 

Mittelst  dieser  Gleichungen  üadet  nun : 

I  •     »I  II 

O^^«       •..•»•.•••••••#••  ^  und 

I •      (1  II 


und  setzt  man  die  hier  für  C.  f^' C  fe' ^'  und  KV +  X!  r'  i"  rrhallenen  Aiisdriirkc  an 
die  Steile  von  C  ?)' |'+ C" 'd' |'  und  A' i/-)- A"  <S*  »j"  in  du:  ülcichongcn  (147.  a.  und  b.)  ein, 
•0  Merem  diese  den  grOeeten  oder  Ueiniten  m  den  beedirlBlden  KegnngflcyKnden  gcbVrigw 
Biegungshitlbmcsscr ;  bezeichnen  wir  datier  diesen  kleinsten  oder  gWfMlin 
durch     so  ist  mit  Rücksicht  auf  die  eingeführte  Grösse  x$^* 

CtM.  9*^r.  Ti         od«  ?ta=ri  n  

VCBA 

1  •      •  I  j 

ciM.  &1  «j=  ,   ^  - 


Digitized  by  Google 


%  IS.  Hr.  ifl.  D«pff«lc  gritfiratB  Curre. 

Dmdi  diu  CadehaiifreB  (150.  c.)  und  (150.  e.  and  t)  iit  die  Aifncbung  der  Grtne  «od 
BkUiiiig  des  kleinsten  oder  fifrüsstcn  in  0  sich  endigenden  Biegungsradiiu  eaf  die  zwei  eiadr* 
gen  Grössen  A«  und  C,  ntrickgefUiirt  wofden,  ud  um  auch  diesa  noch  n  eriiallen,  beadile 

nmn,  (Inas 

isl,  oder 

A«        A,  t-»      A»  L,  ' 

wetciif  Gtüirhuncr,  wenn  man  üiait  der  in  ihr  vorkomtneaden  QuolienlMi  ilemi  an  den  Glei» 
chungen  (150.  c.}  gmhnpnc  Werthc  setzt,  ttbergehl  in: 

und  diese  verwandeil  aich  mit  Beruchsicbtigung  der  Rclationea  (136.  d.  bis  Q  in : 


Ferner  hat  man,  den  im  ersten  AlMchnille  atügelhefllen  GletelNiiigen  (IS.)  and  (47.  a} 
Fake: 

dividirl  laaii  daher  die  erste  dii-x  r  (Jlciclmiu^cn  mit  A, .  die  zweili-  iiiil  C,  und  üclzt  für 
AI  AI'        C   C  " 

■j- ,  ■p-  and  j:;^,      ihre  Werthc  aus  den  Gleichungen  (150.  c.),  so  kommt: 

uad  >  cm*  »•} 

^  A,  _      (g  +  y  b ^ -  ;g^^  (g'  n-v  r  y  *o 


Da  nun  den  enien  Gleiehnqgen  (I28L  lt.) 

-  C^x  W4*S"%n''  und  aurzl  +  BVcosV+djroaair 

und  wenn  man        erste  narh  u ,  die  zweite  nach  \  ableitet : 

6.rx=:a"c'u'+«"»'u"       und   .S'u=B»x'cosW  +  b'«''coaW' 
ist,  und  diese  auf  den  herraifehelienen  Ponct  0  a^ypwandt  gdien: 
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AialytlsdM  SeonMrte.  Alweh«  DL 

^=a  +  a'^fl'+«"ldf?"  und  9  1|=3i'^^^cotYr +  tr<^osW', 

fSS'^—  §1'      '/  +  a"     n"    und    5»  f?  =  B*  f  cos  W  +  (6'  rcotW, 
so  lassen  sich  die  Gieidiungon  (^l.M.  b.)  hucIi  so  schreibeu: 


«ad  dmdi  MnU^plictliMi  eher  jeden  dieser  Gleietoigwi  mit  der  (Ibl.  «0  ludet 


1 


Setzt  man  <Jie  JeUt  gt'ruiidcuen  Wcrtbc  A,  und  C,  in  die  Gleichungen  (150.  e.  und  Q,  so 
und 

(4M«  !•)  n    ■     iT"^"  n 

Der  Ipiztpn  an  sich  schon  sehr  einr«chcn  Formel  kann  man  eine  noch  einfachere  Rpstall  auf 
folgende  Weise  geben.  Bezeichnet  ntinüich  Lug        den  natürlichen  Logerithmen  der  Function 

.  „ ,  so  eiliUl  m  MMdi  n  abküBiid : 

»1 


's 

und  leitet  man  diese  Gldcliaiif  wek  x  ab,  M  wird: 


II  I*  •! 

folgt,  da»  flNm  die  Oddinig  C^Sl.  f.)  mmIi  m  sckrdben  kann 
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$.  lir  mt.'  m, 


170)  (NMehoa  durch  die  in  der  vorigen  Mwumt  aafgeßindeneii  Fomda  Ae  RidilBif 

sowohl  a!^  (In^  I.-ingß  des  kldnslcn  oder  griisstcn  in  0  sich  rri(!ip'''n'}'"ii  Bieg^un]prsh!ill'iTt»";ser» 
gegeben  worden  ist,  io  wollen  wir  doch,  bevor  wir  weiter  geben,  eineo  Blick  auf  die  dortbr 
gen  Ergditn^  aarlldiweifai,  ob  die  cigenthtaiidbai  VflniAalHigMi  kann  n  lenM,  n 
wilchcn  sie  hinleitcn.   Da  nämlich  die  drei  in  (151.  &)  ni  (151.  f.}  enihaltanen  Gleichungen 

offenbar  einen  und  denselben  Werth  für  po  Hefern  mössen,  so  folft  aus  der  Verjjlcichttng  des 
in  (131.  Q  für     erhaltenen  Ausdruckes  luit  den  beiden  in  (131.  e.)  stehenden,  dass  man 


b  Folge  dlem  GMdinigoa  sidm  deh  ntmlloh  die  Gleichunf«  (IM.  «t)  bi  die  eine  (151.  C) 
anttck,  wie  die  Nflnr  der  Sedie  Teriangt;  zugleich  aber  dienen  ele  nr  VerafnCielHnf  der  in 

(151.  d}  eritdleiiea  AnidrIIciw  ^  ^  ^  ^*        ^  eflven,  diw 

ist,  und  nun  kann  man  die  Projetjtiouszaiilun  A«  und  C«,  mittelst  der  Grosse  p,  höchst  einfach 
wie  IMgl  ensdrltckett: 

■ ' '' " ' ' " ' '  •  _  J^.^L.  ^  ' -  JfsZl' ' 

odfr:''  fi- i'ii'i  •  ji'.'iii^   ;u(  o"'   f  r»  -f<.t  >  fMi)!'  .1  •  la'.l  >j/0  ;>ill 


Li:  1  ;  n/r  i  •  TWe'  [  jr,  |.|tu  •;  ■»>  •  ,<t  ^WjPiif       '  •'•  > 

Rclalionen 


tetpet,  geben  die  Gleichungen  (150.  cl  in  Folge  der  in  (152.  a.)  ausgesprochenen 


nnd  man  kenn  die  Yontahenden  FraJeefionnaUen  mch  tof  dbt  folgende  nodi  einGidbere  Ge- 
stalt bruigen: 

L  47 
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AM;  III; 


)  -^^fi»  Jf«,» 

l  '«,9 

iMtit  ^f,  9f  ilt  taetioM  von     ^V*  ^«f"  kingcffcn      FmcttoHen  ym  ii  wihiliMwt 

sind  Aus  diesen  ProjcctionszAhlcn  Tindet  man  durch  MoIt^UctUOQ  nit  die  mIMIm  IMd 
tenkrechten  Coordiotten  vom  Krttinmungsmiltetpunct. 

Die  Rdntiorcn  (152.  a.}  lassen  sich  directc  aus  den  Gleichiuigen  (iü.  wie  folgt  ab» 
leiten.   Zuerst  gcbco  diese  Gleichungen  durch  Multiplicalion : 

und  nun  nach  WegschafTung  der  Klatnmera  wid  WeglMsaqg  dei  «üen  nacii  Benttmng  der  Re- 
lUkfn  9^8^=1  OtHrigbleibeiiden  Gliedern  gemcinscliefUidien  Piclon  x^^: 

aas  welcher  Gleichung  stell  jene  Relationeii  sogleich  ergeben,  wenn  man  beachtet,  dass  nach 
ikileilnng  der  in  «ntiB  Peregnplttn  diesee' Abidnitts  adlgellieateii  Gleiehnngea  (ia  c  «nd  d,} 

ist ;  denn  setzt  man  einmal  — d^i^r/'  tüt  S'r^l^  und  ein  andermal  — S'ijS^  fUr        «o  erhäU  man: 

■Bd  dtae  geh«  Bttlelet  der  fielalioii  9i9n=zi  dhbe  weüene  in  die  (151  a)  IOmt. 

171}  Die  Gleicliangen  (131.  e.)  oder  (151.  f.)  liefern  fttr  nor  einen  eiiuigen  ^^'erU^ 
und  es  ist  leicht  einzusehcti ,  dassj  dieser  unter  allen  derselben  Stelle  angehören  den  Heina tew 
Biegungslialbniesscr  licrgiebt.  Die  Gleicbungpn  (117.  a.)  geben  nämlich  zu  verstehen,  dass 
die  beschrünkten  Dicgungsbalbmcsscr  an  einer  und  derselben  Stelle,  wo  die  Zähler  ihrer  reck- 
ten Seilen  stets  den  gieidten  Werdi  bdielten,  an  so  grosser  snilUieQ  je  mehr  die  Nemer  in 

den  für  (),  erhaltenen  Ausdrücken  abnehmen,  und  unendlich  gross  werden,  wenn  diese  Neiin(T 
null  werden,  was  stets  gesdtebeo  kann.  Beseicheet  man  die  besondem  Wcrtbe  von  C ,  C,  C" 
oder  A,  A',  A",  «eldi«  diesen  «nendKcli  grossen  BiegungshaUmiMSsr  entsprechen,  dnrcli 
Gm»  CU»  Gm  oder  A»,  AS,,  A«»  so  Iwl  wm  m  deren  BesGnnnng: 

'<dft4.«k)  GUVr+C:^yr=0  oder  AUV^+I^t^n"=0 .  .  . 

Hm  lAut  Ucfc'leldit  IHieizeugen,  dast  der  uuBudHdh  grosse  tn  0  sieb  endigende  Bte^mgs— 

balbmesser  senkrecht  steht  auf  dem  zu  derselben  Stelle  gehörigen  kleinsten,  dessen  Projeetions- 
zahlen  Ag ,  a;  ,  A^'  und  C,,  C',,  C''  sind.  Die  Tiir  diese  ProjectionsMUen  in  den  GleickiwgeB 
(iöi.  c)  und  (152.  d.j  erhaltenen  Werthc  nämlich  liefern;  ^ 

.1  J 
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■nd  da  zufolge  der  cbian  Jeden  in  0  äch  endlfisnden  BiegmgBhiBnBMMr  aiiigdi0ri|gcpi  CBd^ 
dnngen  (148.  a.) 

10  wie  zufolge  der  Gleichungen  (154.  a.)  ^ 

c;.S'r+c;;B'r'=o  und  AU»'fl'+A;;s'fl'"=o 

ist,  so  zeigen  die  vorigen  Gleichungen,  dass 

a^c,+a«c;+ä:;c;'=o  und  c„  a„4-c;.a;+c;;a;'=o 

islt  oder  daüs  die  Biehlnngen  des  kleinsten  und  üus  luieiidlich  grossen  Biegungshalbaiesscrs, 
denn  Mhtere  «ad  eenkncMe  rrojeeüoniiihlen  A«,  A;«  A? ;  A«,»  A;,,  A^  und  C,  C  C^j 
C„ ,  C', ,  C",  .siiii! ,  senkrecht  aufelMniler  stehen ,  wenn  sie  hcschriinklen  Bicgungscylintlrrn, 
d.  it.  solchen  augehörea,  deren  Awen  M»  die  gjleidie  fieigung  zur  Tangente  aa  0  einhalten. 
Da  die  Fllcbe  eines  Eretecytindcrs,  dessen  Redns  inenOeh  gron  wird,  in  ebie  Ebene  Qber- 
geht,  und  diese  die  gänzliche  Abwesenheit  einer  Biegung  aneeigt,  so  ist  man  zu  der  Einsicht  ' 
gelangt ,  dass  die  unebene  Cune  zunüchst  an  da*  Ftellc  0  von  der  Seite  her,  weh:bc  durch 
die  Richtung  des  unendlich  grossen  Biegungi>haUiuiüSäerj>  gegebca  wird,  ohne  alle  Biegung  ist, 
dass  man  .i4m  aUe  zunächst  bei  0  liegenden  Puncte  der  unebenen  Carve  als  in  der  Ebene  ; . 
liegend  anzusehen  berochiiir'  i^i ,  v-i  Irfn'  durch  den  Puncl  0  senkrcthf  auf  die  Richtung  des 
bier  sich  esdfgeoden  UDendUcli  grossen  BieyungshaUtmeiweis  gekft  wird,  welche  Ebene  stets 
tech  dü«  Tai^enie  an  0  nnd  dnroii  den  bier  sidi  end%«n4sn  Ueinalen  KegunyhaHiMeswr 
geht,  da  wir  gezeigt  haben,  dam  dirscr  srnkrci  lil  auf  dem  unendlich  grossen  stuhl.  En  ä|iringt 
in  die  Augen,  dass  der  kleinste  BiegoagshaUunesser  q,  nichts  enders  ist  als  der  Krümmungs- 
halbmesser rar  diese  in  genannter  Ebene  liegende  unendlich  kleine  Strecice  der  unebenen  Curv^ 
in  dem  Sinne,  wie  er  in  $.  13.  dieses  Absebniltt  ftr  ebene  Curven  gerunden  worden  ist ;  daber 
nennen  wir  den  kleinsten  Biegungshalbmesscr  q,  an  jeder  Stelle  der  unebenen  Curve,  ihren 
dieser  Stelle  entsprechenden  Kfüoinungshalbmesser,  so  wie  wir  die  Ebene,  in 
yelehfr  eile  tm$iM  bei  der  faemwgebobeneii  Adle  tt^cadsn  Pnocle  der  mebeoen  Curve 
liegen,  ihre  dieser  Stelle  unlspreihi'ndt;  KrUmn)ungse1)en);  ncnni-n  wnrdün.  Da  die  /.u  ulncr 
bervoigehobenen  SieWc  0  gehörige  KrümmungsebeDe  senkrecht  auf  dem  in  0  sich  endlgcodea 
■Bsaflidi  fniüsn  UieguiigsbdbinMSsr  sieht,  so  «M  n  0  geUrifc  ■rihnmungscbene  im 
im  cwnüan  Abseimitte  $.  10.  gesdMheiMi  Bstmobtangen  nr  Pe^e  dordi  Jede  dsi  iwlrtrtsi»» 
den  Gleichungen  dargestellt 

CUC*-ö+C;.(x'-r)  +  C;;Cx"-^"3=0  und  A«(u-O+A;,Cu-^)+A;itu"-i,")=0,  (1*4.  •.) 
M  weMie»  | ,  r,     md  n »  q',  tf  dto-  MMm  vaA  sMÜH  toMm  C»idhsleh  de 
benen  Stelle  0,  x,  x',     nd  Hj        dsgegen  die.etoei  HisUgdu.  NmIM  des- 
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Im  BalSmmag  der  firOften  CUi  Chi  Cm  wi  Amt  ^>      dfea«  die  CaeiebnieB 
(151  a.  and  bO  M«  irakbeo  «kk  «gM«,  dm 

CiM  «•!  <  md 

f       :  AU  :  A;;  =  C%*j'Vi|''— ?>'r^''7')  =  W 

ist,  und  mittelst  dieser  VerUUlidanehleii  kam  mn  den  Gleiduuigen  (154      die  nachfolgeiide 

Gestalt  geben: 

(iA4.    <  und 

((^n'V  n"- 1  n"  ^' «')  C«  -  »0  -  ^'  V  C»'-    +  V  (u"-  v'l = o , 
von  denen  jede  die  war  SieOe  0  gehörige  Krttnumingsebene  der  doppelt  gekrümmten  Li^ 


l>er  dureb  die  Gkidnug  (151.  t}  gegebene  IbrOnBuii^slialbnieiaer  der  «ndicBen  Cnrre 

■  •       «t  II 

an  der  SleOe  0  «Hrd,  wenn  nun  an  die  Stelle  von  Xf^t  ^^lif  *  ^^ta  ™^  wieder 
ihre  In  Nr.  163.  durch  die  Gleichungen  (186b  e>  nnd  t}  engen^^leii  Aeqdvelenl«  eekrribt,  am 
der  necfastebenden  Gieicbnqg  gefunden: 

waMo  mMnbt  elnef  laiebt  dnnAnflIbrendett  ümfoniiüng  Ubergelift  bi  t 

i*M^  ^1       «•  o+^r^v+^r^vT  


ITS)  Der  KiOminmgibelhnieaier  vm  mabenmConwn  Hut  eleh  ttrihh  wie  in  f.  lA. 

Abschnitts  pjr.  131.)  bei  ebenen  Curven  gcsdiehen  ist,  durch  die  Grössen  R„  und  E,  darsld- 
leO)  auf  welche  wir  in  diesem  Paragraphen  (Nr.  163.J  bei  der  Bestimmung  ihrer  Tangenten  ge- 
mMMd  sind.  Aus  den  in  Mr.  163.  aulgestelltm  Gleichungen  (138.}  ersieht  man  iriUnlich  so- 
glaidi,  da» 

Mi  md  dieem  Renlial  vaq^idmi  adt  der  obm  cAaltanm  GMdnnig  (151.  Q  gidiC  m  veiw 


iit»  «ifMf  wm  ladet 


wenn  nian  unter  B,  und  (>,  inaMT  mr  positive  Zahlen  sich  denkt  Dabei  beieiflhnel  dm  ji 

Nr.  162-  ein^crührlrn  nezeichnoBgen  gemä^  E  die  Lange  O  S  ,  wenn  0'  chen  belieNj^en  Piind 
der  uoelteaeo  Curve  vorstellt  und  S  den  Ponct  in  der  za  dm  hervorgcliobeBea  FeaU  0  ge- 
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fLi«.'llr.'m  IN|f«ll.|tMM«»  C«^«. 


Urigm  TwgMto  migl,     «ddhem  to  vm  ctan      <y  ttf  tte  fd»«  Xolhe  «elnlU 

fen  wird,  viihund  77  das  Slück  OS  dieser  Tangente  anzeigi,  welclie  Grössen  in  E,  und  77, 
tboffdifla,  wona  der  Pooct  O'  den  0  m  nahe  kommt,  dais  äch  d«(  iU)«taBd  beider,  weiciier 
dort  im  AOgtBMiMn  dtttb  H  besridnet  wovden  isi,  durdi  kriM'  «adliditf  Haus  mein-  ange- 
beD  lisst,  in  welchem  Falle  wir  ihn  durch  R,  vorstellen.  Liegt  aber  der  Punct  0'  so  nahe 
Irei  dem  0,  so  isi  in  Gcmässheit  der  GWihiqgaB  C^^^  fi«=£/Z«,  MD  Iwna.  dllMT  dit 
vorige  Gleichung  audi  so  schreiben 

^ss9^.  ;  (IM.  k.) 

'  B 

«g  ist  aber,  wo  immer  auch  der  Ponct  0'  in  der  Corvo  angenommen  werden  mag,  -  -  ^ler  Si- 
ntis des  Winkels  den  die  von  0  nach  0'  zielende  Kiililung  mit  der  zu  0  gehörigen  Tangente 
bildet,  welcher  Winkel  aber  durcli  G  bczeicbuel  worden  ist,  so  dass  man  aUo  allgemein  bat: 

Boddlliet  man  durch  6,  das  was  aus  9  wird,  wenn  E  WOA  R  in  E,  nnd  R,  übergehen, 
d.  h.  wenn  der  AbMand  xmidMB  0'  WMt  0  dank  kein  endldiM  MaiM  lidi  awkr  angeb«» 

bUSt,  80  ist 

Et  .  ^ 
^  =  sin  0, 

in  Bezug  auf  jeden  so  nahe  bei  dem  0  liegenden  Funct  0',  dem  die  Grössen  E»,  JR«,  6«  an- 
geboren; üiHelil  üutr  Retalion  gebt  aber  die  Gleicbung  (155.  b.}  über  pki 

^=sinÖ.  oder  2^.=        •  OM.  m.} 

Den  spitzen  Winkel  0„ ,  den  die  Tangente  an  0  mit  einer  firm  lrn  rm  hf,  die  von  0  ans 
nach  einem  unendlich  nahen  Puncle  0'  der  uBebeneo  Corvo  gebt,  werden  wir  den  da-  Enifer-' 
mnf  00'  entapnMkenden  Krttmmungswink«!  der  unebenen  Cnryn  na  der  Stelle  0 
nennen.   Dem  zu  einer  Stelle  der  unebenen  Curve  gehörigen  KrüannongSifiakel  knmwnn  nadi 
Aussage  der  Gleichungen  (|I55.  c.^  die  Tolgenden  Eigenschaften  in: 
a^  da  R,  die  unendlich  kleine  Entfernung  vorstellt,  am  welche  der  Punct  0'  von  dem  0 
aUiegend  gedacht  «M,  ao  iat  an  jeder  Slcffie  0  der  nnebenen  Curve,  bei  welcher  gb 
nicht  selber  unendlich  klein  ist,  sin '9.  eine  unbestimmbar  Idrino  Grösse,  weswegen  laau 
in  der  Gleichung  (ibi.  c.}  auch  blos      setzen  kaon,  wo  smG^  steht; 
V)  der  Werth  üaB»  lindert  aieh  bei  ehier  keühnnden  Omalele  0  mit  der  Oriieee  R., 
der  er  proportional  ist,  was  nichts  anders  sagt,  als  dass  die  Neigungen  der  von  0  aus 
nnch  verschiedenen,  diesem  nnendlich  nahe  liegenden  Punden  (X  der  anebenen  Conre 
gesogenen  Geraden  gegen  die  su  0  gehArige  Tangente  m  dcmeelben  YerhMltnisse  u- 
nehman,  wie  die  Abstünde  der  Poncte  0'  von  dem  0; 

C)  aber  ebrn  dcsivrgpn  Mr^Hif  das  Verhältoiss  zwischen  jedem  Solchen  Ah?rlfinde  und  den  • 
dam  gehörigen  Knimmungswinkel  stete  das  Reiche  eäd  liefert  jedesmal  den  an  0  ge- 


173)  Es  findet  zwischen  den  Biegangshalbmeseem ,  welche  Biefruntrscylindcm  angehören, 
denn  Axca  ateto  eineiiei  Neigwv  gegen  die  Tangenie  der  onebwen  Cnnre  an  einer  beetünmt 
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AulyllMfc»  gtiwiiiijf. 


AMeh«  JIL 


h»imatobaii  flIelB  bduUen,  eine  eben  ae  einhdw  mmgf^  MI,  «is  wir  sie  im 

vorif^en  Paragrapken  zwischen  den  KrUiiimungaUbiieswni  wahrgeoommen  haben,  nclrhc  den 
ebenen  Conren  «mehüren,  in  dcooi  eine  lurumne  Flüche  m  einer  ihr^  Stellen  durch  Ebenen 
gMdMÜttii  «ifi,  wddM  «Mn  die  gWehe  Neigfung  gegea-dto  NonMle  der:  bnoMuto  fUah» 

an  derselben  Slelle  behaupten.  Um  diese  Al>liiiiii:i;rl<eit  ohne  WeiHuufipkeiten  sirhibar  rnadien 
SU  können,  werden  wir  den^Axen  AX\  AX"  eine  beflUmnite  Stellung  anweisen,  ww 
erlaubt  ist,  da  die  Eigenschiften  eines  rihunlicben  Gegenstandlie  taabbüngig  sind  von  der  B«w 
#  ^  snderbeit  des  Coordinatensyslenis  auf  welches  der  firi;  ii>tand  liezojjen  wird.  Wir  dcnkM 
uns  die  A.xe  AX  parallel  iiiil  der  v.n  O  i;i-!t<)ri;jon  T.iiiürntr  der  iiiiehetieM  Curvc,  die  Aven 
AX'  und  AX"  parallel  uiil  der  zum  l'uacie  O  gehurigeu  Aunualcbene  der  doppelt  gekhiiuiulen 
Line;  dttm  steht  die  Axe  AX  senkrecht  auf  den  beiden  andern  AX'  und  Alt't  >o  dass 
cosW=:()  und  cosW— 0  ist.  Weil  die  Axe  AX  pnndlel  mit  der  Tangente  an  0  läult  tnil 
auf  den  Axea  AX'  und  AX"  scnkredit  steht,  so  ist  den  Gleichuniren  ^140.  b.}  gemlss 

^r—f)  .   ?r— U  und   (öij'=ü  ,  <)r/'=0, 

und  in  Folge  dieser  Werthe  Ündet  man 

tmet  wild  an  den  Jetiigen  CkMrdinatensysiemc 

8^  =  Öf]  =  {, 

wie  sogleich  aus  der  ersten  der  nuf  zweiter  Zeile  stehenden  Glcicliunn^en  (128.  b.)  in  Verbin- 
dung uüt  der  ersten  (12ö.  c.}  hervorgeht,  wenn  man  diese  auf  den  Punct  0  in  Anwendung 
bringt  und  beacbtet,  dass  cosWAO  vnd  co«W=0  ist.  Kraft  dieser  besondem  Wertbe  ge- 
'  '       '  ben  die  GlelciNiageii  (147.  &) 

(IM.  •*)  -  rsCrVr+C'Vr  «nd  i  =A'Vi/+A''Vi»'', 

woraus  sich  der  in  0  sich  endigende  beschdinkte  Biegungshalbnicsser  q  ,  finden  lässl ,  wem 
denen  dardi  die  GrfiMea  C,  C  oder  A',  A"  beittmarte  Bidrtung  gegeben  ilt  'Betekftmit  ^ 

die  firiisse  desjenigen  in  0  sich  cndiirendcn  Diegungsradius ,  weldier  mit  der  Axe  AX'  paral- 
lel lauft,  so  gebt  in  den  Gleichungen  a.}  in  ^,  Uber,  wenn  man  A=0,  A'=l, 
ir=Ot  C=eMO(f,  Cssi ,  C*=seMW  setzt,  so  dass  man  bat 

ClM.b.)  ~=»'|'+B»r'cosW"  und  -=^1»';  • 

blNeldhMt' Ibmer  q,  die  Liinp^e  des  in  0  sidl  eallgenden  Bieeun^rsrndiiis.  welcher  mit  der  Axe 
AX"  pandel  liuft,  so  ergiebt  sich  diese  Grtaw  aas  den  üleicbungen  (I9&  a.)  wenn  man 
C,  C,  C"  dMl  ooiM^  «mW*,  i  and  A,  A',  A'^  doBcli  0,  0,  1  enalBl,  nMia  fadat^Mar: 

et»«.«.)     •  l-=D'4o«sW'-lr^'S"   und  r .  . 

^  .      •  • 

Hultiplidrt  man  jetzt  die  Gleldnngea  .(IML-  k  wd  a}  ibrar  Ordaang  aath  mit  dw  n  einen 
belipbi(rcn  Bieeunirsrßdius  f^ehörige«  CMaia»  A'  «d  A"  «ni  «ddlrt  aavoll  4to  VOfdOB  wia 

die  bintern  lu  einander,  so  kommt  . 
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.f;:iib  »i  174.  BofH*  pMtta^ßMn» 

"  ^ A'+  -  A-^S'    CA'+  A"  cos  W'O  +       CA' CO«  W  '+ A :;=C    ^4"  C"  V 
f*  .  -     •  •■  -■ 

, . ;  ttM.  4.) 

i  A'+i  A"=A'r      A"  Vfl-S 

trafl  däi  in  ersten  Absdmilt'niljpcaldllea  OtiAmgak  (i2.')  tmkg  hier,  wo  cotDr=0.niid 
cosir=Olst 

C=A'+A"cosW"  und  C"=A'«»W+A'' 

wird.    Die  beiden  GIcichungep  QioG,  d.}  zielien  sich  aber  tuit  Zuziehung  der  Gleichungea 
nsa  a.3  in  die  «ine  vusmmm 

'  III 

-  A'+  -  A"=-  *  .  tum»  •») 

«eidie  teigt,  wie  sidi  die  Grllese  eines  befieMgen  beidnünkten  Biegungsrsdiu«  q,  aas  zwei 
nmlern  q,  und  ^,  finden  lilest,  wenn  die  Projectionszahlen  A'  und  A"  welche  die  Riclilung^  von 
p,  an  (It-n  RidiUmi^P!!  von  n-,  iitnl  gt<*l>t,  |trcgi>b<'n  sind.  I)<'nkl  man  sich  die  Axcii  A.\'  und  .  . 
AX"  scnlireclil  uul  cinmider  ziehend,  so  wird  ooser  jetziges  Courdinalensysleui  ein  rechtwinit- 
üges,  in  wddMM  die  sdiiefen  ProjeclienasaMen  A'  imd  A"  den  seidveiditen  gleich  werden 
«nd  dann  nichts  anders  sind,  als  din  Kosinus«  der  Winkel,  welche  die  Richtnnp  von  g,  mil 
denen  von  ^,  und  Qt  bildet;  stellt  daher  X  den  spilzea  Winkel  vor,  den  die  Gerade  g,  mit 
der  ^  badet,  so  iit 

|4sos*+J-«in*s=l  ium.t0 

9t  Qi  9t  ^  ^ 

und  i$l  ^1  der  kleinste  Biegungshalbmesser,  oder  der  KrOmmungshatbmehser,  welcher  vorhin 
durch  <p»  iMseichnet  worden  iit,  so  nimmt  pt  diken  vncndllch  grossen  Worth  an,  weH  beide 
snf  dnnnder  sedcredll  jtdien,  es  wiid  senech  in  diesem  FtOe 

i  cosl=:sl ,  .  '      ,  ^  j 

9*  Pi 

«nd  UeriB  qridiit  sich  die  höchst  etnüiche  Relation  au£,  wodurch  sich  jeder  Biegungsiudbuics- 
serjHS  de«  IrlbnnangMnnnsBer  Ihiden  OM,  wenn  mm  den  Wiritel  kennt,  den  beide  adt 


174)  Stellen  wir  uns  cme  unebene  Curve  durch  die  combinirtcn  GIcicfaungspaare  (124.  a.^^ 
(124.  b.)  zwischen  den  schiefen  Qoordüuten  x,  x',  x"  pder  sonkrccbtra  u,  u',  u"  Qner 
Pimcto  gegeben  vor,  und  nahmen  wir- in  ihr  einen  lielieibigen  ftact  D  all  feste  Orenxe  ai^ 
po  wird  die  Länge  des  CurvecLstucb^ ,  welche  zwischen  dem  rci>len  Puncte  D  und  einem  be- 
weglich gedachten  andern  Puncte  0'  der  unebenen  Curve  liegt,  blos  von  der  Lage  dieses 
zweiten  Puactes  0'  abhängig  sein ;  diese  Lange  hat  man  sich  daher  als  eine  Function  von  der 
lagn  des  fnncln  0^  oder  von  den  dtesn  l^ge  bestimmenden  Ceerdinalen  des  Pmeles  0^ 
zustellen.  Weil  aber  durc't  (He  Glcichungspaarc  immer  zwei  von  den  drei  Coordinaten  einer 
jeden  Art  an«  d»  dritten  gefunden,  uml  zudiim  die  Coordinaten  der  emea  Art  aus  denen  der 
nüdem  Art  nnltdst  im  Caeüchangen  (128.  a.)  hergeleilel  werden  küaneii,  flsnadi  fünf  Ton  den 
Becks  Coordinaten  eines  Punctes  der  unebeocn  Curve  als  gegebene  F^tionen  der  sechsten 
aufgeliusl  weiden  nttsscnj  so  wird  man  steh  die  jJqgn  de«  teglioiiflii  Cawmwtttctt  sie  Fiinor 
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tfon  voB  dMr  4er  CoonBimcii  adnes  vaindHÜdia  EndpoMlw     n  tehw'  ItlMo.  mr 

werden  die  Lingo  des  riirvpiisliieks  DO'  'lünli  9,  Lezelclinfn,  wenn  wir  sie  uns  als  eine 
i.i  Fanctkm  von  x  vorstellen,  und  durch  ^^t  wenn  wir  sie  als  Fnndkm  von  d  aufrusea.  WiUt 

■an  kl  der  mdieneii  Chm  üfend  wo  nriidiea  O  and  0*  nodi  dneii  ndon  Q  «of ,  4»um 

schiefe  und  senkrechte  CoorduHten  derA  it  ¥i  ^  ""^^  Vi  n't  n"  vorgeMdlt  werden  sollen, 

und  legt  man  durch  diesen  nicht  w«ndplbRr  gedacMen  Punct  0  drei  neue  Axen  OX,  0  X'. 
OX",  wcictic  den  ursprungliclien  AX,  AX',  AX"  parallel  und  glcichliiufig  si^A^  so  fanden^ 
wenn  x,,  x^,  li^  die  ackieTeR,  u.,  o^,  iC  die  senkredilev  Copfdinaten  Am  beweg^hen i'inv* 
tes  0'  an  den  neuen  Axcn  hrzeichnen,  wiihrrnd  \,  x',  x"  «n  !  n  ,  n',  u"  die  desselben  Punc- 
tcs  an  den  ursprünglichen  Axen  vorstellen,  zwischen  diesen  Coordxnaten  suaächst  dio 
chnngen  (12^0  und  dann  «iidi  nodi  als  Pe|ge  die  im.  a.  mkÜ  "».)  iMtt.  Xadk  liM^iikil'-^ 
.  ,  'im  Paragraph  12  dioses  Abschniltps  Tiir  jpgünhc  Function  auFgestellte  Gleichung-  (3.  it)  auf 
die  beiden  Funciiunen  Sx  und  aBwendeo,  so  daas  man  in  Betreff  dieser  beiden  nock  un- 
bekannten Functionen' hart"'  '^-^^■^■■^  '  '■  '  ■'  ■  ■'  !•'■• 

Ctt«.<^)        ^,-ii=zl9,x.  +  lvi(^  +  ....  und  u.  +  iB'8,nJ+  

wobei  i^—if  oder  ^— die  Linge  des  Corveostttclut  00'  auteigL 

Da  die  zu  dem  hervorgchobeQen  Ihncte  0  gebOr^e  Tutgenle  der  UMlbeneK  Com  durch 

die  Gteichongcn 

(lft9>  b.)  xi=:%^'Xj  ,   xi'^^^'x,   oder  ui  =  %f?'««  ,  u','=S»j''n, 

dargestellt  wird,  den  üben  gefundenen  Gleichungen  ^127.  «l  und  b.}  gemäss,  so  wird  man  mit 
deren  Hilfe  jeden  Pnnct  der  Tangente  voQkonunen  besHaDneit  kfimun,  eo  yil»  mm  «Im  steige 
von  den  ihm  zugehörigen  Coordinaten  kennL  Stellen  nun  0,  und  0,  die  zwei  Funde  der 
Tangente  vor,  in  welchen  diese  von  den  zwei  Ebenen  gi^chnitten  wird,  die  beide  durah  den 
bewegfa'chen  Pooet  (K  hiodnrek  gehen,  nnd  v«r  wdehen  die  eine  pandkd  mit  der  CoordnudsB- 
ebene  X'OX"  läuft,  die  andere  dagegen  si-nkredil  uuf  <Ier  Axe  OX  steht,  so  liefern  die 
Puncte  0,  und  0'  einerlei  schiefe,  die  0,  und  0'  einerlei  senkrechte  Coordinaten  nn  der  Axe 
0  X ,  und  sind  x, ,  xl ,  xj'  und  u, ,  ni ,  ui'  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  des  Punc- 
tes  0, ,  X, ,  x; ,  x;'  und  u, ,  u',,  u;'  die  des  PiUMle«  0.  an  den  Am  OXf  OX,  OJT,  m 
liefen!  die  CSIeiidiungen  (157.  b),  weil  \,-r=:x„  und  a,  =  u,  ist: 

ClBfi  x:  =  Bfi,  ,   x,"=(9|"x,   und   u;=:?)Vu.  ,  o;'=B*j"n,, 

wenn  x»  und  u«  die  zur  Axe  OX  gehörige  schiefe  und  senkrechte  Coordinatc  des  Pnnctcs  0' 
vorsteflt.  Trägt  man  die  Gleicknngen  (128.  a.)  auf  das  neue  Coordinatcnsysteni  über,  und 
wendet  inui  sodann  die  in  erster  ZeQc  steikeiidsii  auf  den  Ftaet  Oi ,  die  kl  sweüer  Zeie  ste- 
henden auf  dsfl  Faust  0»  so,  so  erhdt  nsn : 

^s=ak+a;eosW+«rao«W',  «.'ssiiMsW-f  zf-f  sTaAsW",  ^^ftSväW+kwW+w: 

und 

oder,  wenn  man  für  x, ,  x"  und  ,  xi"  Hirc  durch  die  GMchongSn  (ISV.  ft)  gSgnksBSO 
Werthe  so  wie  auch  x,  fttr  X|  and  o,  fi)r  Ot  Misl: 
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«;'x;'=  a.  ca. + %  ? ar  %  o  »         '  -  ■ " 

welche  mittelst  der  auf  den  Punct  0  übergu-lrayciicu  Gleichungpn  (128.  b.)  vvcrdL'u: 

u,  =  x,5»j  ,   u;  =  x««'5»/,   \i''=x,5ij"   und    y,=:u,3^  ,   .\;=:u.3|',   Xt  =  a,S^'.  .(tM.«.| 

Aus  den  Coordinalcn  der  Puiictc  0,  und  0,  lussen  siih  nun  deren  Entfcmnnijpn  von  der  Coor- 
dioatenspiize  0  entnehmen,  a&  iai  iminlich  dfr  uu  tmU^u  Abschnitte  gegebenen  Gleichuof  (,17<3 
nr  Fofee: 

cooo«=3Mi.+«;a;+ifa;'=i«(n+«>*'*{'+«*»*«r). 

WOraU  BHM  findet  : 

0  0,=ix^(87}  +  Z^S7i+trSnli^   und   00,  =  u.C<5|  +  ««?^l'  +  * VöD^ .  (•»!.•.) 

Denkt  man  sich  jebct  den  Punct  0'  dem  0  stets  nähernd  bis  sich  zuletzt  der  Absland  beider 
von  einander  durch  kein  endliches  Haass  mehr  angeben  lüsst,  und  diess  dasselbe  dann  nolh- 
wendig  auch  die  Grössen  X*  md  u,  trilTl,  so  werden  die  spätem  Glieder  in  den  Reihek 
(157.  a.),  wodurch  das  Cnncnstüpk  00'  dargestellt  win!,  unvergleichlich  kleiner  als  die  frü- 
hem, und  da  sich  unter  den  gleichen  Uinttäiiiida  di«  Läago  deü  durch  diese  ReibeB  dar|{iMlett-i 
l«n  CurraiMtllclu  OO*  toh  den  Lliiig«a  d«r  TpngentoMlilcke  OOi  oder  OOi»  wdelie  in  den 
GlfichunpL-ri  ("iri7.  f.}  onthalten  sind,  um  kiine  Griisse  iintcr.sclieiJi'l ,  die  mit  diesen  Liingcn  ' 
sdbst  vergleichbar  wäre,  wie  «ui  den  in  Nr.  Hü.  besprochenen  Eigenschaften  der  Tangente  an 
«taer  SleU«  der  UMkeacn  Curve  JMnrvrgeht,  so  bal  man  den  in  $.  12.  difis^  Abscbnilts  nteder- 
gdegten  Sali«  QlXk  a.  lod  geales: 

oder  weil  der  hervorgehobene  Punct  0  jeder  Punct  der  Curve  sein  kuiin,  falls  derselbe  nur 
«hne  Bewegonf  gedaclit  wM,  w  tmm  nm  m  die  Statt»,  dar.liaalfliBilen  Cooldiiiaten  1*        i ,  > 

ond      t;',  tj"  auch  dir  tinbcsUmmlen  x,  x',  x"  und  «,  «T,  «"  SdMi^  wodiudl  dann  die  «tf^ 

stehenden  Gloirlntngni  die  andere  Form  annehmen : 

'         ^8,  =  C5n+5ax'Ju'+Bx"«u"3*  und  t9„z=(ßx  +  lü'5x'+tu"^x"^\         '  CiM^  M 
Alis  (1i>scT!  rrlcirhvmgfrn ,  welche  die  \h\pHm<r(>n  der  gesuchten  fnrvcnliinjrcn  nn  die  Hand  ge- 
ben, haX  mm  rückwarij>  durch  Integration  xutch  x  oder  u  ifiq  beiden  Functionen  f^^^f 

Thrill-  niy  Funcliüncn  von  X,  alle  in  drn  Klimirrirrn  lirr  hintern  f;irirViTiTi[r  stchrnrl^n  Tbcilc 
ak  FunuUouen  vo&u  darzustellen,  weiches  ndk  tiois  mit  Hilfe  der  gegebenen  Gieichungspaan 
nd  der  to  Jfr.  tW.  angezeigten  RcMionai  bewnifatelligm  HaiL.  Bci-dBaant.GeaalilAi  iM 
wieder  «Ue  jene  Rttduichlcn  m  nahnMt  weUbiOtaa  M  jitt  lMgmSkitmmm§'VVß 
Cunm  mgägOm  woiden  «ndr  :  .  - 
L  48 
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Will  ■WH'  4te  Ubm<B  i      wdwMni  Gnw6  nidit  äb  PlndiMi  vm  ciur  dAr  CodvdbMiM 

X  oder  u  ihres  bcw oglicTioii  EndpuncU-s  0'  finJiii,  soiidcm  nis  Funclion  von  irjjL-nd  einer  an- 
deiro  UaaUitngigeOi  wodurch  diese  Coordinaten  selber  erst  bestimmt  werden,  und  bezcicdnet 
MV  die  iUdsftng  dtaNr  imimb  FungÜM  iM  dfi,  io  irt  im*  doo  b'S.  IIl  Mr.  11&  auge- 

dS^^S.dz:=%«,dll 

oder  wenn  mm  flir  t^x  vai       ihn  in  den  GteidtuiigeQ  (U9.  Ik.)  fltdwnden  AmdHlciw 

setzt: 

d  8  =  d  X  0>  u  4-   x'   u -f  b  x"  <>  u")^  =  d  u  (rV  X  +■  b  u'  S  x'+  u' '  <^  x'^^f, 

wobei  das  vor  x  and  a  sl^endc  Ableitungszeichcn  d  sich  auf  dieselbe  neue  Veränderliche  be- 
ddit  Selil  nm  in  dieser  GMchnn;  nnatatt  der  dnrch  das  Zeichen  7i  und  8  eage«etgten\Ab- 

Iritnngon  die  narh  der  neuen  Unabhängigen  pcnonnrn  n  \vf!r!K'  durch  das  Zeichen  d  vorge- 
stellt werden,  woldu»  mittelst  der  a.  «.  O.  niedergelegten  Relationen  stets  geschehen  kann, 
Temüge  wddier 

^x=jj,  t>xr=j^  und  5««=ji»  *»=j3r»  *"  =  jr 

oder 

du  '  du  du  '  dB  '  du 

ist,  so  ündot  man  ui  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle : 

CiMi.  e.)  d8  =  (dxdu  +  dx'du4-d\"du"3^, 

eine  Gldchang,  die  sich  durch  ihre  vollkommene  Symmetrie  auszeichnet. 

■an  Imn  den  Gleichungen  (158.  b.}  und  (15ö.  c}  eine  Gestalt  geben,  wobei  sieh  ihr 
genehunner  ChnnMler  bester  betMiiiMlit,  wem  mm  die  ersten  le: 

^8,=5u*Cl+*J('*n'+*jr»0*  md  *«.ä*x^C1  +  ^J^^m'O''*» 
dinmdfli«  w: 

ClM.«.)  dissdx^dn^O+Bx'^v'+^^^n'O^ 

sehreibL  Diese  feistem  Gleichungen  gestatten  auch  eine  DarsteDung  der  verschiedenen  Aitlei- 
tunf]fp!i  vr>n  ?,  wclrh»'  Mds  die  Functionen  (p  und  xf>  als  bcltannt  voraussetzt,  wie  ein  Hinblick 
auf  die  im  Faragruph  12.  dieses  Abschnitts  mitgdheiltea  Gleichungen  (ibü.  b.}  oder  (158.  c.} 
sofleidi  wshnwhflMn  bisst 

175)  Die  unmitteibar  vor  (158.  o.)  mitgetheilten  Rektionen  setzen  in  den  Stnd,  aUe  in 
dtesan  f^n^phen  anter  der  TemsMlinng  erhaltenen  Resnltole,'  dass  x  oder  u  nnr  nmb» 

hSnfi^i)^  Veriioderlichen  grnomnien  wird,  in  andere  überzutragen,  Hie  fri\\\i^  bleiben,  was  auch 
Ae  anabhMi^y  Vecladerliche  sein  wag.  Kommen  in  den  umzuToruiendtiii  Ausdrückui  höhere 
AHeHagent  neiA  x  od«  n  genemm,  vor,  so  gelangt  mm  ra  dm  Ifer  sin  m  islnendm 
Werlhen,  wenn  man  die  vor  (158.  c.)  stehenden  Gleichungen  noch  Einmal  oder  mehrere  Male 
nech  der  nen^t  unbesttmnit  gelMweaen  Unabhäogiigea  ableitet,  wie  schm  in  Pantgraph  19l 

k 
•  r 
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Doppttt  fdgrlMilft  Cwv«. 


(Kc  118.)  gcxötgt  wvvdM  ivL  So  «««Inni  ikli  ««A 
wift  folgt: 


«  -  dxiPx'— dx'd'x  ^,  „  dxdPx"--dx"d'x 
irx=  3—1          I  6  X  =  — 


dx' 

dxd'tt— dud'x  dxd*u'-dur  d*z         „    dxd'u"- da' d'x 


dx* 


dx* 

'-d 
TT 


dx' 


^,  ,     du  d*u'— d  u' d' u     ^,  „     dnd*u"— (lu"d'u  ' ''^ 


—       dlld*x  — dx  d'u      „  . 

dir  ' 


.  du»  , 
dttd*x'  —  dx'  d'u 


du' 


Wendet  man  die  tileichungcn  vor  (158.  und  die  (159.  a.}  auf  den  Fund  0  an,  indem  man 
I»  I"  und  Q,  r)',  Ii"  an  die  Stelle  von  x,  x',  i^'  wid  u,  u',  u"  setzt,  M  «Atit  mm 
der  w  fttr      ^*  «*r*       nd  ttf,  tiTt  Vn%  %V  «b*  eigelieBd«n  AwdrQcke: 

l+»faf?+d|  Ö»;  =  -2  jjjj^  -*   I 


T>i;  'j   Ii!  {) 

I       fi!  .-.  I 


and  mm  Hefert  die  GldclNn«  (154.  g.)  mr  der  SleDe: 


 ■   Cd^i,,+drd>/+d|-d,;"y   

(dfd't''-(lt'd't'){d,?'dV'-dv''dV;';+(d|d\'''-d|''d^|>(d^^^ 


C«Mi«.> 


welche  den  zur  Stelle  0  gskdn^ev.  KrümiBungslialbmeeser  lieferL   Die  Gleichungen  ^154.  d.} 
gdu«  d«di  die  gleleheD  SttUUliiliimeii  llber  in  :  *  \ 

A«.  t  A;,  I  A£siVdP4^«-'4"dy :  d<d*#^44fd*4f8  d«liVM-4i^d*4''») 

wodurch  die  Richtung  des  in  0  sich  endigenden  unendKdl  groeMn  Biegiingshalbmesscrs  ge^ 

geben  wird,  und  da  dipspr  spnkrorht  «at  der  Krnmniungsebenc  der  Curve  bei  0  sieht,  so  ist 
damit  zugleich  auch  die  Lage  dieser  Kriimnuia^ebene  gegeben,  deren  Gleichung  man  aus  der 
(154.  0.)  durch  die  angezeigten  SabsÜMloiMn  irio  folgt  «iMl»  '  '  <     <  '  j 

Cdrdpr-ard»nc«-i)+(4rd'i-<«fn(*'-i')+(iiw-artfo(j^-r)=o 

••1 


CdVd«i»''-dird'OC«-'»)+Cd^J*<?-d«a*iO(«-0+C«i«'V-«J«'*^^ 

Es  verdient  hier  noch  der  Umstand  crwtthnt  zu  werden,  dass  sicH  die  Gleichung  (159.  c.} 
in  denselhan  eintachea  Formen  darstellen  lüet,  wekhe  oben  In  den  Giwobilngea^ldlc  Q  vod 
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(S51.  g.)  voisekonoMB  alid ;  ■•■  kuni  alalMi  den  VeoMr  itot  «mT  lartr  weKi  Srito  «le> 
keaden  Owttwm  <nch  fo  Mlnibini: 

Cd{d  9 +dr  dij'+  d  r  J  o  («p  f  d«  f, + d'  r  d'  v+  d'  r'  d'  u'd 

Seht  ■nuiiMBl 

(flM.M.3  dxdu  +  dx'du'+dx"da"=:jr 

und  sieht  dx,  dx',  dx"  in  x  "'s  Functionen  von  einer  nicht  weiter  bestitninten  VeränJerliclien 
du,  du',  do"  Iiingegcn  als  Functionen  von  einer  andern  unbcstinunten  und  mit  der  z  io 
kdieii  Zonnimiduuig  gebfachten  TerüMteilidm  •  w,  wodoreh  nmi  ridi  x  *b  FdmUmi  der 
bedien  vra  dmnder  onabUiqgigeo  VeründeriichMi  i  and  s  vorstellt,  wdche  wir  durcb  x,^  be- 

zcirhnfm  worcirn,  so  erhält  man  aus  der  vorstehenden  Gleichung,  vnut  DUO  «ie  mdl  diCMB 
Veränderlichen  ahleitet>  und  dazu  dtui  Abicitungszeicheii  d  gebraucht: 

!d/^=d»xd  »+d*x'd  tt'+tfx''d 
d =d  X  d» B+ d  Ji'  dV+  d  x* d»n*, 
dx,^  =  d'  X  d'  u  +  d'  x'  d'  u'+  d'  x "  d'  u", 

wobei  CS  durchaus  nichts  zu  sajjcn  h;it ,  rlass  Jas  Zeichen  d  in  den  zweiten  AWeftungen  der 
Coordinaten  ^in  einer  doppelten  Bcdeuluug  gebraudil  wurden  i^l,  weil  die  zweite  Uedeuluog, 
iMdidefli  in  flunni  Skne  die  Rochnaog  donAgenirt  «ordeo  bt,  nieder  in  die  ente  ttbergebt 
Setzt  niRn  in  djflMtt  AittdraGfceB  ^,  voA  V,  ift  if'*  für  z,  x*,  ^  and  a,  ni',  a%  M 
werden  sie 

=d  id  u+d  rd  v'+d  r* 


LO  I 


f 


d    = d'  I  d' ,? + d»  r  d'  1?'+  d'  r'  «r 


in  welcM  man  sich  unter  z  vod  s  die  besondero  Werthe  zu  denken  bat,  welche  diesen 
0  mkmma.  MWetot  diem  Aaedifkoba  Hast  riA  «n  der 


r 


(IM.  c)  die  ladiileheBde  Vom  an 


1  D  0  t 


welche  mm  in  gleicher  Wete  «ie  ob«  bei  d«  ^M.  g.)  gmarbübi*  iai,  «cb  bi  di0 
Qeatalt  aberfUrca  klani 
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■  ■ 

wobei  maa  tmiiier  aoter  z,  und  s  ihre  den  Piiacte  0  zukommenden  besondern  Werthe  sich  zq 
denkm  hat  Win  ■»!  die  Unache,  wanrnt  die  Glddningcn  (151.  f.)  und  (160.  d.}  vöUig 
einerlei  Formen  habtMi,  noch  IwMllders  einsehen,  so  kann  dien  in  der  folgenden  Wdf e  j;^ 
scbeliea.  Aus  den  Gleicliunigm  vor  (iSdi,  c.}  geht  hervor,  dass 

oder  ,^ 

dxdu 

ist,  uad  liiaraua  findet  loan  dmvli  succeasives  Ableiten  nach  i  und  s 

I*' 


 *M       ^    <*M 


,.         dttdxdjt^.— dutfadjr^— dxd'ttdjf^'f  d'xd'njit^ 


CMt.  Ii.) 


woraus  folgt: 

dicM  GMcinng  aber  aut  der  (101.      vdriHnden  seifsl,  d|it 


ist,  wie  aucli  die  Gleichungen  (151.  f.^  und  Ot  O.  d.)  aussagen. 

Die  TOiwlebendeii  Hdalioncn  (161.  «.  und  h.j  liefern  feiger,  weil  dx  =  i)xdu  und 
4w9n4Jt  jal:  * 

dx*da  du'dx. 


^  ^n' d/, .d*»' 
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Qod  nttebl  dieter  Mf  4m  Fnnct  0  angewandten  Uebertngmgen  verwandeln  sich  die  GWi- 
CI5S.  A  «Hl  in: 


iT  ct~7 — '  — u:;j — • 

 jA;_<ir'dV,,,-d'r;r.,.     c;       °d'/.,, -d^i;' 


welchen  man  auch  die  folgende  sehr  einPache  Gestalt  geben  kann: 

A;^-d(ü).  ^=-d(Ü£)  =' 

f«!  (  und 

ia  welchen  sänmilicb  naa  unter  s  ihre  dem  Puncte  0  zukommenden  Lüüondern  Werthe 
aich  vonaateien  haL  Die  ProjeclionaaaMen  A, ,  a;  ,  A;'  and  C, ,  ,  C;'  gchiifcn  den  in  0 
sich  endigenden  Krümmungshalbmesser  an,  und  aus  ihnen  lassen  sich  durch  MultipUcation  mit 
(>,  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  des  KrUmnmngsmiltelpunctes  finden.  Mnhiplleirt 
man  die  unter  einander  stehenden  Gleichungen  (161.  f.}  und  addirt  die  drei  tiich  so  ergt»ii«H- 
dea  Berallale  an  einander,  fo  eclridt  anai,  w«fl  ^G|H'A;c;+A;'C^ =«  iit 

176)  Alle  {b  der  vorigen  Nummer  endialtenen  Ausdrilcke  besitzen  neben  ihrer  nirgends 
onlcrbrochenen  Symmetrie  noch  den  grossen  Vorthcfl,  dass  man  in  ihnen  was  man  will  zur 
unabhängig  Veriinderlichcn  marhen  darf.  Wir  wollen  hier  noch  snm  Beschlüsse  der  über  die 
un^cne  Curve  angestclllcn  Untersnchungen  die  Femen  aufst^len,  in  welchen  sich  die  Lange 
and  lUchlnng  des  KfflomaBgsfaatbroessers  ausspricht,  wenn  man  die  Linge  der  naebenen  Curve 
von  einer  völlig;  bestiininlcn,  \>i\nvohl  an  sich  bclieliigon  Slclle  nus  bis  zu  dor  hmorgcliobo- 
aea  Stelle  hin  zur  aiuibhängig  Vorlndeilichea  niunnL  In  diesem  Falle  ist  die  onal^ngig  Ver- 
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iBdarikha  dieMlb»  Ch«iM,  iraMn  k  Ifr.  174  Avch  C  baeioluiel  woidM  iit,  «hI  in  Bcnf 
«tf  mM0  dar  Glaidraiiv  (isa  c.)  mr  Folg« 

iai.  Wird  nm  t  zur  Ümbhängijrcn  gcnonunen,  m  nrt  dSssi  oder 

Cd  x  d  u  +  d  X'  d  ü'+  d  X"  d  0*=  1  ,  (|«t. 

nnd  wird  diese  Gtekbuag  nach  der  gewihilen  iinahhingig  VeränderUchea  abgeleitet,  so  erhllt 

d*zdii+d*x'da'+d*^d«''+dxd*n+di'd*ti'+d^^n''»0, 
wdehe  GMdmg  in  OonlMdmil  dir  in  Ur*  i&k  gßgilbmt»  (iSÜ.  f.)  in  die  swei  «ndem  ter- 

aii: 

d'  A  .1  u  -j-    x'  d  u  -f  J'  X  il  u."=  0  ,    d  X  d'  u  +  d  x'  d"  u'4-  d  x"  d^  u"=  0  -  (tM«  b«) 

l)ie  Gleichungen  (,162.  tu)  uud  ^162.  b.^  zeigen,  dass  bei  der  hier  gewäUlea  anabbüQgig  Ver- 
indriGehm 

jK^,=l  md  '«i;r^,=0  w  wie  *d;r^=0 
irird,  weM  die  CMeiAng  C^W.  d) 

it 

tfi^f  oder,  wenn  nun  Ihr  ix,^  seinen  in  der  lebten  GleldMny  (IflOl  e.)  nngegdieieii 


Aus  dem  gleichen  Gründe  verhandeln  sich  bei  der  hier  angenonunenea  Unabhängigen  die  Glei- 
düngen  (161.  f.)  üb: 

^=-d»|.  f=?-dT  »d  ^•=-d«,.g=-.d'{'.|=-d«^,Cit».A) 


weMie  Anidmeke  ciiä  eltannillkik  dnrdi  am  groeee  Binfeiiliheil  fvt  aHeo  Uwigen  herveilluni. 
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Wiertcr  Abschnitt* 

Vin  den  verscbiedeoeD  GestalfpD  der  Gletrhonren .  fn  denen  die  krnmmen  liniM 
•der  flAciieo  der  zweiten  Ordiiimg  an  vcrsi  [mdenea  Coerdlnfttejisystemeii 

stell  darstellea  lässeu. 


Tm  do  cICMft  Qvffi  dar  nraHti  ffHuBiSt 

177}  Beim  Uebertragen  der  Puncle  auü  einem  ebenen  Sysleme  in  ein  anderes  derselben  . 
Bbcne  angchüriges  flnden  die  im  «nkn  Abscihnille     &  MiffeatelllMi  Caeklwugen  ihra  An- 
if«  enduii|r,  von  denen  wir  die  foHgeodeii  tur  BetneaiBeUieit  der  Hiawdiniiigeii  iüer  iniclweilien 

wollen : 

tl.n.)      x=Ay+A.y',  x'=A'y  +  A;y'  und  a«=(B) v  +  (B') v',  CIJt'=(BJv  +  (ß:)v' 

iß^hO     n=Cy+Cy',    u'rsCj+dY  «id     0=Bt+BV,  n'=B,T+B,V. 

Die  <  int-ri  k'innen  zur  Ucbertmgung  der  sddefen,  die  andern  zur  Ucbcrlragang  der  senkrech- 
ten Coordinnlrn  rntwedcr  in  schiefe  oder  in  scnkrocMe  licniUzt  worden.  Mun  kunn  (k-n  btiilcn 
luntcm  in  (i.  a.}  und  in  (1.  b.}  stehenden  Gleichungen  eine  etwas  abgciindertc  Gestalt  geben, 
wodnrcfc  ti»  den  vordem  ilmlictier  werden;  celit  mm  nitadidi  in  die  etnen  für  die  Ftojedlon»- 
zahlen  mit  dem  nnindzcichcn  {Ti]  liie  inil  den  Grundzeicbcn  (^/]  aus  den  im  ersten  Ab- 
sdiniltc  milgcthoilten  und,  wenn  man  x"=v"=u"=0  setzt  aucb  iut  ebenen  Systeme  gttlligen 
Gleichungen  C^7.}  ein,  und  in  die  andem  «lelk  der  ProjwlieBewUilen  mü  dein  Gnmtaciahea  B 
die  mit  dem  Grundzciclien  (F)  wn  denselben  Gieieknngen,  lo  gdion  aie  lllier  io : 

In  diesen  €!eichungen  bedeuten,  wie  immer,  A,  A'  und  C,  C  die  schiefen  urid  senkrechlrn 
Projeclionszaldcn ,  welche  die  Axe  AY  des  neu  eingeführten  ebenen  Systems  an  den  Axcn 
AX,  AX*  dei  onprlingUehen  Systems  fielit«  oid  eben  MA|,A;indG,,C;^der  Aza 
AY'  an  den  Axon  AX,  AX';  femer  stellen  (J),  {A)  und  (Fl,  iT'}  oder  {J.:,,  {J':  ^mA 
{I'd I  (^i)  schiefen  und  sciikreclilen  Projeclionszahlen  der  neuen  Polaraxen  und  A S)' 
an  den  gleidien  Axen  AX,  AX'  vor,  und  Xi ,  2>;  sind  die  Xosfanise  der  WMtd,  weUie  dia 
Axan  AT  and  Ag),  AY'  und  AS)'  mil  einander  machen. 

Die  vorstehenden  Gleieliungen  (^1.  n  hi^  )  :?chfn  in  Rlljronieinsler  Weise  die  Beziehangen 
zu  erlkeniien,  weiche  zwischen  den  Coordiuaten  vun  cincui  und  demscU>en  Puacte  an  zweierlei 
ebenen  Syatenen  nü  einerid  Spüse,  C<ider  an  awei  kdiperUdien  Systemen,  dem  diftia  auf 
den  zwei  andern  senkrechte  Axen  man  sich  in  einanderliegcnd  zu  denken  hat)  stall  finden ; 
num  Juuin  indessen  diesen  CorrelsUoasformein  dadiirch|  dsss  oiaa  einer  Axe  des  neu  einzu- 


Digitized  by  Google 


f.  l«w  Mr.  178. 


flihmdm  Syitoau  eise  lM«md«M  Lage  toimMU,  no^  äMwM  MdB»  Umaim  CmHI- 

ten  cr<  hm     So   iitihmcn  die  zwei  vordem  GWcfealfHI  (!•         Wtn  mn  dtesAsU  AT  ■!! 
der  AA'  aiiarnnmeafallBa  Usst,  weil  dtiui 

Ai=0  und  Ai  =  i 

wird,  die  foigcadc  Gestalt  an: 

x  =  Ay    und   x^A'y  +  y*  C** 

und  IhnÜdi  nehmen  die  xwei  vordem  (Heichangen  (1.  c.)  wenn  man  die  Polaraxe  A  9"  mit  der 
CtnndBaB  AX*  lumnMaMteii  Bnt,  weO  da« 

«lfd,  die  MgMide  GeiUU  «i: 

x=^Y  und  i^^^-^r+^y'.  C«.M 

Bbw  M»  wnrandelii  ifeh  dw  sird  TOidani  CMeidMng««  C*.  k),  w«m  mm  die  Aae  Alf  Mil 
der  Polareiw  A3E'  saMnacn  faBeii  Hut,  wei  dann 

C.=0  und  C:s=C 

wird,  in : 

und  älinlich  vorwandeln  sich  die  zwei  hintern  Gleicfaun^n  (1.  c.)«  wenn  mm  die  folaim 
A 9"  mil  der  Pelemze  AS'  xonamen  fallen  Usst,  weil  dann 

(r.)=:0  und  (0  =  ^! 

in: 

a=^»  und  »'=(^>v  +  |v';  €t.A) 

hierbei  bedeutet  (S|  den  Kosinus  des»  WinkeU,  welchen  die  zwei  Axen  AX'  und  A£'  tnit  ein- 
ander aiaAeit  Dfeae  bewndem  CSeicliiHqjeii  hdwn  nk  aw  der  grosaen  AnnU  alier  mOgB- 
chen  berriMgelMben,.  waH  irir  t««  flnaB  bald  Cranell  m  mukm  TOifedien.  ^ 

178)  IbI  eine  tSten»  Curve  ia  adUelto  Coenttoateit  dnidt  eine  Gleidniac  ven  der  Form : 
oder  bi  eenkreditai  Ceeidhalen  davdt  die  GJeMnng^  von  der  Vom 

gef^rctit'ii ,  worin  x,  x'  die  schiefen  oder  u,  u'  die  senkrechten  Coordinalcn  der  Curvcnpunctc 
an  dLMi  A.\L-ii  AX,  AX'  eines  beliebigen  ebenen  Systems  vorstellen,  alle  übrigen  Uucbslabeo 
du|^L-Kt'ii  bolkbige  etMÜicbe  reelle,  positive  oder  negative  Zahlen,  die  zum  grössten  Thel  aoch 
null  üeiii  können,  iMdeulen,  ao  wird  daa  dorcb  eine  solche  Gleichung  dnr^LsielliL-  Gtbllde,  eine 

ebene  Curve  z\yeit<'r  OrdnMiijr  jrenonnt,  ans  dem  (Irniuli',  weil  diu  GlL-icLuii^^  einen  gan- 
■xen  Ausdruck  in  sich  Mufiuuuut,  der  in  Bezug  auf  die  iieidun  Coordinalcn  vom  zweiten  Grade 
jaL  :  h  ailaa  anf  dm  Nahen  Seitea  ateliendea  GBedem  dieser  Gletdun^en  Inien  die  CoonSnef 
teil  zweimul  liinltT  einander  als  do|){>clli'r  Farlor  »uF,  weswegen  wir  sie,  in  ihrer  ^'L•r^in(Iull^ 
«ufgefasst,  den  Thcil  der  zweiloa  Diucnsioa  der  Gleicituaf  netioea  .wertlea^  a\d  der 
1.  49 


0- 
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iwMm  8«fto  Metet  QMumgn  Mngegw  kooMt  «in  6Hed  vor,  du  gm  Mm  CoordiMlB  h 

sich  enthält,  und  das  wir  ans  diesem  Gruiiil(^  dns  rons'lantc  Glied  der  Gleichung  nennen 
woUeOf  aber  «usterdem  stehen  «nf  dieser  Seite  nur  nocfa  Glieder,  in  weichen  eine  der  Co«r- 
dhrnten  all  cinfadier  Factor  «nllrilt,  dte  wir  In  Ihrer  Yeiliindang  aurgeraast  den  Th«R 
ersten  Dimension  der  Gleichung  nennen  werden.    Ist  man  willens  die  ebene ,  Ciurve, 
welche  durch  eine  Glcicliung  von  der  in  (3.  rt.)  oder  (3.  b.)  niedcnjclegten  Fonn  an  den 

^'  -  Axen  AX,  AX'  eines  ebenen  Systems  dargesteUt  wird,  an  den  Axen  A¥,  A\"  eines  neu 
«iamflUirfBiPeii  ebenea  Syalenw  lait  daraelbeD  Spitse  und  deneOieii  Ebeae  mtgilbMg  daimstel- 
len,  so  darf  man  nur  in  die  geyrrbrnt»  Glfirhnng  fiir  x,  x'  odrr  n,  u'  ihre  in  den  Glcichun« 
gen  (1.  a.  bis  c.}  gegebenen  Wcrtbu  ci^uelzcn,  um  die,  Gleichung  zwischen  den  Coordiuaten 
y,  y'  oder  v,  v*  derselben  Curve  in  deii  neuen"  Axen  sit  erhalten ,  wobei  nun  allen  Zeichen 
die  ihnen  dort  zukommende  Bedeutung  bewahren  muss.   In  dem  Fullu  wo  einer  Axo  des  neu 

:  ;  einzuführenden  Systems  eine  besondere  Lage  vorgeschrieben  wird,  hat  uiaa  anstatt  Jener  allge- 
tucinen  Gleichungen  besondere  za  nehmen,  wie  die  (2.  u.  bis  d.}  sind;  weil  aber  alle  solche 
UflbeitragiingsfiaÄDeln,  so  langO  did  beiden  ebenen  Systeme  eine  gemeinschaftliche  Spitze  h«^ 
ben,  immer  homoo^cne  GldeliuiiiTcn  des  ersten  Grades  bleiben,  so  j^iebt  bei  jeder  aüigUcbeo 
suicben  Ucbcrtraguiig  der  Theil  von  einer  bestimmten  Pim^usiun  inmier  wieder  einen  Theil  von 
der  gleichen  Dunenaion  in  der  nen  gdiildelen  Gtetefaing  her,  and  du  oonatante  Glied  ]i|eib^;|p 
der  gegebenen  und  in  der  «u  ihr  abgeleiteten  GMchoog  unaosgesetst  das  gleiche. 

Wenn  man  nher  die  ebene  Curve  der  zweiten  Ordnung  an  einem  andern  in  der  gleichen 
Ebene  gewählten  Coordioatensystem  dantelleo  will,  das  eine  andere  Spitze  0  liat,  deren  schiefe 
und  aeokreditn  Goordmalen  an  den  Azen  AX,  AI?  dnrch  ^,  ^  und  t;,  tj'  vurgesteltt  wer« 
den,  and  dessen  Axen  den  vorigen  parallel  und  gteiiillialig  gedacht  werd«i,  wesshalb  wir  sie 
durch  OX  undOX'  vorslelien  worden,  so  hat  man,  wenn  x, ,  Xo  und  «, ,  n^  die  schiefen  und 
senkrechten  Coordinalcn  der  Gurveiipuncte  an  dieüen  neuen  Axen  bezeichnen,  den  im  ersten 
Absdnitle  ni^fetheOlcn  Gkdcbuigen  (T.)  nr  F^fe,  iran  nnn  der  llalur  des  ebenen  S^teou 
'  gcailiis,,  die  ifair  die  dritte  Axc  sich  beziehenden  CeordüMten  mil  sein  liisst, 

(4,-)  a[={  +  x,  ,   x'=|'-f-  x;    oder   u=*/4-u,  ,  u'=i;'+u; 

zn  setzen,  wob<*i  mnn  sich  die  Grössen  i,  und  ,  undurcli  die  seliiefen  und  senkrech- 
ten Coordinatcn  der  neuen  Spitze  0  angezeigt  werden,  alü  cori&lunte  Grü»äen  vurzustellcn  hat, 
weidie  Ursache  werden,  dass  aus  den  Thele  der  sweüen  Diinenslen  in  der  gegAenen  GM- 
chung  nicht  blos  wieder  ein  Theil  der  zweiten  Oimenston  in  der  aus  jener  abgeleiteten  Glei- 
choag  hervor  gebt,  sondern  neben  diesem  noch  Glieder  erscheinen,  die  zu  dem  Theilc  der 
ersten  Dbnennon  und  tp  dem  eonstanlen  Gfiede  geschlagen  werden  nOssen,  und  eheneo  gtebt 
der  Theil  der  ersten  Dimension  in  diesem  neuen  Systeme  neben  den  Gliedern,  die  in  den  Tbetl 
der  ersten  Dimension  gehören,  noch  andere  her,  die  zu  dem  constanten  Gliede  gesdilagen 
werden  müssen.  Wenn  also  die  Spitze  des  neuen  Coordinatensyslems  nicht  in  der  Spitie  des 
nrsprilngUcfaett  flegen  bleibt,  so  giebt  nicht  mehr  der  Theil  von  einer  bestimmten  DimemieB 
wieder  blos  einen  Theil  von  der  gleichen  Dimension,  wie  dn  wo  die  beiden  Systeme  efne 
meinschaAliche  Spitze  haben;  weil  aber  die  Gleicbangea  (4.)  stmmlitch  nur  vom  ersten  Grade 
sbid,  so  nnmdt  Äe  neue  Gleiebang-  doeh  endk  hier  wieder  nor  einen  Avedrvck  deewibew  Gn» 
des  wie  die  gegebene  in  sich  auf,  md  Uertft  Uegl  die  BeeMAHlIgnng  für  die  BeMonqg: 
,ctene  Caere  xweiler  Ordauog." 


Kr.  ITff. 


KbM0  OvnMi  «ftlttr  Of4iW|. 


h  dm  aldwlM  Nteamn  vrerim  vir  wnnMk— Hl*  mv  «rf      V«HMmm9m  mm 

Augenmerk  binrichlea,  welche  in  licm  Theile  der  zweiten  Diutenuon  vorfallen,  wahrend  eine 
Giekbang  voa  einer  der  bi  (3.  a.)  oder  (3.  b.)  angsgebeaen  Fomm  411«  einem  CoordioateiH 
■yriMM  ii  ifei  nderN  «bergetamgwi  wM,  deswegen  werden  wir  diM  nr  Atiktamf  im 

ft  +  2rx  +  2-/x'=M  und    r +  2;u-f  2^  u'=iV  C** 

seU«n,  wodurch  die  eben  angeführten  Gleichungen  in  folgender  Art  sidt  sclircibcn  lassen: 

ux'  +  a\'^-\-2ßxx'—M   und   «5n» -f  au^^- 2« mu'=  TV.  <■•*•) 

Die  Tbeilc  M  und  N  ver^randelu  sich  bei  jeder  Uebertraguug  der  Gleichung  aus  cmciu  sy- 
fteme  in  ein  «deree ,  du  mit  dem  «nlen  eine  feMiuchalUiche  Spitze  hat»  «n  den  in  dieeer 
Kummer  angezeigten  Gründen  in  andorc,  die  wir  darch  M,  und  N,  bezeichnen  werden,  welche 
dissdbe  conslante  Glied  and  ausserdem  noch  den  Thoil  der  ersten  DimeoKiOfi  bezüglich  der 
Moen  Coordinalen  in  ikk  tafnefaiien,  der  «w  dem  der  gegebenen  Gleiohang  dardl  die  bei 
dieeer  Veberfn^gnag  TUnnefaDenden  Svbfätiitioinen  crlidlin  wird. 

179)  Wir  denken  nni  jelit  dorcli  die  SpilM  A  de*  dienen  Coordmatenryslemi,  an  wel- 
chem die  ebene  Curve  zweiter  Ordnung  durch  eine  Gleichung  von  einer  der  in  ^5.  b.)  stehen- 
den Formen  gegeben  i5t,  zwei  neue  Axcn  AY,  AY'  gelegt,  welche  in  derselben  Ebene  wie 
die  urspritnglichen  AX,  AX'  liegen  bleiben,  und  von  denoi  die  eine  AY'  mit  der  AX'  zu- 
stuammenrällt,  so  dass  Tür  dieses  neue  System  die  Relationen  (2.  a.)  bestehen,  wenn  die  ge- 
gebene GlcichuniT  von  dsr  ersten  in  (5.  b.)  enthaltenen  Form  ist  und  man  eine  GiLitlmng  in 
schiefen  Coordinatcn  am  neuen  Systeme  erhalten  wilL  Dann  erhalten  wir  die  verlangte  Glei- 
dnmgt  wenn  wir  in  die  gegebene  l&r  z,  1*  ihre  aus  den  Rebdienes  QL  a.}  gegdieneil  Verlh* 
ewisäaen;  ihut  man  diess»  an  geht  die  gegebene  Gleichnag  über  in: 

C«A»+Ä'A"+8^AÄ')3»+Ä'j«+»CK'A'+ßA)yy=M;,  («.«.) 

wo  M,  das  bedeutet,  was  aus  M  durch  die  gleiche  SiAsUntion  hervorgeht,  und  ia  M,  and 
M  ein  und  dasselbe  eonstmte  GUed  enlhaUen  isl.  Wülitt  man  nun  die  andere  neue  Axe  Alf , 
80  dass  •  ■  . 

«rA'+^A=0  C«*M 

wird,  so  Yerwanddt  sieb  fie  Toalebende  CkUk/ag  in  •    .  .  < « 

AC«eA+|IA'>J*+*«y^«i. 

in  welcher  das  Glied  vom  Theile  der  zweiten  Dimension  verschwunden  ist,  worin  das  Prodnot 
yy'  der  beiden  Coordinalen  als  Factor  voikomait,  so  dass  vom  Theile  der  zweiten  Diaaeasion 
Uos  diejeidgen  Glieder  nrttd^  bleiben,  welche  das  Ouadiit'von  Jeder  der  newn-Gpoidinaten 
in  sich  enthalten.   Setzt  man  in  die  Gleicluing  (6.  c.)  iiir  A'  seinen  Werth  ans  der  (]lt,  b.}  , 
ein,y  so  Hast  sich  dieselbe  in  der  fo^feoden  Gestalt  autslellea: 

HieriMi  M  su  beaMilMR,  ilasi  die  B«dirtg«ntg  (6.  h.)  sich  «iMh  1»  MshsIdMMto  PMpeiliali 
'Mdlow»  Ha«: 

A;A'=o's— jJ,       .  C«*«*) 
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«raMM  «MMgt,  dus  idA  dto  rtafeetfoiinlleB  A,  A'  der  Wrliliin  AT  n 

müssen ,  wie  dip  beiden  pfprehenen  endlichen  und  reellen  Zahlen  nid  **~/^'  H**"  '""'s'  s''^'' 
nach  dem  im  ersten  Abschnitte  (Nr.  32.^  Gesagten  immer  eine  MiaUMlf  Mdfeiden,  deren 
ieUefe  oder  iealnecltte  Pro|0cliOMnhlea  lidi  n  ei— der  wie  gegeiwe  wdlidw  «nd  redb 

Zahlen  verhallen,  so  dass  also  von  dieser  Seile  her  dem  Hi  liin^ren  zur  Glcichuni;  (G.  hS)  nie 
Hindernisse  in  den  Weg  gelegt  werden,  und  diese  dnher  nuf  dein  von  uns  betretenen  Wege 
jedesmal  erzielt  werden  zu  können  scheint.  Man  darf  jedoch  nicht  iibcrseiien ,  dass  weiui  jeti 
I  Gleichung  einen  SiOB  Ir  jich  tragea  mO,  iUe  beiden  Richtungen  AY  und  AY'  die  Axen  eieee 
elieiien  Coordinalensyslenis  bilflen  mässen,  und  dass  hierzu  erfordert  wird,  dass  jene  beiden 
lUchtungen  nicht  in  einer  Geraden  liegen ;  desswegen  wird  zur  Möglichkeit  der  Gleichung  vef- 
«US      'Piii)«etfo)iiahI  A  nicht  >Ai  'iiiiB'  W6i<K^  ^^iÜM  dl^  lUdMni||elHI1 

und  AY'  iü  (iiHT  und  derselben  Geraden  Regen  wiinien.  Es  wird  nber  der  Proportinn  ((>.  eA 
ZOT  Folge  nur  dann  A=0,  wemt  t^ssO  ist,  milhin  ist  der  einzige  Fall,  wo  man  die  Cerw 
MfeBli^  ^ii3ritai|f''tf^f'^äli'''iM''9H%eVdMlBlif  W)ige  nicht  iMicli  Mnd^  Gieic^nng  voA'tMr  F8M 
(6L  c.}  darstellen  k mn.  ila  vorhanden,  wo  es  sich  zeigt,  dass  in  der  gegebenen  Gteichnnf 
•^=0  ist  Man  üLiTzeutrl  sich  indessen  leiclit,  duss  srlhst  wi-nii  «'—(',  niclit  aber  ziifrleieh 
eouai  e(=:0  ist,  derselbe  Zweek  sich  iuiiuer  noch  dudureli  erreichen  lussl,  dass  man,  anstatt 
die  Axe  AY'  mit  der  AX'  ziisammenTallen  zu  lassen,  iBe  AY  mit  der  AX  vereinigt,  «rodnrch 
miin  7.U  Resultaten  geführt  wird,  die  sich  ans  denen  (ß.  b.  und  d.)  ergeben,  >venn  man  a 
mit  a  und  A,  A'  mit  A|,  A^  vertauscht,  su  dass  jetzt  diu  lieslipunung  der  Prujcctionszahlcn 
A.  und  A:  von  der  TtSgMktA  '^i"  "  « 

'  A.  :  A:  =  «  :  -jJ 

abhiinpt,  welche,  wenn  «  nicht  null  ist,  filr  AY"  immer  eine  andere  Ridilunp  als  die  Piir  AY 
gcuomucnc  finden  lasst,  so  dass  an  diesem  neuen  Systeme  die  Curve  zweiter  Ordnung  durch 
eiM  GIdchnng  von  der  f  onn  (6.  c.^  wirididi  dewlellber  iit 

«  • 

Ans  den  von  tuenden  Betraditnngen  geht  hervor,  den  nun  eine  Cnrve  sweMer  Ordnung, 
welche  dndi  eine  Gleicknng  von  der  ersten  in  (5.  b.^  enthaltenen  Form  gegeben  ist ,  immer 
an  einem  neuen  Goordinalensysteme,  die  mit  dem  ur^rttnglichen  eine  Axe  gemein  bat,  durch 
eine  Gleichung  darstellon  kann,  deren  Tbeil  der  tweiten  Dimension  nur  solche  Glieder  in  sich 
anfaumt,  wehte  die  Qoedrale  der  CoonÜMtea  ab  Feder  in  aich  Ingen,  bÜ  AuMdune  dei 
gan  bMonden  FaDef ,  wo  glekhieftig 

0=0  und  s'sO 

ist,  d.  Ii.  wo  der  TheO  der  zweiten  Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung  blos  das  eine  Glied 
in  sich  aufgenommen  hat,  welches  das  Froduct  der  beiden  Coordinaten  in  sich  enthilt.  b 
tfeeem  Fde  i*er  «int  die  fiMehmv  («.  O  «•  Oestft 

an ,  wobei  ß  nie  null  sein  kann,  weil  man  es  sonst  mit  keiner  Cun  c  der  zweiten  Ordmnf  n 
thun  hatte,  und  zeigt  so,  dass  man,  währeod  die  eine  Axe  AY'  des  nen  einzuführenden  ia 
der  cinea  Axe  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleibt,  der  andern  Axe  A  Y  nnzähhch  viele 
«riwaiaea  Ihm,  «d  Ia  dar  u  danfi  noMB  SyUNM  eMMehendan  GleiahH«  «ia  GMed  Im 

Theile  der  zweiten  Dimension  Buftritl ,  dus  das  Quadrat  von  einer  Coordinale  zum  Factor  hat ; 
denn  dazu  wird  weiter  nichts  erfordert,  als  dass  man  weder  A  noch  A'  null  sein  Uiast.  Von 
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dar  Gleichung  (6.  f.}  aus  kann  man  dann  aber  iminer,  den  TOrigen  Ergebnissen  gemäss,  durah 
eine  aodunallge  WtodetMlmg '  dei  Mheeen  VarEriirens  zu  ciaer  Gleichung  von  der  in  (6. 
anfrefrobcneti  Fiinn  gelang«»,  M  dm  um  mit  veller  Sichwliett  dm  oacbstchenden  Sals  mf- 

sprccbeii  darf: 

Fehlen  in  dein  Theile  der  zweiten  Dimension  einer  Gleichung  von  der  er- 
sten in  (5.  b.)  enthaltenen  Form»  wodnroh  eine  ebene  Curve  zweiter  Ordnung 
dargestellt  wird,  aieht  gleiehieUig  die  beiden  Glieder,  weiche  den  Quadrat  ven 

einer  Cordinate  rum  Factor  haben,  so  iHsst  sich  jfdnrzcil  nin  ncuns  Coordina- 
Icnsysteiu  angeben,  welches  eine  Grundaxe  mit  dem  ursprilngiichen  gemein 
hat,  und  an  welchem  die  Corve  «weiter  Ordnung  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form  (C.  c.)  dargfstolit  wird,  deren  Thcil  der  zweiten  Dimcnsio n  das  Glied  nicht 
mehr  bcsilzl,  wrlt  hes  das  l'rtMhu  l  der  beiden  neuen  Coordinalen  tnxn  Factor 
hat;  enthält  aber  der  Theil  der  zweiten  Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung 
jinr  das  eine  Glied,  weichef  des  Prodnct  der  beiden  Coordinaten  x  und  zum 
Factor  hnl,  so  kann  man  zwar  nie  zu  einer  GIei<huiiür  von  der  Form  (ß.  c.)  an 
, einem  Coordinatensysleitie  gelangen,  das  eine  Grundaxe  mit  dem  ursprüngli- 
chen gemein  hätte,  wohl  aber  stets  und  auf  unzählig  viele  Arten,  wenn  man  die 
gegebene  Gteiehnng  merzt  in  ein  neues  Coordinatensystem  Ubertrigl,  das  vom 
ursprünglichen  cino  Grundaxe  beibehält,  und  (tnnn  noch  einmal  ans  rlicscm  in 
ein  drittes,  welches  die  andere  Grundaxe  von  dieüein  letzten  in  sich  aufnimmt. 

180)  Nachdem  wir  gesehen  haben,  dass  es  immer  möglich  ist,  aus  der  ersten  Gleichung 
(5.  b.},  wodurch  eine  ebene  Cuno  zweiter  Ordnung  in  schiefen  Coordinatca  gegeben  wird, 
eine  andere  absuleHen,  wehdm  dieselbe  Curve  wieder  in  .scUefen  Coonünnlen  datsldtt,  deren 

Theil  der  zwrilon  Dimension  aber  das  Glied  nicht  mehr  in  sieli  enthiilt,  welchem  !;; :  Pri  fitict 
da*  beiden  Coordinaten  zum  Factor  bat,  wollen  wir  jetzt  zusehen,  ob  sieb  aus  derselbeu  gege- 
benen Gieiohnnf  andt  hnmer  ehie  andere  in  senkredden  Coordinaten  efhalteQ  llsst,  welche  die 
gleiche  Eigenschaft  besitzt  Lässt  man  die  Polaraxo  A  fp'  des  neu  einzafilhrenden  Sybioms  mit 
der  Cnindaxp  A  X'  des  ursprünglichen  zusammeid'alli  n,  und  setzt  man,  um  eu  einer  Gleichung 
in  senkrechten  Coordinaten  zu  gelangen,  in  die  gegebene  Gleichung,  dieser  besondern  Lage 
Yen  AST  entsjlrecbend,  ,niir  x'  iiiM  «iS'<ii»  Gleidiiiiigen  (2.  b.)  entiumiiM^  ein, 
so  iuidet  min:  '' "  .  .■:  ii.i;  -. 

wo  wieder  M,  das  vorstellt,  was  aus  M  durch  die  jetzige  Substitution  hervorgeht,  und  ausser 
dem  vorigen  coostanten  GUedc  nur  den  neuen  Theil  der  ersten  Dim^ion  in  .  sieb  aufnimm|> 
Wihit  man  mm  die  ^em.  Polapae  A^  so,  diw  , .  . 

wird,  so  verwMMkit  dich  die  terdtoheude  Gleichung  iu: 

^'(«(^)  +  /9M'0v'+litfV'=M.,  '  et*«*! 

und  mm  hat  ihr  Theü  der  xwcilen  Dhuension  des  Glied  nicht  mehr  in  sich,  welches  das  ?xfh- 
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dMl  dar  Mim  Coordtaalen  v  mi  V  in  aii*  «faiaBL  Ueia  GMdMf  ntant,  «wm  mni 
Ar  (^J  MiMa  Werdi  mi  der  (7.  b.)  in  sie  einsetzt,  die  ftdgmde  GsaMl  an: 


Da  die  Bedingung  (,7.  b.)  die  gleiche  wie  die  (6.  b.}  nur  mit  dctn  (Jnlerscbiede  ist,  dass 
In  Ihr  die  Pobnue  A|)  aaftrüt,  wo  In  der  ▼er^eo  die  Grandaxe  AY  TOfItain,  ao  laan«  ridi 

hier  an  die  Polaraxcn  A5),  A^!)'  nllo  die  Befrachtungen  wieder  anknüpfen,  welche  in  der  vo- 
riisren  Nunuuer  au  die  Grundaxcn  AY,  AY'  angeknüpft  worden  sind,  und  man  gelangt  darch 
sie  jet£l  m  den  naehilehenden  Satoe: 

Fehlen  in  dem  Theile  der  zweiten  Dimension  einer  Gleiehung-  von  der  er- 
sten in  (5.  b.)  cnthallrncn  Form,  wodurch  eine  ebene  Curve  zweiter  Ordnunof 
gegeben  ist,  nicht  gleichzeitig  die  beiden  Glieder,  welche  das  Quadrat  von 
einer  Coordinate  zum  Factor  haben,  so  llsst  sieh  jederzeit  ein  nenes  Coordl- 
natenayatein  angeben,  dessen  eine  Polaraxe  mit  der  einen  Grnndaxe  des  ur- 
sprünglichen Systems  zusammenrollt,  und  an  welchem  die  Curvr  zweiter  Ord- 
nung durch  eine  Gleichung  von  der  Form  ^7.  c.}  dargestellt  wird,  deren  Tbeti 
der  sweitcn  Dimension  das  Glied  niehl  mehr  hestlit,  weiehes  das  Prodact  der 
beiden  neuen  Coortliniilen  zum  Factor  hat;  entliiill  aber  der  Thoil  der  zweiten 
Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung  nur  das  eine  Glied,  welches  das  Pro- 
dnct  der  beiden  Coordlnaten  x  und  znm  Factor  bat,  so  liann  man  «war  die  tu 
einer  Glcielnmo;  von  der  Form  (7.  c.')  un  einem  Coordinatensystcm  golangonf 
dessen  eine  Polaraxe  mit  der  ein' n  (Jrnndaxe  des  ursprünglichen  Systems  zn- 
sammcnrallt)  wobi  aber  stets  und  aut  unzählig  viele  Arten,  wenn  man  die  gege- 
bene Gleichnng  suerst  in  ein  nenes  Coordinatensyatem  ttberlrift,  dessen  ein« 
Polaraxe  in  cin'M-  (Grnndaxe  des  ursprünglichen  Systems  tieireii  bleibt,  und  dann 
noch  einmal  aus  diesem  in  ein  drittes,  dessen  eine  Polaraxe  in  derjenigen 
Grnndaxe  des  aweiten  Syalems  liegen  bleibt,  die  der  andern  Polamxe  in  die- 
sem zweiten  Systeme  entaprieht 

JBI)  Bs  Meibt  uns  jetzt  nodi  übrig  sn  ze^en,  dass  sidi  analoge  Folgeningen  anch  in 

BetrelT  der  zweiten  in  (5.  b.)  stehenden  Gleichung,  wodurch  eine  elienc  Cur\e  zweiler  Ord- 
nong  gegeben  sein  kann,  ziehen  bissen.  WitUen  #ir  zuvürdcrst  aus  dieser  Gleichung  eine  an- 
I  dere  in  scbieTen  Cooidfamlen  herleiten,  und  lassen  wir  die  Gnmibxe  AT*  des  nen  emznfllbrendat 
Systons  in  der  Polaraxe  AT  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleiben,  wo  dann  in  die  ge- 
gebene Gleirtiiinf  fUr  u  und  u'  ihre  durch  die  Gldchongen  ^8.  c.^  gegebenen  W^the  eiflgi^ 
setzt  werden  uiUssen,  so  erhalten  wir: 

(».  a.)  CJC'-l-5  C'^4-2*CC3y'  +  5'(Sry-+2C3'C'+*Q(r;yy'=JV,, 

wo  Jf,  das  vorstellt,  was  aas  N  dnrdi  die  jetzige  Snbsiitnlion  hervorgeht,  und  neboi  dem 
eonstantcn  Gliedc  der  zweiten  Gleidmng  (9.  wir  Mch  den  neuen  Thell  der  eisten  Dimen- 
sion in  sich  aofnimmL  Wühlt  nmn  mm  die  zweite  neue  Axe  AY  so,  dass 

wird,  so  verwandult  sich  die  vorstehende  Gleichung  in: 
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in  welcher  vom  HwO  da  zweiten  Ditnemlon  das  Glied  verschwunden  isl,  weiches  das  Product 
yy'  ftcr  boiilrn  neuen  Coorrfinatcn  zom  Factor  hat,  so  d«ss  in  diesem  Thcile  mir  solche  Glie- 
der zurückbleiben,  wdchc  das  (Quadrat  voa  eioer  der  neuen  Coordinalcn  tum  Factor  haben.  . 
Seist  nm  in  «fiese  CUeidmiig:  Dir  V  sefnen  Werth  «iis  der      b.}  ein,  ao  wird  fie: 

Die  Beüin((ung  (6.  b.}  hat  die  gleiche  Form  wie  die  (6.  bj,  uur  dass  hier  die  CociTizien-   . . 
ten  ir  und  «  stellen,  wo  dort  die  analogen     mi  fi  standen,  uifd  dass  hier  die  senhrechlen 

ProjoctioBszahlen  C,  C  der  Rie-htuog  AY  vorkommen,  wo  dort  ihre  schierm  vorkiiinen,  was 
Jariii  »«;inon  Grund  hat,  dass  hier  cina  Gruudaxe  des  neuen  Sjstcjas  ia  eiiiur  PuLiraxu  d«^  ur- 
sprünglichen Systems  liegt,  wihrand  sie  dort  in  einer  Qmndaxe  dieses  lebtleni  Syatems  tag. 
Es  lassen  sich  aber  nii  die  Bedingung  (8.  c.}  allo  die  Betrochlungcn  «nkDüpfcn,  welche  th  u 
in  Nr.  3.  on  die  dortige  Bediaguiig  (6.  tkj  angeknüpften  analog  sind,  ond  durch  sie  gdangt 
man  dann  zu  dem  nachstehenden  Salze: 

Fehlen  in  dettTheiio  der  xweiten  Dimension  einer  Gleiehnng  von  der  zwei-  '  '  *  • 
teil  in  (^r).  Ir.)  enthaltenen  Form,  wndurrti  rinc  ebene  Curve  zwrifor  f) nlii uns,' ge- 
geben ist,  nicht  gleichzeitig  die  beiden  Glieder,  welche  das  Quadrat  von  einer 
Coordlnate  mm  Factor  haben,  so  lasst  sieh  jederzeit  «in  neaes' Goordinaten- 
System  angeben,  dessen  eine  Grundaxe  mit  der  einen  Polaraxo  des  ursprungli- 
chen Systems  Kusammcnfüllt,  und  an  welcliein  dto  Curve  Kwcitcr  Ordnunt»;  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  (S.  c.)  dargestellt  wird,  deren  Thcil  der  »weiten 
Dimension  das  Glied  nicht  mehr  besitzt,  welches  das  Produet  d«T  beiden  nouoii 
Coordinnlen  zum  Fnrtnr  lint:  cnthiilt  aber  der  Thcil  der  zweiten  Dimension  fn 
der  gegebenen  Gleichung  nur  das  eine  Glied,  welches  das  Product  der  beiden 
Coordinaten  n  und  zum  Faetor  hat,  so  kann  man  zwar  nie  zu  einer  Gleichung 
von  der  Form  (8.  c.)  an  einem  Coordinatcnsysicme  gelangen,  dessen  eine  Grund- 
axe mit  einer  Polaraxc  des  ursprünglichen  Systems  zusauiuienftillt,  wohl  aber 
Siels  und  auf  unzählig  viele  Arten,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  zuerst 
in  ein  anderes  Coordinatensyslem  Bhertrttgt,  dessen  eine  Grundaxe  in  einer 
Polaraxc  des  ursprunglichen  Systems  liegen  bleibt,  und  dnrin  noch  einmal  ans 
diesem  in  ein  drittes,  dessen  eine  Gtundaxc  in  derjenigen  Polaraxc  des  zwei- 
ten Systems  liegen  bleibt,  welche  der  nndern  Grundaxe  in  diesem  zweiten  Sy- 
steme entspricht. 

182)  Schliesslich  lia'n  n  v«ir  noch  den  Füll  zu  lirtrjM-lifrn,  eine  Gleicliung  von  der  zwei- 
ten in  ^ö.  b.}  stehenden  Form,  wodurch  eine  ebene  Curvo  zweiter  Ordnung  gegeben  ist,  an 
efaien  andern  Systeme  diesebe  Ourre  wieder  in  seidoechlea  Coordhnten  darstellen  soE  Usst 

msa  bei  dieser  Uebertragung  die  Polaraxe  A|)'  des  neuen  Systems  in  der  Polaraxo  A3E'  des 

«rsprttnifliehcn  Systems  liegen  bleiben,  so  Iwt  man  in  die  gegebene  Gleichung  für  u  und  n' 
ihre  durcli  die  Gloichuagen  {Ji.  d.)  gegebenen  Werihe  zu  setzen,  und  erliail  dann  als  neue 
GMcbunr  die  felinnd«} 
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'  bi  welcher  wieder  Jf,  das  vorstcAt,  wie  as  1f  dorch  die  jetiige  SalelihiliMi  hewwgett,  «ad 

neben  dem  conslantrn  Hlicde  der  zweiten  Gleichung  (5.  b.)  nur  noch  den  neuen  Tboil  der 
ersten  Dimension  in  sich  aufnimmt   Wulilt  man  nun  die  neue  Folaraxe  AJ)  so,  dass 

C«.M  ä'(r)+.(r)=o 

wiidp  so  verwüidett  aidi  die  vonlAemie  GleidMing  ia; 


in  welcher  vom  TTicil  der  zwtiteii  Dimonsion  das  Glied  vmclnvtinden  ist,  vvek-Iies  das  Product 
vv'  der  beiden  neuen  Coordinalcn  zum  Factor  hat,  so  dass  in  diesem  Theile  nur  solche  Glie- 
der zurUckbldben,  wdclw  dee  Qoedrit  vo«  einer  der  nenen  CoonUiialen  nun  Factor  babea. 
Seilt  nMi  in  die  vovstdieMle  i^elcliiNiff  Mr  {P)  eetoen  «»  der  k)  cMaonneiieii  WetOi 
ein,  eo  wird  sie: 

Die  Bedinpiiiif  (0.  b.)  ist  die  (7.  b.)  mit  dem  Unierscliiede ,  dass  hier  die  CücITizienlcn 
d",  e  .stehen,  wo  durt  die  vS^  ß  vorkommen,  und  dass  hier  die  senkrechten  ProjeclionSEeUcil 
der  Richtung  A§)  imllrt  lcn,  wo  dort  die  seliiefen  Projcctionszalilen  den>e1!M  ii  Hichtung  sich 
ae^en,  was  darin  seinen  tirund  hat,  dass  die  Polaraxe  A^'  hier  mit  der  i'olaraxe  A3E'  des 
vniirihifl^iebeii  Syslens  nseminenliillt,  wo  sie  dort  mit  der  Gnmduie  kX  snsenmenlieL  Ee 
lassen  sich  rnn  nn  dii-  Bedingung  (0.  1)/)  wieder  in  derselben  Weise  alle  die  Betrachtungen 
anknüpfen,  welche  denen  in  Nr.  180.  au  die  dortigen  Bedingungen  ^7.  b.^  angeknapden  analog 
sind,  und  dnrdi  sie  gelangt  mae  dam  ta  dem  naehstehenden  Selse: 

Fallen  in  dem  Theile  der  zweiten  Dimension  einer  Gloichaag  von  der  zwei- 
tea  in  (5.  b.)  enthaltenen  Form,  wodurch  eine  ebene  Carre  sweiter  Ordnnng 
gegeben  i^l,  iiiulit  trleirlizeilig  die  beiden  Gli eder  «us,  welrhe  das  Oundral  von 
einer  Coordinate  zMva  Factor  haben,  so  Hast  sich  jederzeit  ein  neues  Coordi- 
Batensystem  angeben,  dessen  eine  Polaraxe  mit  einer  Folaraxe  des  ursprüng- 
lichen Systems  zasiniiinetirallt,  lind  an  wcipbem  die  Curve  zwelterOrdnnng  durch 
eine  Glciehtinjr  von  der  Form  (9.  c.)  dargestellt  wird,  deren  Thcil  der  zweiten 
Dimension  das  Glied  nicht  mehr  besitzt,  welches  das  Product  der  beiden  neuen 
Coordinaten  xam  Factor  hat;  enlhütt  aber  der  Theil  der  sweiten  Dimension  in 
der  f  pfrelienen  Gleichung  nur  das  eine  Glied,  welches  das  Produet  der  beiden 
Coordinalcn  u  und  u'  zum  Factor  hat,  so  liann  man  zwar  nie  zu  einer  Gleichung 
Ton  der  Form  (9.  c.)  an  einem  CoordioateBsystame  gelangen,  dessen  oiie  fo- 
laraxe mit  einer  Folaraxe  des  ursprftngUeheB  Systems  insammenrtillt,  wohl  «bor 
stets  und  auf  unzslilifr  viele  Arten,  wenn  man  die  pepebenc  Gleichung  zuerst 
in  ein  anderes  Coorritnatensystem  übertragt,  dessen  eine  Pularaxe  in  eiaer 
Polaraxe  des  arspranglichea  Systems  liegen  bleibt,  «ad  dann  Bocfh  eiiiml  «aa 
diesem  in  ein  drtltfs,  dessen  otne  Polaraxe  in  die  andere PoUraJC«  dei  twciten 
'     '      Systems  fällU  • 
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Di*  im  (7.  dL>(a  4>(a  4)  üAAmn  Vmmm  Mm  dmck  am  Uom  A». 
Mkdc  den  Beweit,  dm  dl»  GiiklHtagea  »Uer  Comn  »reitor  Oidamif  nf  die  Fem 

gebracht  werden  künnen,  wenn  ii^  il  rpn  liHirbi^  g^cgt-bencn  Gleicbungoi  (3.  tü)  oder  (i, 

tuf — oder  SS" — eine  posuive  Zahl  ist,  hingegen  auf  die  Form 

—  »'y'  +  aV  =  «'M    odt-r    —  L'v'  +  b"v"™i'iV., 
trenn  tto' — ß'  oder  8f—e*  eine  megatiTe  Zdd  ist,  und  endlich  auf  die  Form 

wem  er«!'— jTsO  oder  89^—t*=0  iit,  wobei      i**  oder  bi*,  b'*  ilelv  reelle  vnd  poeUtvo 

Zahlen  vorslellen.  Hierbei  ist  es  nöthig,  sich  die  Uebcrzeugung  zu  verschafTen,  dass  diese  Ei- 
genthüinlichkcit  auch  dann  nicht  verloren  gehe,  wenn  der  sehr  besondere  Fall  eintritt,  wo  diese 
Formeo  nicht  durch  eine  einiige  Axcnändenuig  hefbeigenihrt  werden  können,  was  sich  indessen 
■■liltalbir  IBS  den  Formen  (6.  a.),  (7.  a.},  (8.  a.]),  (9.  a.)  erkennen  lüsst,  wenn  man  in  A- 
nen,  diesem  besondem  Falle  enlsprechriHl,  a  und  a  oder  S  und  'V  null  «iiin  lüssL  Es  bleibt 
nämlich  in  diesen  ersten  Umfonnungen,  aus  denen  sich  durch  eine  Wiederholung  die  verhi^gteo 
FoimeB  flriiillMi  ksaen,  du  ihnoii  ragebörjge  utf-^^  odtr  ilf—^  Mgalfr,  wie  schon  bi 
den  miflqglicbett  GtanteHigM. 

183}  Aus  den  letzten  vier  Nummern  geht  hervor,  diM  Aäx.  immer  ein  Coordinalensyiteil 
angeben  lässt,  an  welchem  die  Gletctaaog  einer  jeden  ebenen  Onrve  cwaiter  Ordmug  eino  von 

den  beiden  Formen: 

«y*  +  «S'  +  2;'y4-2;'y=#*  "J»-''  «5  v'  + <5'v"  +  2;  v  +  2^' v'=y 
annimmt,  wo  an  die  Stelle  von  JV,  und  JV,  wieder  ein  Theil  der  ersten  Dimension  in  den  neuen 
Coordinatcn  und  ein  constantes  Glied  gesetzt  worden  ist,  woraus  sie  immer  bestehen,  wie  vor- 
hin schon  dargethan  worden  ist,  und  es  können  in  diesen  Gleichungen  die  einzelnen  CoelBzien- 
tea  beli^Hg  {»osiiive  oder  negative  Zahlen,  zum  Tbeil  andi  null  werden.  Wir  werden  bei  den 
Jelit  nocb  kommenden  Untemdnngen  iteli  voimifelHn,  dan  min  idUNi  dfo  GMdhnng  der 
gegebenen  Cuneii  in  dasjenige  Coordinalensystem  Übergetragen  habe,  wo  sie  eine  der  voiste- 
beodea  Formen  annimmt,  und  wir  werden  dieaes  Coordinitensystem  ab  das  nr^rUngUche  an- 
febea,  dessen  Axen  dmcb  AX,  beteiehnel  werden,  eo  wie  wir  Ae  Coordümten  der  Cor- 
venpuni-te  an  diesen  Amt  wie  gewöhnlich  durch  x,  x'  und  u,  u'  vorstellen  wollen,  weMhsBt 
die  oWgen  OJeicbnngen  an  diesem  Coordiiialensystenie  in  der  Tulgenden  Gestalt  milinlen: 

«x'-j-«V'+2;-x  +  2/x'=/«   oder  « u' +  d'u"-f  2 ;u  +  2 Tu'^y  . 

Fuhren  wir  nun  anstatt  der  Axen  A  X ,  A  X' ,  an  welchen  die  vorgelegte  ebene  Curve  zweiter 
Ördnong  eine  von  im  Qldc^gen  (^10.  a.)  liefert,  und  die  wir  ds  tirspningliche  anseben,  zwei 
neue  ein,  welche  den  eben  genannten  parallel  und  gleichläufig  sind,  aber  nicht  mehr  durch  die 
vorige  Spitze  A ,  sondern  durch  einen  andern  Punct  0  hindurch  gehen,  wesskalb  wir  sie  durch 
0  X ,  0  X'  andeuten  wollen,  und  bezeichnen  wir  die  schiefes  und  senkrechten  Coordinatai  dieser 
nnnai  Mnn  0  m  4n  Ann  AX  wd  AX'  &mk  |,  ^  «nd  ir,  eriudtan  wir  4R0  Glet' 
chunpcn  derselben  Curve  an  diesen  neuen  Axen,  wenn  wir  in  cfic  rrsle  Gleichung  (10.  a.}  fUr 
X  und  X  oder  in  die  sweite  Gietdung  (Id  a.)  iUr  u  nnd  b'  ibre  Wertbe  «is  den  Gloitduntgea 
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(4.)  einHlian,  wobei  nu  fliner  in  dra  ttUdtn  CoorAMlm  x ,  V  gegdMoeit  OlcMmgr  «jeder 

fini'  in  den  schiefen  f oordinulen  x, ,  x[  aussrcdnickle  Gicirlmner  onlsprinpl,  und  cbon  so  aus 
einer  in  den  senkrechten  Coordlnalen  u ,  u'  gegebenen  eine  ia  deu  scokfechten  Coordinaten 
u, ,  v',  «usgedrüi^.  Durch  die  hier  angezeigte  SobitäiHM  i«  eAillen  irir  ab  um 
chmgeii: 

Ci*«h.)  ■'■}  oder 

und  man  k<i»u  deu  funct  0  no  \>ahlcn,  dass 

;'-fc|=:0    und    ■/-{-a^'={>    oder    ;-|-<Ji;  =  0    und  iYi/v-.O 

wird,  welches  immer  möglich  ist,  wenn  keine  von  dun  Gräwen  «  und  a'  oder  J  and  S" 
ist;  die  vorigen  Gleichungen  nehmen  dabei  die  Tolgende  Gestalt  an: 

CM.«.>  ««J+«'*i'=,.+^-f^'  Oder  an:+*V=»'-f  l^  +  l^. 


wonm»  man  sidkt,  daaa  der  Tbell  der  Eweften  Dimenflion  hi  diesen  nenen  GleklmiigcQ  genea 

derselbe  ist,  wie  in  jenen,  ans  deiiun  sie  enlsliirnlen  sind;  es  ist  IiingetT*'"  <ler  Thei!  der  ersten 
Dimension  aus  ihnen  verschwunden,  und  das  constantc  Glied  bat  eine  damit  verknüpfte  Acadc- 
rung  erlitten.   Ist  aber  in  der  ^n'^ri  lionen  Gleichung  ctne  von  den  baidek  QrSiMn  k  md 
oder  ^  und  ^  mD,  nnd  es  können  nie  beide  sogleich  anO  seh!»  wemt  die  fflüchung  einer  Cnn» 
Bwdter  Ordnung  angehOna  soll,  so  kämMf  wem  s.  B.  «  oder  ^  miU  is^  nur  die  Caefebangen 

/H-K-fsO  oder  r+^Vs^O 

bestehen,  n»  wekben  sieb  ^  oder  V  beslbnsien  IKss^  und  dm  gdien  die  Glcidnnigen  (iß. 
Uber  in: 

ayA,=/*  +  ^ -2/1  odur  W+ 2Ju.=»+ ^-2i<  j 

weit  ab<  r  in  diesem  PsHb  die  CoonüMte  {  oder  n  noch  unbestfanut  gebidien.  isl,  so  bann  man' 
sie  so  wählen,  dass 

ft^^-^2ri=^0  oder  »4-^'  — 2£u=0 


wM,  wricba«  steli  geicbeben  kann,  wenn  nkht  /  oder  (  nnl  iH,  und  dam  word«  dte  v»- 
rigen  Glelcbn«gm: 

(10.   .)  ti'x?  +  2  y  X.  =0  oder  «^»+  2  j;  n, =0 . 

Würe  y  oder  ^  null,  so  gicngea  die  Gleichungen,  aus  denen  die  (10.  d,}  bcrv  orgcgaugca  sind, 

Iber  bi:  , .   

1;  nr«;»tixH+^  oder  rn?  =r  +  |^ 

ond  diese  sind  nur  ein  beseoderer  Fall  von  den  in  (iO.  c.J  aufgesleUlen,  aus  weichen  ai«  ihrer 
Fonn  meh  bcmigeben,  wem  mn  «  odar  ^  adl  wnvdm  Msil,  obm  dan  dawiingm  ib» 
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fiflHe  «Ml  4^  oder  ^  «niMt  «  «der  <  hI  fwnmiw,  bo  wlce  an  in  ganx  glekhir 
WaR»,  irie  n  dcMtt  CIO.  4),  n  da»  fitiiiidw  GMAm^ 

gelmi^ft;  os  gclu'ii  aber  die  Glctclningcn  (10.  d.^  unri  (10.  e")  diirrh  eine  1'  -;  Vertauschung 
der  Axen  AX  und  AX'  uutcr  sich  iii  einander  Uber,  woraus  folgt,  dass  die  einen  dieselben  Oe- 
itahea,  wtc  die  «ndeni»  in  sieh  tragen,  die  in  den  Iteideii  FÜlmn  Um  inf  vendiiedeii  gcildtte 
Axen  l>ezogen  werden.  Die  in  den  Glei<-liungcn  (10.  d.)  und  (IOL  nJ)  voricommendeil  Glieder 
Iiaben  ganz  dieselbe  Form,  wie  die  unalüg^tn  in  den  Gliicliunsrcn.  aus  welchen  sip  hmorge- 
gangcn  sindj  es  ist  hlos  in  Folge  der  Aeiideruitg  des  €i>urüinalcnäys4eiiis  lius  übrige  üiied  des 
Tlicib  dw  erstell  Danensioii  SMiuiit  den  eonstanlen  CHiede  verMlnraiidea 

Die  vontehendeB  Bebrndiliiiigai  selzai  es  ansaer  allen  Zweffid,  dass  jede  ebene  Carre 

der  zweiten  Ordnung  sich  immer  durch  eine  Gleichung  von  eiiii>r  der  vordem 
in  (10.  r.)  oder  (10.  d.)  oder  (10.  o.)  enthaltenen  Formen  dar.slelien  lässt,  wenn 
die  Curve  ursprOnglich  durch  eine  Gleichung  in  schielen  Coordinaton  gegeben 
war,  und  ven  efner  der  hfniern  Porinea,  wenn  die  Cnrve  nrtprftnflich  in  aenk- 
rcchtcn  Coordinatpn  {receben  w  ir  I'cbrigens  machen  wir  noch  darauf  anfmerksam,  dass 
die  vor  (10.  c.)  nnd  vor  (10.  d.}  stehenden  deicbung«!,  aoa  welchen  die  Coordinalcn  | ,  1* 
oder  r,,i]'i9S  Rnndea  0  bestiumt  worden  amd,  alnuriHdi  fn  Beng  anf  diese  Coordteateit 
ttnr  vom  ersten  Grade  sind,  und  also  nur  ein  einziger  Werth  für  jede  derselben  erhallen  wird, 
wenn  die  Coeffizieiilen  der  Gleichungen  (10.  ii.)  bestimmt  pegeJieiie  (IrfSssen  sind;  es  giebt 
daher  nur  einen  einzigen  Punct  0 ,  an  welchen)  die  Gleichungen  {iO.  a.)  in  eine  der  Formen 
(10.  e.  bis  e.}  flbeigehen. 

Ib4^  Die  Gleichungen  (10.  c.)  und  die  (10.  d.  oder  e.^  i>ergen  we:>culiich  von  einander 
TeneUedene  Oeslatten  in  aicb,  wie  die  naohstebend«»  Betnditnngen  an  den  Taf  legen.  GleK- 
cfaungon  von  einer  der  in  (10.  c.)  befindlichen  Formen  Lindern  .sich  nicht,  wenn  in  ihnen  gleich- 
seiiig  — .X,  ond  — für  x,  und  oder  — u,  und  — u«  Tür  u«  und  gesetzt  werden,  und 
geben  bierdnreh  ta  eriMUien,  dass  Jeden  Pancte,  dessen  Coordinalen  ebn  diMr  GWdnngen 
berricdigen,  und  der  eben  dadurch  ein  Punct  der  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellten 
Curve  wird,  ein  zweiter  entspricht,  dessen  Coordinnten  denen  des  ersten  Punctes  an  Grösse 
gloicli,  ihrem  Vorzeichen  nach  aber  gerade  entgegengesetzt  sind:  je  zwei  solcher  Fuucle  tie- 
fen dtdier  in  einer  dnreh  den  Pnnel  0  gehenden  Geraden  nnd  sieben  an  beiden  Seilen  bi  di»> 
ser  Geraden  von  dem  Piincle  0  srleicliw  it  .  Ii  E.s  verhält  sich  der  Punct  0  zu  je  zwei  sol- 
chen I^incten  der  ebenen  Gurve  zweiter  Ordnung,  die  in  einer  durch  ihn  gelegten  (Geraden 
nnd  'gleicbweil  von  ihm  abliegen,  gerade  so,  wie  der  lllllel|WHCt  einer  KreisUnie  lu  den  xwei 
Endpiinclen  eines  ihrer  Durchmesser,  wesshalb  man  auch  den  Punct  0  den  Mitiel]l1inet  der 
durch  eine  der  Gleichungen  (10.  c)  dargestellten  Curve  zweiter  Ordnung  zu  nennen  pflejit 
Bs  haben  mitbin  alle  ebene  Curven  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung  sich  anf 
«ine  4er  in  (W,  a lebenden  Fernen  bringen  lisal,  einen  Mitleipnnet  Dagegen 
bfsst  sich  zeiq-eti,  dass  ebene  Curven  zweiter  Ordniinir.  deren  Gleichunjj  sich  auf' 
eiao  der  in  (10.  d.^  oder  (10.  e.}  enthaltenen  Formen  bringen  iüsst,  keinen  Mit- 
lelpnnel  babon.  In  der  Ibal  4a  ilebi  wo  Gleichungen  von  dner  dieser  letalem  Formen  enl- 
rtsben»  Win- wir  gesehen  hnbtn,  kdn  Pinc»  0  anlIMm  Mm,'  welcher  machls,  4aw  der  IM 
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i«r  enin  DfaMaiiMi  «u  «Her  OeküNngr  fm  md  fv  vomMiMht,  dtewt  IM  Ate  «nlge- 

gengpseiztc  Wcrlhc  anniinml,  wenn  rwn  den  beiden  Coorclin  it  ti  znHri  h  pntg[egengpsr*t7!f'  Vor- 
ECicbeQ  bei  gleicher  Grösse  giebi,  ood  dessw^en  die  IcUteni  Courdinatcn  Hic  Gleicbang  nicht 
MtMägm  UMinen,  wegn  die  ecstem  es  thon,  es  sei  denn,  dtss  /  oder  4 ,  ^  hU  wlnn» 
wo  dum  sber  Jene  61eichimg«n  sich  sof 

jC*=0,  x:=0  oder  a?=0 ,  oSsO 

sofflcloEfigeB,  nnd  dim  keine  Gurro  in  sich  Mgen:  so  soigt  dicss  sn,  diss  sotiAe  ebene  Ctr^ 

ven  zweilcr  Ordnung  keinen  Puncl  in  ihrem  InniTn  nufznwcisen  halien,  um  d('n  sich  nlle  ihre 
PuDclc  paarweise  in  gleiciien  Entfernungen  von  ihm  auf  Geraden  liegend,  die  durch  ihn  hin- 
ddrch  gehen,  l»gero,  dsss  sonach  solche  ebene  Curven  ketoen  Miitelpunct  hsbeit 

Au!>,s(M  der  so  eben  angezeigten  Verscbiededieit  der  durch  die  Uicichungen  (10. 
durcli  die  (10.  d.)  oder  (10.  e.)  dargcstcUlen  Geülahen  lüsst  sich  nocli  eine  zweite  aufzeitjen, 
die  wir  jetzt  besprechen  werden.  Das  Vorhandensein  eines  Millelpunctes  in  vbenco  Curven  der 
sweiten  Ordnong  oder  dessen  NichtvortMidensein  hingt  niünlich  lediglich  dsvon  sb,  ob  die  Gle^ 
chung  dieser  Ciine  sieh  so  timfjestaltrn  liissf,  dass  nus  ihr  der  Theil  der  ersten  Dimension 
verschwindet,  oder  ob  nicht;  denn  da  der  Theil  der  zweiten  Dinicnsion,  aacb  wenn  er  dss 
CBed,  wekhes  das  ProdncI  der  beiden  Coordinolcn  zum  Factor  hat,  noch  in  sich  trägt,  sieli 
der  gleiche  bleibt,  wenn  man  — x, ,  —  .vi  ftir  x, ,  xi  oder  — — u',  für  u, ,  ui  setzt,  so 
zeijrl  er  da,  wo  neheii  ihm  kein  Theil  der  ersten  Dimension  in  einer  Gleidiunj^  vorkotnml,  im- 
mer düs  Dusein  eines  iiitleipunctes  an,  der  in  der  Coordinatenspilze  liegl,  so  wie  umgekehrt 
die  UnmögOdikeit  ni  einer  Gleicfanng  ohne  chien  TheÜ  der  enien  INmension  »1  gdangen,  das 
Niclitvorhandcnscin  eines  Mitteipnndes  in  der  Ctinc  m  erkennen  giebt.  —  Die  Gleichungen 
von  einer  der  in  (10.  c.J  stehenden  engem  Formen  andern  sich  aber  auch  dann  nicht,  wenn 
das  VorzeMH«  von  Mos  ener  der  beiden  Coordinaiea  x,,  x'»  oder  n,,  umgekehrt  vrird, 
woraus  folgt,  dass  jedem  Pnncte  der  durch  eine  solche  Gleichung  daifesleOlen  Onrvc  noch  die 
zwei  lindern  ent<;prechen,  welrhe  niil  jenem  eine  «seiner  Coordinaton  pemein  haben,  bei  denen 
Jedocli  die  zweite  Giordinate  der  zweiten  Courdiitalo  von  jenem  mii  Grosse  zwar  gleich,  dem 
VoROkhen  mwh  aber  enigBgongeselat  isL  Wol  nun  Punsto  eines  Aencn  Systans,  die  ein» 
schiefe  utif  <>iMe  Grundaxc  sich  beziehende  Coordiiute  mit  einander  gemein  haben,  in  einer 
Gerudeii  liegen,  die  mit  der  andern  Gruudaxe  parallel  läuft,  wul  solche,  dio  eine  an  Grösse 
gleiche,  dem  Voradcben  nach  aber  oMgegefigesetzte,  auf  eine  der  Grandnxan  sieh  hemehende 
schiefe  Coordinate  besitzen,  m  Geraden  liegen,  die  mit  der  andern  Grundaxc  parallel  lanlsn 
und  zu  beiden  teilen  von  dieser  \xc  pleicli  «  eit  i^hslehen,  so  besteben  die  rlureb  Gleiebuncen, 
wie  diu  erste  in  (10.  c.)  enthaltene  isl,  dargeälcülen  Curven  aus  Punclen,  die  paarweise  in 

einer  mit  einer  der  Gnmdaxe  parallelen  Geraden  liegen  nnd  m  beiden  Seiten  g MdnreÜ  von 

der  nndcm  Grundaxe  nb.slehen.  Weil  ferner  l'unrte  eines  ebenen  Sy.st»'nis,  die  eine  senkrechte 
auf  die  eine  Grundaxe  sich  beziehmtde  Coordinate  mit  einander  gemein  haben,  in  einer  mit  der 
anf  dieser  Gnndaxe  sonkredilett  Polsmxe  panBelen  Geraden  liegen,  nnd  solche,  die  eine  an 
Grösse  gleiche,  dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzte,  auf  eine  der  Grundaxen  sich  be- 
Riclirnde  >.ii'nkrerhic  rnorHitiiiti'  !>t"ii!zen,  in  Geraden  liegen,  die  mit  der  uuf  dieser  Granduxe 
seiikrucblcii  i'olaraxe  puraildi  lauien  und  zu  beiden  Seiten  von  dieser  i'uiaraxe  gleich  weit  ab- 
stehen, SO  beslihsn  di»  donli  Glsiflhmigstt,  wie  die  iwolto  ii  (lOL  &}  enÜrnHsno  ist,  darf»* 
•IdieB  CwvSR  nM  Pnaetes,  die  fMiiwiiso  hi  Gsnds«  fiogw,  wsUbn  mit  der  mann  Pofanai 
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punUel  laufen  and  ta  beiden  Seiten  gkidi  weh  von  der  mdern  Polaraxe  abstetien.  DfeMi 
Verhalten  der  Pnnctepaare  zu  den  Grund-  oder  Polaraxcn  des  ebene«  Syllflins  ist  dem  gleich, 
welches  die  in  parallelen  Geraden  liegenden  Punrtp  eintr  Kreislinin  gegen  den  uuf  (iu'si-ii  Ge- 
raden aenlurecht  stehenden  Durchmesser  beobachten,  nur  doss  hier  die  Geraden,  in  welchen  die 
PiUMtqiRM«  KegCR,  afeM  fenkreelit  nif  den  Gnnd->  odmr  PohnuNn  sieheo,  von  denen  dfe 
Fanclepaare  gleich  weit  abstehen,  sondern  mit  der  andern  Grund-  odor  Polamxo  parallel  lauren. 
Nennt  man  die  Gerade,  welche  von  einem  Puncle  einer  Curve  bis  zu  eiiiom  andern  Itiuft,  eine 
Sehne  dieser  Curv  c,  so  kann  nun  die  bislier  besproehene  Eigenschafl  der  Curvcn  zweiter  Ord- 
tmag  kurz  so  aussprechen :  Jede  Grutiduvo  lialbirt  alle  mit  der  andern  Grundaxe  parallelen 
Sehnen  ciiior  Curvc  zweiler  Ordiuinfj,  «i  lclie  durch  dif  erste  Glcieliung  (10  c )  (dargestellt 
wird,  und  Jede  Polaraxe  halbirt  alle  mit  der  andern  Polaraxe  parallelen  Sehnen  einer  Curve 
«weiter  Ordnniif ,  weldie  ditrdi  die  sweile  Gleicbnif '  ^"i  derfesteli  wird.  Soldie  Hal- 
birungslinicn  fiir  alle  pmalleien  Sehnen  einer  elienen  Curve  zweiter  Ordnung  pflc^ft  nnin 
Purchmesser  der  Curve  in  Bezug  auf  diese  Sehnen  su  nennen,  und  um  die  Durch- 
mtmett  welche  in  Gnmdaxea  liegen,  von  denen  vnteredieiden  zu  kitanen,  welche  in  Polaraxen 
iHfen,  sollen  crslere  den  Namen  Grnnddurchmesser,  letzlere  den  Namen  Pulardurch- 
niessor  erlinllen.  Uu  lu^i  (jleiehungcn  von  der  Form  der  ersten  in  (10.  r.')  enlimKenen  jede 
Grundaxe  ein  Durchmesser  für  die  mit  der  andern  Gruodauc  paraUekn  Sehnen  ist,  und  da  bei 
Gleuhiugen  von  der  Forat  der  zweiten  in  O^l  9.")  cnAdtenen  jeito  Peknure  ein  DnechmeeMr 
für  die  init  der  andern  Polaraxe  parallelen  Sehnen  isi,  so  werden  wir  diese  leiden  Griindtucn 
oder  diese  beiden  Polaraxcn,  durch  welche  jedesmal  glekhzeitig  swei  Durchmesser  zugleich  mit 
den  M  ihneu  gehürigen  Sehnenrichtunguii  gegeben,  weiden,  verbandene  oder  conjagirtd 
]>nrelines«er  der  dnnli  eine  aoldie  Gbichnng  daigestdUen  dbcnen  Onrvn  swidler  (Mumg 
Kennen. 

In  Curven  der  zweiten  Ordminp,  welche  einen  MiUelptmcl  haben,  theill  dieser  jeden  v<mi 
zwei  conjugirlen  Durchmessern  in  zwei  gleiche  Theile,  die  wir  conjugirle  Halbmesser 
nennen  werden,  und  dicw  Hellnnewer  sollen  lar  beneni  Umtersdieldnn;  Grandhnlbmefeer 
oder  Polarhalbmesser  heissen,  je  nachdem  sie  aus  nrnnddurchmcsscm  oder  Polardurchmes- 
sem  hervorgegangen  sind.  Da  bei  einer  Gleichung  von  der  vordem  Form  (iO,  a)  der  Dnrcli- 
moMer  in  der  Grondexe  Hegt  nnd  dessbaft  ein  GronddiirclHneeBer  ist,  M  llnfet  mni  die  »einen 
Bndpunctcn  entsprechenden  Coordinalcn  aas  dieser  Gleichung,  wenn  man  die  auf  die  andere 
Gnindaxc  sieh  iie/Jeliende  Coordiotte  HuIl  Min  lüMl.  Mm  erbttt  daher  ala  Qtuidnte  dieaer 
Coordinaten  die  Ausdrucke 

&  und  5, 

wenn  man  unter  /j,  das  constanle  Glied  der  Gleichung  (10.  c)  versteht.  Diese  Oiuulnilc  wer- 
den negative  Zahlen,  wenn  <t  oder  «'  und  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben;  dann  nehmen 
.die  Coordinaten  imaginäre  Formen  an  und  entsprechen  unmüglichen  Punclen  derCnrve.  Gtelch- 
wobl  ptegt  man  diese  Coordinaten  auch  in  einem  solchen  Falk  noch  Halbmesser  xo  nennen, 
die  Mu  fniUGb  bloe  .eingebildete  sind.  Hat  nwn  eine  QlmAang  von  der  hinlem  Forai  (Ift  c.) 

vad  aebreibt  man  aie,  i>-}*|--|'|r  =  yi  eetiend,  ao: 

aii»+«'n'»=sn. 


AM.  IV. 


M  Jomi  MB  ihr  dia  «ukra  Vvm 

+  =      oder        .x/ +    g;' (x7  = 

geben,  wenn  man  tintrr  (x) ,  i'x'l  die  auf  die  Polaraxon  A  i" ,  A  3-"  ln'zits'enen  schiefen  Coordi- 
natea  vou  dcinselbpn  Puncte  d<>r  Curvc  versteht,  welcher  un  duu  liruaduxeii  die  üeidirechleu 
ttf  n'  Hefert,  den  in  cnicn  Absdinitte  mttgeflidlteii  GleidiwiigcQ  (ST.  b.}  tur  Folge,  «renn  warn 
in  GeinässhcU  des  ebenen  Systems  (§',"=  1  sein  liissl.  Da  nun  diese  nieirliung  jetzt  wie  die 
vordere  (10.  c.}  schiefe  CoordinaUiU  enthält,  die  sidi  jedocii  auf  die  Polaraxco  bezichen,  wie 
die  vorigen  auf  Gnmdueii,  so  Indet  min  eui  Üir  die  Qnedrate  der  PoteriudlHneaser  ganz 
eben  so,  wie  M»  der  vorigen  die  der  GmndlMiliniewer;  diaie  Quediaie  werden  nimlidi 

>'i_  .  Vi 

ST  Ä'(S,"  ■ 

Eine  Gleichung  von  einer  der  in  (10.  d.}  eolbfdteaea  Fonnco  ändert  sich  nicht,  wenn  man 
bb»  — x;  für  X,  oder  Idee  —  ftr  n,  setzt,  sie  Modert  sich  aber,  vomagMeM,  den  nkM 
oder  2^=0  iil,  (bl  wetcbem  Falle  die  Gieicliinng  jedoch  nnr  noch  Gerade  in  sich  trttge}, 
wenn  man  — x,  Ittr  x,  oder  —  u,  fbr  n„  spIeI  :  fs  entspricht  daher  jedem  Ihinclc  der  durch 
eine  solche  Gleichung  dargestellten  ebenen  Curve  ein  zweiter,  der  mit  dem  ersten  eineriei  Werth 
von  oder  n,  beribtl,  dewe«  oder  «ü  hingegen  dem  des  ersten  Punoles  an  Grdwe  twnr 
gleich,  dem  Vnrzeiclien  mch  ^^e^  entgegencfesctzt  ist,  während  es  im  AllLn-ineinen  keinen 
xwcitcn  Punct  giebt,  der  mit  dem  micn  einerlei  Werth  von  oder  v',  hatte  und  dessen  x« 
oder  n*  dem  des  ersten  «n  CrSsse  gleich,  dem  Voneeiclien  nncli  iSmt  entgegengesetzt  Ytir^. 
Diesemnach  ist  bei  einer  (hireh  die  erste  Gleichnng  (10.  d.)  dargestellten  ebenen  Cun'e  zweiter 
Ordnung  die  Grunda.\e  A.\  Durchmesser  für  alle  Sehnen,  die  mit  der  utidern  Grundaxe  AX* 
parallel  laufen,  und  bei  einer  durch  die  zweite  Gleichung  (10.  d.}  dargesteilten  ebenen  Curve 
sweüor  OrdntMg  ^  ^  Pofaurtxe  AX  Dnrdnnaiser  fllr  die  Sehnen,  die  mit  der  andern  Polar- 
a.\e  AX'  piirallel  Inufen  ;  alier  es  ist  weder  hei  jenen  die  Grundaxe  A  X"  Purchmesser  Rir  Seh- 
nen, die  mit  der  tiruodaxo  AX  parallel  laufen,  noch  bei  diesen  die  Polaraxe  AS'  Durchmesser 
für  Sehnen,  die  mit  der  Pidnwte  AI  paiallel  lanfen.  Bei  solchen  ebenen  Curveo  zweiter  Or^ 
nung  geben  also  weder  die  Grundaxen  noch  die  Polaraxcn  Richtungen  her,  von  denen  jede 
ein  Durchmesser  Tür  Sehnen  wird,  die  mit  der  nndem  parallel  laufen,  sondern  en  ]\nm  \on 
i>eidea  nur  die  eine  als  Durchmesser  für  Sehnen,  die  mit  der  andern  parallel  laufen,  genontuicn 
vrerden,  vnd  die,  von  welcher  die»  gilt,  muss  dnxeltt  hu  Ange  gdM  werden,  wessweg« 
solche  Durchmesser  i-inzelne  oder  isolirtc  heissen.  Ebene  Turven  zweiter  Ordnung, 
welche  zu  einer  Gleichung,  wie  die  (10.  d.)  ^ind,  führen,  haben  sonach  bloa  isolirle  Durch- 
messer, die  in  der  Axe  AX  oder  AS  liegen,  für  Sehnen,  die  mil  der  Axe  AX'  oder  A 3^'  pa- 
rallel laufen,  nnd  «Be  gleiche  Eigenschaft  kommt  aiuh  in  den  durch  die  Gleiihnngcn  (10.  e.} 
dargestellten  vor,  nur  mit  dem  Unti  rschiedc,  dass  hier  die  Axen  AX  und  AX'  oder  die  A^E 
und  Ai'  mit  einander  verlausciil  werden  müssen. 

185}  Als  wir  von  Nr.  179.  Iiis  "St.  iHi.  untersuchten,  wie  sich  ein  Coordinatensysten  an- 
geben liisst,  an  welchem  jede  ebene  Curve  der  zweileo  Ordnung  eine  Gleichung  liefert,  die  in 
einer  der  in  C^O.  «.  bis  n.)  angezeigten  Formen  nnftriU,  knufaNi  wir  fast  hnmer  dar  ciacn 
Aae  des  gesndilen  Coordinatensysiema  aw  Yanni  aöie  vülHIg  bealiauile  Biebinvg  nrnrciaan, 


|.  ifb  Hr.  ttt.  ncM  Ciirmi  awdttr  9fimmf»  Sit 

und  dieser  ümstend  deutet  darauf  hin,  Aaaa  e»  unzahtig  viele  CoonÜnaiensysteme  giebt,  an  wd- 
dMD  die  dMiw  Corve  imiter  Ordnuv  eine  GMcInnr  von  «bwr  Jenor  Foimm  Beint  Wir 

^^  rr!i  II  in  t  n  roljjoiiden  Niiinincni  die  Bezieliungon  aufsuchen,  in  welchen  die  verschiedenen 
CoordiiiulensysU-iiic  zu  ciiiaiidcr  stehen,  iu|  deiieu  ^  die^ellie  ebene  Curve  zweier  Ordnung  iin- 
■ler  eine  Gleichnngr  vbn  ^^her  J^iiei'  Föiäien  %efeiÄ,^irabri  wir  lom  ▼«mis  bemerken  wollen,' 
duM  die  Curvo,  welobo  zu  einer  Gloiclmn^r  von  einer  der  in  (^10.  c.)  siehenden  Formen  führt, 
nie  eine  der  in  (10.  d.  oder  e.}  vorhandenen  Foniien  liefern  kann,  und  umgekehrt,  da,  wie 
wir  ge&elu;j^  hi)t)en,  dif;se  beidtirh'i  Können  Curven  in  sich  enthalten,  deren  Gestalten  vvcscot» 
licl|  ,TO||.ejo«pder  'verschieden  Aa^  diesem  .finmde  theilen  wir  die  in  4en  aSchaleti  ^NllnH; 
mcni  vorküiniiiende  I  ntersuoliung  iti  zwei  Tiieile  ai>,  von  denen  der  erste  soldie  Curven  in 
aiah  aufni^onili  ,^ereii  Gleichung  a^(.j^e.,^er  ija  _(1U.  («.^  angcgebenea  Furmen  zurückfübrbar 
ist,  w^liriiml  ieü  andere  Tlieil  jiai;,^|^ej(;:^^r^  deren  Gleiclning  auf  eine  der  in 

(lU.  d.  oji(fx  e.}  angegeljcnen  Ff>rroeq .  gt^hn*cht  Vierden  kann.  Hierbei  setzen  vtir  voraus,  daes 
«Üe  ('une  schon  diircii  eine  Gleichung  von  einer  dieser  Formen  an  einem  bestimmten,  auf  die 
oben  bcscLriel)eiui  )y<;ij^o  aufg9s^clUen  Ciiordit^alensyslenie  gegeben  sei,  das  wir  während  dieser 
tlnteraadning-  nU  das  ursprUagtich  vq^rbandene  ansciien  werden.  Die  Axen  dieses  Coordinateo- 
Sysleriis  wollen  wir  dnrch  AX,  A  X',  so  wie  die  Coorl'ii  itcn  der  Curvenpuni  tc  an  Eimen  durdl 
X,  x  oder  u,  u'  vorstellen,  wesslmlh  wir  jetzt  den  (jh  n  hmigen  (lü.       die  GoUill 

et  x'  4-  «   ' ««Jer  8a^-\-  d'u'"  =  y  ,  fil,  «.i 

denen  (la  d.)  die 

(('x'*+2yx  =  0  oder  *'n"4-2Ca=0  .  Cll.  k.) 

Md  denen  (W.  die 

«x»-h2/x'=0  oder  3o*+2ru'=0  ^  Ci<«  «0 

geben  werden,  in  'If-m  n  noch  immer  nlle  CoefTIzienten  Ix-Iiebiir«-  endlidid  und  reeOe,  polittve 
oder  negative  Zahlen  vurstcUcn,  die  zum  Thcil  auch  null  sein  können. 

Die  Gleichangien  (11.  a.)  stellen,  je  nadideni  flu«  Coeffiiienten  irastlife  «der  negative 
Zahlen  oder  auch  null  sind,  sehr  verschiedene  Gebilde  dar.  Ist  in  Uinen  ft  oder  v  nnll,  und 
sind  a  und  a'  oder  5  und  S"  Zahlen  mit  einerlei  Vorzeichen,  so  werden  sie  niehl  unders  be- 
friedigt, als  wenn  x=0  und  zugleich  x'=0  oder  wenn  u  =  0  und  zugleich  u'=:0  ist,  und 
atcOen  ndlhin  IiIm  einen  Paet  dlär,  der  mit  der  Coordtnalenspilze  zusnniRnfilll;  beben  iber, 
wahrend  |U  =  0  oder  v—O  ist,  a  nnd  a'  oder  S  und  S"  Zablenwerthe  nft  enlgegeogesetllleMl 
Vorzeichen,  so  lassen  sich  jene  Gleichungen  auf  die  Fonn 

CP  \ 4- p'v  )  (px  — p'\')  =  0   oder   (p  u  +  p'u')  (p  u  —  pV)  =  0 

bruigen,  in  sveieiiea  p  und  p'  oder  p  und  p'  r«eUe  und  eadliche  Zablen  bcdenten  *),  und  dann 


*)   Jlao  aiairt  dim*  tofleicli  «in,  wem  nM  crwigt,  da»  di«  CJeichiuigcn  Itl.      da,  wo  «  und  a'  oder 
tmkif  Udanwcrdw-ail  wii^ageMtalca  VgfMkkm  la  itcb  tragan,  nt  die  aanian  Fem 

(idi  bringen  Imicb,  wobei  f  und  g  Nal|a*  fariüt^  «dar  aagali«*  fliiwa 
dieM  Mgleidi  ia  die  andere  Furm 

(i4tfi^J(x-f»^  =  J  oder  (u  +  fu)  («-««)  =  J 
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•leVt  die  onto  QUUtmg  mbIi  dn  In  MHm  Atadattte  (Nr.  123.)  gegebi 
Teren  dor  beiden  dm*  du 


^^x+pVrsO  and  ^x  — ^'x=0, 
nnd  die  iwaite  Gleichiuif  eiam  Verein  der  beiden  durch  die  Gleichnofn 

pu  +  p'u'=0  und   pu  —  p'u  — 0 

gcgchfnen  Gebilde  dar,  von  denrn  ji-des  eine  durch  die  Coordinalenspitze  hindurch  j[rchfntl(» 
Gerade  ist;  wäre  eadlich,  während  /xrrü  oder  p=:0  ist,  auch  noch  einer  der  GueSizienlea  u 
und  it*  oder  8  md9  wM,  Qmi  beide  ngleicli  kflmien  idolit  naD  weide«,  oluw  due  die  GM- 
chung  aufhört,  einen  AusdrupJc  des  zweiten  Grades  in  sirh  tu  tragen),  so  giengp  die  erste 
Gleichung  (iL  tu)  Uber  in  x*=0  oder  x'*=:0,  die  zweite  in  a*=0  oder  u''=0,  welche 
x=0  oder  n»!  uzsO  oder  0^=0  nsdi  sieh  rieften,  wonme  folgt,  den  diu  Gebüdo 
jetzt  nur  noch  eine  der  Grundaxen  oder  eine  der  PoiHraxen  vorstellt  Sind  hingegen  die  Coef- 
fizienten  odor  v  nicht  null,  iül  über  einer  der  CorfTi^-ifületi  «  und  «'  oder  einer  der  f  uiul 
S"  nuli,  so  lianii  man  di«  erste  der  Gleichungen  (11.  a.J  uuf  eine  der  Formen 

x'=:  -    oder  x"=^ 

nnd  die  iwtite  jener  Gleichoogen  auf  eine  der  Pomuen 

tf=J  oder  ir=J, 


bringen,  nnd  dieie  Gteicbungen  werden  durch  keinen  reeflen  Weitt  der  in  ihnen 

CeonUMdMi  befriedigt,  wenn  ^  oder  ^,  oder  |  oder  ^  oegitive  ZeUen  aM;  in  Smm  Fdle 

wird  durch  ne  gar  nichts  vorgeslelU;  nnd  iber  die  eben  ingeieigten  Quotienten  poeUire  Zok« 
len,  eo  lauen  eie  sich  auf  die  Form 

^  (x+OC»-0==0  oder  Cx'+gX'^-Ö^O 

(u  +  D(u-D  =  0   oder   (u'+g)  (u'~9)=0 

bringen,  in  welchen  f  und  g  oder  f  und  g  reelle  Zahlen  bedeuten,  von  wclrhf^n  nicichungea 
jede  einen  Verein  von  xwei  utit  einer  der  Grundaxen  oder  der  Pplaraxeo  purallden  Geraden 
vorstellt,  die  m  beiden  Seiten  von  der  Aze^  nrit  welcher  eie  parallel  laufen,  gleich  weil  abale» 
hen.  Man  kann  alle  diese  besondem  Formen,  da  sie  keine  Gebilde  in  sich  aufnehmen,  welche 
noch  weiter  erkannt  zu  werden  brauchen,  von  den  spStercn  Untersuchungen  ausschüessen,  und 
demzufolge  annehmen,  dass  keiner  der  Coeffizienten  tc ,  t^,  fi  oder  £ ,  ^,  v  in  den  Gleichuügea 
(11.  tk)  nnH  aeL  Thnt  man  diess  und  kommt  man  noch  darin  llberein,  dieee  Gleidiungen  gleta 
80  za  schreiben,  dass  ft  oder  v  eine  positive  ZaIiI  wird,  was  msn  immer  in  seiner  Gewalt  hat, 
80  kiteneo,  wenn  jene  Gleichungen  eine  reelle  Form  besitzen,  die  beiden  CoeiTizieoten  a  und 
oder  8  midi  entweder  podKve  Zdden  fein,  oder  ea  kam  der  eine  eine  poaüive  and  der 
eine  ncgalive  Zdi  aein.  Sind  beide  Codlitienlen  foiilim  ZeUoi,  w  liegen  alle  mt 

Aze  AX  aieli  betielienden  Coordbutanweribe  der  Cgrvenpnnete  swisehen  +1/^  «od 

,  so  wie  die  auf  Axe  A  X'  sich  beziehenden  zwischen  +  |/^^  und  —        i  wenn 
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f.-  lt.  Hr.  IM.  KbwCnrfn  ftfräUM  4M 

äe  Curve  durch  41«  «rate  GMchung  (il.  a.)  gegeben  ist,  nii4  ial<4l»  Ctorvt  <liMli:(le  imreHe 
Cäeidniiiff       aj'gegeben  j  io'  Ifegen  äB»  aitf  dt»  Axe  "Kit  eteb  MUiimien  'CeeriHbateii'^ 

wMrthe  4«r  Cirvetpaecle  swiiclKa  +l^^tii>d— l^s»  lowie  «UeMfdie  Axe  AX*  ikk 
beiielMiMleii  swtaoben  + and  \  die  Cliirviei4»iiQcte  lenttlanito      ihilliiii  in  dEe^' 


<  K  .f.  i  , 


Falle  voa  keiner  Axe  und  nach  keiner  Seite  derselben  hin,  Uber  eine  gewisse  Wuile  und 
reihen  sich  zu  einer  ringsum  begrenzten  Cune  an  eiaander  die  man  Ellipse  nennt.  Ist  hin*  {.\ 
gegen  der  eine  vun  jenen  CoefBcienten  eine  positive  der  andere  eine  ncgolive  Zahl,  üu  wird 
der  Entfemung  der  Curvenpuncle  von  keiner  Aze  inid  auf  keiner  ihrer  Seiten  eine  Schranke 
gesetzt,  die  Puncte  reihen  sich  zu  einer  fun'c  an  rinjindi-r,  die  ii  He^ug  auf  jede  Axe  vier  ' ' 

io^  Unendliche  fortlaufende  Zweige  bat,  und  die  ma^  Hyperbel  zu  nennen  pflegt  Wir  haben  ^  ^    .  ^ 
«Imq  aiui  der  aOgenehiaien  defdiaa^  des  xareften  Grades,^  wehdie  in  (3.  a.  oder  b.)  so  wje 
in  (5.  b.)  aufgestellt  worden  ist,  «fle  in  (6.  d.},  (7.  d.),  (8.  d.)  und  (9.  d.)  stehenden  Für-  t 
nien  nbgeleitnt,  und  diese  gehören,  vorausgesetzt,  dass  nicht  ««' — /9'  =  0  oder      — «'rsO 
ist,  ofTenbar  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  an,  je  nachdem  «et' — /?*  oder      — «'  eine  positive  '*■" 
•4»  nagattre  Zahl  IM.  Mitlelat  dieses  Kenmeicheas  Mbat  dab  bei  jeder  Gldctangr  jsiralM 
Grades  mit  nrai  Yadlndoiliofaen  sogWcli  anlBakaidep  «b  aie  eine  BI%ae.:0dBr  JinwiW  dari« 
stellt  .    t  .   .     .  .       -  ,        •■     ♦  •    II  - 

b  'den  Gleichungen  (11.  b.}  kaiin  nfe  oider  V  nüft'Min'l  oKne  diM  die  Gleichung  auf- 
hört einen  Ausdruck  des  zweiten  Grades  in  :»ich  aufzunehmen ,  und  wäre  '/  6dcr'(  BuO,  'so 
würde  sie  zu  x'=0  oder  u'=:0  fübren,  und  b!os  die  Axe  AX  odw  AJ  daritHkin.  ■  Ab- 
gesehen von  diesen  besendem  Formen,  die  keine  weitere  L'olcr^nicltuog  verlangen,  kamt  ouai 
imiMAnen,  dass  ketaer  Ten  den  CSoeffidcdkeii' V««  f  «dar4^('rg'>nii-  ael',  m4  abdk  %in4laml 
Voraussetzen,  dass  «'  oder  tV  eine  posilivt?  7  ilJ  <(  i.  woi!  Tinii  dio  fJleichun»  so  zu  schreihcrt 
Stets  in  seiner  Gewalt  hat ;  dann  sind  tax  die  üwei  Fülle  äbrigr  wo  y  wi&t  {  entweder  eine 
positive  odfer' eilte  «efatt««  fäA  ist:-  lN'alM»'-4er>iifae'IM«n'  *intf''PI|i)ato^  Inderii  h«tw 
torgeht-i  lireMn  man  — !x  für  x  oder  — ti  u  setzt,  d.  h.,  wem  man  (Ne  entgegengesetzte 
Richtung  von  der  AX  oder  AX  als  neue  Axe  AX  oder  AS  iinciViit,  »  i  folgrt,  dass  diese 
zwei  Fttllo  nicht  Curven  von  verschiedener  Gestalt  in  sich  tragen,  üandern  nur  eine  abgoMo- 
derte  Besiehm^  4men>eit  Curve  an'  eäi«  der  Axen  aaatpfdclieK  'Ifeifeilien  iioh  die  dorA 
eine  der  Cleieliunireii  (II.  b.*)  g-ef.n'benen  Puncte  immer  zu  einer  Curvo  an  einander,  welche 
in  der  Richtung  di^  A-Vi  A.X  oder  A£  zwei  von  der  Coprdiuat^ipspitie  nuslaufondc  Zweige  ^ 
bildet,  die  nach  dieser  einen  Sdte  hin  ins  Unondltehe  fortlaufen,'  In  der  Rtchtnng  der  Axe 
AX*  oder  A3E'  hPdet  diese  Curve,  welche  Parabel  genannt  wird,  Dur  einen  Zweig,  dem  aber 
weder  nach  der  einen,  nnrh  luuli  der  andern  Seile  hin  Schranken  gesetzt  sind.  Da  zum  Vor- 
handensein der  Parabel  erforderlich  ist,  dass  einer  der  Coeflicientcn  tu  und  ii  oder  5  und  '-.ti 
ans  den  Gleichungen  (11.  b.)  verschwindet,  ifiess  wie  aus  den  Gkidningen  (6.  4% 
(7.  d.),  (8.  d.),  (9.  d.)  ersirhtlich  i.st,  nur  dann  geschieht,  wenn  in  der  atlüiMieiiuMi  Glei- 
chung (5.  b.)  oder  (3.  a.  oder  Ii.)  zwischen  den  Coeflicientcn  (12.  a.^  a,  a',  ^  oder  5,  ^f,  « 
Ihres  Thcils  der  zweiten  Dimension  die HehMioii  je(a(''-*^^0^<Mlar-94'— ^exOWtt  lMl,''M 
gieU  diese  das  lallgemeinste  Kennzelchen^der'PniMMl  har.  •      C'I  ^-U  - 
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wird,  üchoti  durch  die  äussere  Peon.der  €3aicji|iiigB^  ai.^fl^  geb«^.  «•  «diMiM  in|ii  «He 
Gleichuiig  der  Ellipse  so : 

tl».  "  a'  x'-f-«  V'-«»  oder     i^u'  +  yn^sVi  " 

die       Hypertiel  kann  man  so  schreiben:  '  '  ■  ^ 

(«t.  b.)  a  n'  —  a"x"  z=u^    oder       ,V  u'  —  rVu  '  =  k'  , 

U«' •»)  -~«'x'  +  «'x^=rjM'  oder  —  4-5'"tt''=r'., 

die  der  Parabel  ''ann  geschrieben  «erden:  '    '  ■  ! 

(I«.  «1.)  .     «V'4-2;''.\=;ü   oder   d  V'  +  2;-u  =  0  ^. 

und  '  .  , 

CM*«.)  (rV-2/x=0  oder  ru''-2irtt=ü,  .| 

und  ,      ■  .  :.•  .   

y«'— 2y'»x'=0  .«der  2fV=p, 

in  wetclicn  die  Buchstaben  a ,  a',  •/ ,  y'  und  ft  oder  £ ,  d',  ,  ^  uiid  y  lauter  bdicbige  mif^ 
}khe  and  reelle  ZmIiIoti  vorstellen,  deren  Quadrate  man  sich  immer  nur  ata  |»oälhre  ZihlM  SU 
denken  hat,  es  otogen  jene  Zahlen  selber  positive  oder  negative  sein. 

Die  ndurem  CSMdNUigeii  in  scbtefe»  CoordiMten  eefroM  tis  in  lenkrediten,  wdcfee  nr 

eine  Curve  desselben  Namens  hier  angegeben  worden  sind,  kann  man  immer  durcli  eine  eiü' 
zigc  vertreten  lassen,  wenn  man  jedesmal  die  Beni  nniiiig  der  Axeii  diu  niuli  l  inrii     n  will. 

136}  Ist  «bie  eltene  Ctinre  zweiter  Ordnung  durch  eine  Uleicha/ag  vpo  der  ef^t^iu  iu  (11.  «.} 
iMwiideii  Fem  n  de»  Atm  AX,  AX'  irgend  eiiM  <1um  tmglicbsB  ebcaeii  Sy«lau  gii^e-. 
ben,  und  wiU  man  dieselbe  Carvo  an  den  Axen  AY,  A¥'  eines  beUebligw  andeni  «kann 
Systems  darstellen,  welches  mit  jenem  die  Sfiitze  A  genieinKchaniioh  h»l .  so  Iml  nun,  um  zu 
der  veriitngten  <»leicUuikg  £u  gelangen,  in  die  ge^cb«m  für  x  und  x  itiru  ui  dcu  liluicJiungea 
(l,  «0  oder  (t  a)  «■gvfebeMii  Werth«  ni-MtM«,  nad  n. sind  dam  die  «wei  ventom  QLA- 
chungen  (1.  a.)  za  benutzen,  wenn  die  neue  Gleichung  in  sdiiefen  Coordinaten  aiisgedrflckl 

soll»  bingflfen  dio  ;{wei  kintem  in  (i-.i-)  oder  .die  awei  vordem  in  (1.  c.}  gcgebeneoi 
wean  die  M«e  Qeiehnif  in  «eataecliteM  CovfäkMtm  l«rvorgehen  solL,  . 

Kitnoit  man  hiersu  erstlich  die  zwei  Terdem  in  (1.  a.)  mitgelbedMo  Ckjlrt— f«B»  «o  «!>• 
hält  am  als  neue  in  schiefen  Coordinaten  ausiredrückte  Gleichung : 

(».B.)  C«A'+«'A")y'-f  («Ar  +  «'Ar')y"  +  2C«AA,  +  «A'A;)yy'=^, 

in  welcher  die  neu  biozugekommenen  Grössen  die  in  Nr.  177.  «ngexeigte  Bedeutung  haben. 
Wählt  man  nun  die  beiden  neuen  Axenrichtungen  A  Y ,  A  Y'  so,  diM 

a 

(••.».)  it  A  A,  +  a'  A"  A; =0 

«M,  «0  venrmddl  sieh  dl«  Gleichung  (13.  a.)  In: 

Ci«.«^)  C«A«+rfA")y'  +  («A?+rfA;")y-=;i 

Hd  hql  Ml  ivieder  die  «i»te  hi  (iL  «.)  eog^gebew  For«.  Vea  «iehl,  dtss  mm,  n  der  Be» 
dingav  w  geeigeB»  in  AilgenoMii  A  nnd  A'  oder  A.  wd  Af  nech  Mtea  wib- 


S.  16.  Nr.  18«. 
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len  and  dann  doch  noch  die  zwei  andern  Projectionszahien  ihnen  g-einüss  bestimmen  kann,  vna 
nichts  anders  heijsl,  all  dsis  die  I^sfc  der  einen  neuen  Axe  nach  Belieben  gewlhlt  werden, 

und  zu  ilir  die  zueile  noch  iiiiintT  üu  uufgusuclil  werden  kann,  (\ass  die  neue  Gleichung  die 
obige  Funn  aniiiuuiiL  .Mun  hat  hei  dicüer  Bestiuiinung  der  Axenlage  im  neuen  Systeme  auf 
nichts  weiter  zu  sehen,  aU  dass  die  zwei  Axw  AY,  AY',.oichl  in  eine  und  dia&eU)o  Gerade 
Tallcn,  weil  sie  sonst  nicht  ein  ebenes  System  zu  ronslituiren  vcruiüclitcn.  Da  die  Polaraxe 
Ag)'  senkrecht  auf  der  Grundaxe  AY  steht,  und  A,(Ti -}- AI (T')  oder  A{r,)-\- A' [f,'}  der  Ko- 
sinus des  Winkels  ist,  den  die  beiden  Richtungen  AY'  und  AS)  oder  AY  und  AÜI)'  uiit  ein- 
ander machen,  wenn  die  hier  auArotcnden  Zeichen  ihre  in  2ir.  177.  angezeigte  stehende  Be-;- 
deutung  behalten,  so  ist  A,ir)-j-  A',(r)  =  0  sowohl  als  A  I T,)  +  (r,')=:0 ,  und  climinirt 
man  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Grössen  A«  ^ad  J^l  oder  A  Mod  A'  aus  der  J^udiiig^ug 
03.  b.),  so  verwandelt  sich  diese  in :  ,       ,        .,  !  ,  ,   •        ..        .  „ 

efA(r')=i/A'(r)   oder   «A,(r;)  =  a  A;(r,),         il  -inii'Vr«  nnni  (tS.«.) 

indem  kein  von  dem  gegebenen  wahrhaft  verschiedenes  neues  System  eine  der  Projecüons-  '.«>.:  ' 
zahlen  A,  A'  und  A,,  A^  npll  werden  lassen  kann,  der  Bedingung  (13.  b.)  gemüss.  -^(i-tit,^ 

Setzt  man  aber  in  die  gegebene  Gleichung,  um  zu  einer  neuen  in  senkrcrhicn  Coordinaten 
zu  gelangen,  Tur  x ,  x'  ihre  aus  den  zwei  vordem  Gleichungen  (1.  c.)  entnommenen  Werth« 
ein,  so  kommt  man  zu  der  folgenden  Gleichung:  ^  '*  *  ' 

^  'W^      ^  "W"      '^1    ■   ~^ '        "  ' 

nnd  wählt  man  hier  die  Lage  der  ncncn  A.xen  so,  das«  "'9^*  t.'  «»  ^  on  Iwi  boo 
wird,  so  geht  die  Gleichung  (14.  a.^  über  in:  itm  -t*ih'  .1^4 

nnd  fsl  nun  von  der  zweiten  in  (II.  a.)  angegebenen  Form.  Um  der  Bedingung  (14.  b.)  zu 
genügen,  kann  man  im  Allgemeinen  eines  der  zwei  Paare  von  Projectiunszahlen  (A) ,  {^4)  und 
(fd^ ,  {^,)  nach  Gefallen  wählen  und  dann  doch  noch  das  andere  Paar  jener  Bedingung  gemüss 
bestimmen,  oder  mit  andern  Worten,  num  kium  eine  der  neuen  Polaraxen  A^  und  A^'  nach 
Belieben  nehmen  und  zu  dieser  dann  noch  die  andere  der  Bedingung  (14.  b.}  gemäss  aufsu- 
dicn,  wo  dann  die  neue  Gleichung  die  Form  (14.  c.)  annimmt.  Bei  dieser  Bestimmung  der 
Polaraxen  im  neuen  Systeme  hat  man  auf  nichts  weiter  zu  sehen,  als  dass  die  zwei  Richtun- 
gen A?)  und  Ag)'  nicht  in  eine  Gerade  fallen,  weil  sie  sonst  die  Polaraxen  eines  ebenen  Sy- 
stems vorzustellen  nicht  vennöchlen.  Da  die  Grundaxen  AY  und  A Y'  senkrecht  auf  den  Po-  f  1» 
laraxcn  Ag)'  und  A^  sieben  und  (-4,)  C -j- (^.'J C  oder  {A)Qt-\-{A)Q',  der  Kosinus  des  Win- 
kels ist,  den  die  zwei  Richtungen  AY  und  AS)'  oder  Ag)  und  AY'  mit  einander  machen,  so 
ist  (y/,,iC  +  (^yC'=0  sowohl  aU  (.^)C,  +  (-^')C;  =  ü,  und  climinirt  man  mittelst  dieser  Glei- 
chungen die  Grössen  (^,)  und  {A',)  oder  {A)  und  {A)  aus  der  Bedingung  (14.  b.),  so  ycf- 
wandclt  sich  diese  in:v<  t,  +  aiCllÄ^  _^     /tri)..  i.*'^>v  :  •  -'''^V.,  _^ 'H > , . 

«(^)  C'=  «•  {A)  t   oder   a (A,)  C,  = «'  {A,)  C. ,  -    *      i  ' '  '(i*.  d.) 
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indem  keinditn  ikm  gegebenen  wahrhaft  ver8chie<ienes  neues  System  eine  der  i 
(b^if  M  )  und  {At),  {A\)  null  werden  lassen  kann,  der  Oodinfi^ung  (14.  b.)  getaiias. 

187)  Ist  hftiq-rci'n  eine  ebene  Cime  zweiter  Ordnung  durch  eine  GJpirhtmp;-  von  dn*  «weiten 
in  (11.  a.}  slehendtm  Form  an  den  Axen  AX,  AX'  eines  dazu  geeigneten  ebenen  Systems 
gegeben,  uifil  ivill  vmä'^SteMk»  Ciirve'n  den  Axen  AY,  AT  eAiei  bdleli^gal'  «Mem  ekenen 
Systems  darstellen,  welches  mit  jcnrni  dif  Hri^zi  \  ini'inschaniirli  lial.  so  hat  mnn,  um  m 
Aet  verlangten  Gleichung  zu  geUu^gen,  in  die  gegebene  fiir  u ,  ihre  in  den  Gleichungen  (1.  b.) 
Uder  (1.  c.)  ongegebcnen' Warthe  zu  setten,  oit^  M  shul  d«a  die  «frei  vordeni  'GleiÄiitigeii 
(1.  b.}  zu  bcnutEcn,  wenn  die  neue  Gleichun;;  in  si  Incfen 'CoWfiniteil  WWgcdHickt  werden  soll, 
hihgeg^n  die  zwei  hintern  in  (f.  oder  in  (I.  r.)  stehenden,  Wenfa  die  ntoe  Gteicinttg  in 
senkrechten  foordinaten  ;tufj,'cfun(lcn  werden  soll.       ...  >  ■  i  ■• 

Nimmt  tiian  liierzu  ersliich  die  zwei  vordem  in  (1.  b.}  axigezeiglen  Gleieliungen,  so  erhält 
'  nun  ab  neue  in  acUefen'tCoÖTdiMlen  anifediWkIe  QxSfäktmgv  ^ 

welche  ms  der  0^  *^^' Audi  Tertenschang  von  «,  ju  nrit  9,  ^,  v  und  von  A  ,  A'  «bil 
A, ,  a:  inM  C,  C'  ivid  a».  C;  ^ftemMgeiit.  Wm  mm  die  ktvk»  tmn  Awmfmw»  AY 

und  AV  80,  daM.:.    !   .  .'  •  ;::f  i  .      '.■  /.i.i.       ,   .   .  .■   •.  ■   .  li-.viii.i'ii. 

wird,  M  yenrandeH  jifaib  die  Gteicfcnng  (IS.  t.)  jn:  , 

und  hat  so  die  erste  in  (H.  n  ")  slehondc  Form  angenonmien.  Tin  der  Bedingung  ("15.  b.}  zu 
geniigen,  kaun  man  im  Allgemeinen  eines ^ der  zwe^  Paare  von  Proiectionszahlen  C,  C  und 
C, ,  C|  nach  Gefdlen  wühlen,  and  dann  do6h  noth  das  andere  Paar  jener  Bedingung  gea 
bestimmen,  oder  mit  andern  Worten,  man  kann  eine  der  neuen  Gnnidaxen  AY  tind  AY%i 
Belieben  nehmen  und  zu  ihr  dann  noch  die  litwHte  so  aufisuchen,  dass  die  neue  Gleichung 
(•*  -  der  Form  (15.  c.}  wird.  Bei  dieser  Bestimoiong  der  Axen  im  neuen  Systeme  bat  man  «nf 
nidita  weiler  »i  sdbeq,  ab  daaa  die  beiden  Wdiln^ett  AT  und  AT  nidit  bi  eine  Gerade  fal- 
ien,  weil  sie  sonst  die  Axen  eines  eln  nen  Systems  vorzustellen  nicht  Nennoclilon,  Da  die  Po- 
larazen  AS)'  oder  AJ)  senkrecht  auf  der  Grundaxc  AY  oder  AY'  stehen,  und  {A)C,-j-(^)Ci 
oder  (/^,)C  +  (^)C  den  Kosinus  des  Winkels  vorstellt,  welchen  die  Riebtungen  Ag)  und' AT 
'bder  A  9*  und  A  Y  mit  einander  machen,  so  ist  {^C,-f-(/f  )C;=0  sowohl  als  {  J,)C-}-(A^C'z=0 , 
und  diniinirt  man  mittelst  dieser  Gleitliun^r  die  Griissen  C,  und  C,  oder  C  und  C  aus  der  Be- 
dingung (15.  b.},  so  verwandelt  sich  dieselbe,  weil  weder  C,  noch  C  und  eben  so  weder 
'litidi  r  imlt' werden  kann,  Iii:       '/     '  .     .  '     ;  , 

~'  Mttt  man  'äbinr'W  die  gegebene  ^dcUni^  ydb  der  sw^eften'  ilai  (11.  n.)  stehtetiAeii- F«ni^ 
um  zu  em^  nencA  in  Senkrieclrten  Coordtnaten  zu  gelangen,  idr  u  und  n'  ihre  in  den  zwei 
hintern  Gleifcbnqgen-  (I.  c.)  iogeseigten  Wertbei,  ao  kommt  man  zb  der  fo^endn  nevcn  Gld- 

chung : 


C5^  +  d-^)\+(«;^t^^Jv  -1-2  -^^^  y^^y. 


Google 


1^  W  mt  m  Bbeuft  Omwm  ««MM» 


wekk«       MMh  Mi  41*  (14  i.)  dnA  V«rtniMta«9  «m  «,  4^,     Ml      r,  w  iM«  «M 

und  f//,j,  i'.^i  mit  (Ti,  iT')  und  (r,),  (/^  «ritrif^P  ^  .  ^  . 

beiden  neuen  Polanuen  A 21  und  A*^'  so,  dass 

5(rj(r.)  +  ö'^n.{ri')=o  .  u«.*.) 

wird,  so  verwandelt  sich  die  Gteicbung  (16.  a.}  in:.  ,      ,  ^ 

and  bat  nnn  wieder  die  nrdle  ^  bi  (1*1.  a^'angeieigiea  Fomwn.  Dm  {Sm  BMlnfliipng  (16  k} 

zu  ^rrnügen,  kann  man  im  Altgomeincn  pfnes  der  zwei  Paarn  von  Projt'clionszahlen  (T),  (V)  ..•••j 
und  (r.j,  (n>  n^i^li  GcJjiUcii  wi^üjCQ,  uf^  d{^a  doch  qpch  d^s  andfre  Paar  jener  Bedingung 
geuiäjs  dazu  besfimmen,.  od^  mll  andem  Woilea,  nnn  kann  die  eine  Jer  Polenuen  AJ)  und 

A^'  im  neui»)  SysUime  meh  Belieben  neliincn,  uiui  m  Dir  dann  noch  die  zweite  so  aursuchen, 

dass  die  nnir  Gleichtinnf  von  der  Form  (16.  c.)  wird.  Iki  dii-si-r  Beslimmimg  (k-r  Ful,ii-a\en 
ioi  ncutnt  .Syskvuie  ItHi  man  auf  weiter  nichts  zu  üeiien,  id:»  dus:>  die  Iti'iden  ISiriiluiigi'K  und 

AST  vritA  in  eiii9,.Gera^ei)iUe^  ^3.  ffe  ««ist  die,folamxeq  eines  ebenen  Syslems  voinnslcHen 
■icbt  vonuüchten.  Da  die  Gnindaixen  AY  oder  AY'  senkrechi  nuf  drii  Polarn  vcn  A^'  oder 
A 9, stehen  uifd  A(r,)-;i-A'(X:;)  sowohl,  als, A,(r^ 4: AliTj  der  Kosinns  des  Winkel»  ist,  den 
dte  Riiritfunvw  -^^  AY',:«n||  A^K  oder  A^  mit'enandcr  nichen,  so  ist  \\X,)-\-^'{r,)=Hli 
sowohl  als  A,(r)  +  Ai (r')  =  0 ,  und  eliminirl  man  niittelBl  dieser  Gleichung  die  Grü^scn  T,) 
und  (/T)  uder  [D  und  {Fs  ms  der  D^  din^'^uii^  (Iti.  b.),  so .yerwjindelt  yidl  dteseibey  weil  weder 
.(n},odef  [T,)  «och  \r )  udLT  [V]  null  »ein  kann, ^ in:  .  '  ' 

Ist  eiho' diene  C^rre  tweXdr  OrdMmf'kn  iMenf  dazu  geeigneten  CeohRnelewyiMNie 

durch  eine  Gleichung  gegeben,  welche  einer  der  in  (11.  b.)  oder  (11.  c.)  stehenden  Formen 
angehört,  und  trilgl  man  diese  n!iL'!i  Art  des  in  d''ii  Nnmiiiern  1S6.  und  187.  pinffi-halli'nt*«  Ver- 
fahrens in  ein  bcUebiges  anderes  Sysletn  Uber,  welches  mit  dein  vorigen  die  Spitze  gemein- 
scUdUfA  luit  nnd  dendben  Eiwife  «i^drl,-  so  wird  mm  anf  den  cssifen'-Mdr  gewalir,  iatk 
lein  solches  neues  System  eine  Gleichung  geben  kann,  welche  wieder  eine  der  in  (11.  b  >  mli  r 
(11.  c.^  sidiendeo  Forineo  hiUte.  Soll  mitliin  eine  ^selche  Form  dennoch  an  neuen  Coordina- 
lensystemen  enridlMr  sein,  so  milssto  es  daddrcK  gttM^cfcln,  Am  diese  eiiM  andero  Spitze  >«!■ 
das  ursprüngliche  haheq,^  ^ir  tragen  daher  znvürdcrst  die  in  (11.  b.)  stehenden  Gleichungen,  ^^^^ 
welche  sich  auf  die  Axen  A  X ,  A  X'  bt-ziidien,  in  ei»  anderes  Coordimitensystem  Uber,  welches 
eineu  andern,  in  der  ^durch  A  X  und  A  .\  lundurdi  gehenden  Ebene  lit:;gendca  P und  .0  zur 
Spitze. hat  imd. dessen  Axen  denen'AX,'AX'  päcdid  und  gleichläufig'  sind'mid  dürft  OX,  OX 
bezeichnet  werden.  Stellen  ^,  |'  oder  »; ,  die  schiefen  oder  senlueehlcn  r<vordinaten  des 
Puactcs  0  an  den  Axcn  AX,  AX'  vor,  und  x, ,  oder  o, ,  die  an  den  A.vcn  OX,  OX' 
TOn  deaisetben  Ponde,  weicher  Anden  ^Am(  A9ll-,  iA'X'/die' jr,  Mer  n,  u'  giebi,  so  eifcsl- 
den  wir  die  Gleiehang«n,  welche  aatiM'MIlea  Axen  dieselbe  Cnn«  ißtBXßViv^n^  wie  die  Q3j^ 
chung  (H.  b.)  an  den  ursprunglichen,  wenn  wir  in  die  Itlzlern  Tür  x,  x'  oder  p,  u'  ihre  iq 
den  Gleichungen  (4.^  angegebenen  Werthe  setzen.  j»o;geht  die  erste  der  in  (Ii.  b.}  stehen-  «.i.  . 
den  Gieicknqgen  Iber  in: 
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^  ,  In  diesen  Gleichungen  verschwindet  du  Glied,  welches  Itcinc  der  unbestimmten  CoonülMlen 

X«,      oder  o,,  i4  in  licli  (rügt,  wenn  man  den  fünft  0  so  wüiitl,  dam 

Cit.c.)  «'r-|-2^,t=:0  oder  ä'n''+iCn=0 

wird,  wodurch  die  Gieichttug  (17.  a.)  '       :  .  ,  ' 

ttt»«.)         ,  «•x;'  +  2/x„  +  2«  |'.x;— 0, 

oder  die  Gleielmngr  (iT.  b.) 

wird.  Die  Gleichungen  (17.  c.)  goh-^n  aus  denen  fil  h  )  hervor,  wenn  man  in  letelerc  |,  ^ 
fUr  X,  x'  oder  i},  q'  für  u,  u'  setzt,  und  sagen  mUhin  iiichUi  anderes,  als  dass  der  Punct  0 
deijentgen  Cnrve  «igeMren  eoll,  dieren  GMdwng:  wM  fn  ein  neaet  System 'ttbeiingen  will, 
so  wie  untirekclirt  jeder  Punct  der  xur  vordem  oder  hintern  Gleichung  (Ii.  b.)  gehi)rigcn 
Corve,  well  dessen  Coordinalen  die  vordere  oder  hinlere  Bedingung  (17.  c.)  wehr  machen, 
wenn  er  snr  Spitze  0  des  neuen  Systems  geflonmen  wird,  m  diesem  entweder  inr  Glsidmig 
(17.  dO  oder  (17.  e.)  hinfuhrt.  Diese  Gleichungen  stellen  als*  diesdbe  Cnr?e,  welche  dofA 
die  Gleichungen  (11.  b.)  an  den  ursiirUnj^liclion  Axcn  gegeben  war,'  an  dnem  neuen  Systeme 
dar,  dessen  Spitze  in  dem  Funcle  der  Curve  liegt,  welcher  zur  Ordinate  an  der  Axc  A  X'  ent- 
weder 1*  oder  1}'  hat.  Kdne  ven  den  beiden  GMchnnBen  (17.  d.  oder  kann  etae  der  in 
(Ii.  1).^  cn"  nl'  n-  n  Formen  nnnrhincn,  wenn  nicht  |'  oder  tf  null  wird,  d.  h.  wenn  nicht  das 
neue  System  wieder  in  da«  ursprüngliche  zurücligeht;  es  tassen  sich  indessen  aus  den  Glei- 
t  >  efaungen  (17.  d  vul  e.)  «nd^  von  der  Form -der  in  (11.  b.}  enftallBaen  äUeilen,  wenn  mn 
durch  die  Jetzige  Spitze  0  neue  Axen  OY ,  OY'  von  einer  «ndem  KdUHiV,  all  die  OX ,  OT 

haben,  legt,  und  an  ihnen  die  Cur\e  darslellt. 

Ib9_)  Bezeichnet  uian  zu  solcbem  £nde  durch  y ,  y  utui  v ,  v'  die  schiefen  und  senkrccb- 
len  CoordbMlon  an  den  Axen  OY-,  OY*  ^en  deniijmigcn  Cnrvcnpnnde,  d^r  an  den  Axen  0X> 
OX'  die  Xa,  x^  und  u, ,  u',  giebt,  so  erhält  man  die  auf  die  Axen  OY,  OY'  bezogene  Glei- 
chiuig  der  Cunre,  welche  »n  den  Axeu  OX,  OX'  die  (17.  d.)  zur  Gleichung  bat,  in  schiefen 
.  CfMämtetk  nw««4riMt,  wenn  nun  k  die  (17.  d.j  rur  x.,  x;  die  Werthe  setzt,  Vefcbe  die 
«nrdai»  (1.  *.)  füir  .x,  xT  NeEen.  So  indat  nwnt 

cm.«.)  «'A'j*+i^*v+s(«'A'Ajyy4.*o»A+i^rA0y+»(>A.+«'fA;>T'ÄO, 

und  nun  sieht  man  auf  den  ersten  Blick,  dass  die.se  Gleieliung  nur  dann  die  Form  der  ersten 
in  (11.  b.)  oder  (11.  c.}  enthaltenen  annehmen  kann,  wenn  entweder  .A'=::: 0  oder  Ai  =  0  ist, 
d.  h.  wenn  entweder  die  Axe  OY  oder  die  0 Y'  oüt  der  0  X  oder  AX  parallel  lüufL  Im  er- 
alei)  Falle  verwandelt  sieb  die  Glaidinnf  (18.  a.)  ins    '  . 

weil  A'=0  aueh  4^A=1  nach  sich  rieM^  nd  di«M  nhuM  dia  vailM|to  FMm  an,  wmai  mm 
die  xweie  Axe  OY' ao  wihlt,  daas 
(I». ».)  .       yA.  +  a'l'A.'ssO 

wird,  wobd  jene  Olaicbniig  ttbaifebt  in: 
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dM  tkan  oder  mlere  Vonefehen  fa  «kh  nfiidimMi  kam.  Im  imleni  FaDe 
aber,  wo  nun  a:=:0  md  lii  Pol8«'^A,=5{  aaio  'liMl,  fWwudelt  aieh  die  Gleteknig  Oaa.)     '*    * ' 
io; 

.  '  '     '  *'A'')'±2/y-h2(yA  +  «'rA';y  =  0, 
aad  dieae  otaunt  die  wriangla  f«m  n,  «ean  «wn  die  aodeni  Aio  OT  ao  wählt,  dasa 

«fro,  woboi  aie  ttbemil  ht 

ff'A"y'  +  2yy'=0.  4,,.  ..j 

Die  Bediiig)uig  ^18.  b.^  sagt  uus,  dass  sich  die  Prujcctionszahlon  A,  und  A,'  zu  einander  ver- 
Uten  nllneii,  wie  dte  ZaUen       and  —/»aie  adirelbt  alao  der  Axe  OT'  nur  dne  elostge 

Gerade  vor,  in  di-r  sii-  licgmi  inuss,  nenn  diese  Zahlen  ge(.n-JienL>  sind,  und  d;i  die  Re- 

dingung  ^19.  b.3  den  ProjccUoii^zahlen  A,,  A'  dasselbe  Y^rbttltniss,  also  der  Axt-  0  V  die  gleiche 
Ridilanff  vorsebretbl,  somit  im  eineO  Falle  die  Axe  OT  die  gleiche  Richtung  hat,  wie  <Be  Axe 
OY  im  andern  Falle,  so  Tulgt,  dam  die  Gleictuingen  QiS.  c.}  und  (19.  r.)  auf  ein  und  dasaclbe 
C(i;irdinii(c'nsy<;lntn  sich  beziehen,  nur  dass  die  Iieiden  Axen  hier  und  dort  ilire  !Van»cn  afe^cn- 
scitijf  vertauscht  haben.  Weil  ferner, das  Verhiiltniss  «' :  —  bei  derselben  Curvc  ein  anderes 
wird,  so  wie  f  einen  andern  Werth  erUdl,  wdchei  gMcMeht,  wenn  ein  anderer  Panel  der 
rur>e  znr  Spitze  0  des  Systems  genotnmen  wird,  so  überzeugt  man  sich,  Jus.s  durch  ji'den 
Punct  der  Ciirvo  nur  ein  einziges  Coordinalcnsystein  gelegt  werden,  kann,  dessen  eine  Axo 
der  0X  oder  AX  parallel  ist,  wXhrend  die  sdiidren  Frojecfionetdden  deir  andern  an  den  Axen 
AX,  AX'  durch  ihr  Verhällniss  a^:  —  y  gegeben  sind,  wesswegcn  diese  zweite  Axe  in  oim! 
völlig  besliiniule  Gerade  iaüt^.die  jedoch  bei  jeden  andern  Pooct  der  Corvo  eine  andere  Ricli- 
tung  aiiniiiuiiL 

I  .  Will  inan  aber  in  scnlireditcn  Coordioatcn  die  auf  die  Axen  OY,  OY'  ^e^o^^ene  GLekliuag 
von  derjenigen  CUM«  ooMien,  deren  Gleichung  an  den  Am  OX,  OX'  die  C^^-  d.)  ist,  «a( 
inuss  man  in  diese  letztere  flkr  x,  und  x',  die  Werth«  selifltt,  W«kh»  dio  vordem  GMdMHIgOB 
(1.  c.}  Ar  X,  x'  liefern,  und  so  erhält  man  die  Gieicbanf: 


CM.«.) 


und  man  wird  auf  den  ersten  Blick  srcwahr,  dass  diese  ni(hl  anders  in  die  Form  der  zweiten 
Gleichung  (11.  b.}  oder  (If.  c.)  Ubergdieo  kann,  als  wenn  entweder  {jf)=.0  oder  |^)=0 
fal,  wddies  Un  eraten  Falle  +U^s:f  and  im  ondem  Felle  ±(^,)=i  nadi  aiift  aieht,  nd 
so  zu  erkennen  giebt,  dass  entweder  die  Polaraxe  0^  oder  die  0$'  mit  der  Ax«  AX  panJM 
tanfen  mOM.  LKsat  nein  {J  )  —  Q  sein,  so  wird  die  Gleichung  (1%  o.}: 

und  diese  iiuuuil  die  verlangte  Form  m,  wenn  man  die  andere  Polaraxe  0^  so  wählt,  dut>s 
wird,  wobei  aie  fibefgeht  in : 
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in  welcher  (JIcichuntr  man  mrh  Belieben  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  nehmen  kann.  Di« 
Bedingung  {JtO.  b.j  sagt  aus,  dass  sich  die  Projeclionszahlen  {ä,)  und  zu  einander  wie  die 
Zahlen  ef^  mii  -^y  veriHilteil  nHäMn,  da»  tbo      fieiaie,  in  iraleli«r''4M -FolmM  OW- 

*  »1  ■■  liigcri  imi>.s,  rini>  villlig  Itrstimmtf  ist,  wenn  die  Zahlen  a'!*  und  — lu'Sliiiiinl  gegebene  sind, 
und  d«  das  Verhttlliiiss  a'|': — /  bei  einer  and  darselben  Curve  s)^  ladcvti  so»  viie  ^  simm 

l  , ; :  t  Midera  Werth  anntmoil,  d  h.  sobald  dn  anderer  Puftd'  dor  Curv«  xnr  Spttxe  O  des  Coordinai- 
lensystenv»  geiuHchl  wird,  so  kann  man  uberzeugt  sein,  das^s  sich  durch  Juden  Punct  der  Conre 
nur  ein  einziges  f  oordiiialeiisystem  logen  liissl,  (less«^n  eine  Polaraxe  mit  der  A.\r  A  X  iiEtrallel 
lüuQ,  und  dessen  andere  Polaraxe  in  der  Ucradeii  liegt,  welche  scbiefe  Protect lunszahlen  liefert^ 
die  sidi  wie  die  f^ipeltenen  Zdden  u'^  und  — y  ta  einander  veHialten.  .  Es  ibideit  ticfa  rolgw 
lich  die  Rielitiing  dieser  Gernden  mit  dem  Puncte  der  Curve  üb,  welcher  zur  Spilze  0  genom- 
men wird;  denn  es  lüsät  »ich  wie  xuvor  zeigen,  dass  oian  zu  demselbiin  Coordiualenji^'sleiiL hin- 
geführt  wird,  wenn  man  {A',)  statt  {A)  null  sein  Usst.  '  ^ 

Da  Mua  Enislehea  der  Gleichung  (20.  c.)  crfordorlieli  ist,  dan  i^e  Poluraven  des  neuen 
Systems  ^-m/  'l-e  gleichen  RiLhlungen  einnclunen,  wel<  lie  beim  Entstehen  der  Gleichung  (18.  c.) 
von  den  GiumUi.xen  einjjenoiiinien  worden  sind,  so  führt  dies^er  l'msland  nuch  zu  der  Einsicht 
töBt  daaS)  wenn  man  Qlr  einen  beslinnnlen  Punct.  0  der  Curv«  das  Coordinatensyaleai  hat,  an 
welchem  die  Curve  dureh  eine  der  nieicfiiingen  (18.  c.^  oder  (20.  c.^  dargestellt  wird,  man 
»jngleieh  auch  das  Coordinatensysiem  kennt,  an  welchem  die  Curve  durcb  dio  andere  von  die^ 
Mfl  beiden  Gleidiungcn  dargestellt  wird ;  man  braucht  zu  'diesem  Ende  hü  voxiffen  Coordinaten- 
Systeme  nur  die  dnind-  und  rul.iraxen  mit  einander  zu  vertauschen. 

190)  Auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  zur  Kennlniss  der  Coordinatensysteine  gelangt  sind,  aii 
welchen  die  Cune,  die  an  einem  dazu  geeigneten  Coordinatensystene  durch; die  erste  der  Glei- 
efaungen  (11.  b.)  dargealeUi  wird,  wieder  «hie  GleidMng-<f«tt>etMr  dai<-in  (ü.l».)  umI  (11.  ei) 
angezeigten  Fomicti  gie!»!,  tiisst  sieh  derselbe  rrnsland  auch  in  Betreff  der  zweiten  Gleichung 
(lt.  b.}  ins  Licht  stellen.  Bezeichnen  wir  nfimlich  wieder  dureh  y.  y'  und  v,  v'  die  schiefen 
und  senkreciiten  Coordinalen  an  den  Axen  OT,  OY'  von  deiüjeiiigtii  Puncte  der  Curve,  welcher 
an  den  Axen  OX,  O.V  die  x. ,      uimI  u. ,  u«  giebl,  so  eriiült  man  die  auf  die  Axen  OY  und 

'"*  •  OY'  bezogene  Gleichung  dir  Curve,  die  nn  den  Axen  O.V,  0 -V  die  (17,  e.)  zur  Gleichung 
hat,  in  schiefen  Coordinalen  ausgedrückt,  wenn  man  in  die  (17.  e.)  für  n, ,  die  WerUie  sctzl, 
wekhe  die  vordem  Gleichungen  (i.  b.)  (Ilr  u,  u'  Üefeni.  So  indet  man: 

CM.«.).    .  yC'*y*+3'Cry'*H-2d'C'qyy'+.2(5C+a'^'C')y+8(5Q+i'ij*ip^^ 

mkhe  Gteidnug  ans  der  (l&ra)  b«rvflrgelit,Mwenn  num^nf',  y  mit  t^C*  90  Wi«  A,  A'  mft 

C,  C  und  A, ,  A'  mit  C. .  vertauscht,  and  die.^e  GleiebuTig  giebt  nuf  den  ersten  Blick  zu 
erkennen,  dass  sie  nur  danu  dip  Fwn  der  «r^t^A»  b.jtoder  ^^li.  c)  enljialteaim  anneh- 
men kann,  wenn  man  entweder  C=:0  oder  f;|=0  sein  lli^sl,  won\it  gesagt  ist,  dass  entweder 
die  Ave  OY  oder  die  OY'  .«renkrechl  anf  der  iJ-V  oder' A X'  Stehen  uniss,  oder  mit  andern 
Worten,  dass  die  Axe  OY  oder  die  OY'  mit  der  Polaraxe  Af  parallel  Inuien  nirs?,  und  ans 
C'rrO  folgt  Cz=  +  C?,  SO  wie  C,=:  +  (ö  uus  l'|  =  Ü.  Nimmt  mau  C'=0  an,  so  verwandelt 
(  •  .     .Sich  dib  Gleichang  (21« «.)  in:       -     ^   ^- ,  ^  . 

«'C.-y'»±2J€y+2'(£C;+«'fl'C0y'=O,  . 
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oad  diese  ahMt  ite'wrimgte  Fonn  an,  wMQ  nm  <i»  «ndere  Axe  OT  n»  wMdt,  -dM 

in  welcher  Gleichung  man  das  obere  oder  untere  Voneieiien  nach  Beliebon  nehmen  kann.  Die 
Bedittgaoig  (21.  b.)  verlfin^t,  Jass  sich  die  ProjeotiODnaJüea  C,  und  C[  ynie  die  Zahlen  Ö  f/  und 
— C  ve^dteB  vollen,  und  weist  daher  die  Axe  OY'  ia  eine  vdUig  beatiointe  tienide  Uaein, 
«wa  dfe  tmet^  iTif  ai4  glulM  «^riMw  ÜBd}  mB  «bar  VaMlaiM  «"«fV^-C  Mk 
nothwenJigcr  Weise  zugleich  m[l  dem  Wcrthe  tj',  d.  h.  mit  deni  Puncle  der  Curre,  weioheo 
man  sur  CoordinateaapiUe  macht,  ittndert,  ao  folgt  au  ihr,  daaa  die  Riditnqg  der  iwailaa  Axa 
0  Y'  an  iedm  «ndero  Ponct  der  Corve  eüM  mkn  wird.  Uitte  naa  c;  =0  aain  laaaen,  aa^ 
frftfa  aan  pof  ein  CoonünalininliiiBi  MagrfthH  worden,  dessen  Axen  dieselben  Lage«  wie  so 

phm  snjTpnfimmcn  hnden  nur  mit  dem  l'ntersrhif>dp,  ds??  spino  Atc  O  Y  dnhin  gekonimcn  wäre, 
wo  zuv0r  (iio  OY  lag  und  umgekehrt,  wodurdi  ijidesMn  nur  ia  den  ü^aoien  der  Axen  etae 
Yoiiadiiaair  ^OffillL  ;  . '  -  -    i  .  .  f 

Soll  dagegen  die  auf  die  Axen  OY,  OY'  bezogene  Gleichung  von  derjenigen  Curve,  welche 
an  den  Axen  OX,  OX'  die  (.17-  «■}  wr  Gleichung  bat,  in  senkrechten  Coordmaten  ausgedrückt 
«^(rden,  90  wird  diKff  %W9A  atekiA,  wenn  man  in  die  Gleichung  (17.  e,}  Mr  u«  und  n;  di*- 
jMlfea  Warthe  fSfMIi  wc^he  die  zwei  hinfam  CflaldMvea,(l..«L)  ftm.ad  af  Mefai». . Sa 
gelfuigt  man  tu  det  aachitfhfiwjao  GleidHUlg: 

welche  Gleichung  auch  an. dar  (iMX  a.)  heiVoigelit,  wenn  inan  o'  und  y  mit  ^  und  ^,  so  wie 
(J),  {jf)  und  [A,),  iJf,)  mit  (Tl.  \r\  and  iF,),  {r,)  vertauscht,  und  ein  Blick  auf  sie  giebl 
XU  erkenaen,  daaa  sie  nur  dann  diu  Komi  der  zweiten  ia  (11.  b.3  oder  (11.  c.}  enthaltenen 
Mhnw.karia,  lata-aaMea  (r>&bOi  aUv  (FOarO  M/d.  k  «an  «Htoradar  db  Pdinntf- 
09)  odrr  Jii^  O«)'  mit  der  Axe  0 X'  oder  AX'  einen  rechten  Winkel  macht,  oder  mit  andern 
Worten,  wenn  eine  der  Poiaraxea  Oder  09'  nit  der  A£  parallel  Ifluft,  uad  aus  (1*)=:0 
faigt  (r)=:±€,  so  wie  aus  <n)3aiB.  Lfttt  wm  (r)isO  aeia,  aa  vttrwaAdell' 

4*  dfc.CHMMhiiag  <8«.K)iiat  :r  > 

V  ,     d'Sg,v''±2J^v  +  3({^+3',j'^^V'=0,     .  ,        .  . 

und  diese  nhnmt  die  ve^la^gtj»  fonn  an,  wenn  man  die  «^^^^^^sl^gffffi  Ojj)'  af  HiUti^  daia ; 

«kd,  wabai  aia  tta^gahr  b:  ..  >  , 

.-•  A  ■  f|fv»A»4Tp=..,     •  ,  «f«^,*), 

in  welcher  Gleichung  wieder  nach  Belieben  das  obere  oder  unlere  Vorzeichen  genuninien  wer^ 

dcnikailiL  Diä  liBiB*|faiig*(Wt  fc)  ttaM^;-  dat^  dMr  dte  PirajeelfaiisnUeh  (IT)  «id  {T7f  m' 

einander  verhalten,  irif  rJie  gpgrbcncu  Zahlen  S't)  und  — und  weist  sonach  die  Richlung  .~7> 

09'  in  eine  Gerade  hinein,  die,  wenn  die  Zahlen  ^ij'  und  — £  glbulich  gegebene  sind,  dae 

vMig  liailiMd«  iat;  meif  aftr  dai'Veiihaioiss  ^n'.^^  ^  noAwendiger  Weise,  mit. den.  {,U  .sr ) 

Warthe  ff  ««Meb  abM*ig'Wk.-4l  <Dp'>PMb  dte.Giitar^<'^<'"  >n«  nr  CoofdiMlen- 

L  da 
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(  »f  it  >  ^""''^  ^'"'^  andere  wird.  Hütte  man  {r',}=0  seia  lassen,  so  wörc  mnn  j^nnr  si»  ivic  hri  rior 
Gleicliun^  (  i9.       xa  einem  Cuurdiaaleiiüyiitome  hiugcnihrt  wordeOi  dessen  Ak«h  in  dies«lb«a 

(.<•  .it  I  Gendcii  gflidieii  wSren,  wie  die  m,  lAMiB'BeMiknifiteri,  •iuA  dm  jeixt  die  Polaraze  0$  in  die 
üer)ideiigdMleni'w«re,  in  ikralefao  icuvor  die  0^'  zu  liegen  kion,  «od  die  Polaraxc  Off'  jdtf 
dahin,  wo  zuvdr  die  0$  la^^,  woJnrrfi  infh  <:^en  dU  Omi^ämlm^aM^llM  t»iet^  M»^ 
dfini'Uo»  die  .AaiDaa  «ciiii^'  Axt-n  verUiisciil.     '   •  •  "j        Iii'''  In'«  i.  ■  !.  ■  ;/  ^ 

iS  '»]]»-dincfc  ^liddiH^ai^  ftft  k)^cä(sfe«ijwliMMillNi<(JR)  wd  (Tr)  grm«  ÜmmHi«  rw^ 
liülinis.s  M.jrci's.lii-li-!ii:i  \^irl!,  uii-  -I.'inTi  C,  und      durch  die  Hoifinn-unp         b"),  wenn  man' 
«di-uiUerO.  in  beiden  Füllen  einen  und  detuetben  Pinot  der  üurve  denkt,  und  dieses  xurF(^e' 
InI»  da»ifli  tdHifCooiilimlensysteni,  äniwekiiMi  di»'«leiclMd||'()l2:  a)'eldll«lMff'Ml^'  dl«  P«^* 
laraxen  l>g)  und  0|D'  völlig  die  gleiche  l^go  haben  mllssen,  wie  die  Grundaxen  OY  und  OY' 
in  dorn  Coordinalcnsystf mr,       wrlchom  die  Glcichunp-  (21.  c.)  niytsfehen  soll,  so  ist  ofTenlraf 
äudi  4mes  dieser'  beiden  Coordinateosysteuie  aud>  das  andere  gcgfebcn;  die  Grundaxen  des 
iebleni  und  namiidi  die  PoUwwcea  von  entenn»  md  wngelcflliirt  sind  dl»  PeKuMMi  dM  leMen/ 
dld'<6nindaxen  von  or>trnn.  i .  ■ 

JÜ191)  Beim  Atiiituebcu  derjeaigeu  CuordioMensysteine,  an  weiclw«  tt^iiiBigtin  von  etner 
dmün  (11.  u.)  mtgcgemtiii-9niimiiiihikm<aUk 

iMUgen  Bestimmnngon  in  Nr.  IMi'JüiiiMr.  IST.  gegeben  wordM  iM,  hH^tt-tMt'gauilfi^ 

dass  die  eine  Grum?    ndri- Polaraxe  ^om  "osuchlrn  Sy?!pmo  f»?(  ?r»nt  thk4i  BeH**T»fr>  ir»>nt>!iiiiif>n 
werden  J(QB9le,^npr  tncia^su,  d«&3  die  andere  uul  ikr  m  cmu  und  dieselbe  Guradc  la  licgun 
«^'O  vmäL^^U^  'M^hüi^  von  der  vdOmglen  AiT,  and  nun  tnm  de«^ 


wetzen  Uli  (ks  zu  suchende  System  nocb  wed»e  Afifhrdemngen  muchen,  wclnrcfi  r>s  ausser 
4ii^„beiibi>ictitjgMiaciJllHi^ieig)$o^>^tdl  noch  pfebeneigdiaciiafteB  .in.  sich,  aitfnimiot,  wie  wk  nodt' 
Jmn  zeigen  weidm.  So  kMui'  man  ontlidt  onler  jenen  ünulli^  niolea  Ctm iliiiiieiMriltnii» 
dasjenige  oder  diejenigen  aussnchen  woien,  an  weldien  eine  Clciduing^  von  einer  der  in  (11.  a.^ 
auf)fetitdlten  f onnen  nicht  bhts  in,  sofaiefen,  sondern  zugl  trh  nnrh  m  s  -nkrecbtcn  Coordinaten> 
wieder  ^t^BitPbay'Wg.  voa.  «i^ec  jener  Formen)  Udert  Udna  wird  von  dt»  neuen  Systeme' 
nwliitft  w«ia  di«  «egdben»  GWdwif  ton  <der  dntai  in  (tL  a^'oiiUdlani  fohn-iit;  diMi 
dessen  Axen  nicht  Mos  die  Bedingun^r  (13.  b.)  oder  ("13.  d.),  sondern  zugleich  auch  die  (14.  b.) 
oder  (14.  ö.")  «cfUUen,  und  wenn  die  gegebene  Gleicliwig  von  der  s^citen  in  (11.  a.}  eiithal- 
INMB  Fnnn  iit,  dm  die  Axen  des  lieoen  Syslems  (lieb  ^)lbs  die  Bedingung  (15.  b.)  oder 
(19.  d.),  sondern  zugleich  auch  die  (16.  b.)  oder  (16.  d.)  errullcn.  Die  Axen  .des  so  be- 
diagM-lhMen  flyslems  werden  deninnch  fegelien  diirth  die  Gleichungen  ' 

^***0der  «AA.  +  «'A'A;=Ö  nnd  «(J)(4)+«'(^(/»)=0 

 j«A(n=«'Aw''«i« '«(-<)y^<*'(-oc. 

fiffni  d|p:«^gflMnfl  Gtoichin«  «««  im  qnlpn  Fipn  CM*  •y:m,'jt^  4m^'«f  IHfiJiwumii  ' . 

€••»•.)  «c(^+rc^.C=o  «ri  #(r)(rj+r{r|(r',>==a'  ' 

oder  ■        I  <.•<>'     .\      :m  •      »..r  .-•/"'i'     f  '*' 


Google 
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■Mn  die  geg ■jutl-aBj^iiy  tw' id«  ■irekn  FOrai  (II.  «.)  iüL  ^  Wlf^  wwdcii,  ot 
IriiieMIgMi  (23.  «.  uidooi)  Bier  «ttaellar  süm  Ziele  Mhren  kllMim;'>iler  g««»iMrä]1i(^IhiN»u 

suchiinilif  an  den  BL'diiiffunpon  (2'.i.  Ii.")  «ml  (  23.  d.)  fortfiilircn,  weil  so'  die  oii;(>nlhUinRcfl(itl  • 

Relationen  am  schietwiiikligeu  Cuur(lijialoiuiyi>leiue  stärker  licrvortreten.    Hierbei  kottiml'  Xtt 

Stetten,  dtss  die  GMehnngeo  (183.. d.)  m»  denen  (23.  b.}  hervorgelMn,  weao  mn  «t  und 

mit  (5  unil  (V  so  wie  dief!rund-  und  Pol;ir;i\on  mit  einander  vortauscht, 'iib  d«M  blos  die  einen  .1») 

der  geoanntca  beiderlei  Bedingungen  bchandell  zu  wcideii  brauchen,  indem  die  dabei  erhaUe- 

wm^tMUtB'  ügdi  ad  iffaitt»  ^inftiiftiiirtg  aoeli  <iMft^MraNlM0M*Mngtingen  übertrat^ 

IM...  it,1  iilk  Iii  asm  iUftk*»*»  ,^9tjnib  x  u^.  .ni-j  f  .ti  .1  .  , 

Tin  den  Inhall*'ÄBi^'^€lnrbuniiiNi  (2:).  b.)  t  rinitliln .  hciiicrkcn  wir  zmördorst ,  dass 
die  Obern  dieser  G|ei<ihnifca,yoa  dyu  liicbtuiigen  AY  und  genau  dajitelb«  aussagen,  was 
die  anten  von  den  VMaigasr  '^  mtd%fr/ Wtr  didir  kir  Ueder  nor  die  einen  ^'^ 
\oii  den  beiden  zu  verfolgen  brauchen.  Siulann  boutcrken  wir  noih,  dwMiirMn  vanil^in.CoWte 
dinalcn.system  aiifirffunden  hat,  an  weleliciii  die  erste  Bedinpuiji  (23.  a.^  >ljilt  bat.  und  dess- 
wegen  die  Curve  eine  Gleichung  vou  der  er:>t^  \a  eatttaUeiieu  form  lictcrl,  und  mau  {  v 

denitt  sich  ein  nenee,  denen  GitnduU>lib  Muwdb  di^VÄigen  eind,  und  dawen  Polw^ 
axon,  in  FoIt;e  dessen  die  Grundu.xcn  des  vorig»  ti  Sy.-tenis  werden,  so  hal  an  diesem  ncueo 

Werae  »061111101,^^610110  in  vbrigea  A,  A'  and  A,,  A!  hatten,  es  liefert  driier  die  gUHdie 
Ourve  an  diesem  neuen  Sy.stome  eine  Gloidninf,yon  iAer  z#eilen  \a  a.~)  enthaltenen  Form. 
Deninac  Ii  ifiebl  ininuT,  wie  schon  wf^iter  oben  beiiu  rki  worden  ist,  ein  iiiul  dussellie  r<iordi- 
nateiuyslcu)  gleichzeilig|  Mos  (Uduri^b,  ,, (^ss,  ni^u  i^i  die  Uruud-  und  i'uIiiRg(ep.  imA  üüh 
nder  verwechselt,  sowoU  eine  CHädhong  der  ersten  wie  der  sweiten  in  (11.  k) naftelt^ne» 
Formen  ;  nnd  dabei  mnehl  es  keinen  rnterSrhled  ob  die  Tiirve  dunh  eine  Gleichung  völ^"'der 
ersten  oder  zweiten  dieser  Formen  gegeben  wird ,  weil  auch  C ,  l"  und  C, ,  Ci  in  (F) ,  (f) 
ond  (r,),  1*,)  übergehen,  wenn  maA'dte  Gnindaxen  m  Polftaxen  und  uingi-kehrt  diese  in  jene 
verwindelL  Wenn  wir  daher  jelzt  nucli  dem  Coordinateiisysteme  rru^eti,  an  welchem  die  ebene 
Corvo  zweiliT  Ordnung  sowolii  eine  (Tleirhiinii  von  der  ersten  wi«'  von  der  zweiten  in  (H.a.") 
enthaltenen  Kunu  .Jit^fM:}«  .»u.  kann  dies«  nicht  iu  4*in  tStnne  gcuiaint  sciq,  dass  dabei  eine 
W»chseiseitige-TiiilpilMi||^  Cnirt~ina  WWhrt  gaiMleriii^rigdidbri^  es  wird  enge- 
nonn^,  dnis  dieselben  zwei  Riihlungcii,  in  ^'-''"'faML^fj^ift^Myf^ /"^ffCft  Gleichungen  die; 
uraniuixe^  m  Coordioatensystcms  hergclten  tjntl  dieMlEsn^  jenen  senkrechten  (jw 

Itraxeo.  In  diesem  Sinne  hat  man  demnach  die  Projeclimuililea  A,  A'  und  C,  C  als  der 
einen  (irundaxe  AY,  die  A,,(^',  and  C, ,  C|  als  der  an^eraäbndMV  Ai!*  nnd 'eben  so  {Ä^ 
(A\  und  iT),  (T'i  Iiis  d.T  P(dari!\i'  .\  «J) ,  so  wie  i  .-/,'.  \ind  (D ,  fT'  als  diT  Pi.l;ir.ive 
A^'  aiigeliorig  si|;li  vorzuti^oUeji.,,^er  eben. weil  man  die  bei  einander >steb«udeu  zwei  schiufea 
nnd  zwei  senkrechten  Ptojadionn^leii.ab  ein«  ndderselton  jRldilniv  «ntepnetend  sidim 
dedten  im,  ist  den  im  erile^  ftiiMiMiMItnj  a.  nnd  b.)  tnr  Folge:  f--* 


,  und        '  '--^^  .n^lTik^t^ilfl^iff^ifae«  «Q^^äHS^'^lE^  illdM 
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IMte  «Mh  ^  iittdaa  aaiMttBeiimgfCB.  Seist  ««i 

Qua  erstlich  in  die  zweite  obere  GIcichnng  (23.  b.)  für  (//),  iA")  und  €  ,  C  ihm  Werthe  aoc 
dea  CUeifliHmgen  ^24.  a.^  ein,  so  Terwandelt  sicä  diesellM:,  ntchdeai  m»a  io  sie  fUr  A(i*)  S4»> 
mm  WiffUi  M0  <ler  enieit  olnm  GMdHmg  (2^  b.)  eiit^cW  ImI,  iiii  < 

geizt  man  aber  in  die  erste  oben  GSriAmg  C^S.  b.)  f&r  A ,  A'  and  (1*):,  (F)  >lln  WeidM 

•US  den  Gleichungen  (21.  a.)  ein,  so  verwandelt  sich  diescllio,  nßchdrm  man  In  dir  fibr  i^Ch 
seiaea  Werth  ans  der  zweitjan  obera  Glwchinig  (33.  ;b.}  etagesetzt  hatj  inr 

and  mi  den  «bcm  QkUbu^  (ßSi  k)  IMel  omi: '       ■    '  > 


Man  kann  aber,  w^nn  nicht  f'4-«'=0  ist,  welcher  besondere  Fall  später  (Nr.  194.)  rar 
Spraye  kommen  wird,  dea  Gleichungen  (24.  b.}  und  (24.  c.)  auch  die  folgende  Form  geben : 

A     Cn_  a'-u  {AI     C'_  g'-g  : 

A     (r)~ccosW    "      {A)  C~gcosW' 

nnd  mm  ersieht  man  ms  diesen  tikichungcn  in  Verbindung  mit  denen  (24.  d.),  dass  sowohl 

j^,       — ^  wi^  auch        und  —0-  die  zwei  Wurzeln  der  qoadraliscbea  Qeidiwg 

(t  cos  W  (t 

sind,  und  dass  diese  Gleichung  fUr  jene  Grüssen  immer  zwei  reelle  Werthe  liefert,  weil 

ist  und  also  dfe  bein  Auflösen  der  quadratischen  Gleichung  aater  das  Waffdiekbeii 
ZaU  Siels  eine  positiTe  ist  Es  folgt  hierans  dtss  entweder 

A_(^         (r)_C'        A__  er  '    .  (D 
Ä'-(:?)  ™^  (TT- c        r— ü   ™^  (^)-~tr)  . 

sein  muss,  und  es  köaaea  Uer  blos  die  ersten  beiden  Bedingungen,  nüidich: 


genommen  werdea,  welche  aussagen,  dus  die  Polaraxe  AS)  in  der  Gnindaxe  AT  liegen  muss 
vmd  fbt^n  so  muss  dann  nuch  die  Polaraxo  A  in  der  GrundHxe  A  Y'  liegen,  was  zusammen 
nidils  anders  sagt,  als  dass  die  Azea  AY  und  AY'  ein  rechtwiukliches  ebenes  System  mit 
einander  bSdm  «Osmii.  Die  swd  Idilea  Bedtagiagw  cfhsIleB  Mof  dm  Beinring,  «mm 
imh  die  NaiwB  der  Axm  bi  «inpei  dar  beUha  SjMene  MMb  ver  ftnr  Ve^aBitAiBg  eaiar 
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einander  verwechMlt,     h.  A  Y  nennt  mur  ztivor  A  Y'  hiess,  and  umgdidirt  >uad  sageo  'i»m 
teadbe  wie  die  nraiMtoB  mi.  U  alndkh  &  B.:  •  r-^ 

00  siebt  diess  nach  sich : 

Ac,  +  A'c;=:0  oder  (^(r,)+M')(r;)=o, 

womit  wieder  nichts  unücrs  ges^igl  ut,  als  da&s  die  Axeo  A  Y  und  A  Y'  senkrecht  «uf  einander 
•tahen,  &u»  also  da«  femwkte  ^«len  en  fednirinlBgeR  jgt;  '   '  •■  ■  —  •  < 

Um  nun  die  Lage  der  zu  diesem  rechtwinkligen  Systeme  gehörigen  Axen  so  finden,  i)e- 
•ditc  man,  dass  da  bei  ihm  (r)=C,  (J*'^C,  (4)=sA',  iJS)ssA*,VDA  dwK  lo  (rOssG^, 
(DsC;,  M,)=A„  KJai;-  irt,  die  Bedingoqge»  C>8..1>.)  jelit  weidei: 

and  setzt  man  in  die  vordere  von  diesen  ziyei  Bedingnngäi^eiDiBal  f&r  C  und  C  und  ein 
derma]  fUr  A  und  A'  ihre  Wert^  MU  deif  oben  Giefldlnpc«i'(9^       w  criiMI  aoi  die 
folgenden  zwd  Gleichungen :  . 


A'         C  j 
aus  welchen  sich  die  Veriiältnisse  -r  oder  ^  finden  lassen,  wonül  sodann  die  Richtung  AY 

gegeben  isL   Ganz  eben  so  gelwgt  mae  MBli.nt  der  Bidtton^  AY';  laap.eibiit  fitr  die  Yfih 

iMlInMe  ^      ^  9^  dieeeOMB  Gleicke^  eed  d^  endi  diesdbee  WeHfce;  «eiT  aber 

diese  lelztcrn  Verhallnisse  doch  nicht  jenen  gleich  werden  dürfen,  indem  sonst  die  Axen  AY 

und  AY'  in  einander  zu  liegen  kämen  und  kein  Courdinatcnsystctn  mehr  bildeten,  so  bleibt  nichts         . .  ; 

Mlderes  übrig,  als  von  den  zwei  Werthen,  weh;he  die  Gieichuiigen  (2b.  b.^  liefern,  dpn  einea 

der  Au  AY  und  de*  andern  der  Arn  AT  mwitteileii.  Die  iricUiiilie  Aaftaeng  der  Glei- 

«(*-)-8««'flesa'W-f^4c'*=:^  >  .  £9«, 

setzt  und  unter  J  defi  «n  der  Gleidniiig      a)  defllr  aidi  «tgebeirien,  poiQivea  oder  nega- 
lifcn  Wcrtli  Terslelit:  .  . 


A^  2«'cosW  *    A.~  2«'cosW 
^ — S«eosW  '  3«ceiW  ' 


we  in  aOqi  diesen  .\ier  Gleidnn^  das  Vencidwn  Ton  ^  edt  deai.  enlge^engeselRten  ver^ 
bUMclit  werden  liann.  . 


TWÜ  man  alle  Projcctionszahlen 

niMge  der  Cüeiehnng  a.) 
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id  :  "...  .Ii'  -'II  >  '.         I-,      i'M  ,v  I 


ist;   ...  i  . .  . 

äTTT    «  — « -f-  ^         A,  c,    «  —  «f'4-  ^  ' 

und  diese  beidun  Gleichungen,  vi'rburultii  mit  dfii  Richtungsglcicbungcn  ^  ^     i..      ^  , 

i=Ar  +  A'C'  und  i=a,c,  +  a;c; 
gilln-t'      '••  «"-''  "  "  '•■•••1  1  !'  I  .1 


<•«  .:  •  »  C  =  A  +  A'*ö*W^und   C.  =  A,  +  A:co»W 


A'  A' 

man  daher  in  diese  cmcfauitgea  fttf  ^  und      ibre  Wertlu^  jmj^  deo.  obeni  Gleichmgeii 

' (8ft  HO  «iii,  »  komiit:  '  +S 

C     «  +  «'+^   ,  •  C,     «4-«' — J 

CM*»)   l:   ..  ..•    I    .  ,,..«ipd   ^igs.  ».,/        ;.  .  . 


üd'Mii  luiai  äfih  ata  ««i^  GteMngw  «id  teM  (27.     di*  WmIIw  C/Q «id'  A,  A, 

_v..        l    '  ,.,  4c^  .... 

CM* dk)  u  ^/•fi-jiLiiihi.  I  III  .  / 

«      iilA'»Ä^^5^^::.Ä±4i''''^''^i'^«i>      wnd  ■  A?=3  "  C*'  — . '  Aivi„  • 
..)        >^uii«i*<ÄÖ'+irtfäTi^'>iM    .iMi'.rfl  •     '^VfiTriffiTHjr*:!»»  bnii  / /.  ■  .• 

welche  «ich  aifllelft  dar  BcbliiNMii  (Zt.  &)  tMiMh  «ngwMlM  hMik.  l     f  .l     j  .. 

lai  »  Man  Ubenengt  sich  ohne  gf^sse  Mtthe,  Gaden,  nan  die  fwnehMenen  möglichen  Fälle  ein- 
zeln durcligehl,  wobei  sich  die  zwei  Fälle,  wo  «  iind  a  cnfijcgpngeselzle  Vorzeichen  haben, 
auf  die,  wo  sie  einerlei  Vorzeichen  besitzen,  uirUckführcn  lassen dass  die  Gleichungen  fST.  d.) 
iOr  €?t  Ol  nad  A*,  A*  jederanl  posiUfe  Zaideii  KelBni,  welche  reelle  Gir9Üm  die  CoeAuiente« 
«  md  tf*  auch  in  sich  tragen  ^(^pell,-WMn  Mm  lUr^/^  seinen  positiven  Werth  nimmt;  hingegen 

f..'.  ,.'  liefern  jene  Gleichungen  jedcsmrt  liegiitive  GrOssen  Tür  C,  CJ  und  A',  AJ,  so  wie  man  für  J 
seinen  negativen  Werth  ni^ih,  Hief^aus  folgt,  dass  .sich  für  jede  der  ProJectioosziUen  C,  C, 
und  A ,  A,  nur  twei  reelle  WeiVhe  indee  lauca,  deren  «bsolöle  Zahlen  die  gleichen,  aber  mit 
enln^rücngesetzten  Vorzeichen  verschen  sind.  Aus  jedem  solchen  Paare  geben  sodann  die  Glei- 
chuagcu  ^26.  b.}  aach  für  C,  C[  und  A',  Aj  zwei  WcrUie,  deren  absolute  Zahlen  wieder  ein- 
•nder  gleich  and  ndt  entgcgengesciztai  Yonaieheii  wtehea  sfaid.  Htm  findet  demmd  jeder- 
feil  iwei  recDe  Axen  ^  Y  und,  AT,  die  itelf  in  deaselhen  zwei  Geraden  liegen,  so  das»  nun 
k  dieeen  Siene  hehaupten  kuu,  ce  gehe  aar  ehi  eiuiges  Coooi(paj^y|ttip^.n  die 


f.  'If^'  Sir.'  IM.  Umm  OamB  swdier  <Mattf .  Üi 

gegebene  Carve  glekhzeit^  eine  Gleichung  voa  der  ersleo  sowohl  als  von  der  zweiten  Form 
(11.  a.)  liefert,  weklra«  CoordimteiMyeten  inuner  «b  fecfctwiiildigef  iiL 


id'i)  Mm  kaiui  aus  duu  B«ätmuuuagca  der  Kr.  Ib6.  die  allgeuieinsten  Eigenschalkn  der 
eoqfvgiitea  Dvctaemr  in  jeder  Mtt  dnea  llittel|paiMl  wnäbmuä  Ouw  nrattor  Otimog  wie 
folgl  •Unten:  ,,.,...'*,  . 

Gehl  nni  mllieh  von  dem  FaDe  aus,  wo  eine  IMametnig^ekihinig  in  «cbiefen  CoofdSMte« 

in  eine  nnrfcrr  t>iamf<tr;i!^!eIchunQ-  in  ^ehii-rcn  Coor^findeil  ftlMiyeflllwt  werddil  imlii  weklMi  gc^ 
adveht,  wenn  die  liediiigiuig  (i'i.  b.)»  nämlich  ,  r-  .  . 

«a  a.  +  «'a'a;=o  '   -''m  .        .  .•  ^^^j 

eifiliU  wird,  was  zur  Folge  hat,  di^s  die  Gleichung  (13.  c.}  oder,  wüiin  imm  -  

«A'  +  «£'A'  =w   und   efA?4-«'Ar  =  («')  I  J  ,.       («8.  k.) 


f^^)y'  +  f«')y"=^^   . 

eatitebt.   Ahs  dM  Oie^Gtalingen  (28.  b.)  t-rgiebt  sich  aber  :  4.  ti 

(«')(«A'  +  «»'A''j=:(a)C«A?  +  tf'A;0,  ' 

;-  ,'•'•,-..■■<<(••• 

ond  aus  der  Bediagong  (28.  a.)  Ms^-. 

tt'A'A:  =  ~u  A  A,    tukr    u  '  A"  A,"  =  «'  A'A?  T 

seilt  man  daher  den  an«  dieser  letzten  Gleichung  für  cf'A^'  neb  ergebeodai  Werth  im  die  vo- 

rige  Gleichung,  so  lladel  man,  dasa  ,        >       ■   .   '  i  -   .  j 

(«O  «'  A*  (tt  A*  +  «'  A*») = («)  («  tf '  A?  A*» + ^  A*  Ap , 

«r''A'*+«'A-C«A»-,^«AO=,^«»A«i^» 
iai,  md  aiekt  mmM  dieia-  ßldcliiing  «"A'*  als  nbekannto  6raaae,aii,  «0  gkd>t  deren  AnOiWUigf. 


.  =±köA'  +  [^j«AO, 

wa««-aaartmir   -  1'       "  - 

entweder  «'A'*+«A'=P  oder  «^A'^ss^Ö-esA? 

Da  jedoch  die  erste  dieser  Gleichungen  tinzutS'^^itr  ist,  weil  sie  (e()=0  mr  Folge  hWO» 
bleibt  bto8  die  zweite  zu  beni^sichti^ren ,  wuru.<  h  luLin  hat:  ,  ^ 

Aas  dieser  Gleichung  in  Vt'rijiuduug  mit  der  Bedingung  (28.  «.}  ergiebt  sicii  nun: 
In  derm  letalerer 
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•'(»)      I/«  («) 


Iii 


iai,  w>  dus  ab»  den  poiiliven  Vonidirerthe  K  der  pofhire  oder  aegellve  toa 

-7—7  entspricht,  je  nacbdcm  -;  eine  positive  oder  negative  ZabI  vor;slcIlt;  und  in  denselben 

Fällen  entspricht  dem  negativen  erstem  Wurzelwertbe  der  negative  oder  positiTe  zweite.  Aas 
den  GtetchnigeD  (38l  d.)  cnkkt  man  Mi^eicli)  dpat  av  m^iclikdl  dei  geaacbtcn  mmii  Cnw- 

dlnatensystenM  «Mlcbat  gefordert  wde^  daaa  |f  und  |^  ZaUea  mit  eHnW  VoReleiMM  aekn, 

'  damU  j/^lzri  ^  V~fr\  **>^  Werthe  ÜMknen,  B«  mOssen  sonacb  die  Coem- 

zipntcn  (a)  tind  (a')  in  jeder  neuen  Diametralglcichung  cincrlpi  oder  pnlppiron- 
gesetzte  Vorzeirhen  annehmen  ia  denselben  Fällen,  in  denen  es  bei  der  ur- 
sprünglich gegebenen  Diametralfl^iobung  geschieht  Fester  geben  die  GMdnngca 
Q».  bO  bi  Fe%e  derer  (2äi  d.)  <iber  bi: 

«,A»+^A?=(«)   und  «A?+?^A*=K) 

oder  in  dl»  «aMiri 

nun  giebt  aber  die  auf  die  Axen  AY  und  AY'  angevrandte  Richtungsglekhung  am  urspriiag- 
Itchen  Systeme:  ' 

l=BA'  +  A'  +  2AA'co«llir  md  1=:A?  + A:'  +  2A,  AJoosW 

oder  wem  man  W  iHese  Rb*  A'  wid  M  ftre  Werfte  ma  dan  Gleichungen  (28.  d.)  emselil: 

oder  wemi  maii  die  enton  ducb  die  ander«  dnnb  }/|^  dbidMt. 

und  diese  letzten  beiden  liefern,  wenn  ntan  sie  zn  einander  addirt  und  die  Summe  mit  K («}(«') 
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A*    A*  1 

oder  wd  <^  Glekhung  (2&  e.)  gemin: 

welche  zu  erkennen  giebt,  ilass  die  Summe  der  rcciproken  CocffizicDteo  in  allen, 
derfelb«n  CurTS  Mgekörifen  DiametralgleicbiingeB  aft  lehiefen  Goordtnales 

atets  eine  und  dieselbe  Zahl  licrert. 

Soll  hingegen  eine  bianietralgleichung  mit  si  hii  ren  Coordinatcn  in  eine  andere  mit  senk- 
noktaa  Courdinaton  Übergeführt  werden,  so  hat  man,  den  Beflimmungen  der  Nr.  IM.  genäas, 
dto  Bedbigaiv  0*-  b.),  Bladicb 

m  die  Obidiiing  (14      «UM*  oder,  wem  nm  .... 
•eilt,  dte: 

I>io  nioii'hungen  (28.  a.  und  l>.)  gehen  in  die  (29.  a.  und  h.")  über,  wenn  man  an  die  Stelle 
des  Grundzeichens  A  das  {A),  und  zugleich  flkr  (a)  und  (a)  setzt  iß}^*  und  (^)2>|*,  und  es 
wird  du  bi        d.)  eriMdlene  Resultat  hier: 

.      -i      ..11,./^  i:-  '-Vh,  ('!>  .W  • 

Aach  hier  wird  also  wieder  zur  MöglicbMB  dee  gesuchten  Coordinatensystems  zunächst  gefor^ 
dert,  dass  die  Coeffizienlen  {S)  und  (5*)  der  neuen  Gleichung  entweder  einerlei  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  annehmen,  je  nachdem  es  bei  den  ursprünglich  gegebenen  ce  und  a  der 
Fiü  iiL  INi  feraer  die  btater  (26.  ätebendea  cm  TOrigen  FaDe  gehörigen  Rlcbbiiigii^ 
cbangen  durch  dieselbe,  eben  angegebene  Substitution  in  die  dem  jetzigen  Falle  cntspteiAendeil 
•bergeben,  lo  verwandelt  sich  das  zuvor  in  (28.  g.)  erhaltene  Resultat  hier  in: 

wefebe  Gleichung  zu  eifceonCn  giebt,  daee  der  bniter  (28.  g.)  aurgeatettf  8tis  aodi  hier  wieder 
gÜt,  wenn  man  in  ftu  in  die  Stelle  der  zu  Coordinatcn,  welche  von  anderer  Art  als  die  in  der 
gegebenen  Gleichung  TOflHN«nienden  sind,  gehörigen  Coeffiz^ten  (d)  und  diese  mit  S>'  und 
2);*  mulliplicirt  setzt.  '  *.  - 

VMIig  ibnUehe  Reidlnle  eridil  mm  aaeb,  wem  mm  ehie  DiametraigMdnaf  mit  eeali- 
rechten  Coordinatcn  in  eine  andere  mit  schiefen  oder  in  eine  sindcre  mit  senkrechten  Coordi» 
nalen  Ubernthren  will;  im  ersten  Falle  gilt  das  hinter  (28.  d.  und  g.},  im  andern  Falle  dae 
hinter  (29.  d.  und  c.)  ausgesprochene  Resultat  mit  einer  geringen  Ablndening,  die  Uer  Folge  •  ''■  r 
der  abgeinderteo  Richtungsgleichang  ist.  So  erfalll  man  zufolge  der  Gleichung  (15.  b.)  da, 
wo  eine  Diametral^Meichung  mit  senkrechten  GoorAttten-in  eüM  andere  mit  «cUefen  Coordi- 
naten  übergeführt  werden  soll,  zur  Bedingung: 

acc,+5'C'c:=o,  («o. 
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wd  ihm  wird  der  Gl«diung  (15.  c.)  gemäss,  wenn  nun. 

CMuft.)  »(?+«'C'«=(«)  und  aC?+ycr=(«') 

seist: 

(M.  •.)  (u)  y'  4-  <u' :.  y''  =  r , 

■nd  da  die  Gleirbungen  (30.  n.  und  b.)  aus  denen  (28.  a.  und  b.^  dadurch  hcn'orgehcn,  dass 
Ulm  m  die  Sfadle  der  CnuMkeldieN  «  und  A  die  ^  und  C  mM,  w  eAllt  man  iletl  des  Ito- 
ndtal»  (Sa  dO  »  jetaigen  Pelle: 


.  SO  wie  «tatt  des  in  (|28.  e.}  ange%eigtcn  das  rolgonde : 

'  An  die  SteDe  der  küiler  (tS.  e.")  stehendem lllffifungsgleiehungen  treten  aber  jetzt  die: 

8in'W  =  C*  +  C"- 2(  LVüsW    und    sin' W ~C?  +  c;' —  2  C,  c;  cos  W  , 

wie  uiaa  sogleich  aus  den  im  ersten  Ai»äciiiüU  auige^tcllion  Gleichnjigcn  (106.  a.}  findet,  wenn 
mm  in  die  l=t6+eV  Rkr  ■  md  «'  ihre  der!  angezeigten  Werlhe-  dnselitt  wodnnfe  iie 
«M: 

sin' W  =    -f-  c"  -  2  c  c'cos  W , 

und  nun  nuf  Ah'  Axca  AY  und  AY'  angewandt  die  obigen  iicfert.  Seist  man  in  den  obigen 
RichlungsglcichungcH  für  C  nnd  CS  thm  in  (3Ql  d.}  gegebenen  Werthe  ein,  so  werden  sie: 


sin'W=q  +  C'^^+2CC.  KfgcosW  , 


oder,  wenn  man  die  erstere  mit  l^|^^>  ^  andere  mit  I'^j"^  multiplicirt : 


und  gdicn  a«a  .durch  Addition  und  nachherige  Üivtsion  mit  V  («)(«')  Uber  in : 
wekbe,  die  (30l  e.}  licrüükäichligead,  wird: 

«*»»  *'*((4)+(S^  =  iH- 
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Wir»  e^Keh  dM  DiwaolwlgttMwg  im  attbedäm  Co«nHaalM  gtgtb«^  tm 

wieder sn  emtT  fhcv  sfifrlicn  cplniiET''"  ^yf^  dann  dieBedingniigf  1 B  b /)  nSmliA j(|^rS)-|i^(r'Xri)=^ 
so  erfütteo  wäre,  um  zu  der  Oteichung  (16.  c.)  oder,  wean  mau 

,<^+^^=«  -  *^+^^=(«  • 

lallt,  n  ihr 

zu  geUngcn,  so  eridlt  null  di«  hieilier  gehilrigen  Remillite  wu  diMtt  (90.  d.  bis  g.),  wem 
nuio  an  dio  Stelle  des  Grundzeichens  C  dm  ,/\;  nAil,  und  die  Ciwilirienlen  [a]  und  («')  durch 
i-i'T''  und  fiT)!';'  vcrtrolon  lilsst,  weil  die  vorstcliLiideii  GlL-iMiungen  aus  denen  (30.  a.  bis  i-.^ 
durch  dieselben  Veriutderuogen  hervorgehen.  Die  so  üich  ergebenden  Formen,  so  wie  die  in 
(W.  •.  Ml  a.}  voifcoBiMiidM  gewiMMn  aodi  ib  AnadunilidilMit,  wmib  nin  «idi  erioiiMf^  dMi  ' 
im  Amn  Bjämae,  wem  Wi  dm  momi  Axonwinkel  vooiilli, 

ist,  wie  aus  den  im  ersten  Abschnille  uiilgetheilkn  GlcicliunpL'n  (104.  b.)  sofj;li'ich  licrvorgchU 
Die  btälier  aufgefundenen  Beziehungen  zwischen  den  CoelTizieiileu  der  gegebenen  uml  denen 
der  geiuditni  DiniwtralgleickDiif  wenl«ii  mit  Rndtficfet  mf  di«  Relilionen  (31.  ■.): 

1)  wem  di0  gegebene  wie  die  geraeU«  Piwnelndfl^hiiiig  tcfaicf«  CoofdimleK  in  eich 

IrÄgl:  ,  .  ■        ■  * 

(«)'(«)  « 

2)  wenn  die  gegebene  Diunetrallgleidiiuig  schiefe,  die  gesuchte  scnlurecMe  Coordinalen  In 
sich  Irigt: 


3)  wi  nn  i!i«>  iT'  fT' ' '  "C  Disotetra^eicbnng  senkredite^  die  gesnchte  digegen  schiefe  Co4Ww 

dinatcn  in  sich  uulmmuU: 

4)  wenn  die  gegebene  wie  die  ge^acble  Diwnelnigleit-buiig,  seolirechla  CpoidiiMten  in  sich 

aufnimmt: 

193")  In  i'.rr  vorigen  Nuinnior  ist  zwar  das  allgemeine  Verhalten  der  CociHzienlen  einer 
neu  ui  suchenden  Dtaioetralgleicbung  zu  deoen  einer  ursprünglich  gegebenen  in  Bezug  auf  eine 
besUnuHte,  nH  einem  Hlttdinnwl  rendMin  Gorve  «weiter  Ordnung  angegeben  worden,  Iber 

zur  Mugliclikeit  der  neiit^n  Gicidnug  mit  so  gegebenen  Cocilizientcn  wird  noch  ausserdem  ge~ 
fordert,  dass  diese  CkJelliziciilcn  r.u  einem  wirkliclien  Coordiiiiili'nsyNlnn  rühren,  d.  h.  dass  die 
Projectionszahlcn,  welche  man  Tiir  die  neuen  Axcn  Tiudct,  reelle  VVcrÜie  annehmen.  Indem  wir 
jetzt  die  hierzu  erforderlichen  besondem  Eigenschaften  der  CoeOlzienten  enfsuchen,  werden  wir 
Irfos  den  einen  Fall  ins  Aug«  fassen  v,  o  ■av;  nncr  Dinmelmlrr!  trhimfir  mit  srhfcfen  Coordinaten 
wieder  etne  eben  sekbe  ebgeieKet  werden  soll,  und  daher  zwischen  den  CoeBizienten  der  liei« 
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de*  Gleichungen  die  Relation  (31.  b.}  statt  findet,  da  die  andern  FMlle  eine  ähnlidie  Behandlung^ 
gestatten,  welche  wir  dem  Leser  Ubcrla«sen  können.  Dabei  werden  wir  von  der  Voraussetzungr 
ausgehen,  dass  die  urspriingUche  Diametralgleichung  am  rechtwinkligen  Coofdimteasysteme  ge~ 
geben  sei,  eine  Voraussetzung,  die  durch  die  Betrachtungea  der  Ür.  191.  geraehtforligt  wird, 
und  den  Vorth  -il  hut  ni  ht  nur  eine  einfachere  Darsicihmf;  zu  j^cslaiteBf  toodem  andi  den  Re- 
sultaten eine  grossere  licstiiiiuitlieit  und  Anschaulichkeil  zu  geben. 

Durch  die  Voraussetzung,  dass  die  ursprüngliche  DiainctralgleichDiig  am  rechtwinkligen 
System  gegeben  sei,  verwandeln  sich  die  hinter  (28.  e.)  stehenden  beiden  Richtungsgleichungcn 
der  neuen  A.xcn,  wenn  wir  den  Fall  herausnehmen,  wo  «owohl  die  gegdiene  wie  die  fenidrte 
Gleichuy  «chiefe  Coordinatcn  in  sich  aufnimmt,  in: 

CM.».)  i  =  A'  +  A"        und       1=A?  +  A;S 

weil  jetzt  W  ein  rechter  Winkel,  also  co8W=0  ist.  Seixt  man  in  diew  detciniitgea  Mr  A"* 

Qod  Ai^  ihre  Wcrthe  aus  (28.  d.)  ein,  so  erhält  man: 


woraiu  man  findet: 


und  In  Folge  dieeer  Werfie  geben  die  Gleicbungen  (28.  d.^: 

(«I      u_  («') 

A"-  'V    "  nnd 

tt      tt  a  a 

«t      <?  m  7 

Damit  nnn  die  liene  Gletcheng  etnen  wnUieh  ▼ettaidenen  Coerdnalemfriaiie  angehttre, 
sen  die  Gleichungen  (32.  b.  und       Hir  A,  A'  und  A, ,  A|  lauter  reelle,  oder,  was  dasselbe 
ist,  für  A*,  A  '  und  A,' ,  A^*  lauter  positive  Zahlen  oder  Null  liefen).    Dazu  ist  erforderlich: 

L  dass  in  dem  Falle,  wo  der  in  allen  G!eichiuigen  (32.  b.  und  c.^  vOfkoramende  NcHMT 

poliliv,  alM  ^_^>0  ist,  augleicb  sei: 

♦ 

0.  dm  In  de«  Pelle,  wo  der  gedioble  Hennef  negativ,  also  ^ — ^'^^      zugleich  anch 
sei: 

HL  Der  gedachte  Keoner  kann  nur  dann  miU  werden,  wenn  a  nnd     eioeiiei  «bfolnto  Wölbe 
emgegengeaelilMt  ToiMkien  beeltaMi,  wo  itm  dto  Cum 


■t 
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Offdanv  Mt#0dflr  «Im  KreUWe  odtor  «ine  gMdudUf«  SyperM  iit,  nwiAiw  tMoadani 
Fidl  ipfr  fltr  M  JMnMUn  «eideii. 


D«  die  OooiiMlMi  ^,  ^.  düm  in«  (M.  dO  fliM««idfl«  Satte  lar  Folg«^ 

tämmtlich  Zahlen  mit  eiBolei  VoneidieB  sebi  milssen,  wenn  die  neue  fileiclmng  einen 

wirklieben  Coordinatensysleme  angehören  soll,  sn  vcrkng'cn  die  in  1}  nnd  II)  CDlIiultcncn 
Bedingungen  im  Grunde  nichts  weiter,  ols  dass  dio  iib:>ulutän  Werthe  der  Quotientea 

[•^  und  nicht  über  die  absoluten  Wcrlhc  der  Quotienten  %  und  —  hinau«- 
(U )         {«)  a  u 

fallen,  vomoagesetzt,  dais  ce  und  u  sieb  auf  die  Gleichung  der  Cnrve  am  rccblwinUigen. 

CoofdiMteBaysleme  bölehen.    Tritt  Un^efän  ifer  fai  UF)  erwibnte  Unitand  ein,  wo'  der  m 

den  ainnntlichcn  Gleichungen  (32.  b.  und  r.)  avflretende  Nenner  null  ist,  welches  geschieht, 
wenn  a  und  «'  gleiche  absolute  \\'crlhL-  habL'ii,  so  müssen  nolhwondig  auch  alh;  Ziihler  in 
jenen  Gleichungen  noU  werden,  weil  die  Kichtungsgleichungen  (32.  keine  unendlich  grossen 
lUd  ni^ddi  pofitirnn  Werfhe  vcm  A*,  A"  imd  A?,  A,"  nlMven,  ud  die«  sieht  Mck  «1^ 

dass  nnch  die  absoluten  Wcrthc  von  (cf)  und  («')  einander  gleicli  sein  müssen;  haben  daher  a 
und  «'  einerlei  Vorzeichen,  in  welchem  Falle  die  vorgelegte  Curve  eine  Kreislinie  ist,  so  geht 
die  Bedingung  (28.  g.)  Uber  in: 

and  zeigt,  dass  die  Coefllzicoten  aller  mögliefaeii  Diametnlgleichungen  bei  der  Kreislinie  einerlei 
GrÜMe  annehmea,  oder  des«  bei  ihr  die  ehnnllichen  INanietralgleicfaungen  eich  ta  Nlefats  von 
einander  unterscheiden;  haben  hingegen  a  und  et'  entgegengesetzte  Vorzeichen,  in  welchem 
Falle  die  voigeleigte  Corve  eine  gletcbseilige  Hyperbel  ist,  so  geht  die  Bedii^[ung  ^28^  %^ 
Uber  in: 

md  «igt,  diM  andi  ta  {•)  nd  («^  «hiertei  ZaUen  oH  eotgegeogeselilen  VoneidMii  enihaltan 
•ein  müMen,  ohne  aber  über  die  (SrOnee  dieier  Werihe  ü]gend  wie  n  YerfligeB.  D«  in  dteiea 


MdflKFiilieii  dieFtoJeelioninllMiA,  A'  uidA,,  A;  «tamUdi      darFoniQ  riid,  m  gteM 

diess  SB  versieben,  dass  jede  der  neuen  Axen  AY  und  KT  einzeln  genommen  eine  beliebige 
Richtung  arniehmen  kann;  hat  man  aber  eine  von  beiden  nach  Gefallen  gewählt,  so  bestimmt 
sich  nach  ihr  die  andere  von  selbst  nach  Anleitung  der  Bedingung  (28.  a.},  welche  bei  der 
Kietilhde,  wo  «  oad     bd  efaeild  libeotalen  Wcrflie  andi  gleldie  VmniBheB  haben,  irttd: 

AA»-)-A'a;=:0,  (n.  e.) 

und  so  zeigt,  dass  clip  zwri  Axen  in  jedem  der  vcrlanj^tcn  Systeme  auf  einander 
senkrecht  stehen,  weU  auf  das  reditwinUige  ebene  System  bezogen  A  A,    A' A^  den  Koetant . 
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des  Winkeb  vMildIt,  die  Axen  AY  uml  AY'  mit  einander  machen;  bei  der  gleichselügiM 
HypL-rhi-I  hingegen,  wo  tt  und  u'  so  wie  fr^)  und  (a"\  bei  einerlei  absololea  Werth»  «Mfogaa» 
geseixle  Vorzeichen  haben,  ver^vaudcln  sich  die  Gleichungen  ^28.  d.)  in; 

tM>  rO  A'=±A,   und  A;=:±A, 

iMiid  M  dilKfeo  in  beiden  gleichieitig  nur  die  oben  oder  nur  die  unlom  Vorzeichen  genooniea 

werden,  der  hinter  (28.  dj  stehenden  Bemerkuiig  gemBss,  weil  hier  ~,  eine  n^illttve  Zahl  ist 

Stellt  man  sich  nun  das  ursprüngliche  Courdinalensyslem  als  ein  rcchlwiaUIg«!  VOr,  «n  welcbem 
die  schiefen  ProjectionsxRhIeii  in  die  senkrechten  übergehen,  so  ist: 

A's=co8YAX',   A,  =  cosY'AX,  A;=co«VAX',  A=co«YAX  , 

»eihiDi  die  GleidniageB  (39.  C)  Mbatgiteii  ii: 

€••.«*>  9nYA}C=±«iMYkX  and  cQfrAX'=±cosYAX  , 

In  wddien  beiden  Gletehwigen  wieder  entweder  mir  die  obem  odier  nfir  die  vntem  Voneielieii 

genommen  werden  dürfen.  Aus  ihnen  litssl  sirh  ohne  Mühe  entnehmen,  dass  bei  der  f.  fi- 
seitigeo  Hyperbel  die  zwei  A.\en  eines  scUicrwinkligcn  Coordinatensysicms,  an  dem  diese  Cunc 
eine  IHanelnlglcichung  erzeugt,  in  zwei  Geraden  liegen,  deren  Stellung  zu  den  Axen  des  redit- 
winkligen  Coonttnatensyslcms,  an  dem  die  Cnrve  eine  Diamelralgleichung  erzeugt,  die  gleic(ie 
ist,  wenn  wm  beide  entweder  innerhalb  oder  nwMiludb  der  Cktoidinalenebene  XAX'  ins  Aage 
fassL 

194)  Wir  können  nun  die  in  Xr.  1^0.  uml  Nr.  1*^7.  heim  .\ur.suchen  von  neuen  roordi- 
naleosystcmen,  an  welchen  die  Cunc  eine  Dianictralgleichung  liefert,  unbestimmt  gebüebeno 
Grone  dm  benütsen,  «n  die  mfinfindcnde  IHunetnriglefebung  in  inOglid»t  einfaeber  Form  an 
zu  erhalten,  -v:  1k  i  Mir  uns  wieder  Idos  auf  lauter  Piamclralgleiehungcn  mit  schiefen  Coordinaten 
beacbränkeii  werden,  da  die  Behandlung  der  Hauptsache  nach  io  allen  lUmgen  Füllen  die  gleiche 
Ueibt,  oder  besser  gesprochen,  da  aHe  tfbrigen  FiDe  in  ^sem  einen  adgcticn.  Ancb  wollen 
wir  hier  wieder,  um  einen  festem  Standpunrt  n  gewinnen,  vOtt  der  Voraussetzung  ausgeben, 
dass  die  mit  einem  Mittclpunct  versehene  Curvo  zweiter  Ordnung  ursprünglich  durch  eine  Dia- 
melralgleichung am  rechtwinkligen  Coordinatcnsystemc  gegeben  sei.  Unter  dieser  Voraussetzung 
haben  wir  in  der  vorigen  Nnmm«-  gefonden,  daii  MwoU  bei  der  EHipee,  wo  tt  und  u'  einer- 
lei Vorzeichen  haben,  als  auch  bei  der  H^'pcrbel,  wo  die  Vorzeichen  von  a  tind  a  entgegen 
gesetzt  sinr).  die.  neue  Diamelralgleichung  nur  so  Innce  und  dann  stets  an  einem  reellen  Coor- 

dinai«n8ysleme  möglich  sei,  als  |^  nad  |^  nicht  über  die  Grenzen.  ^  ond  ^hioanrfaHwi. 

(et) 

1}  ffiennu  folgt  sogleich,  dass  man  bei  der  Ellipse  stets  ,-4=1  oder  («)  =  («')  werden 

f « j 

«  .  lassen  könne,  wodurch  sich  dann  die  Gleichung  (ß^.  c.}  dieser  Ellipse  in  die  höchst  einfache 

Forn 


Digitized  by  Go^^ 
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ttbernibrea  lüsst,  weiche,  wenn  man  beachtet,  dass  in  diesem  Faile  die  tielatiou  (^2B.  g.^  sidl 
Ii  «e 

«Undcrl,  wird: 

Die  Coordinateiiaxen,  wui-auf  sich  die£c  Gleichung  bezieht,  crbnll  man  aus  den  Gleichungen 
(32.  b.  und  c.3;  wean  num  in  «Besen  («)?=(«')  werden  IImI,  so  ergicbl  sieb  nlnUcb: 


^-1  l^J  ^^i 

u     'S  »  «  et  «' 

wolilif  fUr  A,  A'  und  A, ,  AJ  stels  mönrliche  Werthc  lien-ni,  die  tu  einem  waliren  Coordina- 
tcnsystemc  binfUhreo,  sowohl  wenn  man  denen  A  U|id  A«  einerlei  und  denen  A'  und  A|  en(- 
gegcngosefste  Vonteieben  giebt,  wie  auch  wenn  nmn  denen  A  und  A,  entgegengesetzte  und 
denen  A'  und  A|  einerlei  Vorzoicheii  giebt.  Bedenkt  mm^  dass  das  Coordinalensysletn,  worauf 
sicli  die  Prujeclionszahlcn  A  ,  A'  und  Ai ,  a;  Lfzichen,  unserer  Voraussetzung  gemäss  ein  recht- 
winkliges ist,  an  weichem  diese  Grossen  in  cos  TAX,  cosYAX'  und  cosY'AX,  cosY'AX' 
abergeiien,  so  sieht  min  ein,  dass  die  beiden  schiefen  Axeo  AT  and  AT,  weklie  conjugirte 
Darohneswr  von  gleleher  LKnge  geben,  entweder  mit  der  Axe  AX  gtefaAe  Winhel  bDdrä»  de- 


V 


ren  Cosinus  — **.       ist,  oder  sie  büdeo  ndt  der  Am  AX'  gleieho  Winhel,  deren  Co- 

Sinus  —  ~  ist  Me  in  den  Gleicbnigen  (33.  b.}  eulbvlenden  FrojedionsiaUeH  er- 

haHen  stets  endliche  und  von  Null  verschiedene  Werthe,  ausser  wenn  a  =  ee',  sonach  die  Ellipse 
ein  Kreis  wird,  ein  Fall,  der  schon  in  di-r  >(>r!ir("n  Xummer  seine  Erledigung  gefunden  hat 
II)  Bei  der  Hyperbel  hingegen,  wo  a  und  u  ent^rcjfciigL'selzte  Vorzeichen  in  sich  aiifneb- 

men,  und      »       ebenfalls  zwischen  die  Grenzen  ^  und  ^  hineinfallen  niUüsen,  kann  man  we- 

fm  der  Bedngang  (3&  g.)  nie  oder  (a)=— (a^)  weiden  lassen,  so  Itnge  tt  nnd 

0*  versoUedene  sbsohile Weriho  haben;  nun  hanli  diAor  nie  die  GleidHMV  der  Hypobd  in  derP<mn 

hrrslfllen,  welche  der  (^33.  a.")  analog  gebildet  ist,  ausser  wenn  « =  — «',  d.  h.  wenn  die  Hy- 
perbel eine  gleichseiligu  ist,  welcher  besondere  Fall  schon  in  der  vorigen  Nummer  seine  Erie« 


195)  Obschon  nun  aber  die  ITvpc  rluln  im  Allgemeinen  eine  Vereinfachung  ihrer  Gleichungen 
in  der  Weise,  wie  die  (33.  a.)  es  in  Ansehung  der  Ellipsen  tbnt,  nicht  gestalten,  so  geben 
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FmnMi  AaliM,  die  ienM,       wekfe«  die  CM>  O  ^^iM^ 

Füllen  ontsprichl,  an  Einfarliheit  nichts  nnch^rr-ben.  Um  diese  zn  erhallen,  gehen  miV  zn  (fm 
GleichuQgen  (^13.  a.*),  C^^-  C^^*  <>0)  C^^*  zvrUck,  an  wdkbe  die  Betrachlungen  der 
voffigeii  Nuiiner  angeknüpft  wordm  ibuL  In  FaHe  BlnHch  de  etae  von  den  Crtfeeea  tt  nnd 
et'  oder  8  und  ^  eine  positive,  die  andeFe  eine  negative  Zahl  ist,  kann  man  den  Gmndaxen 
AY  und  AY'  oder  den  Tobraxen  Af|,  A§)',  an  welchen  jene  Gletchangen  die  ebene  Cnrvn 
zweiter  Ordnung  darstellen,  eine  solche  Lage  vorschreiben,  dass  bei  der  (13.  a.} 

<t  A*  +«' A*»  ssO'  Md  «Af  +«'A;'=0, 
bei  der  (14 

 (    bei  der  (iS.  a.) 

\3  C  -f  3'  C"  =0  and  ^  CJ  +3*  C»  =0, 
tel  ^  0«.  a.) 

wird,  welches,  wenn  «,  a  ndi^r  J,  Zahlen  (iiil  oiit^egfcng-esetzten  Voneichen  sind,  stell, 
hing^en  nie  mißlich  ist,  wenn  o,  «'  oder  d,  <)  ZMbltiu  mit  einerlei  Yoraeicbea  sind.  Deich 
dieie  Bedtogogin  venrndeb  aicb  aber  die  GkiclMi«en  (iZ.  a.),  (14  a.),  (15.  eO,  (14  O 
in  ander»,  tralcb»  die  folgenden  aehr  einlMien  Pomen  aBnehnien: 

T^^=  mrx  A.      A-  a;)         "-^ • 

2{S{D  (r.)+V(r')  ir:))  "-^ 

bervorgeliewL  Aus  de»  Bedingongen  (34  a.)  leaaen  aidi  die  folgeodeo  Gldefanngen  ableiten: 


(•4.*.) 


A'  s=  A  AI  —  A,  03.  Ot 

(^)=(.d)}/Ij  nnd  (-da=U.)|/r«  xii(14i^), 

C  =  C  J/ZJ  nnd    C  =:  C.  J/I|  «,  (15.  a). 

(r)=(nl/^       (j;)=(r.)j/I^  zu  cie.  a.)  "*  "  * 
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gehorisr,  wo  in  jeder  Gleichiirst:,  unabtiHngig  von  der  andern,  der  positive  oder  negative  Wur- 
selwcrth  gcnouiiucn  wertltn  kann;  weil  man  aber  nie  ^=r^,  und ^ieben  so  wenig 

oder  oder  iMi  duOdem  wut  die  .beiden  UeUuigHi  AT  «od 

AY'  oder  A3)  und  A2)'  in  eitii;  und  Hi>-r-1bo  Gerade  zu  liegen  kämen,  whs  mit  der  M*- 
tur  eines  wahrhaflen  Coordinntcnsystems  nnvcrtriglidi  ist,  so  siebt  ifan  eiHf  data  bei  den 
dem  und  hintern  Glciciiungen  (34.  c}  aleis  dra  enlgegengcsctzlcn  Wm^weitto 
werden  müssen.    Durch  die  Gleichungen  (34.  c.}  nüt  Berttcksichtißun;^  der  so 
ten  Regd  ■■«■■«AtHrk  jjum^  VefseidieB  venrandein  «ich  aber  die  (34.  b.}  in- 

''"J^-fL^  »d  yY-  '^^'f' 
''~4«AÄ.  "^"-4«(^(^,)  ' 

denen  (13.  a.)  und  (14.  a.)  entsprechend,  und  pi:    CM»'*) 

denen  (!5.  a.")  und  (Ifi  n  1  (  nf-prrrhcnd.  <,t.  .'tTj 

Zieht  man  nun  die  liahtufi^r^<.'i('icimBigon 

1  =  A'  +  A'^  +  2  A  A'  cos  W    und     1  =  A,'  -f  A;'  +  2  A,  A;  cos  W , 
l=(.4'+(^)'-J-?^^/)cosW    und  l=(4rf.)'+(^)*+2(^,)(^)co8W, 
eb*Ws  C*  C  Ccoe.Vr  änd  »^■▼=  CT  +  CT  -d  G>  coeW, 

■ii»w=(rf+(r)'~J(r>(r)«MMr  und  .«itfw=(r,)»+(ra'— 2(ro(r3coiW  •  > 

huriD,  welche  wahr  sind,  das  ursprüngliche  Coordinatensystem  mag  ein  schiefwinitUgcs  oder 
rechtwinkliges  sein,  und  setzt  man  in  diese  Gleicliungcn  für  A',  AI  und  {^4") ,  {.4"^)  sowohl  als 
fiir  C'^  Ci  aud  (/"}!  (X*!)  ihre  in  den  Gleichungen  (34.  c.^  gegebenen  Werlhe  ein,  so  erliiilt 
inm  ndl  Berttduiclii^mir  der  für  die  Vondcben  der  Wonetwerfte  gegebneo  %ei^} 


1 

A' 

+  2  j/_2.cosW 

und 

1 

=  1 

i 

:.. 

+  2  cosW 

^^^^^ 

1 

5=;1 

-2),/'Z^c(ww: 

and 

ein'W 

 s  . 

Cf 

=1 

sin'W 

-2l/Z?cofW 

'md 

sin'W 

=  1 

.|,-2j/I«  coiW, 
.i+2j/ZJ  cosW, 


(M.  n.) 


lüo  den  beiden  Gieidnmgen  anf  jeder  Zeile  derselbe  Wurzelwertfa  genomiiMn  werden 
ftMtii«!  tiMffeni  In  joder  ileto  vaUrilBgig  tob  der  oidam  sowohl  der  posUi««  wfe  der  M«- 
fative  sein  kann.  Aus  den  Gleiehnngen  (34.  &}  und  (36.  a.}  ergeben  sidi  nnn  mit  der  grüss- 
ten  Leichtigkeit  die  sttmnttüchrn,  r!rn  kxcn  rirs  rrrsnrhlpn  Cr)ordinnfensysff»nts  zu^relitirigcn  Pro- 
.jaeüoBisxabien  in  rOeiler  W«ise.  iXamenUich  eritiU  uian  dureb  UuUtplicaboB  der  beiüeu  auf  dec- 
Mte  idin  linkrilm^llliiiMBiii  (Sa..k>:   j^  .,.. 
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I  et'* 

l.^»"J    —  ^  _     ^  4  ^  ^      W  '         ,  . 

wd  iiiltelfl  tow  Wcrthe  ittntmMk  Mi  di«  Ca«idHingen  (34.  <L) 

4««'  * 

,  a? m f cy - + 4 g y co8^ w]* »  -  • 

¥t5= — 1> — nräiw — ' 

lial. 

Es  geht  aus  der  vorstehenden  Untersuchung  hervor,  dass  sich  die  Gleicfattng  einer  Hy- 
perbel an  einein  mittelst  der  vorstehenden  Gleiclmngcn  liest  im  inbnren  und  immer  wilklich  TOr- 
handenen  CoordinalemYsleiae  stetj»  nacli  Belieben  iu  einer  der  buitiou  Funiiea 

(M*)  xx'z=ft    und  uu'=:i' 

aurstcllen  Üisst,  und  diese  Formen  sind  (Ur  die  Hyperbel  eben  so  characteristisch ,  wie  die  der 
(33.  a.)  analogen  Tür  die  Ellipse.  £s  springt  dabei  In  die  Augen,  dass  die  Coordinatcnaxeii 
f  ^  der,^iiigai  Syrtcm^  an  wdclieii  die  Myperbela  Gleichungen  von  einer  der  Formen  (36.')  lierem, 
Asymptoten  zu  ilinen  sind.  Keine  Ellipse  Iiann  durch  eine  Gleiehung  von  der  Fonn,  wie  die 
(36.}  sind,  dargestellt  werden,  und  im  ABgemeincn  lujui  aucji  keine  Hyperbel  durch  eine  Glei- 

chuig  von  der  Form 
iWktuy  X*— jfen  «der  tf— tt''=:i', 

worin  blos  die  Ooadralc  der  Coordinnten  vorkommen  und  beide  mil  dem  rrtcffizienten  1  ver- 
sehen sind,  dargestellt  vrerdeo.  Wir  lubea  in  der  rorigen  2^iu|jiier  ge«etM9i,  dass  nur  die 
gteichseitige  Hyperbel,  idiBUelidifl^- ■'dam 'filMnif«afaMit«i  Vilm  hereü  m^-^^O  .^ßM, 
Uorvon  eine  Ausnahme  macht,  md  diMe  giehi  sich  eben  dadurch  unter  deü  Hypeiteht  ab  eine 
sefir  besondere  zu  erkennen.  Bei  der  ^eichseitigän  Hyperbel  gehen  am  rechtwinkligen  Systeme 
die  schiefen  und  aankrechlen  Coordinaleii  in  einander  überj  al>er  aooh  an  jedem  andern  Syileai^ 


.1 
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Mmelrrigteicbung  in  schiefen  und  in  senkrechten  Coordioaten  staU;  denn  e<  ist  den  im  ersten 
'AMaHte  gegtbwwi  Mini  taiMi  GMamgm  (IMi>  b.)  ar  Mt»t 

w«iui  M)  Ii'      senkrechten  Coordinaten  eines  Functes  an  dm  Sfilane  wwi>Mwi>  m  «eldmi 
jlßft^lbB  fvuA  die  schieren  x,  x'  hat,  und  hieraiu  findet  man: 

u  +  u'=(x  +  x')0+co8W)   und   u~«'=rCx— x')(l— cos-HT), 

dwen,  Multiplicalioo  die  folgende  Gleichung  liefert : 

u'— u"=(;x'-  .\'\)sin'W.  CM>  M 

Findet  demnach  an  irgend  einem  Systeme  die  erste  Gleichung  (31.      Matt  ud  setzt  man  ihr 
guälM  M  fkr  li'—iT  im  dw  GMdiiuig  (37.  b.),  m  nmmm  rieh  dMte  Sat 

taftPnidr'tb' Wfc  IfaUdte^i WPaiii(«*i—gBC87.      sMtt  wdilüüAwiaiiyaair 

IHlr'u*— u**  in  die  GIdebung  (37.  b.),  so  verwandolt  sich  dieselbe  in: 

sin  >V 

.  woraus  utaa  ersif ht, ,  d^ss,  die  glci^;hüt^il^^  Hyperiicl  an  einem  und  dcm&dix'n  Syslcuio  stets 
gldcbzeitig  die  beMen  fon^  (3t.  it.}  AeTert,  so  wie  die  xweierie^  ft  (35.  c.)  enthaltenen. 
Man  sieht  lucnui!;,  düss  der  in  Nr.  li'l  u-  liienene  Ausnalinisfall,  der  «  +  «'=0  >oruus- 
sclzte  untl  ddil  ganz  zu  Ende  hfhnndill  wurden  ist,  ein  solcher  war,  in  welchem  die  ge- 
gebene GIciclinng  schon  selber  die  dort  gesuchte  Hig^enschaft  besflss.  ^ 

196)  Wir  haben  in  den  Asunwera  ^bö,  189  upd  |J0  gesehen,  dass  eine  Gleichuni;  der 
PMvbel,  die  «i  ebwn  bertiwulrtäUrWiiilei^^  der  In  (11.  b.)  oder  (>  >  '  ) 

aargestelllen  Formen  ist,  an  keinem  andüm  Coordinatensysteme,  diis  mit  dem  TOrigen  einerlei 
Spitze  hat,  wieder  eine  Gleichung  von  einer  jener  Formen  liefern  kann,  dass  aber,  wenn  irgend 
ein  anderer  Ponct  der  Garve  zir  Spitac  des  neaen  Coordinatonsyslems  gemacht  wird,  immer 
da  10  diMer  fl^ts»  gebSrige«  Byitep  vprinadea  bt»  an  irdchei«  die  FmkümI  wieder  efaie  GM- 

chiinjT  von  einer  der  gi  nntintm  Können  nnniiiiriit,  wobei  sich  zugleich  zeigte,  dass  die  eine  Axc 
von  allen  diesen  Systemen  stets  einer  und  derselben  Geraden  parallel  bleibt,  die  andere  dagcgeo 
ilire  Rfebtong  von  einem  Nacl  der  turv«  zum  -andern  aMndeif.  Di  man  lomch  andi  der 
Parabel  unzüblig  viele  Systeme  anweisen  kann,  an  welchen  sie  immer  eine  Gleichung  von  einer 
der  in  (11.  Ii.)  odi  r  (11.  c.)  aurgcstelllcn  Formen  giebt,  nur  dass  diese  nicht  wie  bei  den 
ebenen  ('ur\en  zweiler  Ordnung,  welche  einen  Mitlelpunct  haben,  eine  gemeinscliafllichc  Spitze 
.bMitzon,  ihre  £^lMn-ini  Q^geilbf il  aieli  etejto  indem- mllMen,  so  Item  man  ancb  hier  wieder 
unter  ilen  unendlich  vielen  möglichen  Gleichungen  von  einer  jener  Formen  die;  heraussuchen 
wollen,  welche  noch  andere  gewlinsch|e  Nebenbedingungen  erfüllen.  >Vir  werden  auch  diesen 
Unstand  an  zwei  Beispiden  erMntem  und  dien  die  4iht  vorigen  analogen  nelnen,  iadeni  wfr 
SuersI  den  Punct  0  der  durch  eine  der  Gleichungen  (11.  b.)  oder  (11.  c.)  gegebcMM  fiV4lBl 
aufsuchen,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  durch  ihn  hindurch  gehenden  Axen  zu  glei-  |  •  .j 
eher  Zeil  Gleichungen  sowohl  von  der  vordem  wie  von  der  hintern  in  (11.  b.)  oder  (11.  c.}' 
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M  di«  IMM  dani  ehe  Cllehhwg  te»  4ir  vetdera  (II.  gegeben,  w 
wio  in  Nr.  189.  gezeigt  wurden  ist,  wenn  dts  durch  den  Panel  0  hiadurch  gebende  Systen 
wieder  eine  Gleichung  von  der  ersten  in  QU.  b.)  oder  (H.  c.)  enlballenen  Fonii  geben  ^oll. 
die  eine  Grondaxe,  welche  die  OY  sein  mag,  mit  der  AX  parallel  lanfcn,  und  die  Riciiluiig 
der  enden  Axe  OT  die  Bedingonir  k}  erlUfe«,  md  «eil  dta  duck  O  htRdureli  Jfehende 
System  eine  Gleioliung  von  der  zweiten  jener  Fonncn  geben,  so  mnss  naeli  den  dortigen  Er- 
gdmiuea  dio  eine  Folaraxe  des  tieuea  Systems,  welches  die  Og)  sein  intig,  mit  der  Axc  AX 
pandlel  Imfen,  und  die  Riehlattg  der  endeni  Po|«raxc  0  ^'  die  Bedingung  (_20.  lij  erAOeii; 
soll  daher  das  durch  0  hindurch  gehende  System  gleich/.eiliiT  zu  riiu  r  (ileiehung  sowohl  von 
der  vordem  wie  von  der  hintern  in  (H  H  Ii  i\<\or  (  H  . O  v.  rJi  uulcncn  Form  Anlass  geben, 
so  muss  gieichzeitig  die  Grundaxc  OY  und  dio  i'ularaxc  mit  der  Axe  AX  parallel  lawleii 
und  es  maaeen  gMdmeMg  die  beiden  Bedipgugeirr  ..^nny 

erflllt  werden.  Jcees  kann  nur  gesrhohcn,  wenn  die  Grundaxe  OY  mit  der  PolarexetrOAti* 
einer  Geraden  liegt,  und  mis  den  Gleichungen  (3d.  a.)  gebt  her\'or,  dass  die  Frojeclionsznhien 
(^i)  und  sich  zu  einander  eben  so  wie  die  A<  und  A|  verhalten  uiUsseu,  was  zur  Folge 
kel,  diss  die  fliDeii  enlipreclieBdett  Bidrtangen  etil  efninder  panHel  laufen,  den  nübin  anA 

noch  die  GnindflAe  OY'  mit  der  Polaraxe  0  5)'  in  einer  Geraden  liegt.  Beide  Dej^liniinungcn 
vereinigen  sich  mit  einander  dahin,  dass  das  gesndite  ebene  System  ein  rechtwinkliges  sein 
müsse.  Ans  dieiem  Grunde  ist  bd  ihm  eoireU 

AiC+A;C'=0  ide  CA  +  qA'=0, 

nnd  «ea  dieAxnOTmit  der  AXpanUd  Unfl,  wirtAssl,  A'i^O  nnd  C:=l,  <r=coiV, 
dekor  seinen  die  lo  eben  milgediefllen  GleidinngeQ  die  folgende  Ceilell  en : 

Ai+AIooeWsO  nnd  C|=0. 

Aus  C,  =  0  folgt  CI  =  sinW,  und  nun  lassen  sich  an?  <^cn  bekannten  srnkn  lifcn  Proji-clinnv- 
■ahien  G,  nnd  Q  die  derselben  RidUnng  «ngehörigen  schieren  A,  und  miltelst  der  im  er- 
ilen  AfeMtattte  geUMm  nrai  leMw  <HeiA«ngen  (180.  a.}  fmden,  denen  gemiM 

Aliia'Väsa— CfcniV  and  Alete^WssC;— G^eoiW, 

«der  wenn  man  ftr  GL  nnd  Q  ihie  cken  geflihdenmi  WerOe  eebt 

AiimWss^nonW  nnd  A;riBW«sl 

in,  leerana  nun  AidCI: 

I 

Ais^eotgW  nnd  Als:  • 


und  durch  diese  Wcrthe  von  A,  und  A',  gdit  lUe  erste  in  ([3&  a.)  entballene  Bedingung  Ober 
fa: 

.,y«|gW+^r.i;fw=<> 


der  FiMlO  MiraU  ab  «a  I«g«  der 
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I«t  hingegen  die  Parabel  diweh  eine  Gleichung  von  der  hintern  Form  (11.  b.}  gegeben, 
M  mal,  wie  in  Nr.  190.  gezeigt  worden  ist,  wenn  das  durch  den  Puncl  0  hindurch  gehende 
System  eine  Glrichnng  von  der  ersten  in  (ii.  b.)  oder  (11.  c.)  stehenden  Form  geben  soll, 
die  eine  Gniniiaxe,  wozu  wir  die  0  Y  nehmen  woHen,  mit  der  Pobraxe  AS  parallel  laufen, 
wd  die  Richlnig  der  Mdem  Graadaze  die  Bedingiing  (21.  b.)  erflfUea;  wid  wdl  das  dordi 
den  Punct  0  gelegte  Coordinalensystcm  eine  Gleichung  von  der  zweiten  jener  Formen  geben, 
so  muss  nach  den  dortigen  Ergebnissen  die  eine  Polaraxe  des  neuen  ^y<t<>iR^,  welches  die  0§) 
sein  mag,  mit  derselbe  Polaraxe  Ai  parallel  laufen,  und  <iit:  Kichiua^  ticr  aiulern  Polarajie 
09*  diie,Bedfogiiiig  (33.  b.}  erfitttea;  .iell  daher  «öi  ud  dps#ell)c  durc^iQ  geli-gte  System 
glciclizcitii:  /n  piner  Gleirhting  sowohl  von  der  vordem  wie  von  i'cr  Jnnlt»rn  in  f11  I  )  odej 
(11.  c.)  entliülleu^  Form  ^^ühi;en,  so  uioss  gleichzeitig  die  Grundaxe  OY  und  die  Foinraxe 
•09      ^  Pola^axQ  AH  pandld  liiifca,  und  es  ndlasen  gtekÜBeiÜlg  die  beiden  Bedingungen 

erTUllt  werden.  Jenes  kann  nur  geschehen,  wenn  die  üruiitiaxc  0  l  luit  der  Polaraxe  0^  in 
eüMw  Geraden  Kegt,  nad  ain  den  GMehunfen  (SB.  c.)  gebt  berror,  dafi  aidi  die  PreJecOeMH 

anhlen  [F,)  und  [f,)  zu  tiiiuinlor  eben  so  wie  die  C,  und  f'  verhallen  müssen,  was  zur  Folge 
hat,  dass  die  ihnen  entsprechenden  Richtungen  mit  einander  parallel  laufen,  dass  mithin  auch 
noch  die  Grundaxe  OY'  mit  der  Polaraxe  OgT  w  einer  Geraden  liegt;  beide  Bestiuunungen 
vereinigen  sich  aber  mit  einander  dahin,  dass  das  gesucble  elWM  Sjslent  ein  leebtwiuMiges 
iaL  Ans  dieeen  Glinde  iai  tßA  bei  ifapn.wiedec 


A,C+A:C=0  und  CiA+C:A'=:0, 

und  diese  beiden  Gleliliungen  verwandeln  sich  hier,  wo  die  Grundaxe  OT  mit  der  Polaraxe 
AI  pariillel  Inwfl,  also  C  =  C?,  C— 0  und  A  =  8l,  A'=fl'  ist,  oder  wenn  man  fUr  (£,  9  und  H' 
ihre  Wertbe  aus  den  im  ersten  Abschnitte  gegebenen  Gleichungen  (108.  e.}  nimmt: 

C=sniW»  C=9  «id  A=s  JL,  A'^s-ealgW, 


wodoreb  die  nvor  anfMcbriebanc»  werden« ' 

A,=0  md  C<-(?cösWsO. 

Ana  A|C:0  fo^  +A!  =  1 ,  und  nun  lassen  sich  aus  den  bekannten  schiefen  Projcctionszahlen 
A,  und  a;  die  senkrechten  C,  und  C,  mit  Hilfe  der  in  enteo  Abscbaitte  «oljgefUhiten  Gletsbnn» 

gen  (106.  a.}  finden,  welche  aussagen,  dass 

C,  =  A,  +  A:cosW  und  q=A.cosW  +  A: 
Oder  Mit  Baiaiab«!«  der  Wertbfl  TOD  A,  nnd.A; 

.      .  ci=±oosw  Md  c:=±i 

M;  dtose  Wertbe  ^  Q  tad  Gf  twMMi      dfo  «rie  Badfaigang  (38L  «i)  tot 

{fcosW-t-^^'ssO,. 

wd  diese  Gkacbm«  fieferti 

foosW  '  ^ 


V  ■ 
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«<NHil  oui  wieder  der  V«mI  0  iOweU  aU  «Mh  dto  Lag«  dar  Am«  fei  de»  gamHett  8)MeiM 


Die  kier  eriMHeDeBBeaalWe  gdie«  die,  vcldke  den  Fal  anfehen,  wenn  die  Parabel  durch 
eine  der  Gleichungen  (11.  e.)  gegeben  ist,  wenn  man  ^  ndl  /,      j  oder 

piit  iT,  ^,  V,  vertaiischL 

197)  Als  zwpilns  Bfispicl  wollen  wir  die  WillkOhriirhkeil  des  Piinrles  0,  welcher  <fio 
Spitze  des  Coordtnatensystenis  vorstekit,  an  welchem  die  Parabel  durch  eine  Gleichiing  von  einer 
der  In  (\\.  lu)  «der  (tt.  e.}  entkrilenen  Formen  itafgeeleiR  wM,  dam  lienWaen,  nm  zn  einer 
Gleichung  von  mögliehst  elnracher  Gestalt  zu  gelangen.  In  Nr.  188.  haben  wir  q-ernnden,  daw 
dio  Gleichung  einer  Parabel,  welche  von  der  ersten  oder  zweiten  Form  (Ii.  b.)  ist,  an  einen 
denen  flyiinne,  denen  Spllne  ein  anderer  durch  Mine  CoeidintlO'  nder  t{  gegebener  Fand 
der  Parabel  ist,  aioli  in  die  (AI.  d.)  oder  (17.  c.)  flbcrmhren  iSsst,  nnd  in  Nr.  189.  haben 
wir  gezeigt,  dass  die  ({7.  d.)  sich  immer  sowohl  in  die  Form  (18.  c.)  als  auch  in  die  (20.  c.) 
öberrdhren  Uiast,  je  nachdem  man  die  noch  nnbestiiumt  gebliebene  Richtung  der  Grundaxe  0  Y' 
•der  der  Foluwto  or  der  Bedingnng  (18. 10  oder  CMK  b.),  ntadidi  der 


CM.«.)  yA,4-«TA:=0  oder  y{J,)-^  a'f  (A,)=zfi 

untcrwirri;  ferner  haben  wir  in  Ar.  190.  gezeigt,  dass  die  (17.  c.)  sich  immer  sowohl  in  dfe 
Tönn  (21.  e.)  ale  andi  in  die  (SSL  t.)  •berfUiren  liest.  Je  mcbden  umn  die  nocb  onbeatiniiil 
gebllebent  i!f  T  t  ing  der  Grundin»  QT  oder  der'Polannce       dier  PedluguBg  (M.  K)  «der 

b.}  nämlich  der 

CM.».)  SC.  +  5',/C:=0  oder  ^ (F. )  +  (0=0 

unterwirft  Mao  kann  nun  um  eine  der  Bedingungen  (39.  a.}  oder  (39.  b.}  zu  erfüllen,  den 
Punkt  0  durch  seine  Coordinutc  oder  n'  (Taben  nnd  daan  die  in  dfeaem  Puncto  erfordertide 
Richtung  der  Gri:nif:i\c  OY'  oder  der  ruliinixc  0^'  dazu  aiifsurhcn,  oder  auch  diese  Richtung 
geben  und  ihr  gciiiki»»  den  Punct  0  bestimmen,  oder  noch  allgemeiner  zwisci{en  dieser  Richtung 
und  den  ihr  ent^recbenden  Pnnct  irgnnd  eni  beUebigea  Verhalten  restaetieni  Verfitgt  man  nun 
Uber  diese  beiden  Dini^e  in  der  Weise,  dass  die  beidm  Coeifizienten  in  der  flIdcllMig' (i&t) 
oder  (20.  c)  oder  (21.  c.^  oder  (3%  c}  einander  gleich  werden,  d.  L,  dass 

» .  .  ■  '«'A?=±2y'  /Hier    «•^^'=+^   '      ■ ;  *  • 

M  wie  andi 

€«^«.>  .SiS^=±%U   oder  5'^|¥=±2|c 

ist,  wobei  in  allen  diesen  Gleichungen  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  genommen  werden 
nusa ,  je  nachdem  tt  nnd  y  oder  iF  nnd  ^  Zahlen  mli  gteidhon  oder  cnigegengeaetslen  Vor- 

Zi>irhen  sind,  Hod  d^  vordere  und  iiintere  Gleichung  in  (39.  c.)  der  gleicbge$ieilt9a  >»  (39.  a.) 
cnlspriiiit  und  da??  GIHche  auch  iu  IMreil"  der  Gleichungen  d>  und  (39.  b.)  statt  hat,  so 
gehen  die  Gleichungen  (18.  c.}  und  ^20.  c.}  sowohl  als  auch  die  (^21.  c.^  ^nd  (22.  c.}  ihrer 
OHlmnff  meh  Uber  ta* 


Ordnnag  nach  Itber  in 
€m1>  1^1=0^  oder  »"yrTsO. 
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Jede  «ler  ia  (30.  a.  und  b.)  ealhalteagn  Gldcbttagen  liefert  für  den  zugehörigen  fall  du)  schiefe  ■  .  •  > 
oder  iMkMdilo  PrajeclioMnU  der  m  berifauMMden  RieMuig  Or  oder  09'  ea  Ar,  ud 

xan  die  tai^''}u',r'i:;f  P:T(].-:-tii-.n«7:ifil  nri  A  X  m  fiiKt/n.  Viranrlit  man  nur  die  geeignete  drr  hinter 
(di,  (i}  ^ehendun  Richltingsgleichuugcn  bcizuzieiien.   Diese  Uicbtui^sgleiclnmgva  lauen  aber  '  ' 
iBi^>di»iMfi9Uwo<<>Qrk$uaMkiiu^^  aor  igkhe  leeUe  Werflie  sa,  die 

iwiidien  +  — üttcf  —  wnd  fQr  ^^te '  gtoidH^ht^'  nur  solche,  die  twisrh»>n  4-i  und 

1  liegen.  Man  sieht  dalier,  duss  kuine  der  Gleichungen  (11.  b.)  sich  aul'  die  i<orm 

der  ersten  in  (40.)  bringen  lüsst,  so  wie  der  ubsolulc  Werth  von       die  Grösse 

2g^^«a4dBtabeolllleWerlll  von -Tj^  oder  ^giaW  die  arOeee  1  tberttelgt  f^.  < 


Unter  den  gleirhm  t^mstlnden  lÄsst  sich  «ber  auch  keine  der  Gleichungen  jt. 
(II.  b.}  auf  die  Fufm  d^r  zweiten  in  (40.3  bringea»  wie  man'sogieicfa  eiwieiit,  wena 
■in  betoi&t,  diM  " 

.     »=3i{=siiiW,=:*aliiSB.  eiid  (-<f)={r>=0 
w«^«»  die'GWeInwea  dae  L  Alieobiiti»  HIQ,  et  «ad 

iinn,=±(^aliiW  iwd  ateffi,ainWs:±C(r;) 

liefern.  Die  sweäen  Gkiduiagen  (ßH.  c.  mnd  d.}  verwenddii  sich  nlinlicb  derdi  dieie  Werl!« 
fltr  sinfBi  in: 

«'(^.)=±2yafnW  nnd  r^r,'»— -HatsinW ,  ♦  .:j 

wobei  in  jeder  dieser  Gleichongen  +  oder  —  nnch  Belieben  genommen  werden  kann. 

Ist  bei  der  Parabel  der  ubsulule  Werlii  vuii  — ^  Meiner  als    .  i  ...  oder  der  von  -rr^sinW 

a  sin  MV  d 

kleiner  aia  1 ,  so  liefert  jede  der  Gleichungen  (39.  c.  und  d.)  in  Verbindung  mit  der  cntsprc- 

clwBdeii  Ricliliiiigigleidimg  vier  Richtungen  für  OY'  oder  0  9',  welche  zusammen  zweien  Geraden 

angehören,  die  nur  ausnahmsweise  zusammenfallen,  und  die  Gleichungen  (39.  a.  und  b.)  geben  '  ' 

sodann  bei  Richtungen,  die  derselben  Geraden  angehören,  den  gleichen  Werth  für  ^  oder  i/, 

hingegen  bei  Richtungen,  die  verschiedenen  Geraden  angehören,  verschiedeae  Wcrtbc. 


r  * 

dM  IriMNi  nMci  iar  nudlai 

liW)  Da  bei  der  (jepcnwiirtigen  Uii(''r^tit  f]iin>?  iTir-  hoi  der  Betrachtung  der  ebenen  Curven 
zweiter  Ordnung  das  Uebertragcn  der  Funde  au«  einem  beUebigeo  Parallelsysteai  io  ein  ande* 
raa  wieder  efaie  befondeve  GcliBig  erhogC,  ao  ir^rden  wir  die  dahin  gehörigea  Rdatioinii  an 
die  SpHie  dieaea  Faragrapfaen  atellen,  theQa  üb  den  Leser  an  die  früher  gefondencn  Abhän- 

pigkeilen  tu  erinnern,  theils  um  bei  flirem  nnn  hSnfiif  vorkonnnendcn  Gebrauche  eine  beqtie- 
mere  Art  auf  sie  hinzuweisen  zu  gewinnen.    Es  ist  den  in  Nr.  35.  des  ersten  Abschnitts  auf- 
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(41.         X  =  A  y  +  A.      A,  y"  ,        x'=  A'y  -f  A.'  y'+  A;  y"  ,         x"=  A"y  +  A,"  f^-  A;'  y* 
und 

C«i.*o}  «Jt=(B)v+(B')v'+(F>",  (l.'x'=(B.)v+(B:)v'+(i?;')v",  6','x"=(ßOv+(Ä)v'+(F.')v", 

wenn     3^,  X*  4i»  wMelM  CoordiMtM  tiMi  fandfi  «ii  «tarn  MMUgM  Coordtaatetoytcnw 

vorstellen,  und  y ,  y',  y"  die  schieren,  v,  v',  v"  die  senkrechten  Coordinaten  desseJben  Puoo- 
tes  an  einem  beliebigen  andern  Coordinatcnsystcmc,  während  die  neben  ihnen  belintlliclicn  Pro- 
jeetionszaUen  die  stehende  Bedeutung  beibehalten,  welche  ihnoi  im  ersten  Abschnitte  gegeben 
wonlea  Sb«n  lo  hat  nn  den  doil  nUpitolltea  Cndehno^M  (61  bu)  mi  (jB5.  k}  fe- 
niH  Siels: 

1l=Cy+Cy'-i-Cy^  o'sCy+Cly'+fty",  n"=&"y+C;Y+C;y' 
und  « 
C«.«.)  mssBT+ry+FV,  ifeB.T+Bl^+Br/',  n^^B.t+Ät'+afy', 

wenn  u ,  u',  u"  die  den  st  hiefen  x  ,  x',  x"  entsprechenden  senkrcclileii  Coordinaten  des  Punc- 
tcs  vorstellen.  Man  kann  den  Gleichungen  (41.  b.}  'und  ^41.  d.}  eine  etwas  abgeänderte  Ge- 
1  stall  geben,  wodurch  sie  denen  (41.  «.)  und  (41.  c.)  ahnlicher  werden,  nnd  ein  vollstindige- 
rar  Parnllelismus  der  aus  den  beiderlei  Gleichungen  benorgehendcn  Pormeln  entsteht  Setit 
man  nämlich  in  die  QU.  b")  anstatt  der  mit  dorn  Grundzeichen  {B)  versehenen  Projpctionsiah- 
len  die  mit  dem  Griuidzeichcn  {A)  versehenen  mittelst  der  im  ersten  Abschnitlü  mitgetbeilten 
Gleiehungen  (^.)>     gehen  sie  fibor  in : 

und  setzt  man  in  die  Gleichungen  (41.  d.)  anstntt  der  mit  dem  Grundzeichen  B  versehenen 
Projectioiiszahlen  die  mit  dem  Grundzeichen  (jT)  versehenen  miUelst  der  im  ersten  Absohnilte 
mügedidtten  Gleichungen  (87.),  so  verwandeln  ste  sidi  In: 

Die  vofslikeadeii  CHsiduingen  (41.  a.  tris  f.)  spredion  die  Besielungcn,  welche  swlschcü 

den  Coordinaten  von  einem  und  demselben  Puncto  an  zwei  beliebigen  Parallelsyslfiiien  mit  ei- 
nerlei Spitze  statt  finden ,  in  allgemeinster  Weise  aus ;  man  kann  indessen  diesen  Correlalions- 
iormcln  dadurch,  dass  man  einer  oder  mehrcm  Axen  des  neu  einzuTdu-cnden  Systems  cigeo- 
lUtanliclM»  Sidbufen  g'egen  die  nrqurOngfichcn  Axen  anweist»  wich  aüeriiand  besondere  Por^ 
men  geben.  So  nehmen  die  Gleichungen  (41.  ■•),  nenn  man  die  Axp  AY"  des  neu  einni- 
itibrenden  Systems  mit  der  Axe  AX"  vom  unprttngiiclieii  System  zuj>amutcnfallen  lüsst,  weil 


ist,  die  folgende  Gestalt  an : 

149.11.)  x  =  Ay  +  A,y',   x'=A'y  +  A;y',   x"=A"y+ Aiy+y", 

und  ebenso  nehmen  di^  Gleichungen  (41.  e.},  wenn  man  die  Polnrsxe  AJ)"  des  neu  einiafltb- 
Sjatov  in  die  unpHafliehe  Gxundam  '^JT  fidUn  llnl,  weil  daa« 
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Ferner  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (41.  c.)  ,  wenn  innn  dio  Gnindaxe  AT"  des  neu  cin- 
zufahrendei)  S]fsl«9s  mit  der  Pofar^xc  A£"  des  ursprünglichen  S|Bl0W  .nrnnaMofalka  JÜw^ 
weil  dann   -  ... 

C=o,  c;=ö,  c;'=2«J,     ,  . 

ist  in*  »  .   .     •  ,  ♦  - . 

'         •      nsrCy+G^f,  n'ÄCy+Cjy',  rssC'yXTj'-f* «yV  ' 

und  cbtin  so  gehen  die  Gleichungen  (41.  f.),.wflin  man  die  Polaraxen  A^"  vom  ncD  elaza- 
QbraKleo.Systen  in  dis.Poluraxc  Xi"  des  ursprünglichen  nillen  lassk,  VeÜ  dana 

ißif  über  in:  ,  , 

Wir  baheh  «DJ  «der  gfosscn  Anzahl  besonderer  Correlatfonsformcln  die  vier  vorstdmclen'  her- 
ausgehoben, weil  wir  von  ilinen  im  Fo!<^enden  Gebrauch  zu  machen  gedenken.  i  ■  ' 

199}  Ist  eine  FtÜche  in  schieren  Coordioalcn  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

«  x'  +  «'x'^^  u"x"'+  2  B-K  x'4-  2  |9'x  x"-f-  2  (i  xx  '=  ^  -f  2  y  x  +  2  /x'+  Ä/V'        "  (as. 

«^dtJr  in  senkrechten  Coürduiatcn  durch  eine  Glcicliung  von  der  Form 

5o'  +  ^u"4-i''V''+2*''au'H-2«'uo"4-2f  uV'=v  +  24u  +  2£'a'-i-ar«''  M 
gegeben,  —  in  denen  x,  x',  x"  die  schiefen,  oder  n,  u",  u"  die  senkrcditcn  CoonUaatea  der 
FticheiqniActe  an  den  Axen  AX,  AXVAX*  einetf'beXieli^^'alier' beilfaiiiil  gmladHeii  Fani- 
KIsy>.Ieiiis  vorstellen,  nlle  libri^an  Biicbslaben  dngcn;en  beKebige  reelle,  posithre  oder  negative 
Zahlen,  die  auch  ouD  werden  können,  zu  bedeuten  haben,  so  wird  das  durch  dae  aoldii 
Gleidiung  dargest«Dt» 'Gebflde  eine  Fliehe  zweiter  Orditang'  genaAnt  ime  -den  CMiade^ 
weil  die  Gleichung  einen  ganzen  Ausdruck  des  zweiten  Grades  bezii^ich  der  Coordinatcn  in 
sich  ournimniL  Tn  iillcn  mif  den  lin^M-fi  Seilen  dieser  Gleicliungen  siebenden  Gliedern  treten  ffi« 
Coordinaten  zweimal  hinler  einander  als  doppelter  Factor  aur,  wesswegen  wir  sie,  in  ihrer 
Tethindiuijf  Bii^geFasst,  den  Thell  d^r  xwetteii'Ikfihensloii  der  Glelehvngr  nennen  wer> 
den.  Auf  der  rechten  Seile  dieser  Glcieluingen  dngrtjen  kommt  ein  Gtierf  vor,  da.s  gar  keino 
Coordiuato  iti  sich  enIhUll,  und  das  .wir  aus  diesem  Gnude  das  constantc  Glied  der  Glei* 
chnng 'nennen' wollen;  ausserdon  sishen' auf  dfe^  WMen' Seite  nur  nadi  Glieder,  in  wel- 
«hen'ciiic  <ier  Coordinpirii  Iiis  cihracher  Facior  iiufiriit,  und  die  vHr  deflahalh,  ie"ftrer'Vccfeiii- 
dunu  iiufsjcfa.ssl,  den  Theil  der  ersten  Dimension  der  Gleichung  nennen  werden.  Ist  man 
Willens  die  Fläche,  welche  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (43.  a.)  oder  (43.  b.}  darge- 
Stent  wird,'  an  den  Axen'  AT,  At','  AI**  tines  neo  eiinMhhrendeii  Systems,  weldies  ftoR  dem 
voriijin  die  ?[/itze  A  gemein  hat,  darzustellen,  so  darf  man  nur  in  die  {repebcnc  Gleichunir 
lUr  X,  x',  x"  oder  «,  u',  u"  ihre  durch  die  Gleichungen  (41,  a.}  oder  (41.  c.)  gegebenen 
Weifte  Selzen,  wenn  man  dM  aeae  ßleiaining  in  sdaeien  CoordiRaten  er^dlea  will,  oder  die 
diMcli  «eMiMgw  C^L  «.)  ddw  C^L  !:>  f«ffilltaMoW«ttb,  wenn  nm  M  m^Mt 
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ekmg  ia  SMdkMcMea  Condtaalai  isdea  will;  nd  mII  dabei  cte  finnd-  «dar  P«I«nuM  4«* 

nea  einzuführenden  Systems  mit  einer  Grand  -  oder  Polanixo  des  ursprünglichen  Systems  zu- 
aamnen  fall««,  so  hat  man  anstatt  der  genannten  aUgmeineii  CU«ichvig«n  die  n  «elMDeii, 
wckhe  im  in  (42.  a.  Im  d.}  angezeigten  nachgebildet  aML  Wdl  im  alle  lokhe  Udtcrtra- 
gilltfltWimta,  (fie  sich  auf  inref '^stotnc  mit  gcnteinscImniichiT  Spiui;  beziehen,  immer  in  Bc-» 
Kup  auf  die  Coordinatcn  bomop<'ni  {TlMi-in;;.  n  des  ersten  Grades  sind,  so  gicbl  bei  j^ficr 
müglicbeji  solchen  Uebertragung  der  ineü  der  en^ieu  ^iiuen^iuu  in  der  ursprünglichen  Glei- 
damg  den  faaMi  Thdl  der  ersten  Dhneasioii  md  nichts  ab  ihn  ia  der  meum  GleidMnigr  her, 
und  eben  so  geht  aas  den  Thcilc  dt^r  zweiten  Dimension  von  jener  Gleichut)_'  der  Thoil  der 
zwfliteii  OinneiisÜMi .  imd  ausser  ihm  nichts  in  dieser  Gleichung  hervor,  «o  wip  das  cooslante 
^d  in  den  beiden  GHpichungen  das  gleiche  bleibt.  i'       •  > 

Wenn  man  hingegen  die  Rache  zweiter  Ordnung  an  einem  neuen  Coordinatensysleme  difi>^ 
stellen  wiH,  das  eine  aridere  Spitze  0  hat,  and  man  bezeichnet  die  Coordinwleri  der  Ffiichen- 
puDcle  an  diesem  neuen  Systeaie  durch  x«,  x^,  x»,  wenn  es  schiefe  sind,  oder  durch  d,,  u4» 
,  v?,  wem  ee  senkrechte  sind,  fO  nie  dndi  ^,  |"  die  schiefen  mid  doreh  17,  9"  din 
senl-rr'fiten  Coordinulen  des  zur  f^pilze  gewählten  Piuuteü  0  an  den  ursprängliohen  Axen,  so 
hat  man  ia  GetaiUsheit  der  im  ersten  Abacboittc  autgclheiliea  Gleichungen  C^0>  ^^i" 
aenen  Axen  denen  AX,  AX^  AX'  pmlM  i^d  ffhaehUufig  annimnit  and  dnith  OX,  0\\ 
OTT  beieadiiie^  " 

(4i.)  x=:H-Wr  i'=r+i^V  i^=r+<  oder  ^'^ff+kj  ni^=iJ'*-(-«?i 

daher  erhält  man  die  Gleichung  der  Fläche  zweiter  Ordnung  an  diesem  neuen  Systeme  aus  der 
an  dem  ursprünglichen  Systeme  gegebenen  (43.  a.}  oder  (43.  b.),  wenn  man  in  diese  fUr 
X,  x'y  x"  oder  a,  a',  u"  ihio  in  den  Gleichungen  (44.}  stohcoden  Wcitbe  aelzt.  Hierbei  bat 
pea  sich  die  Goordinalon  der  neuen  Spitze  O  im  AUgemeinen  als  constante  Grössen  vorzusttl- 
lea,  welche  Ursache  werden,  dass  mts  dem  Thcile  der  aweiteo  Dimension  in  der  gegebenen 
Qiwhi^Bg  ^u^^,  aUeio  der  Th«U  der  swettea  Dineasioa  ia  der  neuen  Gleichttng  hervorgebt, 
sondern  wäm  Oan  nach  noch  andere  Glieder  sndi  «wagen»  die  thdls  m  den  Thefle  der  m~ 
stea  (Hmeosion,  theils  xa  dem  constanten  GUedc  in  der  neuen  Gleichung  geschlagen  werden 
müssen,  und  eben  se  giebt  der  ThetI  der  ersten  Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung  theils 
Glieder  her,  die  su  dem  Theilo  der  er^teu  Dimension  in  der  neuen  Gleichung  gezogen  werden 
mUssen,  theils  solche,  die  in  das  conslaMc  Glied  der  oeaen  Gleichung  ahergehen.  Wenn  also 
die  Spitze  des  neuen  Systems  nicht  in  der  ursprünglichen  Spitze  Uegen  bl  -iht,  so  giebt  nicht 
mehr  jeder  Theil,  von  einor  bcstmuntcn  Oüneusion  in  der  gegeheoea  Gleichung  blos  einen  Theü 
v«a  denelbea  Dbneasida  f&r  die  njeae  COeichung  her,  wie  dt  wo  die  beideM  Systeme  eine  ge- 
laeiDSChsfUiohe  Spitze  haben;  weil  aber  die  Gleichungen  (44.}  sitmmtlich  doch  nur  vom  ersten 
Grade  in  Beztig  aaf  die  Coordinatcn  sind,  so  niiiunt  die  neue  Gleichung  immer  wieder  einen 
Ausdruck  von  dem  gleichen  Grade  wie  diu  gegebene  in  sich  auf,^  so  dass  unsere  Fläche  der 
smeilaa  Qidainir  w  idtan  mSufidien  PwndUsyiteBMn  diirdl  Mdangen  dargestellt  wird,  die 
neben  einem  cort<^tnnt(  n  Ciii  tlc  Tind  einem  Thcile  der  ersten  Dünension  nur  noch  einen  TheQ 
der  swel^«  Dintensioa  enthalten  können  >  in.  welchem  Umstsnd«  eben  die  Beo^uung  ^Fhiche 
det  avmMa  QrdB«v*  ihr«  Bashlfiii<i|aMf  Met 

^ft^^  ^^L^I|^0M^RItl^^(  l^ÄÖ^iÄ^i^^^  ^^^bJ^ÄÄ^P  fi^^  ^l^^^^ft  ^^(^^  ^^I^^B^ÄJ^J  ^^^^^^^^^^(ÄB^^  ^^^ff^^flfl^^^  ^^P^^^^Jd^^l  ^(^P^B 
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^  ilM»  iuM  C'tt'      und  (43.  b.)  «i^agtUMU  llMDM  «•  diMB  ßmtm» 
tensystcm  in  tnM  iadem  ttccgetn^Mi  wird,  desmfei  mek»  wir  nr  YcMMiAwf  4« 

Scbnibwcise 

|i  +  2/x  +  2/x'+2?"x"=:3;    und    v  +  2  ^  u -f- 2  Ctt'+ 2  T«' —  («».«•) 

Selzen,  wodurch  jene  Gleichungen  sich  in  der  folgenden  iibgekärzten  Weise  MbwibeD  liSMi: 

ox'  +  «x'-f  «"x"'  +  2/9"xx'+2/3'xx"-f-2/3x'x"=M  ) 
oder  >   CM»  fe«) 

«  u'  +  5'  u"  +  rV     +  2  «"  u  u'+  2  «•  u  a"-|-  2  «  u'u"=  N . ) 

Die  Tbeile  M  «nd  iV,  welche  d«c  constanle  Glied  in  Verbtudnng^  mit  dem  Theile  der  ersten 
Dimension  in  sich  fassen,  verwandeln  sich,  wie  wir  so  eben  gesehen  haben,  bei  jeder  Udler- 
tragung  der  Gleichung  aus  einem  Parallelsystenie  in  ein  aaderoi,  das  mit  dem  urspriingUcben 
die  Spitze  A  rri  rnf^insclianiich  haf,  in  andere,  die  wir  mit  M,  und  N,  bezeichnen  werden,  wd- 
cbe  dbsseibe  conäiMite  Glied  wie  die  M  und  JV  in  sich  aufoehmeii,  und  «osseriiem  noch  den 
Thefl  der  enlen  DimeacioQ,  der  lediglich  «u  des  Adk  tob  dtr  glakhen  DimajiM  ia  iac 

Mi  dlwer  U«beiliMittw  vviMMtewdM' S«MlalimiM  ohd-  • 


gegebene»- aWAMg  dwek  di*  M  dlwer  U«beili!*giiag  vintanMkMvdM  SfbrtihiHone« 

ten  wird. 

200)  Wir  denken  uns  jetzt  durch  (Jie  Spitze  A  tics  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  pp- 
bildetcn  ursprünglichen  Cuordinaleni^ysleKis ,  au  welclicni  cüiu  Fiacbe  zweiter  Ordnung  durch 
•Im  Oleichuv  toa  der  enten  In  C45.  b.)  eiillMlIenea  Fonn  fregcben  tet,  drti  neae  Axen 
AY,  AY',  AY"  gelegt,  von  vdrhi  -i  iic  A  Y"  mit  rfrr  A  X"  imin.  n  ftillt,  SO  werden  wir 
aus  der  gegebeneo  Gleichung  die  herleiten  künnon,  welche  dieselbe  Fläche  ao  den  neuen  Axen  * 
ia  schtefcB  Co«idtailai  dmteHt,  wem  wir  iw  fUr  x ,  x',  x"  ihre  doliDh  die  GIcMniigM 
(42.  a.)  gegeboMR.  WcvaeJ  eiofdien.  Thw  wir  dies«,  »  oUlan  wir  alt  aen«  GleidMUig 
'die  folgende :  • .  ■ 

«"  y'" -f  («"  Ar  +  «' a;' -i- «  A?  +  2  ^  a:  A,"+ 2 /r  A.  a;- + 2/r' A,  AO  r 

+  («"  A'"  +  «'  A"  +  ß  A'  +  2 1^  A'  Ä"+  2  (TA  k"+  2  fT'  A  A')  y'~   *  "  - .  i  -^u^.  ^ 

+  2  (tf"  A;'+ |5  A;  + /S- AO  y' y"+ 2  C«"A"+ ,9  A'+ A)  y  y  " 

+  2[«"A"A;'+«'A'A:4-ffAA,+/9CA'A:'+A"A;)+,iTCA  Al'-f  A"A,)+i3"CAA;+A'A,)1  vy'—  M, , 

wo  Ml  das  bcdentet,  was  ans  itf  durch  die  giekbe  tivbstitiitioa  IvMtoifeht.  WMhU  man  nun 
dfe  «wd  ttiAesllnrat  gefolicftMM  Arn  ATf'Arf' M,  diM 

'      ■  «"Ar+i5A;  +  /9'A,=0,   «"A''+/5A  +  ,^'A  =  0  1            '     '    - '; 
und  '  )   «...  CM.fc.) 

-  «■'  A"  A;H-  «'  A'  A;  -i-aAA,-hß"  (A  A,'  +  A'  A,)  =0  ) 

wird,  so  verschwinden  ms  der  Gleichung  (46.  a.j  die  (Nieder,  wekhc  das  Pro^HCt  von  zwei 
CooTdiiMiM  i*  liA  lNig«a  and  in  Folge  dessea  gehl  diese  Gleidnutg  Uber  ia: 

«"  y'" + C«"  AI" + «'  AI' + «  a: + 2  ^  a;  a;'+  2ß'A,  a;- + 2  ß-x,  a:)  y-  i  

btwmtf  nidU  iinll,  'M  imeii  liÄ  mttelit  dw  enten  iwk  Gletchungen  (4$.  b.)  die 
ica  AT  nnd  AI  1a  Aj,    -m^  'A^Af  »ymdmiMn,  tidia^M  die  ^  ftr  AT  uad  A"  «<- 
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I  AnfMkko  Ii  dte  Mite  BtdtagBiy  ^  fwwnMl  iMi  iHbib  wtA 

IM  UnrnndhMff 


CM»  *.)  C«'«^-     A'  A;  +  (tf  «"-  /n  A  A,  +  («"  jS"-  /5  jJO  CA  A:  +  A'  A,)=0 . 

Durch  die  glelcfae  Mbttiliitio«  T«rw«Bilebi  fidk  die  Coeffisicnlea  ? oft  md  y*  fci  der  Glet- 
cfang  (40.  c.}  in: 

■0  dui  dfo  Qlelclmv 

y  '  +  iJr.  [(«  «  -  j30  A,"  +  («  a"-  n  A?  +  2  Cra"-  |J  ^>  A.  AI]  y  * 

im.  +^i:Ci^«r-.^A'>+C«^-DA<-h90r«^-^^AA']y*s:]il . 

Die  eof  den  CoeOiieaten  der  fegebenea  Gltfeknng  mf  die  Art  gehildele»  AudtUdi«,  wie 

CS  die  neben  den  Projectionszatden  siehenden  Pactorcn  in  den  C^i  irViin^rr  n  (46.  d.  md  A>) 
siiid,  können  von  jetzt  an  vielfach  zam  Vorschein;  daher  werden  Mir  zur  Abkttrziuig 

and 

setzen,  und  eben  £0  soUen  in  Bezug  aut  die  zweite  Gleichung  (Ab.  k^»  die  aus  ihren  Coefii- 


(At.ftO  «nd 


Zwischen  den  hier  eingeführten,  aus  den  Coefliuciiten  der  gegebenen  Gleichung  zusamineQ- 
gesoMen  Aosdiftdtat  flnden  Betietaafea  statt,  yom  denen  wir  die  venn^ieheten  gleich  luer 

anzeigrn  ^voll^n  Setzt  man  nn  dir  Stpl!c>  von  X,  x'  und  il"  das  was  diese  Buehllaiien  den 
Gleichungen  ^47.  a.}  zur  Folge  zu  bedeuten  haben,  so  findet  man  zunürhst,  dase 

X  x' — r* = («'«"-  /f}  (c  «"-    — c/'"V'—  ^  ß-y 

ist»  oder,  wenn  wir  die  Klammem  wegüchaffen  durch  Au^ruhning  der  angezeigten  Mullipüca- 

X x"  -  i"»  =  a  («  a'tt"—  tf       < ^ — «"  ^  +  8 
*iet,  md  enf  dieMibe  Weise  zeigt  es  sich,  dass 
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WttMt   •        '  }  CM*  «b) 

M^^r*ss^%,    m^^l'*=d%,   ^j^^J«««.  ) 

OaM  arf  <Be  fjbMb»  Weiw  flndet  mn  aber  twch,  dMi 

iil».««uiir  AUM«   

gesetzt  wird.  Neben  diesen  Relationen,  zwischen  den  in  (47.  a.  und  b.}  bezelcboden  Auf- 
drucken unri  den  Cocf&zicnlfla  der  nnprüiiglKli  g^gdbcnm  Glieicliniig  woUea  wir  uu  nodi  dl» 

FolgeuUea  merken.   Es  ist : 

(  (M* 

wnI  dwK  fo'iit«  / 

und  '   >   CA«*  f») 

wie  man  sogleich  gewahr  wird ,  wenn  man  in  diese  letztem  Gleichungen  (llr  x ,  x',  x"  «ad  X , 

r,  A"  nach  AnleilTing  der  Gloichungon  (^47.  a.}  oder  Piir  a ,      ff*'  üid  t  ,  r',  »"  mch  Anlfl^ 
tung  der  Gleicliungün  (^47.  b.}  das  einsetzt,  was  diese  Zciclien  vorzo^UiUen  haben. 

in  Fo%e  der  io  (47.  a.)  eingeführten  Bezeichnungen,  la»ät  sich  die  3ei|ingung  (46.  d.) 


xA'A:  +  *'AA,  +  r(AA;  +  A'A,)  =  0,  U«*«t> 

und  die  (He^Awig  (4&  e.>  maint  ia  Fol^  dwMliNn  B«Mkliwii|«  dit  .liXtli^kfcwMte 

stall  an:  '  . 

«"y"'+^  (xA;'  +  x'A.'  +  2i  A.A;jy  "+  i,  (xA'  +  x  A'+2r  AA'3y'  =  M.  .         (4».  b.) 

Der  Gaiif  dndi  dea  wir  zu  den  Gleichungen  (48.  a.  md  h.)  gekommen  aind,  stutzt  sidi 

auf  die  Vonrnssetztin^,  dass  ce"  nicht  null  ist;  jedoch  selbst  wenn  a"=:0  wäre,  aber  ni(^t 
<BgIci<-.h  audi  a'=:0  und  «=0,  so  könnte  maa  iauaer  noch  auf  die  gleidie  Weise  xa  &hp- 
liehea  CUeidHrngen  gelangen,  wem  mn  iMtalt  der  Ami  AT''  md  AJf  dto  AY*  «nd  A3C 
oder  die  AY  und  AX  in  einander  liegen  liesse  nnd  Ubrigeai  gMK  ebenso  verführe,  wobei  *'*  *^ 
man  zu  Resultaten  gelangt,  die  man  aus  den  vorigen  unmilldbar  durrh  efnc  wechselseitige 

'Vertauschung  der  dritten  «der  zweiten  Art  entnehmen  kann,  wenn  man  dicsü  über  alle  Acceqle 
md  Indexe  nicht  blos  der  CoonÜMtM  and  ProjeettcwmUflB  sondern  auch  der  Coefliiieiitclip 
welche  in  der  gegehrnm  Gleichung  vorkommen,  nnd  ihrer  in  (47.  a.)  gegebenen  Zusnmmpn- 
selzui^[eB  sich  ersiredien  lissL  Nur  wenn  gleidiseitig  «"=0,  «'=0,  e(=0  ist,  kann  iiiaii 
auf  den  Uer  dpgCMkbgeneii  Wege  nicht  ta  dudben  Ziele  gelangen;  to  dlcMBi  fUl«  vw- 

'^tnaOM  sMi  nlBiydi  dia  Bedinga^s«  (46.  k)  n: 
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imd  iliese  drei  Gldctanfn  können  mir  4«nii  fMcteeilif  «L   i»»  «»■..■^■, 

um  Ii  l  inier  der  CoefTizieiiten  ß,  (f,  ß"  null  ist.  Indessen  siehl  man  b»ld  t  in ,  f1n=;:  mnr  nuf 
einem  etwas  abgeänderten  Wege  immer  wieder  zu  einer  Gleichung  von  der  Form  ^4bu  it.} 
gchiiii^en  kann;  deni  i^t  man  Aeai  Frfe  iro  jod«  v«B  dm-CrilswB  «,  er',  <("  ntdl  iat, 
bei  ili'T  Dililuni*  <!<t  (iU-icliunü  (1**.  a.)  niilil  (ianiuf  ous,  dnss  dir  Coefli/icnkii  derjenigen  ihj 
rcr  (jlirder,  «eMie  ein  l'roiiml  \»n  zu  ei  Coordinaleii  in  sidi  eiitliallcii ,  [iiill  werden,  sondern 
hlos  duraui',  dass  einer  der  CoeHuieuten  von  y"  oder  y  uiciil  null  wird,  vvelcheü  iuuner  auf 
VBliliKg  Tieie  Arten  ^adtehen  kann,  und  wobei  sofar  noch  die  Axm'AV^fmä  ikiCltmAttrM» 
AY  und  W  in  cinatuier  liefen  Meiben  k<)Mnen,  su  i.sl  es  dann  nioj^licli  \on  diesem  zweiten 
Coordinalensvslenie  (ins,  auf  licm  vurigeii,  Wege,  weil  in  der  «9.  ibra  gebildeten  Gleiphumr  niclit 
,^e^,C(|,emziJnlen  dt^en^^ea  /w^^  is^^  1^ 

glMClinitig  nnll  .sind,  zu  einem  riritlen  Coordinitlensyslenie  zn  ;n'iiuj^räi^''i^'%ä(Slieill''bin<:  Glei- 
chuni?  von  der  in  (1^".  b.)  !ini>ezei;;lcn  Fünii  enlslclil,  so  diiss  niati  sa^en  l^finf)',  es  sei  stets 
muglidi  jede  (Jleielujng  von  ikr  ersten  in  (4ö.  enlUalUsneH  F^irm  in  eine  andere  auf  ein 
siMMi  CMNBb«^ea«y^t^in_s{ch  bezteheode  mit  scbieljC9  Ipoordinalcn  überzufUhrai,  au  wUtet 
di«  Glieder  Tentinrawleii  i^'tiKdcl^  die  Prodnde  ton  li^  röoidnilea  in  ^^Jf^^tf^fif^ 

201)  Wolte»  UV  ibn  aiu  der  eritee  Gletebung  (^15.  b.)  eine  andere  fn  senkreektea 

Cooidinalcn  ableiten  vnd  dAei  die  fohme  A®''  des  neuen  Coordlnatensysleins  mit  der 
Gmndaxe  AX"  zusammen  fnllen  hissen,  so  müssen  "ir  in  die  gegebene  G!eirl!iin<r  fiir  a,  x', 
-s"  üure  aus  den  Glojcbungcn  (42.  h.)  enlaommenen  Wcrllui  cinsotxeo,  wodurch  tarn  zu  der 
▼ethnglen  GWohnng  Unffofldvt  wird ;  man  kann  iedeaaen  zu  diwer  ^Ueidnuif  noch  cteftdiar 

auf  die  folgende  Weise  (jelanaen.  I>a  niimlicli  die  Glei  'jt:r  m-  n  (12.  b.^  ans  denen  C'12.  a.) 
hervorgehen,  wenn  man  in  diesen  das  Grandzeichen  A  mit  dem  {.4}  Tcrtausdit,  ohne  an 

den  Abseicbcn  irgend  eine  Aeodenii^  vorzuncbincn,  und  gleichzeitig  ^>  *" 

Stelle  von  y,  y',  y"  set?i,  sn  mnss  man  durch  dasselbe  MHel  aus  der  Glcld— g  (46.  n.)  dl» 
jetzt  verlangte  finden.   Dem  zur  Folge  wird  diese:  •  ■ 


wo  Mt  auf  gleiche  Weise  aus  dem  vorigen  sich  herholen  liisst  In  fieser  Gleichung  ver* 
idiwlBdeB  wieder  die  Glieder,  weldte  du  Froduct  von  twei  CeerdhMten 'in  ^  in^/'mnn 
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•r"(^')  +  /9M;)  +  ^(^.)=0.  •r(^')  +  /9(^)+i3'(^=01 
10^  (  ,  

-  «"  (^")  (A:)  +  a  [A-'  [A: I  +  u  lA)  (A,)  +  ß"  CiA\  (J:)  +  iA)  (^.j)  =  0  ) 
wird.    Sind  diese  üodiiijjungen  crfülll,  so  vcnvandell  siel»  die  Gleichung  (49.  «.^  in: 

[«"  (^'l'  +  «'  (^.'  +         +  2  ß  (^)     ')  +  2?  {A)  {A')  +  2  ß"  {A)  {A)-\  5-.= iV. . 

Iii  tiun  wietkr  a  mctit  null,  v>  l«i»«en  sicii  die  tirö^sea  {At  ]  und  (^f')  nutldst  ii«r  liei4«^ 
«Mtoa  GltielNKi^n  (4a  b.)  in  {A)  und  (X)  lad  i»      tud  i^')  aaMtrttckira  wd  «eW  mm| 

diese  Ausdrücke  in  die  dritte  Bedingung  (49.  b.}  so  wie  in  die  Gleichung  (49.  eJ)y  so 
ypTwandcIn  sich  diese  in  Hndcrc,  wfkhc  sich  aus  di-n  GlficIiimf^L'n  (4(3.  d.)  und  (46.  c.)  durch 
die  eb«ii  «ngeseiglc  Vertaut>clmiig  heriioleti  la^üen,  und  unter  Zuziehung  der  in  (47.  a.}  auf- 
g«flilHrtoii  BeHichNiigw  ab  drille  Bedtagniv  (4»,  b.)  geben  <*  > 

M  trie  «e  OMcbM^  C^.  c.)  mndeta  in» 

wekbe  Gleichitngeft  smrartKch  ans  denen  der  vorigen  Nuanner  dttrcb  die  angesagte  Verta»- 


Avdi       hier  wieder  allee  am  Sade  der  TOffigen  Ranner  Gengle.  Sbid  NttiiBch  die 

fTtTi 'ntpn  rf ,  ß',  a"  nicht  alle  drei  gletchreitig  null,  so  sind  die  Gleichui^cn  (.')0.  a.")  und  { 
{¥h  h.)  ik'U  mugUfiii  aetweder  gans  jo  wie  »ie  destebeQ»  od«r  wie  naa  li«  findet,  nadidoiip 
man  in  ibnen  eine  VerUHnchung  der  dritten  oder  xweiten  Art  veittenoidiDen  bei,  wetcbe  «dl 
Uber  alle  Indexe  und  Aoeenle  n  entreckcn  hat ;  und  sind  auch  die  drei  Grossen  a,  a', 
gleicheeitig  mUl.  so  kann  man  docb  necb  zu  einer  Glcichunjf  von  der  in  (50.  b.}  enthaltenen  ' 
Form,  in  welcher  die  Glieder  feiden,  die  das  Product  von  zwei  Coordinatcn  in  sieb  aufoebinen, 
|[CiMgeB,  wenn  nun  inner  enf  den  'jgieidMR  Wege  'nvOrteril  mt  eine  flieictany  licb  vev* 
sehofH,  in  d  r  Glieder  Wilen,  die  das  ()u«drat  von  einer  Coordinalo  in  sich  aufnelh» 

men,  aus  der  steh  dann  die  verinngle  sogleich  iinn>er  auf  demsethen  Wego  auffindon  lässt, 

202}  Was  in  den  beiden  vorigen  Kumnieni  von  der  ersten  Glctchuog  (45.  bj  erwiesen 
«oiden  iet,  li«al  aleh  bi  IbnUcber  Weice  aneb  von  der  micn  GleichaBff  (4S.  k} 
Soll  diese  nämlich  ie  eine  andere  mit  schiefen  Coordinalen  UbergefUhrt  werden  m  eiiMi 
S^ystewe,  dessen  Axc  A ¥"  in  der  i!r«;[»hij>^lii-hen  Polaraxe  Ai"  liepen  bleibt,  SO  muss  man 
la  die  gegebene  Gleichung  iur  u,  u  ,  u  durti  durob  d^  Gleichuugca  (42.  cj  gegebenen  Wertbe 
aakea;  wei  aber  dkie  6leb;b«^  «n  deann  (431  a.>  benorgehen,  wen  nan  bi  letatem 
obnc  an  den  Abzekliei  irgen  J  cino  Veränderung  vorzuaehmea,  x  uud  A  mit  a  and  C  vertauscht 
wd  y"  lUx  y"  eein^  wed  ittmt  dite  zweite  Gleichung  (4d.  Ik}  aus  der  ersiea  bervorgcl^ 
MPQr-n»  dit  filmiiielibil ß^x  wU  denen  «,  «  — *^  fad  zugleich  iV,  an  die 
CMteuMMMW,  mwMü*  dülMM  dar  hier vwfimhMnjto SiMnUm  m»  iatiM-, 
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chtuig       *•}  MunSk  herholoi  iMtfln,  im  mm  die  thmtetoUii  A,  x,  «,  ^  iMiilglM 

mit  denen  C ,  u ,      t  vertauscht  und  zugleich  Q"  y"  an  die  Stelle  von  y"  und  Nt  MI  die 

Stelle  von  M,  setzL    Auf  diese  Art  orgicbt  sich  als  neue  Gleichnner  die  fo]qmd»t 

5"  c  y'" + (S"  er + y  er + 5  c? + 2  f  r;  rr  -f  2u'  c.  er  4-  2  «"  C,  y-» 

-h  (r  C"  4- «T  C* -f  5  C  +  2  «  C  C"+ 2  4  ■  C  C"+ 2  «"  C  C)  y' 
+  2  (S':  Q9"  €•'+  e  C:  +  e'  r,")  y'  y"+  2         C"+  «  C'+  *'  C)  y  y" 

+ 2 [5"C"C,"-r (Vrc-f  c") c ' L r+r"r:)4-«'(ccr+CT,)+«"(rr-f  CT.n v v'=  r. , 

wo  Ji,  aus  dem  in  (,46.  a.)  enthaltenen  M,  durch  die  gleiche  Vortauschung  hervorgeht,  wenn 
taimch  noch  ^,  (T  H  di«  8Mlo  der  in  Jlf ,  •■(Inienden  y,  /,  r"  M*  vd  Hidrt  w 
le  dieser  ddetamg  (51.  a)  wieder 


Cm.»*) 


-  5"  c"  c+  3'  c  c; +5  c  c, + «"  (c  c; + ccoso 

wrnlen,  damit  die  Glieder  verschwinden,  »olclie  das  Prodiict  ran  nwoi  GoonUpileB 
tragen,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (51.  u.}  in: 

.  J  S'^T  +  C^"  er*  +  3-  CT  +  3  C?  +  2  «  C;  C:'+  2   C.  C:'+  2  «•  C.  CO  y" 

<*r.   •  (  +crcr»+«'(r*+«c»+2«cc"+2/cc"+2«"cc')y*=iv.. 


lUrnnrnieilnnD,  wlnonaHnoudansirai  entm  MintrnngeD  (^1.  k>  die  WofH 

C,"  und  C"  darstellen,  und  durch  sie  verwandelt  sieb  ontUch  dio  drille  Bodiagimy  (51,  ntt 
ZuudiiiQg  der  Beteichmuigen  (47.  b.)  in : 

CM.  c>  f"  c:  +  (T-  c  +  r"  (c  c:  +  c  -  «-.^  -  o  , 

sodann  nimmt  die  Gleichung  (51.  in  Folge  derselben  Substitutionen  und  derselben  BeieidH 
nangeM  dfe  nechslehende  Gestell  an: 

,'■1  '       '  '  ■>    '  *         '  • 

welche  ResoUate  sich  siünmllich  aus  den  in  ^r.  200.  erhälteneii  durch  die  vorhin  angezeigte 
Umlauschang  unmittelbar  caitnchinun  lassen,  wenn  man  beacittct,  dass  durch  diese  Umtauscimng 
zugldch  auch  die  der  Grundzeicbcu  n  und  \  mit  denen  a  un^  '  bewirkt  wird,  den  Kfzeic^ 
(4^7.  a.  und  b.^  gcnj^ 


Wir  sind  zu  den  vonlehenden  flesidtelen  nnier  der  VonmsseUning  gelangt,  deH'  W  ridc 
null  ist;  wäre  aber  auch  ^'=:0,  jedoch  nicht  auch  S—^  und  zugleich  J  =  0,  so  könnte 
iit;tn  immer  noeh  zw  einer  GleiL-ltuncf  von  der  Form  (52.  b.),  in  welcher  die  Glieder  fehlen,  welche 
das  l'roduct  von  zwei  Coordinaten  in  sich  autnehnien,  gelangen,  mar  müsste  man  die  Axe  A  ¥' 
Öder  AY  vom  neben  Systeme  in  der  orsprltagUdien  Unindeoc«  'A3E^  oder  AX-liefon  'teisent 
wodurc!)  man  zu  Resultaten  ^'eHihrt  wird,  die  sieh  ans  den  oben  erhaltenen  derrh  eine  über 
simoiUicbe  Acceate  und  Indexe  sich  erstreckende  Vertaneckang  der  diäten  oder  zweiten  AM 
iumÜtellMr  MUehiMi  ksmi,  treleirt  adn  ideU  blos  in  Beiiv««r'  4ie  PrtijOelMwnlieA  Mi 
CiDordhiten,- sondorn  encb  In  Bemg'  titf  dto  Cosndenken  der  fegnbdMt  CIMbuif-  «nd-flMt 
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1b  (4tf»  ht)  tA|fBni|[lM  iMMMMiiMlnHf'''^  vwmmIhmii  hflL  liifcflMii  tMil  WHHt  dfo  int 

CocfTizienten  5",  S',  S  ffloichzeilig  null  wären,  kann  man  doch  immiT  noch  zu  einer  Gleichung 
von  der  Form  (02.  b.)  gelangen,  wenn  man  von  vone  herein  nicht  darauf  MUgeht,  die  GUeder 
in  der  CHeicfaung  (51.  a.),  w«ldM  dw  FMdoel  vm  twd  Co«rdfanleii  in  tidi  tragen,  zom  ver- 
idiwindcn  zu  bringen,  sondern  blos  darauf,  einen  der  Coerßzicnten,  welche  bei  tlcn  Quadrnlen 
von  einer  Coonlinate  stehen,  nirlil  null  werden  zu  lassen,  welches  slels  auf  unendlich  viele 
Arten  geschehen  liann,  und  wobei  uian  sogar  zwei  Axen  des  neuen  Systems  auf  zwei  Polar- 
ncn  des  Mwprliiglhtoi  ffftem  V^gßt  lM«ttJk^ig^d«na,,l^^|^i^^,4^       solch»  Glei- 


chung vcr.schnin,  80  kuk  man  dann  indUb  vra 

der  io  (32.  b.}  enthilleBea  Form  abhileB. 

WS)  VdUe  man  endlkli  tau  der  «weiten  Gldchung  (45.  b.)  eine  andere  in  senhreehlen 

Coordinalen  herholen,  und  soll  die  Polaraxe  A?)"  des  neuen  Sysii-in-. .  ;ni  welchem  diese 
Gleichung  sich  bildet,  in  der  ursprDnglirln  ii  Polnriixe  A  3F"  liegen  bleiben,  so  hälle  man  in 
die  gegebene  Gleichung  für  u,  u',  u"  ihre  in  den  Gleidiungcn  (42.  d.^  angezeigten  Werthc 
i;  weil  dier  die  ztdetzt  genannten  Gleidinngen  ans  denen  (42,  c.}  liervor;p;ehea, 
nui.  ofene  an  den  Aimeichcn  eine  Verandennw^  voriiiBeiuBeB.'  das  GrandMidmi'  C  nit 

4m  iD  vntaucht  and  sngMeh  ^,  jg^»^'      ^         "O^^li»  %  S  JMmHicM  wird 

sich  das  RewSl^li  ^der'lier' vorzunehmenden  Substilulion  aus  der  Cli  ichung  (51.  u.}  unmillelbar 
herholen  lassen,  weOB  am  hl  dieser  das  Grundzeit  In  n  C  nit  dem  (T)  vertuisdU  und  sHgteich 

i' i?  ^' Soltadel  »an: 

+  Qr{rT+  a*  (DT + *(ir + »  »{rxn + » ir(r)(n+»«^(ri(r))  ^, 

+2«cr(rn+*(ro+.'(9)^+.8«?c«"(n+«(n^^^         )  ^»^■•J 

+»tr<n(i7)+a'(n(rD+»(jr)ri^)+»f(r)(rr)+(n(rD 

+e'((T){r:')  +(nir,d+i"m(r,)+in(r,)-)]  , 

wo  das  jetzige  iV,  aus  dem  vorigen  JV,  durch  die  gleiche  Umtauschung  hervorgeht.  Setzt 
k  diemr  Ca«ichung  wieder,  um  die  Glieder,  wekke  dis  FrodMt  von  tw«i  CooidhHtei 
nm  Yersdnvinden  zif  bringen  ■  '•  -i  ' 

und  »'•...  i    

io  venrandeft  sieh  die  Gleidinng  (53.  a.)  ni:f 

+  cnrh  +V  crr  +  *  (ro'+a»(ro(iTO+2t'(jn)(ir)+ar(ro(r;))  ^ ) 
i  '        '  5«    ■•  ' 
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tat  mii  r  nida  iril,  M  kon  mh  Mt  4n  fwei  cntaa  nrthnwg«»  C^^.  Ii.)  die  Wcillw 

von  (r"\  und  (r')  darFt.  i'  n.  darch  woIcIh-  si.  h  erstUeh  «He  <Mte  Bcünging  k)  Mit 
Zoiiehung  der  Besetcbnungoti  (47.  b.)  verwatidek  in 

CM.«.)  '    <r(r)(r:)  +  ff'(n(/^)  +  r'((r,(r;i  ^fri-TO— 0, 

sodiinn  nimul  die  Gleichung  ^33.  c.^  i'oigc  dcrselbuit  bub&utuiiaucii  und  derselben  Bozeich- 
Mugea  die  acchsldiieiide  Pom  an 

wokhe  Rpsttltale  sich  MnunUich  uiunlllellwr  «14s  dea  in  der  vorigen  Pommer  erbaltencn  durch 
<fie  angezeigte  VerUnMchang  «nbiehnen  hmen. 

Ist  d"=:0  so  lassen  sich  aus  den  vorstehenden  Formeln  ditrdi  etne  Vwlaaaeliung  der 
dritten  oder  zweiten  Art  in  der  Weise,  wie  es  in  der  voritjcn  Nummor  angegeben  worden  ist, 
die  erhallen }  welche  wieder  zu  einer  Gleichung  von  der  in  (54.  1).}  slehenden  Form  führen, 
vonuisgaMtst,  dan  «Mit  zu  gldelier  Keil  9=0  wd  9=0  ist;  md  tellMrt  wenn  die  drei 
rooflizienlen  V,  5"  gleicli^ririVr  null  wären,  kann  man  doch  immer  aus  der  Gleichung 
{bZ.  a.},  wenn  man  von  ihr  nicht  verlangt,  dass  die  Glieder,  welche  das  Product  von  zwei 
Coerdinaien  üi  afah  anlneiuBeB ,  Teracbwindea,  eise  andere  herleiten,  in  weklier  einer  der 
CoelTizienten ,  welche  bei  den  Ouadratcn  der  CoordnileQ  atdien,  nicht  null  wird,  wefchee  anjf 
unzählich  viele  Ar1f*n  geschehen  ksnn,  selbst  wenn  man  ?wei  dfr  PnlnrHx^n  vom  neuen 
Systeme  mit  zwei  Folaraxen  des  ursprünglichen  Systems  zuiMinuiculaüua  la^si,  uod  aus  dieser 
Gkiebiiif  Htail  aMk  dam  ohne  wdleree  Btodenriie  enf  die  In  dieser  Humifr  heedukhene  All 
eine-Glciehinng  voa  der  in       tk}  aegcfebeneii  Form  berieüe». 

204)  Wir  sind  so  durch  die  Betrachtungen  der  vier  letzten  Nummern  sn  der  Ueberzeu- 
guni^  gelangt,  das$  sich  jed>>  der  beiden  in  (45.  b.}  aufgcslelllen  Gleichungen,  wie  auch  ihre 
.  Coellizicntcn  beschaffen  sein  mögen,  immer  in  eine  andere  soivohl  mit  schiefen  wie  mit  senk- 
rechten OoerdfaMteii  Ibeffllhren  lliaty  in  der  ale  Glieder  fehle«,  velebe  das  Pndud  von  »wet 
Coordinaten  in  sich  aufnehmen,  so  dass  wir  in  den  weiteren  Uni<*rsn(  htin;Ti  n  dio  Gleichung 
einer  Flüche  der  zweiten  Ordnung  stets  als  in  einer  der  zwei  naclistelienden  Formen  g^diai 
vwwMeelic«  dttfe«: 

oder 

a.  «• + a;«^+d:o"'=« 

In  diesen  Gleichungen  stellen  die  Grüssen  «, ,  a',,  a'i  jene  Werthe  vor,  welche  die  bei  y\ 
y'',  y'"  slcli.  lulpn  CoeDixienten  in  den  Gleichungen  (48.  b.}  oder  in  den  Gleichungen  (ri2  h  ) 
angenommcu  haben,  ersteres  oder  letzteres  je  nachdem  die  ursprünglich  gegebene  Glcicbuag 
von  der  enien  oder  iweilea  in  (45b  b.)  eothaHane«  Fwai  «er;  ei  iit  eeaech 

CM.»o     «,=c*A'*-hx'A'-f  2r  AA'3jJr, ,  «;=(*A;'+«'A.'+2rA,A;} y  .  «;=«", 

wann  die  mirtnillclM  CliIciMim  in  Mhiefe«  GoerdtaMln  gegebe«  «erj  nnd 
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wem  ^  ursprüngliche  Gleichung  in  senkrochlen  Coordinatcn  gegeben  war.  Eben  so  stclleil 
die  GrtJsse»  ,  ^'  jeoe  Wcrfhe  vor,  wnch"  Hir  hri  v',  v**,  v"'  gtchcndtn  ror>ni7irnrrri 
in  den  Gleichungen  (50.  bu}  oder  (54.  b.J  uagenoniiueii  haben,  ersleres  wcoa  die  unipning- 
lidi«  GMdiHQg  in  icWefeB,  lelrterM  wem  lift  in  Molareciim  CourdiMiw  fegeben  ww;  «s 
irt  Minoh 

«"  ' 
wem  dfe  orspriBgUcfae  Gleldnnigr  ta  echMw  Gootdimlm  fegcben  w«,  and 

wenn  die  ursprilngllche  Glcidniiig'  in  Mnhreelilm  Cmidiititen  gegeben  wer.  WM  teprfbm' 

lircn  2j  „,  2/.,  2/,'  die  aus  M,  oder  jfV,  in  den  GlndMingen  (48  b.)  oder  (52»  1».),  2j|;» 
2m >  ^r*'  (^i^  '1  ''^i*  Glc!chun^f>n  (50.  b.}  oder  {JA.  b.}  herzuholenden 

CocOizicntcn  von  y,  y',  y"  oder  v,  \\  v%  und  man  hat  diese  Coellizienlco  aus  ,  M,  oder 
ew  JVi ,  üT,  henolioleii,  je  naclideni  die  mpiUagficlw  Glefdraif  in  sddefen  oder  in  «nkredH 
tiri  Coordinatcn  gegeben  war;  oder  in  den  Gleichungen  fVi  n ^  d^nj-t-irpn  bezeichnen 
die  in  denselben  Tbeilcn,  woraus  obige  Cooflizienlen  geaonuneu  wurücu  »ind,  enthaltenen  con-  * 
atnrten  Oliedeir.  De  «elioD  u  den  Nro.  201.,  208.  und  208.  angezeigt  worden  fei,  wie  sieli  die 
Ausdrücke  iVi  ami  aus  dem  M|  durch  blose  Yerlauschung  erhalten  lassen,  so  haben 
wir  blüs  diesen  letzten  anfzusuchen ,  nm  in  je«}em  Fn!lo,  wo  es  fpwilnsrhl  wird,  die  Coeffi- 
zienteii  der  Gleichungen  (55.  a.}  aus  denen  der  oraprüngiichen  Gleichung  ohne  alle  Mühe  ent- 
Mimen u  iilinnen.  Be  gelil  aber  M%  ans  den  Tlieile  M  odw 

ii4-2rz+^/^+>/'^' 

der  enten  CaeidniBg  (45.  b.)  dadurelk  hervar,  daaa  naa  in  ibm  Ar  x ,  x",  jf'  ihn  dn««fa  die 
Gldelrangra  (43L  a.}  gagdienea  Werllie  dnaeltt,  wadarcb  mm  aridtt : 

Ä;=2CAr+Ay+Äy0y+2(A.r+A;y+Ary"3i'+2/'|-+^. 

md  am  dieeea  Aaedfook  eagk^l  aidi.darch  dfo  to^Kr.  201.  beadiriebcm  VcrtaudMaf : 

ferner  durch  die  in  Nr.  202.  beadifkbem  Vartanfcbanf: 

cadUdi  yafef«  diaaer  lelila  Aaadnuik  dioeb  dto  « 1fr:  2M.  aiyiügla  VetlamUm; 
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nun  findet  man: 


0».  r.>   oder 

y.=cc+c'c'+c"r,  yi^c.j:^  c;r+r:'r,  //^r^^r  un«'  f.=>', 

je  mduilein  die  urquitaigliche  Gleichung  in  schieren  oder  in  scnkrecfalen  Coordinaleo  gegebM 
r,  tui  «In»  m  findet  man  in  dem  dnen  oder  andern  Falte : 


CM»C»>   <  oder 


IS. =^ an c+(r) r+tnr) ,  {;=^; an) c+ (r^c+mn . 

^,'=^,i"  nnd  »,=3ir. 

Wenn  man  in  diese  Awdrttcke  für  A",  K ;  C",  Cj';  (^')>  (^>");  (^")>  (O  ihr»  ff» 
swei  ersten  Gl      i  gen  (46.  b),  (49.  b.),  f$l.  k>  (53.      entneounenen  Werlhe 
$0  nehmen  die  (55.  f.)  die  folgciulc  Form  an: 


die  (SS.  f  0  lüngegen  gdM  Über  in 


oder 


fa— * 

{;-=  ^ä;'  nnd 

ond  ee  mfiaten  bei  den  einen  sowohl  wie  bei  den  «ndera  die  nent  oder  die  ndeW  gcgcbe^ 

nen  genonunen  werden.  Je  nachdem  die  ursprtiDgli(fte 
Coordimden  gngeben  wv*  Setaen  wk  der  Kttnn  wfm 
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a"y~ß'y"=^^' ,    ay^ßy"=\   sowie         — «'^"=9,  rC-^T^«, 
so  lassen  sieb  die  ersten  zwei  Reihen  der  vorülehenden  GleichiUfeii  80  schreiben : 
rt"y.=  rA  +  fA  ,   (»>;=rA.  +  fA;  ,  und  ,i.=/i 


die  kitfcn  zwei  Reihen  der  vontebenden  Gleicbunfen  nchmeo  die  fotfeade  liMlall  «Iii 


oder 


rt=a:i^:iiiiii^  ß'=i^(6;'«Hi„=v. 


209}  Wir  whIIm  oh  meh  «fae  aam  Aufcmft  iber  den  Unfiof  um!  Sam  der 

hend  aufgestellten  neuen  Gleichungen  verschalTen,  d»  man  bei  einer  sorgfältigeren  rriirung 
dnselbeo  auf  einige  Schwien^ieiten  slöMt.  Fanen  wir  zunMcfast  die  in  Kr.  200.  gefundenen 
BiyelwtK  ine.  Auge,  und  bedenken  nir,  die»  die  swef  AzenriclitwigeB  hT  nd  AY  dee 
neneii  Systems,  an  welchem  sich  die  CHeiehang  von  der  Form  (48.  b.}  araengen  soll,  durcii 
die  drei  Gleichungen  (46.  b.),  statt  deren  dritter  «och  die  (48.  a.}  genommen  werden  kann, 
ntter  bestimmt  werden,  während  doch  zwei  Richtungen  nur  durch  vier  wiUliUhriichc  Grössen 
TflUig  gegeben  werden,  eo  eieht  man  etat,  deis  nn  über  eine  der  in  der  Gleidinng  (48.  b.) 
vorliommenden  Projectionsr  ililt  n  od  r  itl n  r  1  im  Zasarrnnenselzung  von  mehrem  derselben  noch 
nach  Belieben  verfdgen  luiun.  Hieraus  nun  dürfte  Jemend  den  SdUoes  neben  wollen,  dass 
wen  in  jener  Gidehang  mittelel  der  noch  rOdtatindigen  «iUldlbriiebcn  GrSaie  etaee  der  beiden 
Glieder,  welche  y"  oder  y*  als  Factor  in  sich  tragen,  oder  wohl  gar  beide  mgleicfa  versehene- 
den  machen  könne;  dass  diess  indessen  ein  Trugschluss  wttre,  zeigt  dio  Ibigende  Beinwhtaigi 
SeUen  wir  in  der  Vmuseelwag,  daes  weder  A=0  noch  A|=0  ist, 

A'  A"  '  Af  A*  ' 

j=ni,  j-=ei    nnd  j;-«  ,  j;— 

M  lleet  lieb  dfe  diilln  Bndngnng  (4».  b.)  stell  deren  wir  lie  GkMinng  (46.  a.3 


X  m'n'+  x'+  A"(n»'+  nO  =  0 

und  die  zu  v'  und  y"  gehörigen  CofWiientm  in  der  GMehnng  (4&  bQ»  «der  die  bi  bj 
eogezeigiea  su: 

«.  =  (x  m"  +  »'+  2  X"  ni )  K,   und   «;  =  fx  n" + x'+  2  r'nO  ^  . 

Wir  werden  jetzt  diesen  Coeffizienien  eine  andere  Gestalt  geben,  indem  wir  aus  ihnen  mittelst 
der  Gleichung  (56.  b.*)  eine  der  noch  unbeetimmlen  Grössen  m'  und  n'  eüniiniren.  ,Za  dteseqi 

B  J     -  '     ■  '  -l»   '  ;i'  ■.•»II      4ii'i!ritf      //lilflM  n'fl^ilil«] 

"I.Ii      (fijynir^jl^i^tj^  <    'jillJi.i!'!.        '.ili   i,\  >iw  rt'.ilit  'i'if.i,»]  i>  


Ende  setzen  wir       , ,  „ 

"      ijl'.     Ii  1  XII 

woraus  sich 


CM.-.) 
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MSdeM;  MUt  UnBen  wir  die  CMeielHng  O«.  k)  «Imit  m 

»II'  (!»'+  ^ + »'+r  Oir+  ^  s  0 

«breibeB,  worau  mui 

flMlel,  mA  ein  ndennal  IeOhomi  wir  dtewOw  QSätAmg  auch  m 

xm'(in'— .rf)  +  x'+r  C2  ni  - ^3=0 

sdufwibeii,  wonu  niii 

CM.  «.)  X  m  '  +  X  ■+■  2  l'm'zzz     in -f  A")  ^ 

findet  HÜlelsl  der  Gleichungen  (57.  b.  und  c.}  nun  nehmen  die  in  (56.  c.)  siehenden  tilei- 
«butgMi  die  folgviMle  Gcddt  ib: 

und  da  sieh  auf  den  iwei  dadmngen  (57.  b.)  und  (57.  c)  die  zwei  GrttneB  m'  und  n'  in 
J  ausdrücken  lassen,  eo  ist  aHes  auf  die  dne  «ilD(Qbificbe  Grilaa«  ^  uAd^iefllliil;  nen  ei^ 
hUt  ninlklt  ane  den  genannten  Gleichungeir: 

»ad  k  Feig«  dessen  gehe«  «jße  Gteidnuigen  (57.  d.)  Aber  in : 

(M.  e.)    J  und  

wo  man  iti  beideiv  Ausdrücken  entweder  nur  die  oben)  oder  nur  ^'w  untern  Vorfüiclicn  neh- 
nen  darf,  weil  nur  so  die  Gleichung  (57.  a.^  ia  ErfaUmg  gebt.  Dtuiiit  die  gceuehte  Gleichong 
reeüe  Coeffiiieiiten  eriuAi,  darf  die  Grtae  vMar  de»  WvielieidMi  ii  des  GiaiclimBeii 
(57.  c.)  nicht  negativ  wardcB}  warn  ist  abo  in  der  Wald  der  wiDItUiriiclien  GrOwe  ^  in  w 
fem  liescfarilBlU,  dass 

CM.ff.>  .  J«*^-C*«'-*"3^0  oder 

fanonmen  werden  mns,  welche  Bedi^pny  alele  eHllllt  ist,  wenn  »u'—iT*  ndl  eder  eine 

ncptivp  Zahl  isl. 

Da  die  Bedingung  (57.  f.)  stets  schon  ron  selber  crmilt  ist,  wennr  jrx' — JL"*  nnÄ  oder 
negaliT  ist,  und,  da  inan  nacii  den  bisherigen  Ergebnissen  für  J  Jeden  reellen  Werth  nehmen 

darf,  der  taAk  ^if^^-^fjut—t^  n  einer  negativen'  fthl  werden  UM,  «»  nfanaal  es  in 

der  Thal  den  Ansehein  an,  als  ob  man  in  soldien  Finen,  wo  kx'—V^  nnü  oder  negativ  ist, 
setzen  und  dadurch  die  beiden  CoelTizicnten  in  (57.  d.  oder  o.}  zum  Verschwiodten 
bringen  l(>">iiiite.  Bedenkt  man  indessen,  dass  die  drei  Axcn  eines  beliebigen  Coordinntonsy- 
,  .  . .  Sterns  immer  auch  noch  die  Bedingung  ci^üUei), müssen,  dass  sie  nidil  alle  drei  in  einer  und 
deiielben  Ebene  Ucgen,  und  dass  die  im  enien  Absduiill»  (Nr.  SS.)  hierfOr  auij|entellte  B«- 
db«aav  (Oft)  in  msenn  jeMgto  FÜle»  wo  ^ssO,  J^^O»  Ist,  sieb  verwandeU  in: 
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oder  in  F«%e  der  In  QS^  O        ^  Ywe— trtiMy,  tes  weder  A=0  nodi  A|=0  eei, 

so  überzeugt  man  sich  ia  Rückblick  auf  die  Gleichung  (57.  a.},  das»  man  mir  dann  auf  ein 
GoevAiMleneTflen  MDgeflHut  wM,  wem  mm         mto  ttset ;  «m  fawt  abo  »hi  dwdi  dte 

Wahl  des  Coordinalensyälems  «elber  die  foiffiri  nim  in  (r<7  A  orfpr  r  )  vernichten.  Dagegen 
leigCT  die  Gleichunppn  (57.  e.},  das<5  in  dum  Falle,  wo  die  gi'gedeno  Gleichung  der  FItfcbo 

(weUer  Onbnng  von  der  besonüem  Art  ist,  dass  — —  =0  wird,  immer  der  eine  oder 

der  andere  von  jenen  xwci  Coeffizicntcn  vorsrliwlndon  nUlsse,  weil  in  den  ani^cfilhrtcn  Glei- 
chungen in  jedem  bestimmten  Falle  entweder  nur  die  obem  oder  nur  die  uatcrn  Vorxeicben 
genonuBeQ  werden  dBffes.  Die  Bedtatgoif ,  daw  einer  von  den  beiden  Oedlilenk«  venMAel 
werde,  iil  eemeh  die  Mgende : 

xx'-A  "=0   oder   8  =  0  CM*  M 

dpri  (Mffichungcn  (47.  c.)  gemäss,  weil  hier  u"  nicht  null  seiend  vorausgesetzt  worden  isl, 
und  bciUt)  Coefüzienten  können  nur  in  dem  einen  Falle  nUl  eioander  zugleich  verloren  gehen, 
Miner  dieeer  Bedinguig  «udi  noch  die  «s=0  erfUtt  wird,  ww  in  GtmMbA  der 
C5&      mdi  iMi  lieht,  da»  gieidieilv 

x=s:0.  t^ssO,  r=0  CM*«^) 
oder  den  Beiejchunngen  (47.  a.)  genlie 

a'a"~{P  =  0  ,   «a"_/9"=0  ,  ß-'a"-ßß-=0 

sein  müsse,  wie  sich  daraus  crgicbt,  dass  wenn  x  =  0  ist  aus  der  Bedingung  (58.  b,)  A"=0 
folgt,  und  diu  Bedingung  (äti.  b.}  zeigt,  dass  wenn  x  =  0  und  A"— 0  ist,  aucb  x'=0  soin 


Sodnm  mlneen  wir^  «n  nidde  nrtdi  ni  tneeen,  noeh  den  AanrinneihO  in  ErwIganK 

ziehen,  wo  unsere  bisherige  VorausscUuiig,  dass  weder  A  noch  A,  null  sei,  nicht  slatl  haben 
sollte.  Zunächst  nun  machen  wir  darauf  aufmerksam,  dass  in  Gcmftssheit  der  Bedingung  (58. 
nie  A  und  A,  zugleich  null  sein  körnten,  dass  also  m  einen  bentiralen  Fale  kOehstens  nnr 
eine  von  diesen  beiden  Grössen  als  verschwand«!  sieb  dcniten  lässt ;  nehmen  wir  aber  an,  diM 
A  =  0  sei,  so  rptpt  riir  Rpdingung  (58.  a,^,  dass  dnnn  nicht  mich  XUgjteich.A'sO  fein  fcfiMMI 
Bs  verwandelt  sieb  aber  die  üedingung  (4b.  a.),  wenn  A=:U  i^t,  in: 

A'(xA;  +  rA.)=0 

oder,  weil  jetzt  nicht  aucb  A  =  0  sein  kann,  in: 

  jiA,'  +  rA,=0,  .     (M.  4.) 

woran  nn» 

AJ=-iA, 

low  UM»  TM  A  wid  a:         die  CoeMiinrtew  m  f  wi  f  im  im 
CMl  ik)  Her  k: 
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«"  '    a" X  ' 

und  nun  sieht  man,  dass  selbst  in  diesem  Ausnahmsfalle  die  Wahl  des  CoordinntcmsystPins  nicsbt 
Anhtfs  geben  kann,  dass  eiiitfr  von  diesen  *w»  Coefüsienten  verschwindet,  da  bei  ihm  keine 
der  bddoi  GrilMen  A'  oM  A«  n«U  aefai  kin ;  meb  <Ims  der  iwdle  CMllii«at  iber  nidil  der 
erste  null  wird,  wenn  xk  —  )."^=zO  und  x  nicht  null  ist,  wie  zuvor.  Dieselben  Folgerungen 
lassen  sich  auch  ziehen,  wenn  A,==:0  werden  sollte,  wie  schon  die  Synunetrie  der  Bedingung 
(48.  a.)  und  der  in  (48.  b.)  enthallcBen  CoofGxienten  in  ßesug  auf  die  Grüssen  A  und  A, 
jaHmm  zu  erkennen  giebt 

Es  vcnlii  tit  noch  besonders  hervorgehoben  zu  wcrdfri,  dass  die  Hcdiniriiiiiicn  (^5S.  I».  iindc.) 
TOO  dem  Umstände,  welche  Axen  in  eiiwader  liegen  gelassen  werden,  ganz  unabhängig  sind. 
Dmh  gebt  bei  der  (58.  k)  schoB  duraos  hervor,  daai  aie  bcBB^ieh  der  iit  ihr  «oftretendea 
Coeflizicnten  vollkummcn  symmetrisch  ist,  und  deswegen  immer  die  gleiche  bleibt,  auch  wenn 
man  hinsichtlich  der  Accente  eine  Vertauschung  der  drillen  oder  zweiten  Art  vornimmt ;  die- 
selbe  Synmelrie  lisst  sich  aber  auch  in  BctrelT  der  Bedingungen  c.}  erweisen,  obsehon 
sie  nicht  logleiiGh  in  die  Augen  quinyL  Schreibt  mm  nliidi<A  Jene  Bedfaigniigen  ee : 

«-r=^,  P"««"=:?^, 
mnllvGofarl  jelM  die  twei  eiMcn  nit  cioMder,  flo  erhib  mux 

'  mA  qnadrirt  mwi  dfa»  drille,  ao  konunl 

woraus  sich  schliesseu  liisst,  dus^i 

Ä  «'«"'= (9"' a  "  oder  ««'— ^'*=0 

iil,  dn  wkM  wA  mSmA  vorausgeseM  «oiden  tat;  kenn  dWwr  die  Her  eibeilene  Re- 
leUoB  tu  die  Stelle  der  drillen  fai  (38.  &}  elebeBdeB  wIxeB,  wodureh  |ene  Bedingni^gen 
werden: 

CMw)  «V— ir=0,  et«"— /r=ü  ,  ««-/?•  =0 

flod  «m  «ine  voDitlndige  Synurtrie  sejgen. 

Allee  wv  In  dieier  Nwmner  in  Ben^  anf  die  hi  Mb.MO.  enirtMdqnen  Cieicbungen  dar- 

greihan  worden  ist.  dns  lUsst  sich  ganz  eben  so  auch  von  den  in  Nr.  301.  erhaltenen  erweisen, 
und  auch  die  in  Nr.  202.  und  Nr.  203.  gebildeten  GIcichunjren  jjeslaU™  Schritt  um  Sdiritt  den 
gleichen  Gang  und  fuhren  au  denselben  R^ultalcn;  nur  dass  an  die  bteiio  der  Grundzeichea 
«,  A  die  9,  «,  e,  «  nit  unverihuterten  Abukhen  m  stehen  komnien;  denn  dbgleieh  dhi 
in  de'n  vrrsrhiedenen  Nummern  aullrelcndcn  Projcclionszahlen  .sieh  in  je Jr-rn  'andern  Falle  immer 
auf  andere  Richlongen  bezieben,  so  hat  diess  doch  auf  das  Ziel  der  Betrachtungen  nicht  den 
*  geringsten  BtaAnas,  and  mm  gelangt  unaufgcballe«  w  den  fotRenden  Satte.  Wiewohl  in 
den  Coeffixienlcn  der  Gleichungen  (48.  b.),  (50.  b.),  {a2.  h.')  und  (54.  b.)  neoh 
eine  ganz  willkUhrliche  Gr(>sse  zurück  Lloibl,  wodurch  es  inöglich  Avird,  un- 
zfihlich  viele  Coordinatensysleme  anzugeben,  welche  alle  zu  Gleichungeu  von 
derselben  Pom  Itinnihren»  m  itt  «s  doeh  «ie'jni^lieki  iteee  wilUithrUek# 
Grdfie  tnr  Anffindanf  eines  Coordinnlensytteme  stt  -bcnMtten«  nn  K*l«h«n 


f.  17.  Hr.  IM.  Kranac  IHcImii  swilter  ttättmay. 

eines  der  in  ibrem  Theile  der  sweiten  Dimension  angezeigten  Glieder  ver- 
fChwMnde.  Das  Verscliwindcn  von  einem  oder  zweien  der  in  jenen  Gleichn- 
gen  vorhandenen  Glieder  der  zireitcn  DinuMision  kann  nur  durch  du>  Beson- 
derheit der  Coeffisieolea  in  der  ursprungiicli  gegebenen  Gleichung  zu  Stande 
kOMneBf  und  fiadet  dann  bei  allen  jenen  Gleiehongen  glelohmisalg  alatt,  wel- 
che aus  den  möglichen  zulässigen  Werlhen  der  willkiihrlirhcn  Grosse  hervor- 
gehen können.  Bs  verschwindet  nämlich  eines  dieser  Glieder  nur  daan^  wenn 
in  der  nrsprUnglich  gegebenen  Gleichung 

8=0  imm»  •»! 

ittt  falle  fie  von  der  eraten  in  (46.  b.)  enlballenen  Art  iai,  oder  wenn 

jt=Q  CM. ».) 

ist,  fnlia  «ie  von  der  iwciten  in  (4A.  b.)  entballen^n  Artiat,  biji|Of  an  vorsohwia- 
den  zwei  von  jenen  Gliedern,  woM  in  der  «raprttnfllch  gefeboften  Glciehung 
ffleichaeitig 

mtf^ßT'^O,  •K"-/r»a=0,  dt^^l^rssO  C«^  ow) 

ict,  falle  nie  von  der  eraten  in  (45.  b.)  enthaltenen  Art  ist,  oder  wenn  flolcb-^ 
seitif 

ist,  falls  sie  von  der  zweiten  in  (45.  h.")  eatbaltencn  Art  ist  Die  Bedingungen 
(jBOi  b.  und  d.}  sind  aber  in  Bezug  auf  Gleichungen  mit  senkrechten  Coordina- 
ten  dieselben  wie  die  (W.  a.  nnd  in  Betreff  der  Glelehnngen  mit  achiefen 
Coordinaten. 

Man  darf  indeaaen  hier  ni^  fiberedien,  daaa  die  Herteilnng  der  Bedbigungcn  (HO.  a.  und  b.) 
sich  darauf  stützte,  dass  wenigstens  einer  der  CoefTizientcn  «,  u,  a"  oder  S ,  iTy  S"  nicht 
null  sei,  daher  wird  für  den  Fall,  wo  diese  Cocilizientcn  alle  drei  null  sind,  noch  eine  beson- 
dere Untersuchung  nöthig,  die  io  der  folgenden  Nummer  vorgenommen  werden  wird. 

906)  Ba  hat  amA  von  1fr.  SOD.  In»  Ifr.  VBßL  her«usgLs(elli,  daaa  iBe  dovt  erhaltenen  Glet- 

chungen  aus  den  ursprünglich  gegebenen  nur  dann  unmittelbar  erhalten  werden  können,  wenn 
nicht  gleichzeilii;  u ,  d,  tc"  oder  ö ,  S',  S"  null  sind,  zugleich  isl  nbpr  auch  sclion  dort  darauf 
aufmerksam  gemacht  worden,  wie  selbst  in  diesem  Falle  noch  eine  Gleichung  von  der  in  jenen 
Nvaimem  aufgeateDten  Form  eiMlen  werden  kann,  wenn  man  dmrdh  daa  dort  eingehaltene 
Verfahren  zuniichsl  nicht  dnriuir  aiis^'eli!  dir  Glieder,  welche  diis  Producl  von  zwei  Cnordi- 
nateo  ia  sich  aufnehmen,  zum  Ycrschwindcn  zu  bringen,  sondern  blos  darauf,  einen  der  Coelfici- 
enten,  welche  bei  den  Quachnlen  der  CoordiNlen  stehen,  nicht  null  werden  zu  lassen,  und  hier- 
auf erst  aus  der  so  eriiahenen  Gleichung  auf  dem  dort  beschriebenen  Wege  die  Glieder,  welche 
das  Product  von  zwei  Coord  n  »(»-n  in  sich  aufnehmen,  verjafft ;  es  rrni;t  sich  dnher  ob  auch  in 
de«  Falle,  wo  man  nur  niil  licthilfe  eines  Uebergangssystcms  durch  ein  doppeltes  Ycr- 
lidven  m  Gleiehnngen  von  der  hi  jenen  Nnmnwni  beabafoUigtoR  Form  gelangen  kann,  noeh 
die  in  (60.  a.  l>i«  d.}  auri^eslclllen  Kennzeichen  Tiir  dus  Verschwinden  \on  einem  oder  \on 
sweien  in  diesen  Gleichungen  enthaltenen  drei  Gliedern  der  zweiten  Dimension  gültig  bleiben, 
oder  eb  nidil  Mosa  zn  untersochen  ist  der  Zweck  der  gegenwärtigen  Nummer  und  wir  wer- 
den ans  dald  bfoe  anf  den  ki  Nr.  jMMK  bebandeilen  Fall  beaiMken,  weil  dte  in  den  drei 
L  5T 
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fa^Hidn  RnniBem  MnMlen  Plll«.«iM  ganz  giekAe  AweuMiiBnetauiif  soteNB,  dw  av 

In  dem  Falle  wo  a,      «"  in  der  gegclMnen  Gleiduing  sinmUttA  irail  sind,  verwuilelt 

sich  (h\-  GU'ii  liNiiir  (-IG.  Ii  ")  in  : 

Z(ßX  a;'+  ^  A,  a;'+  ß-  A,  AH    4-  Qß  a' a"+  ß'  a  a"+    a  a-)  y'  -f  2  c,^  a;  +  (TA .) y' y" 

+  2  (/^  AH-  /TA)  y  y- '+  2    CA'A;'+ A  "A^  +  ^  (A  AI'  +  A  A.)    /f'  (. A  A;  -f  A'AJJ  y  y' 

=Alf  ■ 

>■  Wir  wdOen,  nn  dl«  Recbmuigwnwlmdw  h  ^«reiiifadieii  und  tt  Ar  imem  ZwA  ge- 
lillgt,  Hodi  annchiacn,  da»  «Hm  bd  diawir  Uinforaany  die  Axo  AV  i«  dar  AX'  liabe  Kcgan 
bwea,  wodittcli 

•  A.=:0  ,  a;=i  ,  a;'=o 

«rini,  so  dasi  dl«  vorige  GliHdniiif  Bbergeiit  ht: 
(••.«•)  2(^A'A''+/rÄA''+rAA'3y'  +  2,^yy4-2(j3A'  +  /?'A)yy''+2(/9A''+rA)yy'=Ä 
•  In  dieser  GMchong  list  n«  die  mt  RJehtnnf  AT  ifeliSriffni  ProjecHomnalileR  A ,  A',  A"  w 

zu  wählen,  dass  /9A'A"-f- jTA  A"-f- jT'A  A'  nic  ht  null  \vir<I.   wus  inmier  uuf  iin/.ählich  vielo 
Arten  in  reeller  Weise  gcschehcu  kann;  diess  voiausgcsit/t,  hat  iiutn  eiac  neue  Gleichung,  in 
•.. .  weleber,  wo  in  der  arsprAn^idien  a ,  (t,  u  "  umi  ;} ,  ß',      standen  jebt 

2(j?A'A"+.Ö'AA"+/9"AA')  ,   0,   0   und   ß,   ß       (T  \  ,  ßK'+fTK 

stehen,  aus  der  man  diu  von  der  gewünschten  Forni  aur  die  trühere  Wei:>c  he;czuleilco  hat 
Ob  mm  in  dieser  lelztern  ein  oder  swei  Glieder  der  fweilen  Dinenrion  verscbwinden,  zeigen 

die  in  (fiO.  a  ")  odeT  (()(>.  <•.}  siclii  iidcn  Rcflin<j:iin;:i'n,  wenn  man  statt  a,  «',  «"  und  ß,  ß".  ß" 
die  so  eben  mitgctheiltcn,  der  Gleichung  (6  t.  ».)  entsprechenden  Aosdrttcke  setzt ;  bezeichnet 
mm  dflikeff  die  CooIiueBleB  von  y',  y",  y  ",  y'y y  y",  y  y'  in  der  Gleichimg  (61.  «.)  durch 
(»),  (c*'),  (tf-).  (ft,  (jf),  r),  w  dsss 

i«i  k>  i(«)?=aGJA'A''+^AÄ''+r  AAO  .  (ä')«©.  (K")=aO, 

ist,  so  verschwinili-t  in  >ii  r  üils  iIit  liiiiie  (61.  a.}  auf  dem  ubigeti  Wege  abzule&endm 
Gleichung  neben  den  CliLilorri.  weKiic  (!ii>  Product  v.in  zwei  r»iirdiiiaten  in  sivh  trügen,  nocfe 
eines  der  Glieder,  wekln'  li.is  (.Hn't'riil  von  einer  Coordiu.ilr  /.n\u  Fütltir  haben,  wmn 

•.)  {a}{a)\,a')  —  [U)\ßy  —  [a)sß  f  —  {u')[(i''y'i-2ißi^i),ß  i=:zO 

ist,  und  CS  verschwinden  swei  von  den  zuletzt  gonnnnlen  Gliedern,  wenn  gleichzeitig 

(•!.#.)  itt}{a")~{ßr=ü  ,  («\  («")-(,■?)' =0  ,  («j(«'j-t^r7=q 

ist  Dn  niB  den  Gleidiungcn  (61.  b.)  zur  Folge 

(•)(«')(i^')~(«)(Ä'-<«o(i'')'-(«^')rr+»(ft(jj')(/r)= 

-a(pA'A''+i3'AA''+^AA'}/f+2/?Ü?A'+|rA50»A''+f'AJI, 
oder  wenn  n«n  inf  der  rechten  Seite  dieser  CtUicInaig  di«  KlanaMiro  ^egschnfll 

n.)  {M)m»")-.{mm^{*nifi^r-fßn(fr-¥miß^}(n^*ßß^r*^ 
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ao  gebt  4i0  BedMqpiqv  (61.  <0  tlitr  ;ki4 '  ..      ;  ,  . 

md  die  BedingnngMi  (Bi.  4)  werdtn: 

^/P=0,  -QJA'+iTAyszO,  -CPA"+/r'Ay=0 

oder 

|I=0,         jSA'+jTAsO,  /fA"+|rAsO. 

Brwigt  iMii  mn,  dt»  di«  etiieni  Jeden  ?«rallel-CoofdiiMleosy»lMM  aMclitslidie  Bedin^ng, 

M'onti'li  (1i'--'T!  drei  Grund-  oder  Polanixnn  nie  in  rinfr  und  derselben  Ebene  ür^-cn  dürfen, 
der  iiu  ersten  Abccbnitte  4.  Nr.  52.)  aafgesleUten  lingleichiug  (9d.)  zur  Fui^e  hier,  wo 
^=0,  A;=0,  ATsrl  and  A,=0,  a;  =  1  ,  AI'sO  isl,  nA  nck  itei 

A^O  .  |M«i>]^ 

■eni  nllMe,  ao  ttbersMft  m«  «Ich,  lia»  iMt  der  iMiiigaiif  (<SI.  g.")  «nck  die  9ßßrfr^9  • 

genomiiien  werdea  könne,  und  die^s  isl  iii  der  Thal  die,  in  wekho  die  üben  in  ((>0.  ai.)  an- 
gefgtbem  für  u—O,  o'—O,  cc'  =0  Obergoht,  wer«««  erhellet,  das«  jene  Bedingung 
«ftsh  ii  dem  gegenwärtigen:  Felle  «Qeh  kKe«eJibtr  i*L.  Die  Vediaguagen  (üi.  h.) 
«dM,  weil  A^O  aem  mw, 

!.■••'•■     . ::  :'J     •  &=0  ,     fi^^Ö  t     /T'i^O-'"      r  ■':  •■>•'> 

-■  •  '        '    i  '    .        ■  •  '      ,^  1  .  -      •  ■  I  -  ,      i  • 

und  dicss  sind  in  der  That  auch  die,  in  welche  sich  die  oben  in  f(>0.  e.)  angege- 
benen verwandeln,  wenn  gleichzeitig  tt  —  O,  a'—O,  a"=0  isL  Sie  zeigen,  dasa 
m  diesem  letzten  Falle  die  ursprüngliche  Gleichung  aufhürcn  nttsate  eine  Glel^ 
chnng  des  zweiten  Grades  zu  sein,  und  geben  eben  dadnreb  die  tJnmltgUehkeit 
dieser  Erscheinung  bei  den  Flüchen  zweiter  Ordnung  zu  erkennen. 

207}  >iacbdein  gezeigt  worden  ist,  wie  sich  jede  Fhiche  der  zweiten  Ordnung  an  eineai, 
ja  an  nulUig  vielen,  jederxeil  lelelit'bealinnlMnii  CoerdfaMtaneplenien,  weldie  ndl  den  ur-  '. 
apränglichen  eine  gcmcinschaftiichc  Spitze  haben,  und  deren  eine  Grund-  oder  Polaraxe  dubci 
fast  immer  in  einer  Grimd-  oder  Polaraxe  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleiben  kann, 
durch  eine  Gleichung  darstellen  lUsst,  wcldie  nach  Verlangen  die  eine  oder  die  andere  der  In  ' 
(p^  a.}  angegebenen  Formen  annimmt;  and  nachdetn  die  Kcnnzeleben  hervorgehoben  worden 
sind,  w(tron  sich  gleich  aus  der  urspninrjlirh  gegebenen  Gleichung  entscheiden  lässt,  ob  in 
diesen  letzlern  Gleicboogen  eines  oder  zwei  von  den  Gliedern  fehlen  werden,  welche  x',  x^, 
'x^  oder  u",  n*^  m  Faeteren  bdics,  wollen  wir  jetzt  noch  luaehen,  wctdrint  EhllHsa  eine 
Aenderun(]r  der  Coordinatenspilze ,  ohne  dass  die  Richtungen  der  Axcn  eine  Aendemng  erlei- 
den, auf  die  Form  einer  solchen  Gleichung  haben  kann.  Zu  diesem  Ende  stellen  wir  uns  vor, 
dass  die  Axcn  A  X ,  A  .V,  A  X",  an  welchen  die  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  eine  der  Glci- 
dmngen  dargestellt  wird ,  mit  sieb  selber  parallel  and  glefchlHfig  dnrdt  cbien  beUdti- 

gen  andern  Punct  0  des  Raumes  gelegt  werden,  und  deuten  diese  neuen  Axcn  durch  OX, 
OX',  OX"  an;  dann  erhallen  wir  die  Gleicbung,  welche  dieselbe  fläche  zweiter  Ordnung  an 
lenen  jimn  dantdli»  Inim  irir  Dt  die  fegebene  deidunf  Rlr  x ,  x',  x"  «der  n,  u\ 
am  in  den  GMcknigeii  (44,)  MikiltenM  Anidiick»  Mlsen,  und  nntar  |,      T       >  "  ' 
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1}"  Ai  Mhiafeii  und  ftnknchlMi  CoonUnalen  verüteheo,  welche  der  Punct  O  an  dea 

Axcn  AX,  AX',  AX"  gielit,  so  wie  unter  .\„ ,  xi ,  xi'  und  u«,  u', ,  u','  die  schiufcti  und  seiik- 
rediten  Coordinalon  ui  den  Axcn  OX,  OX',  OX"  von  deioieoigea  beliebigen  Functe,  der  an 
denAwB  AX,  AX*,  AX"  die  x ,  x',  «id  v,  «"twt  Durch  dfo  Mcr  migmigte  SobfÜ- 
tatioii  gebt  aber  die  enie  Glewbmig  (M.     Iber  int 

«.  »2 + «ixT+oiri^r^sac-  «.1+ y.)  X. + 2  c- «;  s^4-  /o  ^:  +  2  c-  r+  /n  <' 

und  die  zweite  Gleichung  (55.  a.}  wird: 

«-.u;' + d;'B;"=2(-       W «. + 2  c-  + 2  (-  ,/  +  TO 

wobei  mau       im  AUgemeinen  durch  die  ^rei'iiriic>ic  W'ulil  lics  Puiiotes  0  ildhiti  wird  iinngen 


m«»)      '       ~«,i+y.=o,  -«;i^+/,=o,  -«;'r+/;=o 


(«k«.)  -^,»+{,^0,  -r.,'+£;=o,  -«:t''+cr=o 

wird;  dann  verschwinden  uns  den  m  rstrhrnripu  Gleichungen  (62  n.  orfrr  h  )  rlif  Thrilr  der 
«ntee  Dhumuhhi,  ued  es  bleibt  in  ihnen  neben  einen  von  der  Lage  de«  Piutcte«  O  abhaogigeii 
eoutMileiii  GHede  mv  nodi  i»  TkaH  der  iweMen  Dinemien-  aorilek,  im  vrfdiain  die  CWedar 
febkn,  welche  mit  dem  Produkt  von  zwei  Coordinaleil  versehen  sind.  Es  haavti  sich  die 
schiefen  Coordinatcn  | ,  1*,  i"  oder  die  senkrechten  t} ,  t/,  »/'  <ic'S  Pimclcs  0 ,  wc^lcher  diese 
Umänderung  der  Gleichung  bewirlit ,  jedesmal  aus  den  Gleichungen  (Ö2.  c.}  oder  (62.  d.)  fin- 
dea,  wem  keiner  der  GorflzioiiteB  «i»  <C  oder  9,^  3^  mll  iit;  dm  findet  omb  nr 
einen  einzigen  Punct  0,  der  diese  Eigenschaft  besitzt,  weil  die  angcfllhrtcn  Gleichungen  sümmt- 
lieh  nur  vom  ersten  Grade  in  Bezug  auf  die  zu  fiudeadea  Grossen  sind,  und  deswegen  Ar 
jede  vna  diesen  mti  dien  einigen  Werfii  Uefenu  Dordi  «Bese  WeHbe  verwndell  dte 

CHeictaiig  C>2.  O 

CM.e.>-  «,xJ  +  n;x?+«C3tr=,»,+g+|  +  ^' 

wd  die  Oieidnmf  (69l  b.)  gdU  Qlier  in: 
C«kf.)  a,nJ  +  «;n7  +  «riit-=».+  |-i-|4-§^  . 

Ist  aber  einer  der  erwähnten  CoefBzienlen  null,  wir  nehmen  «n  o,  oder  ö'^ ,  wahrend  die 
Qbrlgen,  Uer  ««,      oder  I,,  ^,  nidil  nuD  sind,  welches  gcschidit,  wenn  Ü»  Bedinging 

(ßO.  a.)  oder  (60.  b.)  \<)ii  der  ursi»rüiii(lich  gegebenen  Glciclnm<r  i-rriillt  wird,  so  lassen  sich 
aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (62.  c  oder  d.J  noch  ioimer  die  Coordioalen  |  und  ^  oder 
i)  und  f/,  welche  ein  Glied  der  ersten  DImeiMien  snm  Verscbwinden  bringen,  angeben,  aber 
aus  der  dritten  Gleichung  fällt  ^'  oder  4"  von  selber  weg,  woduroli  diese  Gleichung,  wem 
nicht  zundlig  y,'  oder  1,7  null  ist,  unmöglich  wird,  und  ilD  lun  Ii  xu  verstehen  giebt,  da^s  aus 
der  neuen  Gleichung  das  Glied  der  ersten  Dimeosion,  wcichca  a^'  oder  u','  zum  Factor  hat, 
rieh  nidil  entfernen  Üssl  In  einem  soldien  Falle  verwawidt  sich  die  CJeidiONf  (CS.  n.)  in: 
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<M.]»,)winl: 

smd  dngcgen  zwei  von  jenen  CoefliuenteB  null,  wir  atiimcu  aii  tli«      aod      oder  die 
oBi  9,1  10  kam  mni  aar  aoch  au  der  mieii  Gkklmng  (AB.  e.  odar  d),  die  CoordiMie  | 

oder  bestimmen,  welche  das  mit  x,  oder  u«  behaftete  Glied  (Jer  ersten  Dimension  zum  Ver- 
schwinden bringt,  aber  *m  den  zwei  ielilea  Gl«tciuii^en  Qi'i.  c  oder  d.)  TuUen  ^  und  i"  t  .  ,  . 
«der  t}'  und  i/'  von  fdber  ucg,  wodordi  dieae  ffloidningcn,  wenn  nidit  p'^,  7*^'  oder  jj^ ,  Ct 
'aur«Uig  null  sind,  unmöglich  werden  und  dadun-h  zu  verstehen  gebCHi  datS  die  all  iCi  ^ 
oder  u, ,  u^'  bchadeten  GlieJer  der  ersten  Dimension  sich  durchaus  nidil  eNtfemen  bwen.  Dte 
Gleichong  (62.  a.)  vcrwümicU  sieli  in  die!.eui  Falle  in: 

«od  die  Gleichung  C^2.  b.)  wird : 

Weil  jedoch  ia  der  Gleiehiing  (jSi.  g.  oder  h.}  die  Coordinatc  |"  oder  if*  noch  gan  xadi  Be> 
liebeik  genonmen  werden  kann»  so  kann  man  sie  so  wlhlon,  daM 

iriird,  wekies  tainer  md  swar  nnr  aaf  da«  einzige  Weise  gesebehen  kann,  den  einen  FaQ  ' 
augenoouue» ,  wo  zufallii^r      oder      null  ist,  wo  dann  aber  die  Gleichong  (62.  g.  oder  h.} 
Mos  bcsotuiere  FhIIc  von  denen  (62.  e.  oder  f.)  sind,  und  deswegen  nicht  weiter  berücksich- 
tigt zu  werden  braachen.   In  allen  andern  Fällen  gehen  aber  die  Gleichungen        g.  oder  b.^ 
adttafat  der  (68.  L>  über  in: 

«,i:+«i>7-~2yrj;'s:0  oder  M+i;iC-S»=0.  €«t^M.| 

Wei  femer  In  den  Gkkhnigett  (68.  i.  oder      die  beiden  Coordburies    tnd  £^  oder  if  nad 
4"  gam  heliabig  genoainen  Verden  bSanen,  so  kann  man  sie  so  wlhlen,  daas 


^  +  J  +  a/.r+«//r=0  oder  ».H-^+aKV+^fiV^O,  CM***) 

was  iouner  aad  swar  auf  unsühlig  vide  Arten ,  wobei  der  Punct  0  hl  dner  aiit  der  Coordi- 
natenebene  XOX"  pandielett  Geraden  Hegen  MeAt,  gesdiehen  kann,  wenn  nicbt  ndUUg  von 

den  Coeflizicnlen  y', ,  y  oder  ^ ,  einer  oder  beide  null  sind ;  wo  dann  oler  die  Gleiehun- 
gcn  (62.  i.  oder  k.}  blos  besondere  Fälle  von  deaea  (62.  c.  oder  L)  oder  von  dcBco  (62.  m.} 
werden,  und  aii  solche  oichl  weiter  bcrttcksichtigt  xu  werden  braaeben,  in  allen  andoii  Fd- 
len  nehmen  aber  die  Gleidnwgen  (68.  l  od^r  k.)  mit  Zaziehaiig  derer  (62l  n.)  die  folgende 
Gestalt  an: 

a,x]^2/,x,-  2r',X=0   oder   5, -  2 r, n,  - 2 ;r/u;'=  0  .  CM.  ««I 

Es  ist  indeasoi  leicht  zu  zuigen,  das«  die  Gestalten  der  Flachen  zweiter  Ordnung,  weiche  in 
{CD  (^G2.  0.}  cMidlmi  sind,  ectea  in  den  Gtaichongen  (62.  m.)  als  ein  b«- 

wlr  voianssetien,  dass  keiner  dar  GoelUeaim  yC, 
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oder  Si,  C  mdl  lal,  «reil  schon  der  Mose  AnMiek  in  diosem  Folie  dfo  ffwiiiingnii  (6BL  o^) 

aU  einen  besondrrn  Füll  \o\\  denen  (62.  m.)  zu  erkennen  gi('l''>  »her,  auch  wenn  keiner 
von  diesen  CoeffizicnU'n  null  ist,  die  Gleichungen  (J^  o.}  nur  besondere  Fülle  von  den  in 
(G2.  m.)  gegebenen  sind,  liUst  sich  so  darthun. 

Wiire  an  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  eines  beliebigen  (■(»ordinntcnsystems  eine  Gleichung 
▼on  dor  Form 

go£rrbcn,  md  lUmki  man  sich  durch  die  Spitze  diest-i  rnordinalcnsyslcins  drei  neue  Avcn  AY, 
AY',  AY'  gelegt,  von  welchen  die  duo  AY  in  der  AX  liegen  bicibl,  so  dass  A  =  l, 
A'=^0,  ATssOj  die  zwei  andom  AT'  und  AY"  aber  in  Bichtnngon  gebracht  werden ,  für 
wctebe 

A,=o ,  A;=-/;m,  Ä:'=;';ni  wmi  a,=o,  A;=y;n,  Ar=s7;ra 

wird,  wobei  A,  A',  A";  A, .  A' ,  AJ' ;  A, ,  A' ,  A"  tVir  srhiiTcii  Projectionszahlcn  vorslellrn, 
welche  die  Ricbltingen  AY,  AY',  AY"  an  den  Axea  AX,  AX,  AX"  geben,  so  werden 
die  Gloichangen  zwiachen  den  Coordünilen,  welcbe  die  Pnade  Ä  den  nenan  ond  an  den  voii- 
g«R  Axen  liefem,  den  Rdalionen  (41.  «.}  gemiM 

x=y,  z-Ä-myiy+nKy-,  z'^ni/.y'+ny^rr ; 
setzt  man  die  hier  Air  x,  x!*,  x"  fegebenen  AvsAnd»  in  die  Gldcfamg  QS3,  «.),  so  gdl 
diese  über  in :  '  ' 

€••.».1  u,r-^riCr?-\-ynY'=9 

und  bat  nun  die  Pom  der  ersten  Gteidrang  (62.  ni.),  «u  welcher  sie  hervofgoht,  wenn  an« 
in  letzterer  «f;  =  0  nnd  yi'  =  n  +  werden  lässL  —  Oder  «iire  an  den  Axctt  AI, 
AX',  AX"  eines  beliebigen  Coordinatensysteins  eine  Gleicliung  von  der  Fora 

cm.  S,  u'-  2  r.  u'-  2  r.'u  "=  0 

pofTobon,  und  denkt  man  sich  durch  die  Spitze  A  dieses  Ctiiirrlinntr?isyslcuUi  drei  neue  Axcn 
Ai  ,  AY,  AY"  sanunt  den  dazu  gehörten  Polaraxcn  AJ^,  A^  ,  A^)"  sp  gelegt,  das»  die 
Polaraxe  A 9  In  der  Gmndaxe  AX  liagett  bleibt,  «l|o 

(r)==i,  (n==o,  (n=o 

ist,  die  Biditangen  der  swd  nndcro  PoUtnxen  Af^  ond        aber  so  g«ipnnnen  werden,  dass 

^  (r)=o,  (rD=-inc,  (r:')=mr. 

(r,)=o,  (r,)=n;-;  ,  (r;')=nsr.' 

Hl,  wobei  (D,  (O,  (O;  (r,J,  {r,),  (r;');  fr,),  <r,\,  in)  die  senkrechten  ProjccUons- 
tahleii  vorstellen,,  welche  die  Polaraxen  AS),  A^',  AS)'  an  den  Axen  AX,  AT,  A?r  ge- 
ben, so  isi  nach  Aussage  der  CSleichuiigen  C^l.  f.}  *'  '  ' 

«  =  ^»  u'=-mi;'^  +  n;;^. ,  u"=m^;^,+ns;'^, , 

-und  seilt  man  diese  ftr  u,  V,'tt"  «AaMwao  AnfdiMn  In  die.ClkMnnig  Qß. «o  vfr- 
.  «undalt  sie  aich  in: 
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«td  M  im  dft  b««iid««r  V«ll  vm  der  hXerw  (€2.  ml)  geworden,  aus  d«r  äe  korvoifdi^ 
tveni  man  m  die  Stelle  yw8,,8lwadlX       ^)  Oond— Hierfoei  woDbd  wir 

nodi  benuriieo,  daii  oe  alete  nllgUA  iat  den  neoatt  Awm  die  <nngM(lbridienaa  -RiolriaefHi 

anzuwrisen,  die  CoefHizifntrn  •/,,  yi'  oder  j^,  i;!','  rnogcti  gleich  oder  ungli  i  s  -iri,  woi!  diese 
drei  Richiuof  e«  nio  io  einer  und  dpseU^ep  Ebene  liegen,  also  ateU  die  drei  Axeii  eiocs  Coor-> 
dtaaleiuyslein»  vonleflen  kOmea  ba  in  den  beiden  hier  beaproehenen  Flflen  inniier  eine  toii 

den  drei  Conrdinaten  aos  der  Gleichung  gm?,  fortgeht,  so  beweist  dieser  Umstand,  dass  die  ' 
durch  eine  Glcichunc;  von  der  Form  (63.  a.)  oder  (03.  c.)  dargealelUe  FIMdie  der  »wetten 
Ordnuiic:  eine  CylinUerflaclic  isl.    (Abschnitt  III.      1^-  i^r.  139.). 

Aus  den  vonngeganyenea  fietraohtuiigen  erfaeilei}  dass  alle  uiogtichca  Gestalten,  welche 
Iliehca  der  iweüen  Ordtangr  umetaim  ItSanen,  in  den  ffleidiungen  (6S.  &  oder  £}  «■! 

(62.  m.)  cnthallra' idnd,  welche,  ^von?i  ^ir  die  Axcn  des  Coordinatensystems  anf  das  sieh 
diese  beticlicn,  wieder  durch  AX,  A  X',  A  X"  vorstellen,  nnd  dem  jfemäss  dit-  CoordinateB   *  '*  '  ' 
der  Punctc  durch  x,  x',  x"  und  u,  u',  u"  bezeichnen,  so  wie  die  in  diesen  Gicicbnngen  vor« 
famunenden  consbHiten  Glieder  dureh  (^,)  oder  (»•)',  «ich  so  sdneOwn  lassen: 

«.x'  +  «;x"+2y;x"=0    oder         +  2  r.VssO,  1«4.  fc.) 

wo  wir  den  €ffiedem  9yCx"  md  2$iV  das  YonxäAm  +  gegeben  haben,  was  sieh  dndl 

dne  blosc  Gogcnsctzung  in  der  Ridtnng  der  Arn  AX"  bewirken  lässt.  Es  isl  iwar  wahr, 
das«  noch  imdere  Formen  entstehen  kfinncn,  %venn  man  anstatt  ««  oder  rT,'  nllein  vernehwinden 
zu  lassen,  a't  oder  allcia,  so  wie  auch  tt,  oder  S,  allein  verschwinden  licssc,  oder  wenn 
■n  shtt  ii;'sO  und  «4=50  oder  ^'=0  und  ^sO  zn  nebssen,  «1^=0  nnd  «>=0  oder 
5'„'=:0  und  5,=0,  so  wie  auch  «'„  —  0  und  «„  —  0  oder  3i  =  0  nnd  J»— 0  werden  liessc; 
allein  dadoieh  entstunden  hios  solche  neue  Fonuen,  die  sich  aus  den  vorigen  durch  eine  in 
Brang  der  Aocenle  voiyomnimene  Vertanschnng  der  drillen  and  zweiten  oder  der  erslen  and 
zweiten  Art  herleiten  lieiMn.  und  eben  diidiircTi  an  den  Tng  ocImd,  tl:;s.s  sie  keine  neuen  Ge> 
Stalterl  in  siel)  l)er<ren,  sondern  Mos  dieselbiii  GesfnUrn  auf  anders  benannte  Axcn  beziehen, 
daher  dn  wu  es  sich  ledigUcb  uni  die  Kunutiüss  der  verschiedenen  Gestalten  der  Flüchen  zwei- 
ler Ordnung  hmdett,  gimlicb  ansser  Acht  gebissen  werden  klionen. 

IMe  CoeiBtienicn  a,,  tC,  c^,'  und  y,,  y'^,  oder  ö,,  y,,  nnd  ^, ,  ^, ,  ^'  in  s(4clien 
€l0i<^ngen,  welche  ans  den  ursprUngUdien  nach  Art  der  in  (64.  a.  und  b.}  besprochenen 
hervorcrehen,  bleiben  panz  die  gleichen,  wie  sie  in  den  Gleichungen  (55.  a.}  geworden  sind, 
und  wie  wir  sie  in  den  Gleichengen  (55.  b.  bis  kJ)  angegeben  haben,  sowohl  Air  den  Fall,  dass 
^  arsprttngliche  Gletekung  sdneTe  Coradnaten  in  sich  trügt,  «!s  aueh  für  den  Fall,  wo  die 
ursprüngliche  Gleichung  senkrechte  Coordinaten  in  sich  aurgenommen  hat.  Die  Grössen  (/u,)  und 
(v.)  hingegen,  wodurch  die  constanti'n  Glieder  in  den  Gleichungen  (64.  a.}  bezeichnet  worden 
sind,  vertreten  die  auf  der  rechten  i>eiie  der  Gleichungen  (62.  i.)  und  (62.  k.)  stehenden 
AnsdMdWt  «o  dasf  also 
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ist,  wobei  auch  fUr  u„  und  y,  ciKweder  die  ersten  oder  die  zweiten  in  den  Gleichungen  (55.  h.) 
und  (55.  L3  ihnen  gegebenen  Warthe  gcnomincu  werden  uü^sen,  je  Dachdem  die  ursprUng- 
lidw  Gkidmiig  in  achieren  oder  in  aenbredian  Coordmaten  gegeben  war.  Bi  iit  folglich  Bit 
der  in  (55.  h.)  eingentbiten 


(M.  *.}   !  oder 

ao  wie  ancb: 
Cm*«.)  <  oder 

l,i_,j.lr-".-j-  CdliO  +  gU:»'       4.^     (9'(r.)+fl(r))'  . 

ti'.j — »-  -r  ^„     -r  ^  ( ^  ^.  ^ j,^,^  2  t"  ( rj  (n  ^  o  (Jl)»  +  tf" (r,)'  +  2  t"  ( r.)  (D J » 

UTK?  m  m  h?A  tirr  fr  sowohl  als  für  j'j  chIwi  iI  t  üf  obem  oder  die  uotem  der  hier  Tür  sie 
erlialleueii  AuiiiJrückc  zu  nehmen,  je  nachdem  «iio  ursprüngliche  GleichoQg  in  schielen  oder  in 
fenkraoMen  Cooidbialen  gegeben  war. 

Die  vontebonden  Auadrttcke  gealatten  eine  e^diUmUcbe  UakgeHallmf ,  die  an  kennan 

von  Nutzen  sein  kann,  \voI<ei  wir  uns  jododi  nuf  den  ersten  in  (64.  d.)  stehenden  Werth  von 
(/i^)  iMachrinkeii  werden,  da  der  zweite  &o  wie  die  beiden  Wertiie  vem  (y,)  durch  eiao  bk»e 
Vaitraaehong  ana  diefam  «bgaldlel  werden  ItBoMni.   IMtag*  man  nlndleh  die  iwei  äi  den 

«^cn  iHaininem  der  obem  Gieichtng  (64.  d.}  vorkamincttden  Quotienlen  anf  gleiche  Beneo« 
mng,  addirt  sie,  schafft  die  IClainmcm  im  Zähler  weg  und  zieht  die  f" ,  ff  und  f  cnllüdicnHcn 
Theüe  immer  in  ein  Glied  zusammen,  su  kanu  man  diesem  Zühlcr  xunHohst  die  fulgeadc  Form 


r  [x  (A'A,"  +  A"  A;)  +  2  V  A.  [x  A  A.  +  i-"  (A  A;  +  A'  A.)J1 

-j-  2  f  r  [2  ;i"A  A.  A'  a;  +  c  \   +  a-  a.)  (x  A'  a; + x  a  a.)] 
-f  r  |x  c a'a;« + A"Af)  +  2  A  a;  [k  a  a;  +   (a  a; + a'  aojJ 

und  ihn  sodann  mittelst  der  Gleichung  (4'^.  a.}  Uberrühren  in : 

(fx'+rx-2frrKAA:-A'A0' , 

ao  daaa  man  ala  Spanne  jener  beiden  Quolienlen  findet : 

(p  x'+  r «  -  2  f  f  >• ')  CA  a:  -  A'  AQ* 

oder  \venn  man  Zähler  und  Newer  mil  A*Ai  difidli«,  und  di«  Baneliihnnngen  (50.  a.)  bi  A^ 

Wendung  bringl:  * 

(f  x'-f  r  »  - 1  f  f  A")  (*'—  my 
HF  »'+  2  r«')  (»  2  A"«!  ' 
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AudfMk  gtU  «Mtolrt.  «br  fikWmagren  (57.  *.}  und  (57.  e.)  ttir  k: 

f*!+r«--2ffr 

 ♦ 

«0  dan  nm  icUieMlicb  autartt  der  otNini  Gtaidnuf  CM>  d.^  die  folgende  ffeßindeit  hat: 

wobd  die  Art,  in  welcher  sich  der  Uebergang  von  joaer  zu  dieser  macht,  BeacLlung  verdient. 
Die  «rate  GleJehm^  (M.  e.)  UeTert  för  (v,)  denaeHwii  Werth  den  die  (64.  f.)  für  f/<.)  gegeben  het 
und  aus  ihm  Ift^scn  sich  die  untern  in  den  Gleichungen  d.}  und  (64.  e.}  vorkommenden 
Werthe  von  (ft,)  and  (v,),  die  wieder  einander  gleich  sind,  ableiten,  wenn  man  die  Grundzei- 
Ifcen  S,  9,  f,  ff,  r  an  die  Stelle  derer  «,  f,  y,  x,  X  und  zugNrh  v  für  u  st-lzt 

Ifacfadem  wir  gesetien  liaben,  dass  alle  GeilaltM,  weich«  die  Flüchen  zweiter  Oid- 
tH^mmefamea  kOuwtt,  hi  de«  Gkkhngen  (64  a.  ud  h")  cnttaltoK  dwit  HHehMi  wir  mm 
datnn,  Hie  epeeüiche  Verschiedenheit  der  durch  <hese  GleidwigeB  dhrgcstelUen  FUcfaen  näher 
kennen  zu  Icnton.  Die  Gleichungen  von  der  in  (64  »  )  angcfrebenm  Form  ändern  sich  nicht, 
ireoo  vma  in  ibiieu  gleiclizieitig  — x,  — x\  — x  aa  die  blclio  von  x,  x,  x"  oder  — Uf 
^n',— «"  m  di0> Stelle' «on  tt,  tt',  u"  felal,.ttid  gOm  IMrdnrdi  in  «kennen,  dam  jedem 
Punclc,  dassen  Coordinaten  eine  solche  Gleichung  berriedigon,  und  der  eben  dadurch  ein  Tiini  t 
der  durch  dieso  Gleicluu^  daigectelltcn  Flüche  wird,  ein  zweiter  entspricht,  dessen  Coordinalea 
deiien  dee  enten  Pnnctai  in  GrBeae  gleich ,  den  Terzelchen  nadi  alwr  entgegeageeelst  sind ; 
je  zwei  solche  Puncte  liegen  daher  in  einer  durch  die  Coordinatenspitze  hindurch  gehcodeo 
Gereden,  und  stehen  von  dieser  Spitze  nach  beiden  Seilen  bin  «gleich  weit  ab.  Es  verhält  sich 
also  die  Coordinatenspitze  zu  je  zwei  soklien  Poncten  der  i'iaclio  zweiter  Urdnuag  gerade  so 
wie  der  muelpnnet  einer  Kngcilldie  sn  den  Bndpnnclan.  ihinr  Pnrfihwwiirer,  weewegen  awli 
die  Coor  !inrtt?nspitzc  bei  einer  Flttcho  zweiter  Ordnung,  die  durch  eine  der  Gleichungen  (M,  a.^ 
dargestellt  wird,  der  Mittelpunct  dieser  Flüche  genannt  wird.  £s  beben  uitbiu  alle 
Fileken  zweiter  Ordnung,  deren  Gleiehnngen  eich  niif  eine  der  in  (64  a.)  an- 
gegebenen  Formen  bringen  Inseeii,  einen MUtelpn not,  der  die  Spitze  derjenigen 
Coordinatensystcmc  bildet,  nn  welchen  die  Gleichung  der  Fläche  diese  Form 
annimiat  Dagegen  lüsst  sich  zeigen,  dass  sokhe  Flacheo  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung 
lieh  enf  eine  der  in  (H.  engegefcenen  Femen  bringen  -  Hast,  hebm  lliltd|«icl  haben.  In 
der  Thfil  ila  sich,  wo  Cleichung^en  von  einer  dieser  letztem  Formen  uus  den  Gleichungen  (55,  a.) 
hervorgehen,  wie  wir  in  Kr.  207.  gesdien  haben,  kein  Fuact  0  im  Haume  auffinden  lüsst|  wel** 
eher,  zur  Spitze  eines  neaen  CoordinateaByateHM  genoninen,  machte,  dass  ans  der  neoen  Glei- 
ehnng  der  ganze  ThcH  der  ersten  Dimension  wegfällt,  dieser  Thcil  aber  nothwendig  gerade 
pfltß'pppnpresetzte  Werthe  annimmt,  wenn  man  den  drei  Cuordinalen  bei  ungeänderter  Grösse 
entgegengesetzte  Yorceicfaen  beilegt,  und  also  die  so  abgeünderten  Coordinaten  die  Gleichungen 
(94  b.)  oidM  befriwfiliett  hdnaen.,  wenn  die  «oiigen  ee  fhu,  e*  mflaste  dem  waSOßg  y=sO 
oder  S"  —  0  sein,  wo  dann  aber  die  Formen  (C4.  b.)  blos  besondere  Fälle  der  Formen 
(64.  a.}  wtJrden,  so  sieht  man  ein,  dass  es  in  Bezug  auf  Fliehen,  welche  durch  eine  Glei^ 
ehnng,  wie  die  (64  b.}  üiud,  durgesteit  werden,  keinen  Punct  im  Räume  giebt,  der  die  Ei- 
genaohaft*  beslnae,  dnaa  jede  dnick  ftn  gakgle  Gerade  der  WAe  nur  in  soMmni  f  tnctCB  be» 
L  56 
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gcgnel,  die  p«Tweiae  voif -jimein  hnkt-te  Imm  gleidli  mit  ibliifiih,  datt  aiitlit«  ••Üb« 

Fliehen  zweiter  Ordnung  keinen  Mittclpunct  habciu 

Das  Vorhandensein  eines  Miltclpuncts  in  Flüchen  der  z>vciten  Ordiiun^f  hängt  lediglich  davon 
ab,  ob  sich  ihre  Gleichung  so  unigestalten  lüssl,  dass  aus  derselben  der  Theil  der  ersten  Di- 
niension  verschwindet ;  denn  da  der  Theil  der  zweiten  Dimension,  sdlist  wenn  er  Glieder  mit  deii 
Productc  zweier  Tuordinatcn  in  sidi  tragt,  stets  den  gleichen  Werth  hrhiitt,  wenn  man  den 
drei  Coordinaten  bei  einerlei  Griwsu  «nlfflgengeselzte  Yorzciciteit  beilegt,  so  zeigt  er  da,  wo 
nebeo  ihn  kein  Thefl  der  ersten  Dimension  voriumden  ist«  isnuer  dis.f^ein  einesrlUlleipanclf 
in  der  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellten  Fläche  zweiter  Ordpong  an,  der  die  Spitze 
des  Coordinalensyslt  iiis  bildet,  auf  welches  sich  diese  Gleichung  bezieht,  so  wie  umgekehrt 
die  l  niuiigliclilvdt,  zu  einer  Gleichung  uhnc  einen  Theil  der  ersl4>n  Diuiv^iou  zu  gdaugen, 
das  Nichtvoriumd^nfiefn  eines  Jlino]|nuicis  der  Flucht;  zu  crkenntm  giebL  Av»  den  heton-r 
dorn  FornHMi  der  Gleichuneon  (fA.  a.  und  in  n  i-!(  hen  die  zu  Protfurlcn  vun  zwei  r«ftrdi- 
natcn  gebOrigan  Glicdor "ft^Uuu,  Ituil  skli  über  noch  cme>  tiudure  fiigenlltuuilicktkeil  derFtftcben 
(weiter  Ordnoif  fAsnsiiijlidb:  wi^  Jetstirsor  S^db^Mai^'  woBeoi  ■  rrmibi  um«.  -   • .  vf^^wi 

Die  Gleichnngcn  (M.  n.)  bebaiten  nicht  nur  in  allen  ihren  Tboilen  dieselben  Wettiid} 
wenn  alle  drei  Coordinaten  gleichjeoitig  ihr  Voneichen  nmkehren,  ohne  ihre  Grilsse  zu  indem, 
sondern  diess  ist  auch  schon  dann  der  Fall,  wenn  es  nur  eine  von  den  drei  Coordinten  kirnt, 
nnd  hieraus  folgt,  dass  Jedeni  Pnncte  der  durch  eine  sakhe  Oietclnlilg>- dargestellten  FlKch« 
noch  liic  «Ii  i  Hiidtm  entsprechen,  welche  uut  jenem  zwei  Ciinrdinafr n  qr^wli  haben,  deren 
dritte  (Joordinttttt  Itinsegen  dor  drüten  von  ,j«Beui  Ptutoto.  au  4»V(to«e  zwar  gleich,  dem  Vorzei- 
chen nach  -<fcmr''«agoyenrt<w<tU"ist''' lyea  ^  FanM^^^wtrfdia^Vüe.  asf  wtM'.  OmndnMtt  äA 
beziehenden  schiefen  Coordinaten  mit  einander  gemein  haben,  in  einer  mit  der  dritten  Gnradaxc  pa- 
rallelen Gefilden  liegen,  und  soiclie.  die  eine  der  GrüHS(>  nach  gleiche  dein  Vonoichon  nach  aber 
entgcgeugcKelzle  ärhidV  ('oonlinule  »n  einer  der  (»runduMMi  gi  lii-n ,  in  Ebenen  liegen,  die  mit 
4te  am  dMr  beiden  an^rn  Gnmda»»  g^bildäte«  *CoiirdimtitM)eife  |Wf«lM  iailfen  tmd  vOn 
dieser  nach  beiden  Seilen  ' '  i  I  i  !i  si  ii  nh^irh  n.  ^  '  bestehen  die  Flächen,  deren  Gleichung 
VOR  der  luvten  in  (JMu  a.}  angegebenen  Form  ist,  aus  Puucten  dio  iwarweisc  in  Geraden -He- 
gen, Wddie.mit  einer  der  Grandaxen  parsOd  IsiCm^  wd  von  der^  au  deh  beiden  ndoni 
Grundaxen  gebildeten  Coordinat^mebcne  zu  beiden  SeMcn  gleichweit  abstehoa.  Ferner  weil 
Puncto,  welche  die  .itiT  zwei  Grunchixen  sich  i)e;;i>hcRd«>n  senkrechten  Coordinaten  mit  einander 
geraein  haben,  in  Geraden  liegen,  die  seiilvreohl  gt^en  diese  beiden  Grundaxen  gestellt  sind, 
«id  lekhe,  dte  ein»  der  OrUse  nadi  glnjcfeevifem  VefensiehMni  imcfc  aber  «Mge^gesetzUi 
senkrechte  Coonüiiiite  nn  ciin  r  der  finindiixen  licfLMn,  in  Rlicncn  liegen,  die  ttuf  dieser  Gniml- 
axe  senkrecht  stehen  und  von  der  mit  ihnen  pnrallclun  PoUrcoordiuatend>ane  nach  beiden  Siei- 
ten  Irin  gleiche«  jUkstand  haben,  iMStehen  die  FMeben,  deren  Glekhang^  von  der  «weiten 
in  (64.  a.")  angegebenen  Fonn  ist,  aus  Puncte»  die  paarweise  je  von  einer  der  Pohurcoordi- 
nalfiicttcnen  n«fh  ilinri  lu'ideri  Scitni  liin  ificidiwcit  abstehen  nnd  in  Geraden  liegen,  die  mit 
der  Pularaxe  parallel  laufen,  welche  vun  der  erwähnten  Fularcourdiaateaebcne  dtirchachnitten 
UM.  Nenat  man  die  Gerade,  waloho  diroh  mm  PnnclB  «taar  FUd»  tagttfnl  «My 
Setinc  dirjfer  Flüche,  so  lilssf  sich  die  hier  angezeigte  Eigenschaft  der  Flächen  zweiter  Ord- 
imng  kurz  so  auss|(rechen.  Jede  Grandceordinatenetieae  baUiirt  .aUe  mit  der  sie  achneid^idai 
Gmndais  ^rdlaten  IMknen  salolMr  FIldMi  dar  awmien  Ordnung,  deren  CieieiHBg  die  anln 
in  iU.  a.)  angevehnie  P«m  Mal?  mi  jede  EnbreotidinalBiiebene  IdUrt  alt  Ait  dtr  äft 
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die  zweite  in  (64.  a.)  w»fgtgA«aß  Fonn  besitzt  Solche  Ebenen,  w«tdie  alle  mit  einer  be- 
stinuiilcn  Geraden  paraHelen  Sehnen  einer  Fläche  halbircn,  pflcjft  man  die  dieser  Geraden 
cutä^rvcliouüe  Diametralubcnu  der  Flache  zu  nennen.  Da  bei  Gleiduuigen  von  der 
«film  ia  (64.  «uftaltciww  Pom  Jede  toiDtoM>i4ip»<w)l>«fie  efcw  der  eie  ectnoidenlieB 
Gnindaxc  entsprechende  DiHnn  Tnlfbene  der  durfh  diese  Gleichung  dargef;1(  n  l'l  tthe  her- 
gtebt,  !>o  wie  bei  Glefcbuogcii  vuu  der  zveiten  in  (JH.  cmhaltMwa  Furui  jode  l'ularcoor- 
^^qilfeoetieiie  eine  der  sie  gchneidenden  Pobrize  cirtspredMpde  PteoMtnlebeM  der  durch  <Sese 
PejgjNU^  dargestellten  Flüche  vorstellig- und.  üu  ersten  FaUe  durch  die  drei  Grundaxen,  im 
andern  Falle  durch  die  drei  Polaraxen  nicht  nur  die  drei  Geraden  sondern  zugleich  auch  die 
drt^  ilujea  tiuläprecliendeii  Diiuuulralebtüieu  gegebeu  sind,  ai»o  die  drei  Geraden  schoa  durd| 
die  drei  lEbenea  und  «nigqkfltfl^  d^fe  >Iwq)i  jim»  iw^linipt  änd,      insfvden'  wir  «okdiB  drei 

von  einander  aldiiinpee  Diametralebenen  mit  Rürksirlil  niif  die  Geraden,  denen  si<"  rntspre- 
eben,  verbundene  oder  conjugifte  I)iametraleb«;neu  dvr  durch  jene  Gleichungen  dar- 
geeldll»  Pllebe  »em.««. 

Diu  Gleichungen  (64  |^.bebfij|le|i  in  allen  ihren  TkeOen  diemlben  Werthc,  wenn  nitn 
statt  einer  der  durcb  x  and    oder  n  und  u*  bezeichneten  Coordinatcn  eine  an  GrUsse  ilir  gleiche, 

dem  Vorzeichen  nnch  aber  enlge<rerigesctzlc  nimmt;  es  entsiurechcn  daher  jedem  Puncle  der 
durch  eine  solche  Glcid^fing  durgcfiteilteu  Fhtv't^  noch  die  zwei  andern,  welche  mit  ihm  neben 
jlejn,  oder 'li"  noch  eii^  de^X6op^1ß«v>rerthe  x,  :i^'oier  if,  V  i^dmein  haben  ^  deren 
zweiter  dieser  letztern  Coordinatemverihe  aber  dem  vou  jenem  ersten  funcle  an  Grosse  zwar 
gieicb,  dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzt  ist  Solche  Gleichungen,  behalten  hii^e^tn 
nidit  ia  allen  ihren  Theilen  dieselben  Wertbe,  wenn  statt  der  dmrh  x!*  oder  n"*  l«z(^Bdnieien 
Coorfinate  eine  an  Grösse  ihr  gleiche,  dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzte  genommen 
wird;  daher  cnlspriclil  einem  Puncte  der  Fluelie  l<ein  zweiter,  ci'-r  init  jenem  die  durch  x 
^d  x'.oder  u  und  u'  bezeichneten.  Coprdin^nwcrtbc  gemein  hätte,  wahrcfid  der  durch  xf' 
oder  1^  htyqichneU»  hti  dent  eitnen  Pnncle  dem  b#  den-  apdism  Pvnel»  an  Grüne  »rar  i^Mch» 
dem  Vorzeichen  nach  alicr  entgegengesetzt  wäre.  Dem  zur  Folge  sind  I)ci  den  durch  die  erste 
Gleichung  (64.  b.)  dargestellten  Flächen  die  Gruadeoordinalcnebcnen  XA^'  und  X'AX!'  zwar 
Oi^mctfalcb^ncn  in  Bezug  auf  Seltnen,  die  uüt,  d^n  Grundaxen  AX'  oder  AX  parallel  laRr 
%<V.i)  490^6*^  jiP^  ^  GruudcoordinateiiebeQe:](4T  Diamelralebene  in  Bezug  auf  Selt- 
nen fd),  die  mjt  der  Gnmdaxe  A  X"  parallel  laufen  ;  und  eben  so  sind  bei  den  durch  rli<>  7Avn\ii 
Gleichung  (64  b.}  dar|ire»telltcn  Flächen  die  Polarcoordinatenebeaen  3EA£"  iind  i'Ai^  2.vvar 
IfNamelT^le^enen  In  Bezu^r  nuf  Sehnen,  die  mit  den  P^nmn  Af-oder  Af  panM  lanfen, 
aber  die  Pularcoordinalenebene  J  A  i"'  gieht  keine  Diametralebene  in  Bezug  auf  Sehnen  ab,  die 
mit  der  PoUra-'te  AI"  purullel  laufen.  Solche  Diamctralebcnen ,  wie  die  hier  beschriebenepf 
wo  luchl  iede  aus  zuri  Axeii  ^^eltjldele^  C<ji.ordinatenebene  Diametralebene  in  Heng  auf  Sdinen 
iirt,  die  mit  der  driUen  gielobarl^^,;/^!^^^  I*!0^!fBi  1"^  man  den  Namen  der  vereinzel- 

ten oder  |f|olirten^,Diame\rd^  ^ene  (jilekAnngeii  ^<|(u|!cafdllen  Fl«(^^ 

gegeben. 

.  loMl  man  in  einer  Glcichang  >on  der  «rsten  in  (64  a.}  enthaltenen  Poini  zwei  der  Co- 
aadlHlchix,  x',  x"  «ffl  wart— ,  4o  «Mt-'iMi'lir  te  0Mnl-4«r  Mutm,  wridw  jede'dar 
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und  wird  hierdurch  auf  bcsonifcrc  in  den  Axen  AX,  AX',  AX"  liegende  Puncte  hing^e- 
fubrl,  die  jedoch  da,  wo  eines  der  drei  Quadrate  «Is  negative  Zahl  sich  zeigt,  Mos  ein- 
gebildete sein  werden,  yfk  nennen  de  dteeen  Pimeten  entspreAemlea  Werthe  irra  x;  3^,  3^ 
die  conjugirten  Halbmesser  der  Mittetpunclsflächc ,  gleichviel,  ob  diese  Pancte  wirklich 
cxistircnde  oder  eingebildete  sind,  und  vorstehen  im  letztem  Falle  anler  wahrer  Länge  des 
conjugirten  Halbmessers  die,  welche  man  für  ihn  erhält,  wenn  man  das  Tonceichen  unter  der 
Bin  dinteflenden  Qnadratwurzel  nmikelirl,  wodiirch  dann  die  Quadratwurzel  einen  reellen  Werlh 
ütiTiimmL  Auch  hi  i  Gleichungen  von  der  jweilen  in  (64.  a.)  ani^cgebcnen  Form  ist  es 
Ihufliich,  eine  ähnliche  Vorstellung  von  ihr  angehdrigcn  conjugirten  Halbmessera  hen'ortre- 
ten  n  hmit  BU  mm  nUadkli  eine  Gleidinni|f  mit  seahrecMen  CoonKnelen  von  der  fmm 
lLn*+«;ii^+«riir"si(y^  «nd  «cMt  hhu  dlew  w>: 

so  geht  sie  unter  Beiziehung  der  im  ersten  Abschnitte  aufgefundenen  Gleichungen  (57.  h.') 
aber  in: 

wenn  man  unter  (x),  (x'),  (x")  die  mif  die  Polaraxen  AS,  AS',  AS"  heTorrencn  schiefen 
Coordinatcn  von  demselben  Flftcbenj)uik:U)  versteht,  dessen  «n  den  Graodaxen  AX,  AX',  AX" 
gebildete  lenikredile  CoonUnNlen  u,  n',  nf  find.  Dn  dieif  nnn,,  «ie  snvor,  «ine  CkUkmg 
mü  iiAiddi  CoordiuitM  ist,  m  sleOen  Jdit  snek  «tedor 

Qaedrate  der  coiyugirlcn  Halbmesser  in  dem  vorigen  Sinne  vor,  nur  dass  die  jetugen 
HaHiBOBMir  mf  die  Riehlnngen  der  FolirszMk  wie  die'  TOifgen  mT  ^e  Bichlnngfn  der  Avod^ 
«ran  bezogen  sind,  wesswegai  wir  dto  vorigen  conjugirte  Grundhalbmefier,  dto  Jebi» 
gen  conjugirte  Polarhalbmesser  zur  Unterscheidung  beider  van  einander  nennen  werden. 
Die  doppelten  Halbmesser  ^er  jeden  Art,  wdche  durch  die  zwei,  aus  den  doppelten  Vorxci- 
eben  der  Onadvstwnrsdn  entspringenden,  n  beiden  Seiten  der  Axen  Hegenden,  reeDeo  oder 
imaginären  FUchenpuncto  bsgrenst  weiden,  afigen  conj«girto  Grind-  odor  Point- 
Durchmesser  heissen.  ' 

209}  Die  in  den  ülcirhungcn  (64.  a.  und  b.}  enlha|lencn  CoefÜzienlen  können,  wie  die 
bi  den  CHeieknngon  (48.  &  nnd  b.^  enihdteoen,  belidifge  reidt«,  fosilire  oder  nefptivo  SiUeii 
und  auch  null  sein,  und  hiomnch  modinciren  sich  die  verschiedenen  aus  diesen  Gleichungen 
hervorgehenden  Gestalten,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden.  Zunächst  bemerken  wir,  dass  wenn 
in  den  Gleichungen  (64.  s.  und  b.)  einer  der  CoefBxieirten  cc, ,  a, ,  a',',  oder  S,,  y,,  d^', 
null  wird,  mit  ihm  zugleich  auch  eine  der  Coordinatcn  aus  der  Gleichung  verschwindet,  und 
dann  die  Gleichung  den  nbi  n  ('  AI  Fehn.  Ifl.  14.  Ar.  139.)  gegebenen  Erörterungen  zufotgo 
nur  noch  eine  Cylixuiurllachc  dar:>(cilt,  dertio  Axe  und  Grundfltfche  mau  kennt,  und  die  sogar, 
wnm  nocli  ein  sndenr  von  jenen  CoeWnienlsn  nnU  «M,  in  dasa  Venin  von  iwei  Bbsif  , 
oder  snidb  in  eine  «intige  Ebene  lidb  «nfUssB  kenn;  ssUinBfM  wir  driwr  dinsn  jiMioriMW 
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I,  deren  EigenscInA«!!  aidi  acte  Mehl-  ma  daM  iar  Owtm  imImImilu  laaan,  vtä 

uiuem  fernem  Belracbiangen  ans,  so  dürfen  wir  an  jene  Glekkangen  die  Forderung  alalM^  ,  ,|  ^ 

dass  knitior  \nn  ilcn  niif  iliron  linkfii  Sfil<'n  stehenden  Cocllizifnlpn  null  sei.  Sodnnn  hpiDM^* 
ken  wir  in  Betrcfl'  des  in  den  Gleichungen  (_64.  a.)  vürkoniinend<'u  Cocrfizientcn  (ß,)  oder  (ÜJ^ 
t^'iltj  'MüHiii  «c^ ,  ,  oi'  oder  ^, ,  ^ ,  sämmtlich  positive  Zahlen  sind ,  nie  eine  negative, 
oder,  Wenn  }ebe  Grüssen  sämmtlich  negative  Zahlen  sind,  nio  eine  positive  Zahl  sein  kann^ 
ohne  dass  die  Gleichung  unfähig  würde,  irgend  «nen  wirklichen  Pqjict  darzusleflen;  denn  ea 
bissen  sich  in  einem  solchen  Falle  fdr  x ,  x',  x"  oder  n ,  oT,  u"  keine  reellen  Werthe  angebet^ 
dorch  welche  die  Gleichung  befriedigt  werden  könnte.  Wire  isbcr  der  CoefBzient  (/i.)  oder  (y«) 
MlU,  und  stellen  die  Coerfizienten  .  ,  a','  oder  <V„ ,  <T, ,  t%'  entweder  lauter  positive  oder 
kittflr  negative  Zahlen  vor,  so  wird  ien«  Gleichung  nur  in  dem  einen  Falle  befriedigt,  wenn 
■y*-^iHV»«ii^  Stern  daher  In  df«Mn  PaD^ 

nichts  weiter  als  einen  I'unct  dar,  der  die  Coordinalenspitse  adber  IsL  Sind  endlich,  während 
(H,)  oder  (y,)  null  iat^  swei  der  CoelTizieflIcn  a,,  ct^,  «C'oder  8,,  8",,  9!^  positive  Zahlen 
und  einer  eine  negaäVe'Zahl  oder  sind  zwei  davon  negatfiFl/zallttn  und  der  dritte  eine  positive, 
weldie  beiden  Fälle  dtnrh  Umkehrung  aller  Vorzeichen  in  einander  übergehen,  so  kann  man 
jedesmal,  wenn  man  und  so  wie  <\  und  3*,  als  die  zwei  Coeffizicnten  ansieht,  welche 
Zahlen  mit  einerlei  Vorzeichen  sind,  die  Gleichungen  (ßi.  a.1,  in  welchen  (u,)  oder  {»,)  null 
ül,  auf  die  foM*  Fom  bdUilk':  ^<f^  ^'«^  ^<»'     •       •  -   -  '  - 

nd  b'  mwoU  wie  ■  vmI  nT  foMn  2Mtm  wraldlea.  Denkt  mm  skli  inu  . 


px+pV=x"  oder  qu-fq  u'=a"  h,} 

die  Gleichung  einer  noch  völlig  unbesUmmt  gelassenen,  durch  die  Coordinatenspilze  hindurch 
gdienden  Ebene,  md  will  awi  dM  PrftacfcnlM  dfeicr  Ebene  mil  der  dnidi  die  Gfoiebanf 

(^65.  a.)  gegebenen  Fliirhe  wissen,  so  hat  min  n  diesem  Ende  blos  die  vordem  oder  hintern 
Gleichungen  (65.  aj  und  (60.  bJ)  als  gicichzeit^  bestehende  anzusehen;  setzt  mau  aber  den 
Weift  Y«Q  si*  •der.«'"  rat  der  Oeictang  Qab.  bj  in  die  («5.  a.),  ap  ei|iiUt  man,« 

(|i*-.H)>*+Oi'*-nO^+tpp'zx'aO  oder  Cf— iO«M^S^<«i^'=tft« 
weldM  aidi  -dnidi  Anfldannif  nadk  -ebw  der  Vertnderteboi  x,     oder  v,  u'  andi  ao  advei- 


(q'-n>  +  Lqq'4.Kq'  q'-Cq'-  njCq'-n)]  u'=0  , 

md  bn  ABgemelncn  efaien  Verefai  von  zwei  durch  die  Grundaxe  AX^  oder 
axe  AS"  hindurch  gehenden  Ebenen  darstellen.    Sie  gabm  in  erbemen,  daaa  dfe  Bbem 

QU.  bi}  die  Fläche  (65.  a.)  gar  nicht  trifn,  so  lange 

P'p'*-(P*-«')(p'-nO<0   oder  ,*q^_(4'_B)(q''-n')<:0 

ist,  hingegm  bi  airei.  Gendm,  welche  dorch  die  Coordbalenapttie  bbidmh  g^hm,  achneidel, 
so  lange 

p*pr*.(^-a)(y*.nr)>0  «dar  f  «f-C^-OC^T-O^-O  C«k»> 


endliah  dm  jeM  BbM».  die  llidha  üi  tkm^..w,Mm^  ««»i».» 

••  ,     <  Ii  .      •      I-  -  1  ;  ■      ,  '     .  •  .      .    ■  M 

wird'  E»  flletl«!!  inilMn  die  <Ilädiimge«  (6<i  «.),  wenn  (ft,)  oder  (v,)  nall  igt,  uad  kejner  der 

CocfTizicnlen  ee, ,  <4  ,  «"  Oflcr  5,,  S",,  3"^  vcrschwindi'I ,  eine  Kegelfläche  ilar,  (foroii  Siluilel 
in  der  CoordinutenspiUc  liegt,  und  deren  Schnitte  durch  fibeuco,  die  parul|el  uiil  dcr.Gruiid^ 
ooordimlenebeflo  XAXf  oder  parallßl  mit  der  Poltrcoonliiudenebeiie  SA3r  und  iu  emcm  g«* 
geltenen  Abstände  von  dieaen  gefbhrl  werden,  Ellipsen  sind,  wekbe  (iiinh  die  Gleicbo^g 
(65.  a.)  dargestellt  werden,  wenn  ninn  in  ilir  nir  x"  odi  r  n"  den  gegebenen  Abstand  setzt. 
Pa  diese,  Kegelflüchen  aacli  dem  bisher  Gesagten  keiner  weitem  (.'nlersuchung  nielir  bcdiirfeii» 
«o  werdeii  wir  Im  femoni  Veriaiifo  ntisero'  ,B«lnd^tiiiig  der  FUchen  x|veiter  Ordnuiig  nur  die 
FüIl-  noch  weitLr  vcrroI<;eD,  wfx  weder  tSäet  ^  CodBiientei^       f^*  ft*'  i>dieir 

<;och  (fu)  oder  (r.)  null  ist- .  "    .  .    ■  '  '    -  , 

Pie  Hauptartön  der  in  den  eb  heseliriinlcten  Gldchangen  der  Flädiea  xwefler  Ördnni^ 
noch  verborgenen  verschiedeneu  Gestalten  richten  sich  darnach,  ob  die  in  diesen  Gl^chungen 
enthaltenen  rof  fTizionlen  positive  oder  negative  Zahlen  sind,  wie  die  folgende  Bclrui-hlimi'^  zi'jgi. 
ßetrac^len  wir  zuerst  die  Gleichungen  (JH.  vl)  und  legen  wir  einer  der  in  ihnen  \ 
Äen  ciMHjlimiten,  wchiu  w^.die.x"  oder  n"  nehnen  wjeUen,  dnea  beBl&i||ia^  Vk'erlh  |"  «der 
n"  bei,  10  iMt  inw  die  Curve  vor  Augen,  in  welcher  Üie  Flädie  ,    ^,  . 

fM.^  «ix»+«;»«+«;'<'=Oi^  pder  ab]ii'+d;tt''+«ri^=(*ji 

von  dw  Wene 

(••.Ii.)  x"=r  oder  o"=»j" 

f .  f  .  -:»)  gewhnilten  wird.  Verlegt  man  die 'Auen  deg  CoordliMien»yfl4«M,  auf  welclMM  idoh  dieee  Glei- 
«Illingen  be/.i<  heii,  mit  sieh  selber  pand)d  wd  giei^iiflf  duvdi  cineii  P!|pi^l^O  Unditni||f  j^iee- 
4e|i  sciuiitfe  odcjr  Miikrechtc  Coordinaten  \    ^,  ^ 

0  ,   0  ,   r   oder   0  ,  0  ,   •? " 

sind ,  nnd  nennt  x, ,  x', ,  x"  und  ii, ,  u| ,  uI'  die  schieren  und  senkrechten  Coordinaten  an  die- 
sen neuen  Axcn  von  demjenigen  Puncto  der  an  den  vorigen  Axcn  die  x,  .x'',  x"  und  u,  n',  u" 

and  setzt  man  diese  för  die  ursprUngfidMB  Coofdüute«  eilidieneii  Amdradte  in  die  QKIdini- 

gen  (66.  a.  und  b.),  so  werden  sie:  *  " 

nnd  »  . 

und  dn  jpizl  alle  Puncle  der  ins  Aiuro  g^ofusslen  Ctine  in  der  mis  ifi  ti  neuen  Grundaxrn  OX, 
und  0.\',  oder  Polaraxen  Oi,  und  03i[  gebildeten  jQourdtnutcnebcne  liegon,  .$iO. l{i^i)^^]die(|4 
Axen  als  die  Grund  -  oder  Folanutett  eines  ebenen  Systems  ansehen ,  an  welchem  die  lierans» 
^  "*  "'  gehobene  Cur\e  durch  die  Gleichung  (66.  c),  nachdem  man  .\r=0  oder  u" — .  iz'^selzt  hat, 
diip' •  I  i!i  wird,  WO  dann  jene  Qeidnmg  an  diesem  ebenen  Syiteme  die  foigendeitiiiw 
niiiuiil ;  •-'  .   '  •■ü 


Dlgitlzed  by  Google 


I»  noWri  910. 


KroBM  IMolMa  jmhiHui  ftMaung. 


Iii 


md  m»  vkmSge  iier  im  vorigen  Paragraph  durchge^RHrtfen  tTnterMKhungcn  zeigt ,  dttss  iAm« 
Curve  eine  Hypeiiiel  ist,  wenn  th  wui  oder  inui  A;  Znhicn  mit  entgegengesetzten  Yor*ei-* 
chen  sind,  himroet-n  eine  Ellipse,  wenn  et,  und  a',  oder  (T,  iiml  Znlilcn  mit  eineriei  Vorzeichen  sind; 
(Hess  letztere  indessen  nur  so  lange  als  (p,)  —  a,' oder  (v.)  —  i','ri"*  eine  Zahl  mit  dem  glei- 
MMkTofsekslMii  wie  «,  und  oi  oder  ^,  imd  C^Mert»  ^em  lÜMe  irieM  äjöh  in'efaiea  «imi{gi«i 
Panct  ztisnnimen,  wenn  (h,^  —  «'/f"*— 0  0(!<'r  (v,)—S^r}"*=^  y^y  and  (»nthBlt  «uch  nicht  eiitfMil 
djiBBcn  einen  Pnncl  mehr  in  «icb,  wenn  (fi^^-ec^l^  oder  ^i}"*  «ine  Zahl  wird,  welche 
das  catgegciigoseizteT^^ofteicbeo  von  den  nnmiMl,  wdche«  die  GofIBzienten  «,  nnd  «e^  oder 
^.  und  <V„  iu  sich  Bufgenörninen  hnbcn.  —  Haben  zum  Etäleii  a,  und'a^  oder  ^i,  und  9i  etetl^ 
lei  N'orzeichen,  so  begegnet  die  Ebene  (66.  b.)  der  Flache  (CtG.  in  Ellipsen  nur  sO 
iiMgo  als  tu«) — ad  "  oder  (r»)  — dassdbe  Vorzeit  lien  wiu  ce,  und  oder  ö,  und  d« 
MidleRv|i)i«>Bberie'lMrtbct^&  Flllebe  ii(  dam  rmole  öder'  lrilR  eie  0v  M  mkri  ed 
wie  die  auf  den  rechten  Seilen  der  Gleichungen  (66.  c.}  sichtenden  Ausdrücke  null  werden 
oder  Zahlen  liefern,  die  das  cnteegengeseUte  Voneicfaen  von  dem  annehmen,  welches  die  auf 
ilicen  fehlten  dM'Mällte^  in  ricb  'Mi^;  die  Ausdrficke  (^.)  — «rr"  und 

(]f^~~Sün"*  können  indessen  nnr  ihnii  pnO  werden,  woon  (/h,)  und  a','  oder  (i^)>and  ^'  ei-| 

iierlei  Vomrichen  haben,  dann  aber  mwohl  wenn  1"=—)/^^  oder  f}"=—\/^  de 

wenn  |"=-|- j/^^'  oder  »/' =  +  l^'^'  "ir^-   Es  ergeben  sich  mithin  Ellipsen  durch 

alle  Srhnitto,  weiche  zwisclien  (iieso  beiden  Grenzen  fallen,  wenn  «7  und  «, ,  oder  tY,'  und 
St,  $4  einerlei  Vorzeichuv  haben ,  hingegen  durch  alle  ausserhalb  dieser  Grenzcu  liegende 
SdMille,  wdin"K'4Mihr  ^  «e~^  entgegengeeeUle  Terä^chen  irön  k  ^'W;  oder  8,  vati  9i 
haben;  dagegen  können  die  Ausdrücke  (/i,)  —  «i' iT''  oder  i, r,,^  — 'V»' r/''  nie  null  werden,  wenn 
(u«)  und  u't  oder  i  r.,)  und  <S!I  entgegengesetzte  Vorzeichen  hüben,  dann  liefert  Jeder  durch  eine 
Clleiobung,  wie  die  (66.  e.")  sind,  angezeigte  Sdinitt  eine  EUipse,  wenn  a«  oder  d"»  und 
Ot^  oder  do,  lY,  uulgcgeugeseLzle  \  urzeicheo  bl^bea,  aber  es  bege^iet  keine  solche  Ebene  der 
Fläche  (6<!.  a.^,  wenn  a','  oder  iV  und  « „ ,  oder  5,,  AI  eini  riei  Vorzeichen  hal)en,  in  di«;- 
eem  letztern  Falle  wird  aber  auch  durch  Jene  Gleichung  gar  i^ichts  duruestelit,  wie  schon  vur- 
kni  an^eiiierkl  Worden- iiL'-i-  OibeA  nun  Aadeni  und  bder  «id  8i  eii^egengiaeliM 
Vorzeichen,  wobei  der  Schnill  eine  Hyperbel  liefert,  so  kupunt  diese  immer  zu  Stande,  den 
einen  Fall  aosgenomnicn,  wo  der  Ausdruck  (//,)  —  oder  (»',)  —  *','*/""  Null  giebt,  wclchM 

nur  da  geschehen  kann,  wo  (u,)  und  a»  oder  (y,)  und  ö','  einerlei  Vorzeichen  haben,  in  wel- 
äien  FiJliiB.,tUe Hyperbel  in  einen  Verein  von  zwei  Geraden  UbergehL  Alles,  was  hier  in  Be- 
ZMi;  auf  Schnitte,  die  mit  der  GnnuhoordinHlenebene  \  A  X'  oder  mit  <Ier  Polarroordinalenebene 
£  A  parf^lQl  laufen,  gesagt  wurden  ist,  gilt  ganz  eben  so  Tür  Schnitte,  die  mit  einer  der  Übti- 
f^^^wIkA^'^  panUel  gefUhfl  werden,  and  »rar  Wort  für  Wort,  m» 

daM  sicii  die  hierher  gehörigen  Resultate  aus  den  vorigen  ergeben,  wenn  man'fai  Betreir  der 
AoeiBole  äne  YeiMWchunjt  der  dritten  .oder  zweiten  Art  Toraimmt. 

210)  Mit  Hilfe  der  eben  ans  einander  ffeselrten  BeschulTenheit  der  Schnilleurven,  welche 
eine  mit  einem  Mittolpuncte  begabte  Flüche  zweiter  Ordnung  durch  Ebenen,  die  entweder  mit 
den  firandenoidfaHiHnbeMta  oder  tril  dw  PohraooMlnrieHBiMaMi  parallel  gelegt  werden,  lieto» 
liann,  M  es  Mm  leieh^'die  venaUtdcMi  in  den  GMctangan.CM.  a,}.«ilhalMMa'GMlallapiin 


AnaljptiMlw  e«oiMM&  •  AlMKk  IV. 

«BldNlKiL  JUtmen  mir  nvlntont  m,  im»  ««,       «C  odar  J^,  4i,  IST  Ii  4«r  dMmag 

(64.  a.)  sämintlich  einerlei  Vorzci«  Hm  haben,  so  müssen  wir  zuglfich  annehmen,  dass  f^<„)  oder 
(y«)  dw  gleiche  hat,,  weil  aiuserde«!  UieM  Gleichung  gar  ntchls  darzostellea  venoöcht«,  Weil 
BW  IM  dteaem  Fafle  «,  vaA  «4  oder  ^  und  ^  eineriiei  Voiseidiett  Inbw  «ad  niglekk  (fu)  vad 
oder  {v,)  and  d^'  dasselbe  Vorzeichen  besitzen,  «0  liefert  die  durch  eine  solche  Gleichung 
dargestellte  Fläche  nach  den  in  der  vorifjcn  Nummer  (gegebenen  Ausciiiandersctzuiigcn  mittelst 
Ebenen,  welche  ds-r  ürundcoordiuatcnobcnc  XAX'  oder  der  Poiarcoordinalencbcue  i'Ai  pa- 

raUcl  laufen,  von  x'^-y^}  bis  x"=+]/^-^}  oder  von  u"=-l/^^'  bis  n"=-^]/^^^ 

Ellipsen  als  Schniltmrvrn ,  welche  an  diesen  Grenzen  selbst  in  Puncte  sich  zusanimea  ziehen, 
und  jcni>eil8  dieser  Grenzen  trcfFen  solche  Ebenen  keinen  Punct  der  Fläche  mehr.  Weil  ferner 
In  diese«  FUIe  endi  «tt  nod  «,  oder  S,  tmi  SU  einerlei  Vorzridun  haben  und  das  Gleiche 
«ndi  von  nC  wd  Or«)  o&r  K  nad  (v^  gfl^  ao  Ueten  andi  die  Bbennn,  wetohe  bR  der  Grund- 

coordinelenelieie  XAX"  odmr  der  Poliieoordiiinleneliene  $Ä3t  panllel  knT«^  von  x'=~|/^ 

bis  oder  von  u'=— j/*-^  bis  u  —  -}-]/^^  Ellipsen  aU  Schnittcurvcn,  welche 

CCg  Ol,  O, 

aa  diesen  Grenzen  io  Puncte  zusammenlaufen,  und  jenseits  dieser  Grenzen  treffen  solche  Ebenen 
gar  keinen  Pnnd  der  Filldie  mehr.  Enditdi  weil  in  diesem  Fdle  nicii  md  iC.  oder  ^1^  nad 
S",  einerlei  Vorzeichen  haben,  und  das  Gleiche  auch  von  a,  und  (/<.)  oder  S,  und  {v,}  trilt,  ao 
Unfern  nndi  die  £bonen,  welche  ntit  der  Grundcoordinilenebonc  X'AX"  oder  der.Polarcoordl- 

Mteaebeae  JTAr  fmUel  hnfea,  ^  xss-j/^  ^  x=+K^  ^ia  w« 

bis  X  =  +         Ellipsen  ab  Schaittciirren,  weidie  an  dJesen  Grenzen  in  Pnncle  Basunmen- 

laufen,  und  jenseits  dieser  Grenzen  treffen  solche  Ebenen  gur  kernen  Ponct  der  Flidie  mekrl 
Hiennts  fol^  dass  die  durch  eine  so  beschaffene  Gleichung  dargestellte  Fläche  eine  völlig  be- 
grenste  ist,  bidem  sich  ihre  Puncte  in  der  Riidrinng  der  <Snuidazen  AX",  AX",  AX  nicht  über 

flino  Stiecko  ]/^^  >  oder  in  der  BicUaag  der  Poiannn  A^,  Ar,  AS 

C^o  CCp  CCg 

nicht  Uber  eine  Sln-ckc  V^^"F^ '  1^^^ '  V't"       beiden  Seiten  der  Coordiaateuspltze 

aus  erstrecken,  und  da  diese  Fläche  innerhalb  dieser  Ausdehnungen  durch  Ebeneq^  welche  mit 
den  Grund-  odor  Polarcoordioatenebenen  ftnlM  lenfen,  hnleT  BEpien  nts  Sf^aiHcnnrea  lidTci^ 
so  hat  man  ihr  den  Namen  Ellip so id  gegeben.  <     ,  '  ■  -  / 

Haben  die  drei  CocrTizienten  ,  «'„ ,  a"  oder  d,,  S",,  S','  in  der  Gleichung-  (64.  al)  .nicht 
sitennttlich  einerlei  Vorzeichen,  so  müssen  zwei  von  ihnen  dusselbc  und  def  drille  ,d^  eijtgegen- 
gesetzle  hüben;  wir  nehmen  an,  dass  «e,  und  a',  oder  5,  und  S",  dasselbe  Vorzeichen  haben, 
hingegen  u','  oder  <%'  das  entgegen^ i  r'/te.  Während  dicss  nun  statt  findet  sind  noch  zwei 
Fälle  niörrlirh.  Es  kann  niimlirh  dit;  Grosse  f«„)  oder  diisselbc  Vorzeichen  ^vie  die  zwei 
CocfBzicntcn  a, ,  «(^  oder  ,  ä",  oder  dasselbe  wie  der  eine  o^'  oder  in  sich,  tragca  Faast 
bei  dfflnen.FUdm  die  ndt  dv  Chnndfloordiasleaebeaa  XAXT  ad«r<dtarJr«l«Hio««di* 
X  Ar  pmüdenSdudllaigi  Aago^  ao  irini  am  awdi  AnWUBg  den  in  der  -WBfia 
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Kumntcr  gegebenen  Auseinandersetzungen  gewahr,  wafl      «Mi  «•  oder      und  S",  einerlei  Vof- 

leicben  buben,  (I<i^s  die  s»  crtmltenen  ScIiniUcurvcn  nur  Ellipsen  sein  können,  die  sich  ^  ^.  . 

s)  wenn  (/i«)  und       oder  (r.)  und  d;'  einerlei  Vorzeichen  haben,  simmllich  nnf 
anneilutt  dar  Gieuen  ]r=-^|/^  mni  «"s-f  ^^  oder  iTs:— ond 

«"=+1^^^^  >  liter  aber  tbenU  voilnilen,  nnd  an  dlesan  Otemen  «aKwl  fn  Pmcle  ta- 

nnunenlanfen,  wcssbalb  die  Fläche  in  diesem  Falle  aus  xwei  yoo  einander  vüUig  gelr«an- 
len  Theflen  beclahl;  die  Ungagen 

wenn  (//.i  und  a"  odvT  i'iv  und  <t,'  ontjjejjcu^f.'ictzle  Vorzi  iilicn  haben,  an  * 
jeder  Stelle  gefunden  werden  und  sich  nirgends  in  einen  Punct  zusammenziehen,  weaa- 
-     Mb  dia  fHaha-  h  Mam  fUla  ato  ^luiges  maM>^^  laMmw^ilBganikt  GwMa 
■'  bNat 

Fassl  man  dagegen  solclio  Schnitte  dieser  Flm  licn  ins  Auge,  welche  mit  den  Grundcoor- 
ciiiiak'nebrnm  XAX",  X'A  X"  oder  inll  den  PulurfüordiMKlrni'biMU'n  J  A  .T",  3f'A  T"  parallel 
laufen,  üu  xeigen  steh  diese,  weil  nicht  nur  u,  und  a'^  uder  i>,  und  d',' ,  Wundern  auch  und 
dir  oder  iFt  und  en^egengeaelsie  Torxeichen  hnben,  aiinmlliicb  ab  Hypetbah,  den  in  der 
vorigen  Nununer  sfegcbenen  Auseinandersetzungen  pfemass.  Aus  diesem  CruriJi-  nentit  man  die 
dnrcb  eino  solche  Gleichung  dargestellt«  Fläche,  Hyperboloid;  weil  aber  im  Kaue  dieser  Uy-  .  ^  -  ^ 
peibaloMe  nodi  der  mler  a)  uiid  b)  bescbriebene  ITnIeracUed  alattlndet,  m  wollen  wir  cio 
dadurch  von  einander  unlerschetden,  dass  wir  dasjenige,  bei  welchem,  wie  unter  b)  vorausge- 
setzt worden  ist,  die  CrJis'ie  f//,'i  od<*r  ^i'^)  dns  cnlffejrpnffesetztc  Voraeichcn  von  lieni  besitzt, 
welches  nur  der  eine  von  den  CoefTizienten  «, ,  («^ ,  a','  oder  .  ä",,  hat,  weil  die  FUche 
dann,  ain.ninilgaa,  jh  aieb  ttara  iwaniHioBbiiniewdaa  <Sannn  Hidaty  da»  alnnaatelffe  Bf- 
periioloid,  hingegen  daü,  bei  welchem,  wie  unter  a}  vorauspfcsetzt  worden  ist,  iu,]  oder  (>',) 
dasselbe  Voneichen  besitzt,  welches  nur  dem  einen  von  den  Coeüsienten  cc«,  a,,  a»  oder 
3« ,  ^,  ndtoMMlt  woü  die  mcbo  dam  'ma  swai  tim  eiaaMlar  gcfonderteo  TbeOni  bafirib^ 
da«  swelmanloliga  ftjpe^MufiA  naanen. 

.  So  wie  in  Nr.  20ö.  die  Keniaeichfin  angegeben  worden  sind,  durch  die  man  unmiUeibar 
aai  den  Coeflbdeaien  dar  ■rqnflngUA  gayabaiiain  ffläiahiwif  arfcenen  kam,  ob  aaa  den  reda- 

drtdn  Gleichungen  (^55.  a.}  ehier  oder  nvei  Glieder  aus  ilren  Theilcn  der  zweiten  Dimension 
VMMhwindea  «der  nicht,  d.  h^  ab  sich  die  .urfpriinglich  gegebenen  Gleichung^  .in  andere  von 
der  in  (64  bj  aurgdikbrtan  Fonn  oder  von  der  te  f64.  a.}  aurgeftbrlans  durch  ebw 
Veründemng  des  Coofdhalensyslenis  mnwandeh)  lassen,  so  werden  wir  jetzt  die  Kennzeichen 
angehen,  durch  welche  man  in  dorn  Falle,  wo  eine  Gleichung^  von  der  Form  (^ß4.  n.}  entsteht, 
gleich  aus  den  Cocnizicntcn  der  ursprünglich  gegebenen  Gteicliung  erkennen  kann,  welche  Vor- 
leieben  die  Coclliiieolea  der  »i  emielenden  (Seiebung  von  der  Foani  (64.  a.}  annebmen  wer> 
den,  d.  h.,  ub  die  so  aich  bildende  Gldchüng  einem  EUipsoide  oder  einem  Hyperboloide  nnge- 
hama  werde.  Wir  haben  oben  in  ^r^  204.  in  den  Gleichungen  (55.  b.  bis  g.^  die  Cocflizicn- 
len  der  Gteicbungcn  (55.  a.}  ans  denen  'der  ursprünglich  gegebenen  finden  gclebili  und  in  den 
Gleichungen  (57.  e.}  sind  die  zwei  ersten  von  jenen  noch  in  einer  andern  Pom  geliefert  wor- 
den. Man  hat  den  Glekbnngen  (&5.  b.}  nnd  (57.  e.}  anr  Folge 
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f  und   «!'  =  «", 

Knd  es  gekiirpii  die  so  besliniinU-n  CocHizitfiilcii  auch  nocli  der  cxuXan  Gleicliung  (64.  a.)  an, 
weil  sio  sich  bei  diesem  zweiten  Ucbcrgangc  nit-tit  veriimlerl  iiaben,  wühreud  die  cutistantcn 
Glieder  Qv«)  nnd  (v,)  dieser  letzteni  CSeiekMigeii  andere  und  die  geworden  sind,  wvtdie  die 

Gleichunji^en  (M.  d.  nnti  r")  nn  die  Hrvnd  rrclu'n,  und  vim  denen  tirr  r-rsir  in  ((>4.  d  ")  gegdbene 
durch  die  GIcicbung  (M,  f.)  noch  mehr  cithviilM.'ll  liiirgeslcitt  wird,  wunach  man  hui: 

wodnrcb  (p,),  mCnlge  der  in.  (47,      uad  (55.  |k}  ebagenikrtai  Beieicbmingen,  sich  nne  den 

Coellizienlen  der  ursprünglich  g-cijphf'nen  Gleichungen  hcrliolen  lässl  K-  fnl^it  liirmirs,  dass 
{fit}  denselben  Werlh  beJiäll,  weichen  Werth  uuin  «uch  der  beliebigen  Grö^iüe  J  geben  mag, 
■bo  bei  nQen  Coor^alensysiemen,  anf  die  man  dnrcb  die  vcrschicdonca  itau  lauglidiett  Werthe 
von  J  hingeführt  wird,  wcsswegcn  man  <  (/,)  bei  allen  diesen  müglirhcD  Systemen  üIoIs  als  dne 
und  dtrsribf  runslantc  Crosse  an7.u>;<<licB  hat.  —  Multiplicirt  oian  die  zwei  ersten  Gieicbungen 
(67.  a.)  mit  einander,  so  erhalt  man: 

nnd  da  wetler  J  ntKih      der  Null  glaMi  sind»  so  trird,  wetai  wedci'  A  nndt  A|  null  M, 

— ^^i—  «lels  eine  poiftive  Zalil  sebi;  es  wird  daher  nnler  dieser  YorauflseUimg  «,«4  nil 

»»'i-X^  wgleieli  enttreder  pesiüv  «der  negativ  werden,  oder  arit  andern  WoiteB,  es  werien' 
«•  nnd  k't  entweder  eineilei  «der  enlfcgengesetete  VonMidien  «nfebmen,  je  nackdear 

CM.«*)  ««^A"»>0  oder  jtie'-A'^<:0  . 

ist.  •    ■     '  .>  .  ■ 


L  Ist  nn>  ersliicli  x»'—l"*>^Q  und  nehmen  daber  «•  und     einerlei  Voneicken  «n,  so 


bewegen  sich  die  nögBdum  WerOie  vo«        x^J*  —  (xiT—       «le  «wischen  _  |x;^  nnd 

+  'x_/  hmiiti,  wesshnlb  ,^  /  J  +  ^/|^x' .i/' —  (x  x'— Ä"*)  stets  ein  nnd  dasselbe  VoraMcben 
wie        selber  annimmt,  und  in  Folge  dessen  iidtinm  tt,  und  a',  unausgesetzt  dasselbe  Vor- 

seichen  wie       oder  wie      an,  wie  aus  den.  Gl^ciunngen  (^Q7.  a-)  sieb  auf  den  ersten  Oütk- 

erkennen  liissL   Es  werden  demnach 

.a^  die  drei  CoefTizicntcn  a,,  a',,  u','  der  reducirten  Gleichung  einerlei  Vorzeichen  in  neb 

tragen,  so  wie  ^  and  a,'  oder  «"  es  ihm,  nnd  ^  imd  a"  werden  cineiiei  Yoncicbe«  Siek 

traircn.  so  wie  ihr  ProducI  x  eine  pnsiÜM'  Züld  isl.  Fi'lir'i'  '!  rclimcn  rlif  drei  Coef- 
fizientcn  u,,  u,f  tt^  der  reducirten  (jlüichuug  einerJci  Vorzeichen  in  sich 
auf,  wenn 

(•«.  «0  «K~r*>0  nnd  ic:>0 
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,  wU  Iii  dtcfen  Fdle  hat  Jeder  CoelBzipnl  d>Mollie  Yoneieiwni  weldiM  dem  einca  odar 
a"  «ngchvrt.  Es  werdfm  hingegen 

]»).  die  drei  CoofTizicnlcn  tt,y  a',.,  a'n  der  rodui-irit«  Gloicliuiiir  niilit  einerlei  Vorzoirlirn  an- 
■■      iii'liuieii,  oligleicli  die  beidi'ii  u„  und  tu  •  ^>  tliui),  ^wm  du»  Yorxeichen  dieser  Iclzlcii  bei- 

den,  d.  h.  diis  von       diiü  t<nlgegeiigi'St>tztc  von  dem  ist,  welches       oder  a"  in  sich 

trag*,  unri  iliesi'  !)Pt<!t'n  Grossen  worHi  ii  rnlucffcncTselzte  Vorzeichen  in  sicli  Rufmlimen, 
wenn  iUr  Frodiicl  x  eine  negative  i^iil  i^L  Fuiglicli  nehmen  die  drei  Caeltizietitcn 
a.,  ui,  «r  der  redaeirten  Gleiehiiag  nie  einerlei  Vorseiclien  in  sieb  e«r, 
wenn 

•    •  xx'— ;."'>U   uimI   x<zO  i<&t»tO 

iil.  In  die»ein  FhIIc  hat  der  eiuc  CuelTiztenl,  dessen  Voiseicbun  dem  der  zwei  aiideri| 
enfgcgengeielzl  iät,  das  gidche  wie  das  Prodiicl  von  «Ken  dreieOf  conaeh  das,  weldies 

in  a"Cxx  -l"')  enilialt.  n  ist. 

II.  hl  iil).  i  /.»i'itiMis  xy.'  /.""^U  iiiul  tragen  dem  zur  Folge  ;>chuii  mul  a,  enljregou- 
gcitcUk'  \  orzeirhen  in  sich,  so  können  die  drei  Co^fluieuleu  a«,  «««  «t^'  der  rcducirlen  Glei* 
xbung  nicht  cincilei  VfMxaidien  beailxen;.  et.  nelmwn  aUo  die««  Coeffisieala«.  «ueii 
dfMitt  noch  veraehiedeiie  Vonciclien  in  aieli  «of,  irenii,  , 

xx'— r'<o  (««•••> 

ist.    Iii  »firsom  Fiillc  {lat  \»ii'ilL'r  der  i'iiiL-  Cucrfiaienl,  dessen  Vorzoicbi'n  licm  dt'r  zwn  iiiidcrn 
<Wl^fg^iM;<*^<'''^l  i»t,  difi^  gleiche,    ie  do»  l'rudu^'t  voo  mUoq  drcienj  ^oq;ich  dus,  \^elches  io 
cnlhallen.irt. 

.  •  •  Die  voMlalenden  KennzefchaB,  -traleU  sieh  auf  «ine  ajrqirttngllok  in  schieren  GMMnitnnie« 

gegebene  (Jlfichunjr  bezithra,  £rebcn  die  Rlr  '•inr  Tirs]triln{Tlich  in  senkroclrtcii  Coordinalen  ge- 
gahene  üleichaag  an  die  Hand,  wenn  man  die  GruiuLtetchen  a,  x  und  k  darcfa  die  5,  o  und 
«  'eitalBt, . vorausgesetzt,  das«  niehl  ^=0  Idl.  An  dh(  Adle  -der  ebifin  =K«iMMtelien  hinnen 
•Bar  ttuch  die  treten,  welche  man  aus  jenen  durch  eine  an  den  Aeeeolaft  TOtganoimnenc  Ver» 
tansohuttg  dir  dritlon  oder  zweiten  Art  erhült,  vorausiresetit,  dass  rt»,  wo  eine  Vertau>chun^ 
der  drillen  Art  vorgenommen  wird,  nicht  «'=0,  und  bei  einer  Vortauschung  der  «weiten  Art 
nicht  <K=0  ist.  Die  so  steh  ergebenden  Kafmeiehen  lii|fem,  wenn  man  die  Granihekihen  8^ 
a  lind  T  nn  die  Stelle  derer  u,  x  und  ).  setzt,  die,  welche  einer  ursprünglich  in  senkrechten 
Coordiruilrn  ir('|Tebenen  Gleichung  nngehöri  ii,  Flir  den  Fall,  wo  entweder  if  oder  fV  nicht  niil!  ist. 

^  ,  Da  die  Aufstelliuig  dieser  Kcon^cicheu  von  der  X'or^us^cfzii^  au^giong^  dass  einer  def* 
dni  ,Coeinzieolen  tt^  u\  tf  «dw  «derer  jf  ,  jT,  iT  nidit'null  sei,  so  bleibt  noch  der  aehr  be- 
sondere Fall  zu  betrachten  übrig,  wo  diese  drei  Cuernzieiileii  in  der  ursprünglich  «ifcgebenen 
Gleictiong  sanrntlich  nuU  ijiQd.  .  in  diesem  Fulie  ki^nii  man,  wie  die  ob/geu  Uulraclitungcn  dur- 
geilum  hahettt  nicbt  uniNillelbar  von  der  ursiiriinglieh  gegebenen  Glelrhnng  auF  dem  in  df^i 
Hnnmem  200  bis  203  betretenen  Wege  zu  einer  Gleichnng  von  einer  der  Formen  (64.  a.)  gclan-  .  <  • 
gen,  sondern  man  miiss,  wie  dort  gezeigt  worden  ist,  zuvor  erst  eine  zueile  Gkirhung  uuf- 
suc^eu,  deren  CoeHizienlen  undert;  ßi  in  der  ur^iprungUcii  gegebenen  liieiciiung,  naiulicb  dte 
werden,  wekiie  in  den  Gleiehnogcn  h.)  den  FäH  aigogdien  worden  sind,  daüf  d^ 
ntspiUngliche  Gleichung  in  schiefen  Coordinaten  gegeben  Ist,  und  man  wieder. xn  dner  Qm- 
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cbuJig  in  schiefen  Coordinalcn  gelangen  wiU.  In  diesen  Gleichungen,  aus  welchen  sich  Icichl 
die  jedem  mdan  Palte  entspredieiideii  heriiolen  hsMii,  stellen  dte  mit  Ktenuneni  smfebenea 
Zeichen  die  CoeflfalteDtcn  (Icr  n-,  <;i,;  litiTi  ^wHtrn  GIcif  ftiin:^  \,ir,  wpirhc  rinnen  in  der  ursprünjf— 
(icben  üiotchmg'  ohne  klanunern  vurkoniuienden  aiuilo<^  siiid.  Diese  zweite  GteicJraag  hat  man 
den  obigen  Betnicbluafen  femV»  ab  neue  ursprtkngliche  zu  nobmcn,  und  aua  ikr  nnn  die  (Sei- 
chung von  der  in  (64.  a.)  aurgeslelllen  Form  herzuleiten,  welefcea  iteta  geachelien  kann.  Ant 
diese  Weise  wird  nach  Aussage  der  Gleichungen  (61.  T.): 

uml  es  sind  die  auf  den  linken  Seilen  dieser  Gleichungen  slehendca  Ausdriwlie  in  Bezug  auf 
die  In  dem  gegenwärtigen  Falle  anfanalelteoden  KenmeiclieB  daa,  waa  mvor  durch  x ,  x',  k." 
bezetchnel  worden  ist;  weil  aber,  den  auf  den  rechten  Seiten  der  vorsiehenden  Gkncbnngoa 
iSefindlirhrn  nriisseii  gfiiiüss,  die  jolzt  fllr  x,  x'.  x"  zu  nclitnoinlrri  WiTltie  imthucnilit,''  nega- 
tive Zaiilen  oder  null,  also  tiio  pusilivu  Zahlen  werden,  so  folgt,  da^s  emu  GleicLung  von  der 
Uer  aofenonuBeoen  apeeteUen  Pom  nte  dte  xwafte  der  (67.  e.)  entapreebenden  Bedingmgen  eriUUm 
kann,  also  nie  eine  Gleichung  von  der  Form  (ß1.  a.")  gichl.  :it  \v,>!c-her  die  drei  Coeflidcntfn 
tf>t  <(•>  ((•  ot'^r  ^«9  %i  einerlei  Vorzeichen  besitzen.  Genau  m  denselben  Resultaten  wäre 
mm  aber  auch  gelangl,  wenn  dMi  die  oben  erinltenen  Kennzeiclien  naniRfllbar  tnf  die  gege- 
bene Gk-ichung,  in  welcher  die  Cocfßzicntcn  a ,  a\  a"  oder  S ,  f^V  aimmlfidi  feMen,  in  AlH 
weoduog  gebrachl  bitte;  denn  in  diesem  Falle  häUcn  die  Gleichungen  (47.  n.} 

x=:-,^,    /=-/?",  x"=— 

also  für  X,  x',  x"  nur  negative  Zahlen  oder  null  gegeben,  wodurch  man  wieder  auf  die  Kernt- 
leidien  von  der  in  (67.  f.}  oder  (67.  g.)  angezeigten  Art  hingewiesen  wfatl  "E»  \uaen  4b» 
jam  Kennzeichen  adhal  in  dif^sein  ht'sunilem  Falle  noch  erkennen,  doss  die  redncirte  Gleichung 
von  einer  der  in  (G4.  u.)  aufgesIcUten  Form  eine  solche  wird,  deren  Coenizieiiton  a, ,  a', ,  a',' 
oißt  auch  d«,  d'ty  nicht  alle  drei  eincriei  Vorzeichen  haben.  Ua  aber  in  diesem  besondem 
PaBe  das  Voneicbon  n  emnilteto»  irekfeen  nnr  k  doen  «ter  drei  GoeflWenlan  wrteaMil«  hM 
niun  Mos  zu  bedenken,  dsss  es  im  AUgomeinr>n  das  von  «"(xx'—  X"*)  oder  a'(xx" — A""")  oder 
«(x'x"— Ä")  ist,  wie  bei  der  Bedingung  ^67.  g.}  angeaieriil  wurde,  oder  den  Gleicbongen 
(47.  V.3  zur  Folge  das,  «iltbaa  demjenigen  vcM  den  diai  FiodMl«« 

angebörl}  deaaen  vorderer  Fttolor  idcht  neü  iat,  ao  daaa  eben  dcaswegen  dleaea  Vonteichen  daa 

von  8  selber  ist.  Man  crli;ill  iius  diescni  Grunde  ttus  vtTlanjjte  Vttrzi'ii  hcn  in  dem  gegenwär- 
tigen besondem  Falle  mit  dem  von  i  zugleit  h,  wenn  man  die  in  diesem  letztem  Ausdrucke  er- 
scheinenden CocfBzicolen  mit  iaanunera  nmgiebt,  und  hiertuT  fitar  diese  neuen  Coellisieolen  Im 
darcb  dte  GleidHuigen  (01.  fc.}  gegebenen  Weithe  aebd.  So  wird 

«s=2i?(jfA'+jJ'A)QJA"+/r'A^-2(P(?Ä'A''+|rAA''+irAAb 

'oder 

CM*».}  «=a^(r/8"A-, 

wie  schon  in  der  Glcicluing  (61.  c.)  erwiesen  worden  ist,  woraus  man  sieht,  dass  di-r  ("<  rfTi- 
zient  in  der  reducirtcn,  auf  ein  reelles  Coordinati  nsvi^tem  bezogenen  Gleichung}  dessen  Vor- 
xetcben  nur  in  einem  der  drei  Coelfizienlen  «, ,  </• ,  <4'  vorkommt,  mit  dem  Prodocte  ßß^ß^' 
abmitei  Voiteichcn  hat. 
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2113  Wir  sind  nun  im  i^tande  die  ikrkmalu  anzugeben,  woran  sirii  glakh  aitö  der  ar- 
sprDiiflich  gegdieneit  Caeictnmg  cikennen  Msst,  wektie  Art  der  FlSdieii  zweiter  Ordmiig  in 
ihr  endialleii  ist.  IHese  Gloidiug  rielll  liwBeli 

13  fiii  Ellipsoid  dar,  wenn  nicht  nur  eine  der  ilrei  (Jriissrn  xx  —  X"',  xx" — i'',  x'x" — i' 
oder  a  ls  a'^,  grösser  als  Aull  ist,  wozu  errorderlich  ist,  dass  nidit  alle  drei  CoeCGziea- 
ton  <it ,  a\  a"  glciclizcitig  null  «nd,  sondern  noch  itterdieaf  «ne  der  drei  GrvMes 

vimI  mrar  eine  von  de«  itefden,  «elcbe  in  der  v«v%e«  DcdNigonf  tnftmiew,  eine  Zaid  UeA««, 

die  grosser  als  Null  i.tt.  In  dioi^m  PaIIh  erhaftcn  nüinlich  die  drei  CocfliBienten  tf. ,  c^, ,  a«  , 
von  weiclien  einer  einoin  der  a ,  <i\  a"  glcidi  ist,  dneiloi  YorzcidMia,  und  daim  sieBl  die  re- 
docirte  Gteidnmgr  ein  BItipMid  dar,  wem  dleaee  Voneioken  den  ion  (^,),  wMe  IMfW 
durch  die  Gletohung  (67.  b.)  ge||reben  wird,  gleidi  ist,  ^«r  akUa)  wenn  diese  beiden  YoneioleB 
einander  enigegenfeielit  «od,  nd  einen  «iniigai  Pnnol,  w«ni  (^)=4>  ist  Jen«  GieidHlr 
stellt  hingci?en  ' 

IQ  ein  Hy|icrboloid  dar,  i*  wenn  wieder  eine  der  drei  Grössen 

««'— i-,  «*"— r,  jiV— Z*  oder  «"«  ,  «  «  ,  «« 

gr^wr  als  Nill  and  ngtoieli  eine  von  den  drei  GröfMo 

«,  od«r  ««"-/r,  «rt*-^ 

nnd  swar  eine  von  den  beideni  wdche  in  der  voifgan  Bedingung  anllralen,  Ueüier  alt  Ünll 
igt;  2*  wenn.oino  der  drei  Crfimen 

»it—K^t  ««--r,  A«  'odar  sT« ,  «•«  ,  «C 

Ideiner  als  Null  isL  In  diesen  beiden  Fnlten  nimmt  derjr>nr(rc  von  den  drei  Coeflizicnten  , 
<(^,  dessen  Vorzeictien  das  entgegcngeselzle  von  dem  der  beiden  andern  ist,  dasjenige  an, 
weMwi  in  der  «olqHrodieoden  GrOsw 

ä"C««— JD.  9t(»K-'^}r^,  aC*'«"— AO.  d.Ii.in« 
entlndlen  ist  WeO  nun  dieses  Hypeilioloiii  «in  swebnantdiges  oder  ein  einrnnleliges  ist,  jn 
narhdtMii  dit  st  s  Vorzi  idu  n  das  i^che  «der  das  cnfgeffengMetsto  von  dem  jn  M  enüialtBnfln 

ist.  so  folgt  ndih  wcilor.  dass 

%)  dieses  Hyperboloid  ein  zweinumlaUgea  ist,  wenn  die  in    und  (^,)  ealludlenen  Voiseidien 
die  gMdMn  aindr  U««fai  dass  . 

b)  dieses  Hypeitwloid  ofan  einmmleliiges  Ist,  wenn  die  in  i  nnd  (jv»)  ondMKenen  Voneiehon 

einander  entijc^cngcseizt  sim^  wobei  iaHiar  den  dwdi  die  Gleidnmy  ($7.  gege- 
benen Ausdruck  vorstellt. 

Besitzt  die  ursprüngiicb  gegebene  Gleichung  keinen  der  drei  CoelUzienlen  a ,  a\  a",  wo 
dann  innner  der  TM  tt)  ainiritt,  so  hat  man  in  a)  und  b)  anstatt  S  das  frftdact  2ßß'ß^'  xa 
nehmen,  in  wclciies  t>ich8  inderTlMt  ver%vnndt;lt,  wenn  gleichzeitig  a  =  0,  a'—O  und  (r"=0 
ist;  m  gleicher  Zeil  hat  man  aber  «riirli  nn  die  Stelle  von  f^»,)  das  zu  setzen,  was  die  Glei- 
chung (67.  dafür  giebl,  wenn  man  auf  ihrer  rechten  Seite  statt  der  dortigen  CoefSzienten 
dte  der  twoüen  Gieiebnag  sel^  ni  wekbe  die  nnprUnglidw  voiühifig  nrngeindert  werden  nmss, 
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da  wo  dieser  Fall  vorkomnil,  um  \un  ihr  WS  auf  deni  obigen  Woge  zu  der  Gleichung  von 
einer  der  in  (04.  a.)  ;iufgi'>li'Illi'n  Finnen  uolitniren  zu  ktifinrn.  OIimIiuii  die  vorstehenden 
Uerkinale  nur  dea  Fall  angeiien,  wo  die  ursprüngliche  (jicichuiig  ui  jidiiereu  Cuurdinaleu  gege- 
ben iAt  und  tarn  wieder  in  cioer  Gloicliniiff  in  wlrietoi  GoonKiMlea  gebngen  will,  w  kann 
mm  «Kl  iimen  flodi  nüttetat  der  bekunden  eniridien  Sidislitetionen  «Ke  mideni  ibleilcn  *). 

Die  für  ilüs  nyiiiThoIoid  und  Pur  das  HlüpsitiJ  r'rhultenen  Keiinzfirlu-n  liiitiirrn,  w'n'  s'tch 
leicfal  zeigeit  luäst,  in  besliiitiitter  Weise  von  dem  analylitfcbeu  Baue  des  TheU:>  der  zwcileu  I)i- 
mmsion  in  der  urs|iri)nglich  gcj^cbenen  deicining-  «b>  Rieiliei  werden  wi^  lilos  die  GleicbuQg 
(48.  a.),  welche  M-hiefe  Coordliiaten  ia  sich  tragt,  herückätclitigefi ,  d«,  was  von  ihr  geseigt 
wird,  nothwcndig  auch  von  der  (-13.  b.)  gilt,  indem  lioide,  lUiHlylisck  genunmißn,  v('>Ih>  die  glei- 
chen siQd,  und  aucb  bei  jener  wollen  wir  voruusäuizen,  ditösi  einer  tUir  ibr  zugeliürigea  C'ueC- 
adenbm  uT  rücbt  null  ad,  was  inner,  wie  wir  gcMfeen  haben,  der  Fall  itt,  wenn  diese 
Gleichung  einem  EllipRoid  angehört.  Wir  wollen  ferner  nuf  einen  Aiiiji'nMIck  nnnchmcii,  das-s 
die  Gleichung  ao  geKbricbeo  sei,  da«s  dieser  eine  Coelfizienl,  worunter  wir  den  «"  venlelieu 
wollen,  als  poaiüve  ZaM  auRiill,  wifl  eicts  geschehen  kann,  w  Utoit  ahih  zeigen,  data  der  ThoB 
der  sweilen  Dimenainn  in  der  gegebenen  Gleidinngi  nlintieh:  :   .  .  . 

sich  inmer  aaf  die  Forai 


+  Qn  xy  ±  (n  X  -j-  n'x')*  +  (p  x  +  p  x  +  P"x'7 

brinrrrMi  liissl;  denn  scbalTl  niun  in  diesem  letzten  Au.sdrnck  dlo  Kliiinmern  weg,  und  setzt  man 
die  zu  einerlei  CoordiiMleuauidruck  gehörigen  Coenizicntcn  in  ihm  und  in  dem  Thoilc  dec  zwei- 
ten DiNwasion  einander  gleich,  «o  sUfial  nun  anf  die  folgenden  Gleichungen: 

.laut 

ina-f  pp=i?",  pp— p'p"=^.  - 
Die  letzte  auf  civler  Zeile  und  die  zwei  letzten  anr  zwefter  Zelle  von  dieaon  Gleicbungen  geben: 


und  man  sieht, ''SMTS  diese  drei  Zahlen  reell  werden,  da  «"  positiv  vorausgesetzt  worden  ist, 
zugleich  aber  auch,  dnss  lifi  rinrni  iie^':iti>i'ii  Werth  von  a"  il>i>  nu-iihc  Mih  mich  immer  da- 
dnrdi  erzielen  liiwt,  dass  man  dem  dritten  Voadrate  das  Vorzeichen  —  nnstalt  das  gieht. 
Die  zweite  anf  errter  ZeHe  und  die  erste  auf  zwefter  8«He  atehendie'  Gleichung  gehen  hioraur 

+  n''=:«' — A-,    und  +nn'=:y?"— 
,  •    .  —  a  ~        '  -  • 

II  I'  < 

oder  mit  Benutzung  der  m  (.47.  «.)  eingel&hrlen  Bezeichnungen 

•)    Will  iniin  <lf*  hier  grriiiiili.-ncn  Mcrluimle  mit  jriien,  i't«  Eoltrr  im  Anhiiiiffr  »imi  kxh  ii.-n  Kini'lr  .^.  inrr 
lalr«4«cli«»  anlipsiMlli  |t»i,  vaifMdiM,  m  mmu  mm  ia  Hodmuaf  ImnKvn,  dasi  diiri^r  Amlysi  Im.-i 
•  Hioen  BMraahlndsiw.iqMwr  «jm»  dtf  ilral  su  im  Qindrale«  der  CvwüMtea  gctiuri«««- Coelbiaq^ 
a!<  Nicbl  nuil  ttwni  md  diibei  ^oiitiv  timiiiM»ltt.  (3f»ehei<«Df  Vrb^ncl«ii*g  Cap.  \.  ]).  109J. 


S.  17.  Vr,  llf. 
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±B'*=SyS.  »nd  .±llll'sa^  , 

.    '     .  •     •  •  '  •  '  " 

und.  dies»  zcajgt^,  ^"it^  vord^  Voneichcni,^  ,jini^ef  DMichen  kini^ 

das«  n'  und,, (tun, '«Kill-  a  dm.jei^       wjrd.  EwUcli  Merl  die  «uf  «rsktr  Zeile  (Muhende 

GIcicliiuig  .     .         '  . 

oder  nit  BeaiUzang  denelben  Beseichnoagen: 

qiun  kann  uUu  durclt  die  WhIiI  lit-ü  Vurzeicheas  +  itniuer  umrhcii,  dass  autih  noch  ui  rccU 
werde.  Veilingt  mm  «ber,  dass  von  den  doppellen  VoneicHen  immer  nur  des  obere,  nSmllch 
-\-  ,  gcnoniiDrii  wi-rdr,  so  wird  n'  und  in  Fe!?»*  «Jessen  «ich  n  nur  dann  niw  rrvWc  Z.ihl.  wenn 
X  und  a"  vineriei  Vorzeichen  halien,  und  m  wird  nur  dttiin  reell,  wenn  u'  x  und  xx  — ).'"  ei- 
neriei  Voraeiehen  heben.  Ke  Nüngn^,  'daie  -des  CHied  de»>  cw^e«  Dineiuion  fia  der  «r^ 
sprUnglicli  gregebenen  Gleichung  sich  a\s  Siiii|iii^^ jener  df|je|  Ojaeiirato  ^inil  ^reellen  Basen  dar- 
stellen las«v,  besieht  also  darin,  dass  ' 

u"/.:^ii   und  zugleich    xx  — 

sei,  welche  Bedingungen,  da  a"  positiv  vorausgesettl  ist,  mit  detn  Kennseichen  Air  das  Ellip- 
Mrid  Bina  ainil  imd  M  ebwni  negaUVen  ef*  die  gh^ehen  bleiben,  ««Mk-  man  «Heft  drei  QwHh»» 

ta  das  Vorzeichen  ^  gichl 

Aehnlich  lüsst  sich  zcii^cii,  <Ihss  <fas  Kt  iitizoirhcn  Tur  diis  HyiJcrholoid  Rin«  i«t  mit  dpr  ann- 
lytiscben  Eigenschafl  des  Theils  der  xweiten  l)imeasion,  sich  in  drei  Ouadrutc  zerlegen  zu  las- 
sen, die  jedoch  nkbl  alte  drei  snglelch  dasselbe  Venelcben  annehmen  kennen,  wenn  Ihie  Basen 
reell  bleiben  soIIpp,  Man  kinn  ilcmnarh  auch  saj^cn,  die  urspriingiicli  gegebene  Cleichtinnf  sloül 
ein  EUipsoid.  oder  Hyperboloid  dar,  je  nachdem  skh  ihr  Theil  der  zweiten  Dimoision  als  eine 
durdi  blose  Addition  oder  dnich  bkwe  Snbtraclion  enislandene  Vereinigung  von  drei  Onadntai 
mit  reellen  Basen,  oder  ats  eine  IheOs  dofdi  AddiUbn  and  theib  dnnA  SvbMcliMk  enMandeiie 
darstellen  Iftssl.  ' 

.  -i,  ..,/.•  'cl,         n  ■>■,., *  ■rv 

212)  Achnliche  ßetracliliinircn  lassi-n  sii  h  hucIi  in  Bi-lrc(T  der  Gleichungen  (64  b.)  an- 
stcllvn.  man  ntuulich  in,  d|<-i>i:n  Glucliungca  der  Coordi nute  x"  oder  u"  einen  cunstaoten 

Werth.  1^' '^der  ijir. bei,  wo^i^..siif,ai])eiy^^       .  r.iV         .....m^..'  .  ■  ;  .'  .Ti;/.:/  r'..!.  <i( 

nhd  «in  W'ibi^''«ii^'äeii'6rM^e(l  :il(r;''^^^dni!*lif'*den  Potartxen  A.^,  AA  gebildete- 

ebene  System  iKvoirm,  die  f'tirvf  anzeigen,  in  der  die  nacht' .  wi'lche  durch  die  Gleicluinc: 
b.)  dargeslcUl  wird,  von  der  Ebene  x"=|"  oder  u  "=jj"  geschnitten  wird,  so  sieht  man, 
dass  diese  Schnitlconen,  wenn  er,  und  «;  oder  9,  vnd  ii;  beide  zugleich  posiltve  oder  beide 
iic^ralixe  Zahlen  vorstellen,  nur  Ellipsen  sein  künnen,  und  zwnr  nur  so  lange  als 
—  2;^,'|"  oder  -2^„'  i,"  dasselbe  Vorzeirlien.  wie  «,  und  «',  oder  Ä,  und  S^,,  haben,  was  je- 
doch slel:<  (Ulf  einer  von  den  beiden  Seiten  der  Coordinatenspitzc  in  der  Richtung  der  Grund- 
nxe  AX~  oder  der  Pdamxe        wiewohl  nnr  onf  dieser  einen  SeKe,  der  Fall  fsr;  vnd  eben 
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•0  riflht  man,  dass  diefe  SdnUleiinraa»  wem  md  a',  oder  d,  und  entgegengesetzte  Vof^ 
MwImii  haben,  Hyperbeln  worden,  wdioke  BUf  an  der  Coordinatenspitzu  in  einen  Verein  von 
iwe{  Geraden  Ubci^ehen,  die  entweder  Ül  der  Gnindcoordiaatenebene  XAX'  oder  in  der  Po- 
Iwooordimleiidwae  SAT  UegeR  md  doreh  db  CiMNrfiiiiteaqinn  Undtath  fdtam.  Legt  bm 

aber  einrr  der  CDonÜrmti-n  \  uml  \'  oder  u  und  a'  einen  COUlmleil  Weirtll  ^  Und  f  odcT  4 
und  1}'  bei,  so  geben  jene  Gleichungen  über  in : 

«.x'-f  2y.''x  "=  — «;r   oder   *,«*  +  2S;V'r=-.d;<i'', 

wem  Rum     oder  4'  für  x'  oder  u'  setzt  und  in 

«(]^+27:;r=-«.r  oder  «a** -'.4% 

wenn  n>nn  J  oder  für  x  oder  n  setzl,  und  von  diesen  gehen  die  rincn  in  dii>  andern  durch 
eine  Verlaucbung  der  ersten  Art  Ubor,  was  zu  versieben  giebl,  dass  die  einen  Schnitlcurven 
in  Bewg  wf  die  Axe  AX  oder  AX  danelbe  sind,  was  die  mdern  in  Benig  enf  die  Axe  AX 
oder  AS'.  AUe  dieie  Sdintllearveii,  wekhe  dnreb  Ebenen,  wie 

K'sj^  oder  u'szif  nnd  x=|  oder  «s=i|. 

enciigt  werden,  sind  leöter  glddifeslallete  Perabdn,  von  denen  d{c  dnrdi'dfe  Clddinnf  (M.  Ii.) 

dargestellte  Fliiclie,  die  man  Piiriibolo  id  iiennl.  ihri-n  Nairu  n  criiidloii  liat.  Dieses  Piinib(>5i)id 
wird  ein  elliptisches  oder  ein  hyperbolisches  genannt,  je  nacbdeui  die  zuerst  betrachteten 
liur  wt  XAX'  oder  X\£'  parallekn  Sclmitte  Ellipsen  oder  Hyperbeln  sind.  Das  Kennzeichen, 
ob  eine  urspriiiigluli  111  sciiit-ren  Coordinaten  gegebene  fflfifjHif  ein  Paraboloid  darstelle  oder 
nicht,  ist  das  iu  der  (ili  ii  liun«;  ({)0.  u.)  uder  (60.  b.)  enthaltene.  Ist  nüinlich  dicjo  Glekhuqg 
in  schieren  Coordinaten  gegeben,  so  enthalt  sie  ein  Paraboloid  in  sich,  so  oft 

CM.  •.)  •  0  =  0 

ist;  ist  aber  die  Gleicluing  ursprünglich  ifi  ^eokrecbltif  CotordiualcB  gege)>en,  >o  colbiilt  sie  ein 
Paraboloid  in  sieb,  so  oft 

tat 

Ob  das  Paraboloid  ein  elliptisches  oder  ein  hyperbolisches  sein  werde,  bangl  iuüiglich  da- 
von ab,  ob  die  Goelllilenlen  der  iwei  rtdnHndiifea  Glieder  dee  Tboile  der  tweilen  Dimension 

In  den  Gleichungen  von  den  in  (55.  a.}  enllndtriien  Pomicn  einerlei  oder  enl^rirrntresrlzle 
Vorzeichen  erhallen;  denn  da  die  weitem  Veränderungen,  welche  wir  an  solchen  Gleichungen 
in  der  Nr.  207.  vorgenommen  haben,  um  zu  Gleichangen  von  efaier  der  in  (64  a:  md  b.)  enf« 
geetelltcn  Formen  zu  gelangen,  diese  CoefTizicnten  stdl  'Itlie«,  wie  slo  MVOr  waren,  so  stellen 
et,  und  c', ,  so  wie  i\  und  (T„  in  den  letztem  Gleichungen  das>e!be  vor,  wns  die  frleieluTi  Zci- 
chon  in  jenen  fhibcm  Gleichungen  bedeutete^,  und  wir  haben  hier  das  Paraboloid  ein  cllipli- 
•elies  Oifer  bjpetboliadiee  gemuinl,  je  mdideni  a»  und  oder  3,  anA  einerlei  oder  eni'' 
gegeogesetzle  Vorzeichen  haben.  Da  nun  in  jenen  rrühem  Gleichungen  der  zu  x'"  oder  u"* 
gehürige  CoelTizient  a'^  oder  ^'  stets  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  daü  Puniboloid  ein  ellip- 
tisches oder  ein  hyperbolisches,  je  nachdem  der  eine  bei  \'  und  .v''  oder  bei  u'  und  u"*  noch 
übrig  Uelbendc  Coeflizieot  mit  dem  «»  oder  SU  einerlei  oder  enlgv^fongesclzlcs  Vurzeicben  Itat; 
cf  ist  ober  bei  den  Pwnboloidi  wo  nuun  kxT— ^'^=0  kel^  dieier  Cocf&sient,  den  in  Nr.  20^ 
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,  I .    •■  't  \'.      ■:  tt--'Mt'.  '•■  '■ :  f  .  t  ) 

«l^.aipn^  also  4n  j(|4M|i:ffiUe  mit  dem  »"  dneilei  oder  enlgcgeogeget^ao,  VcfdcM«  4^,:  ji 

Oftchdem  das  Product  au«  ibia  und       nämlich  A\:P  x  oder  \\J'*x,  positiv  ndt^r  negativ 

f4*M^ch6f,. jfr  l|(l(|l^(pi     .        ; ,       ,  •[  .       .jI  {.  -v  ,•■'!♦;<  !  ■•  ■••  i  J»  ^ 

x>0  oder  »<:0  ä  s.  C«*i«i) 

ist.  Da  jenn  frühem  Gleichungen  anter  der  Voranssetning  erhalten  worden  sind,  dass  «"  oder 
S'  nicht  null  sei,  so  ist  die  B«^i^g;iiBg'^6&.  ^noch  von  dieser  Voraussetzung  eingeengt;  al- 
leni  mm  Sbeneagl  lidi  Uidtt,  «»  Aei«  BeaehrtMaiiig  «ine  blos  idMbibire  ist  Dein  cnnidi 
springt  in  die  Augen,  dass  x^O  in  Folge  der  Bedingung  xx' — X"^~Q  uuch  x'^0  nftch  s\cH 
lieht,  so  wie  umgekehrt  auch  x^O  zur  Folge  hat;  man  kann  also  in  dem  Kennzeichen 

(99.  a.}  »'  an  die  Stelle  von  x  setzen.  Wäre'  nun  auch  cT—h^  so  könnta  doch  beim  Para- 
boloid,  wie  wir  gesehen  haben,  nicht  zugleich  auch  ritd  «sOiefal,  and  dann  wttre  man 

berechtigt,  in  f!i  m  Kennzeichen  (G9.  a.}  an  die  Stelle  von  x  entweder  x  und  x"  oder  x  und  y'' 
SU  setxeo,  wodurch  es  aber  in  keinem  Falle  eine  andere  Veründerui^  erlitte,  als  die  aui>  einer 
•B  .den  Acceol««  Tetfenawenen  Tertwiidniig.  der-  drftl«  oder  swelle«  Ait.Ukvwgelt.  Bi 
M  fägllct  dte'i^eiiMdKe^Kamseloheii  dir  des  «Ifipliid« fu^oid  jedes  ^  «Mi  l^ndeii: ' 

i>  iltt''ftr:d#'lff|Bi(bolbl>u  Mwitotold  jedes  der  drei  fönenden:  "  '  '  • 

'i<:o,  V<:0,  x"<:0 ;  '"'(Mi«») 

fienx  auf  die  ginit  ht>  W^sa  überzcngt  man  sich  da,  wo  die  ursprUnglicho  Gleichung  in  senk» 
t$c)ilfea,CoQr^&tca  gegeben  ist^  dass  das  Faraboloid  eis  ell^p4is<^es  ist,  wenn  eines  der 

XM^BeicMll  _       ,  {f'i'<i'';1         ■  iiM     v'-  [■)  .  ,t'ji=iii(.-;hv i  •     ••  'i, 

<^=>0,     <^'>0,     ö">0  i  ,^ 

etattfiodetj  UigqüeB      Iq^atMitches  bei  jedem  eiacelM  dtti>diqi  K— »liiliift : .  ■;  •  ,   .  -  / 

■  ^^0^    ö-^O  ,   e"<:0  .  ^  ■■■     ^  :::r|M.«.) 

Die  in  i!i«\<.  r  Nummer  den  Par«bol')iden  vindiciricn  Merkmale  entsprechen  wieder  einem 
bcslinimtcn  üauo  des  Tbeils  der  zweiten  Dimension  in  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichmagi 
Dfo  Bedagnng  18=0  oder  A^fif^  mgf:j[Avdfd|  li^hlft^  enden  aoi,  «b  den  ffcfa  der  Tbefl  aer 
SineiMioii  in  der  gefebeneii  GIddHiijf  «tf  die  l^oA  * " 

(m  X  +  m'x'+ nTjC)« +Cn  3t + n'x7 

hfMa  MM,  wem  die  Gleichung  in  soUeren  Coordinaten  vecUegl,  «nd  tipf  die  Fonfi  ^ 

(m  Q  +  m'u'+ m"u'0' +  (n  u  +  nV)' , 

wenn  die  Gleichung  in  senkrechten  Coordinaten  voHicet,  ^vobei  m  ,  m',  m"  und  n ,  n'  jedeneil 
elf  ireell^jGrössen  aages^en  wenden,  köfuien, .  w/cun  uiaa  tut,  jedes  dje«er  Quadrate  eben  sowohl 

z,         «pIMprtPq^QwMPI.  ^  nvw«»  'ffiti  IPfff.  «I«  ^an  die  z||, ^  era4!«1i^^. W 

L  .60 
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Ätir<»»tettMbi  gehOriged'OMlIslnrtM-  4eiMil  tfMtfi;  iMMn  tl  '«HC'MNhi'(OfeitlMttg 
(45.  h.)  vorkiMmiMi,  «»  winl  am  nr  die  folgeiid«i  RibtiOBM  lÄgaMMs:-^  ■ 

tiil'fn  Fil0  'Ofr  »Mfaf'  eieMMfClS.  b.)  g«?cl)«n  wire,  Wirtoi  4to  oUgM  n V" 

liaU<"niff  n  Ouadratc  durch  Vcrgleicliung  mil  ihr  dieselben  Rdi  tinncn  geben,  nur  dass  die  Gmnd- 
Hachen  tt  und  ß  durdi  diö  d  und  e  ersetrt  würden,  wessludb  wir  unsere  Bebauptiing  Mos  m 
den  eiiien  Formen  «i  erwelMn  bmiclMn.  Aus  d«r  dritt«  ud  des  swel  H^riCn  <B«ser  Selülloiiea 
Ändet  «an: 


PHI.  wiWrf*  <i8BBK.  WwÜw  Kefera  <fie  iwei  «rtcit.  .y'  1.;       ,  •  .: 

i'  .  •■  T  '  J  .  _  *-'  /  ;i»         .Ii'  "■- 


t'  I,:  '•  M     i;..     ii';.'  r'  ■'•^  ■-■-;«  •     /  i.-  l'  i  *.  :  '»(f  •    1...'  •«■■.■■ -j <  '  <» 

wibUod  \ii<i  >^  :  -  "        '  '  '  '  '* 

(.•)       j  Ubergeht,  wodurch  die  zwisdien  deU  ^^Bziehten  dier  gegebenen  Gleichung  erforderliche  Rek- 
tion ausgesprochen  wird,  wenn  die  an^ezeifi^t'e  üinromiung  ihrer  Thetls  der  zweiten  Piineoflio« 
.  möglich  sein  soll,  und  die,  uachdeoi  man  &ie  quadart  bat,  in  der  That  in  die  Bedingung  (68.  a}, 

*  "  *^     vtaHA  M}^—X"*ssO  «der  8s='0',  «bergäil.  l^e  VoiMelieadea  Gleichni«an  sdgen,  dass 

nr ,  Tn\  m"  ritr^  imacinfn''  Fnm  tinrirtrrn^'n  ,  wenti       hegaliv  sein  sollte,  ziifH''i'"^  abw  sldll 
Man  ein,  d«8s  diese  Grüäscn  selbst  in  diesem  Falle  noch  reeU  werden,  Srenn  man  denk  Qua-* 
drate,  worin  sie  ▼Oltoiwnen,  das  Vorzeichen  —  giebt  Eben  lo  neInMtt  die  Grfliieil  ^ 
(.ii         ^jgg  imaginMre  Form  an,  wenn  uc^—fT  oder  Vet"— /J*  und  a"  Zahlen  mit  entgegengesetzten 

Vorzeichen  sind,  dem  nrcm  jedoch  imner  dadurch  entgehen  kaiin,  das»  man  dam  0ii*drtite,  wo- 

(^•>  .{:»)  lin  vorliommcu,  das  Vorzeichen  *- -  giebt,  oder,  was  4aa««U>e  ist,  nK — 1  und  n'V—i  an 
die  $tdie,vi>n  n  ^nd  n'  setzt;  d^nn  man  pberpeaKt  flÄ.Md,  d^  dtaie  baiden  Gr|lii9i|  mt 
llldäßäißff  WjBder  rccU  oder  Imaginär' 'lern  I^ÖiTneA,  w^' M  nii  «M^fh  «lil'dMliMM 

crgiebt,  und  dien  mfolge  ier  zuletzt  gegebenen  Bedfngungsgteichung  ^' a" ß  §i  ss. 


|iebt,  alao  das  Product  nn'  stets  redt  1rerd«n  nrass.  Es  ist  somit  erwiesen,  dnss  Parabo-^ 
loidr  den'Tft«tl'  d«r  vUmmi'lSfimiiwi^li  fiT'i^ir  gegebeveir-iGlttfchiing  inr««/  illt 
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Ir  rl%  .iri.  Knnillfi  sWkilfP  «WfMfK  iM«nt-  MI 

.wo  die  Bedingung  de»  Pambolnids  x/— i"'  =  0  sich  in  tiic  drei  y  — 0,  x'=^P^  ^fs^qA.pifr 
löst,  welcher  Fall  in  den  Gleicbui^t-n  (58.  c.)  ausgesprodieo  ist,  hat  maa  r„ 

md  dnrob  diw»  Weifte  vo«     «,     laagifSfll^jltf^^l^  inv^ 

pliagfn.,  Henm  folgt,  das*  Mk  in.^Reeai  ta|D|idefii^Källe  der  TbeQ.der  sweiten  lHnipn- 

sion  M'  der  gegt'bf-tten  6leicBung  ab  ein  einziges  additives  oder  suhtractives  Qundrat  mit 
laiilcr  r(<«IIen  Bcsfandtheü^n  anschi^iben  iHsst;  dann  aber  ist  in  d^r  gegebenen  Gleiotnng  iieia 
^Hunboloid  wehfT,  aondem  eine  Cylinderflüche  eotbaiteo,  de|peQ  Leitcurve  eine  Parabel  jsL       >        .':  , 
«     Wir  «ba^gihn  bitr,  irie  nÄon  bd  den  Hypeibctoiden  geschehen  iti,  die  Untencheidiing 
der  zwei  Arten  solcher  FiSchen  von  einander,  da  diese  oben  schon  auf  Hnrl^rm  Wege  gescbiäieil  ^„»^ 
ist,  and  zudem  in  den  gegenwärtigen  Formen  sich  gleichsaAi  schon  von  selbst  ergiebt. 
"    i»S3  NnehdlMi  wir  erinnal  haben,  da«»  üdi  jede  GMiMli(>  v<Mi  einer  der  fn  (43.  a.  (^H) 
angegebenen  Formen  stets  entweder  auf  eine  der  in  (64  a.^  oder  auf  eine  der  in  (_B4. 1>.) 
8tebend(>n  Formen  bringen  iSsst,  und  nschdem  wir  die  Kennseiclien  itennen  gelernt  babeti,  an 
^deinen  sieh  die  Gattung  und  Aii  der  in  diesen  Formen  enthaltenen  kramnen  Rieben  «um  'Vot^ 
!MMII*f«|febeie»  UgenMbiitMi  (Reichnngen  erkennen  lisst,  wotten  wir  jetsk 
denselben  GegeTTsInnd  m  ';r':n<'m  p-im^cTi  Vmhi^ff^  rnr  fprnrhi^  brinrrTi.         nnmlfrh  hn  drn 
bislMrigen  UebeTführungen  nH:bt  mir  eine  dar  Axcn  vom  unsprUngticben  Coordinatensystem  fast 
imper  tai  das  neue  System  mit  bcrttbcr  genommen  werden  konnle,  nnd  nodi  UNBidieu  in  den  ^ 
Endresiütaten  eine  auf  «ie  ftlfl^  Üer  neuen  Axen  sich  beziehende  GrSsse  unbestimmt  blieb,  die  '  ^ 
innerhalb  gewisser  Grenzen  panz  nach  Gefallen  gewählt  werden  konnte,  so  leuchtet  ein,  dass 
«a  uneixUich  viele  iCoordinatensysteme  geben  wt^rde,  an  welchen  eine  Gleiefanng  von  den  in 
CM.  O  ^  (M  b.)  eoOdlenen  Femen  anrentelit;  ddier  ift  «»er  Zweck  jetzt  der,  dca 
Zusammenhang  dieser  unendHch  vielen  Coordinnlcnsysfrrnc  unter  Hnnndf»r  zur  AnSchetsung  ZÄ  J- 
bringen.  Bei  den  nun  folgenden  Betrachtungen  setzen  wir  voraus,  dass  fiir  die  in  Untersuchung 
gegebaff  ^FIIiAe  nrflüer  Ordenng  bereifs  eine  CMchung:  vqn  44»     (H-      «dv  C^-  b.) 
ingegebenen  Fomen  aufgesucht  worden  sei,  und  wl&ea  ctrMuren,  an  wekliefl,  jUdatQ  Coord^-^ 
nalcnsystenien  diese  Fläche  wieder  eine  Gleicbnnfr  von  einer  dieser  Formen  annehmen  könna 
Diese  Untersuchung  spaltet  sich  von  selber  in  zwei  Theile,  deren  einer  von  den  in  a.} 
altd  deM  nndertr  m  den  b  01  IkX^MlMiea^  v( 

Q  Hat  fiire  Erste  die^aiiehni^f'iibiH-^ihMke^  aaege;gaiigcn  wird,  die  erste  in  (64. 
enthaltene  Form,  und  hat  man  zur  Absicht  die  von  ihr  dargestellte  FlHchc  an  einem  völlig  un- 
beslinmt  bleibenden  Coordinatensystem  durch  eine  Gleichung  mit  schiefen  Coordinatcn  wieder 


•)  Ealcr  «riebt  «an»  Kwiiwürlmn  (*.  a.  O,  i.1tio'«a  w,  <)ni  alr  sali:  Der  Thcd  4«r  awoitM  &ia«a> 

BMI  VartSHB  ssfitten,  die  «Mmdw  iwU  oiar  lBaq|i||F,w^|^ 
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verwandelt  in  :  '  i  i  .  •  !  ■'  .«r 

(«,  A'  +  a;  A"  4-  a:  A'")    +  (ö,  A,'  +  «;     -f  «1'  Ai")  y"  +  C«.    +    A.'  +  «;'  A;")  y"* 
4-  2  C«.  A    + ««;  A'  A:  +    A"  AD  y  y'+  2  C«.  A  A.  +  «;ä'  Ai  +  «;  A"  AO  y  y" 

will  ntn  daliMV  diM  ta  AflMff  GMdHpqr  «Be-  Cffiedor  nlclit  wm  ToneheiB  iHnbniv  'wdebe  d« 

Prndiirt  vnn  r^vrirn  drr  drei  Coordinttten  zam  Fl^ctor  hnbrn,  so  IMM  Wn  ÜO  9€MB  COOtd^ 

nnlcnaxcn  dahin  besthr  uikm .  du5S  in  Bezug  auf  sie  gleichzeitig 

Oo.  a.)  ö,aa,+«:  a'a;+«:'a  A.   (),  r  ,  A  A,4-a;A'A;-i-a;'A"A;'=o,  A,A,4-«;A;A;+a;'A;;^;'=p 

sei,  wodurch  ilaiin  die  voritlelieiuit:  Gicicliuog  der  Flttche,  wain  man  ^    ;  .  [ 

et«.«.)  er.A'+«'.A''  +  «;'Ä";— («.),  ö.A?-f-«'.A:'+«;'Ar'=(Ä;),  ».Aj+d;A;^+«;'Ar=(i*:^ 


setzt«  wird:  .  , 


fUld,  so  dio  verlangte  Form  erhalten  haL  In  dieser  Gleichong  behält  {ft»)  denselben  WmI^ 


id^^  cqnstante  Glied  in  der  Gleichung  hnlle.  ftus  wck-hcr  diese  abgeleitet  v^ordpH' ist. 

1' :  ,il):Ha(  mim  Andern  die  Gleicbuog,  von  welcher  ausgogyngieO'  wifd,  xwar  mh^r  die  erste 
ia  (64.  •.)  angefeboB»  Fom,  hat  mm  aber  jelit  die  AMdilr  m  .dm  <mn  tiiniWiiiwiiw 

Coor<Iinatensysk-me  eine  Gleichung  mit  seokrechlen  Cuordinaten  zu  erhallen,  so  misa  man  ia 
jene  Gleichung  Tür  x ,  x',  x"  deren  durch  die  allgemeinen  GleicbiMgen  (41.  e.).yi|§abflnp  WesMie 
s«|Eeo,  wodvvoh  die  vordere  Gleichung  (64.  a.)  sich  verwaadelt  ie: 


'•Ii:'  ' 


will  BKaB  'Afiei^'dMS  ts'dieMr  8MdMli|f'  dwuMder  nKhl'iükft1raMcRelit'lNinrtW|  iffMbke'ddk 
ftodod  von  zwei  der  drei  Cbordfnsleii  cmri  ^ador  haben,  so  moss  mam '(He'iieaeii'06oMM^ 
dahin  Imsfcliifidwn,  den     Beftiy  Mf  lit  i^eteKseiVg  ' 


ßdj  wodndi  denn  die  vorstehende  dieidnng  der  in  Belri»iiittaiff  genommenen  iF^bdifsy  wem 


setzt,  wird:  '   .  i .,  .  ..  i 
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Werth,  dm  te  emuMto  M^ir^  «ttidliiri'l^       «dcter        «b|eWM  wor-  ^'^ 

dai  ist.  , 

III}  Hat  zum  Dritten  die  Gleiciiiing',  von  welcher  ausgegangen  wird,  die  zweite  der  in  **  ' 
(64>.  a.)  anfgestalMft  FtfMMfi,rind  M^apv  Jiir, Absiebt,  an  irgend  «fciett.JMMi^  Copidfanlei^ 

Systeme  dne  CUetchang  der  ?l4i;he  mit  schiefem  C<M|rdii)«ten  ZK  erhallen,  M-^pWf  inan  in  je|^ 
Gleichung  für  u  ,  u',  u"  Heren  in  den  allgemeinen  Gleichung'en  (41.  a}  AuagUftOdbeno  Mfafff 
einsetzen,  wodurch  die  hinlcrc  Gleichung  (64.  a/)  sich  verwandelt  in: 

will  man  daher,  dass  iQ  dieser  Gleicliung  die  Glit'dcr  nicht  ziud  .Tpndbdn  ItonuaeD,  welche  dtt 
Product  von  zwei  d>T  drei  Ciiürdinalen  zum  Factor  linhen,  so  moM  fM||l  dlC  lUneD.  GoordilHP 
^^ena.ven  dahin  beschranken,  dass  in  Brziig  auf  sie  glciclizritig     -  ■" 

"toi'  ^rttdlBreh  Amn  die  ^onsiehende  Gleichung  der  in  Bclnicfatang  gezogenen  Fliehe,  wann  man 

••Üil»  WW*,.'  ;r ' -i;  .i»  li  .•  S  r  "!' ■  !.>  T    '"  •  f;  <■  •'■■"  •■V  i,    .  i 

W+(«;)y''+{Or=N....  /  i,         ,  . 

und  so  die  verlangle  Potto  erhalten  hat.  in  dieser  Gleichung  behält  {v,)  unveritndert  denselben 
'Werth,  dca  du  coostalite  Glied  in  der  GisiohaBg  hatte,  «ua  welcher  dieae  hei|[«i^t.  ntoiv 
(MtA  ■    •  .*  j.,  ih  lii'j 

IV}  Hat  nuta  TfaHi«  dl» 

in  (64,  a.}  autlrctcndc  Form,  hat  man  aber  jetzt  zur  Absicht,  an  irgend  emem'-feNtt  Coordl- 
natcnsystcme  eine  Gleichung  der  Fläche  mit  senkrechten  Coordinatcn  zu  erhalten,  so  muss  man 
in  Jene  Gleichung  flir  u,.a',  a"  deren  in  den  allgemehwn  CfleidnDigen  (41.  £}  angegebene 
|W«Mhe  eina^lx^dj  «oAvdi  'iich  <Be  hintart  CReicliaiy  (64'     verwmddt  ttf:-  "  '  '  • 

Wr^rrfJdrtn}  ^i^Wff-^*^-^-^^  ^■KA<iy+di(iV)»+«;'(r;)'}  ^. 
\,  +2Ci.(ro(r,)+w>(i;)+W'Xr.')}^==(»'.)j  '  •"  •  ■       •  '  •  ' 

will  man  duher,  dass  in  dieser  Glinrliung  dii'  Glieder  nicht  zum  Vorschein  Iconimcn,  welche  das 
Product  von  zwei  der  drei  Coordinatcn  zum  Factor  haben,  so  muss  man  die  neuen  Coordin»- 
'knnfai  daiii"bäf^|4n1cen,  Bezog  auf  sie  gfetchzdti;    '  ''^ 

^tHüuik  Ae'VdmiisalB  «MeMljr'diBr  te  niiliiiilü»  lUigwkäMmi-tMä  wm- 
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 •  it(rjf^-aKrjf+ur(r5jii*=.wr)«'         ... .    ...  t 

(^.)v'+(<5;)v''+(j;')v"'=(v.), 

und  so  dje  verlangte  Form  erhallen  hat.  In  <fieier  Gleichung  behik  wieder  (y,)  deasalbea 
Virth,  den  te  coriiMMe  CHM^'te  iBMotov  iMHotar  <w»'  fcifcjBlian vwoiiM 

fcl^'     ■  '  ■•  ■         i     .    >■  ..».!:  I  •    .'  ; ;  f..'.  ••'  •»•'."..,•  i  .  i  •  .'|  -y 

Aus  dAi  in  dieser  Nummer  aufgerundcnen  Formen  lassen  sich  die  nachstt'hcndet'lEldHsie 
ziehen:  Erstlich  gehen  die  Glcichong^cn  (72,  a.  nnd  b.)  a»8  denen  (70.  a.  und  h.)  hervor,  ireiß 
man  das  Grundzeichen  «,  uiU  dem  ^  verUusoht  und  statt  der  schieffn.Frojectionszahkn,  dirat 
enuMOurn  AUt,äb  seikrectlen,  deren  ÜttiUnMm  Q  Mit,  wlRt^  piMierhilt  diOier  die  auf 
schiefe  Ck>ordinateB  fidl  beziehenden  Gleichungen  am  neuen  Systeme  aus  der  gegebenen  Gleichung 
auf  die  gleiche  Weise,  diese  letztere  mag  schiefe  oder  senkrechte  Coordinatcn  in  sich  enthalten, 
nur  dass  im  letztem  Falle  die  senkrechten  Projcctionszahlen  der  neuen  Axen  an  den  ursprflng- 
licheo  zu  nehmen  sind,  wo  im  erstem  Falle  die  schiefen  sieben^  und'  umgdiehrt;  eben  so  gehet 
aber  auch  die  Gleichungen  (73.  a.  und  b.)  aus  denen  (71.  a.  und  b.^  hervor.  Zweitens  gehen 
Jucht  nur  die  Gleichiu^gen  (71.  a.  und  b.)  aus  denen  (jQ.  a.  sfudeim  ebea  so  andi 

^  die  (73.  a.  ind  b.}  ms  d«nen  (72.  a.  und  b.)  hervor»  wemi  man  sieb  an  die  Sidle  der  Gmd- 
axen  im  neuen  Systeme  dessen  entsprechende  Polaraxen  gesetzt  denkt  und  slatt  (a,),  (a.),  ^41^ 
schreibt  (("»„iD',  (^'o)!!!',  f^i') 3)^'* ;  es  stehen  mithin  die  Gleichungen  mit  schiefen  und  mü  sedt^ 
rechten  Coordinaten  in  der  gleichen  Beziehung  zu  einander,  wenn  beide  aus  derselben  GIdcbuqg 
«tt'  lAMim  oder  «R  irtBbiwdaen  Cowdaasfc  hhiTdiBi^  m  -dpi J»/  Dsaem  Ms 

-sddefe  ProjeMlomaablen  auftreten  y  yr6  im  leittera  Falle  senkirmsble  ateh«b  ■  MttiBS  za|gt  «Ii 
•of  die  vorstehenden  Gleichungen  geworfener  vergleichender  Blick,  dass  jedes  schon  gefundene 
neiu  Syi^tetOi  an  welchem  die  ursprüaglidie  Glcichui\g  eine  der  Formen  (70.  oder.  ^71.  &) 
Jidvr  «uh  jbie  dpr.  FouMa  (73.  «0  oder.  (T3srC>)  umbomt,  zuglei«^  auch  eines,  v<ni  jeaei 
.neuen  Systemen  an  die  Hand  gielit,  an  welchem  die  ursprünglich  gegebene  Gleichung  die  zweite 
'jfVn^r  Formen  a;uii|nuit;  man  hat  nüuilich  zu  diesem  Ende  nichts  weiter  zu  thuu,  jds  in  dem 
•choii  gefundene^, neuen  Sys^m  die  Grund-  und  Polaraxeft  mit  eipii|nder^xa,.xertensdieo.  In 
4er  Thal  ist  mn  B.  R  zu  einem  neuen  CoordbMtensyslene  gelangt,  weldies'  den  BedlngnugMi 
(70l  a.)  geli|0\tini' darum  ein«  Glcsidianf  von  der  Form  (70.  c.)  liefert,, und  macht  man  seine 
Polaraxen  zu  finuidixen,  womit  dann  nothwcndig  zugleich  auch  dessen  Grundaxen  in  Polaraxen 
sich'  Tenrand^ln,  .|w;-YÄfn  die  ^«r^  dps  Gnindzeidiea  A  «ngcdet^ld^n  Proji^tioiiMUen  bi 
die  durch  das  Gnudkäidien  {j4)  angedeuteten  über;  es  finden  daher  an  deüi  so  abgeSnderten 
Systeme  die  Bedingungen  (71.  a.)  .statt,  wesshalb  an  ihm  eine  Gleichung  von  der  Form  (71.  c.) 
sich  bilden  muss.  Ganz  auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  durch  das  gleiche  Mittel  aus 
^eri'flWrbnnj  voi  ider  Foivi.(71.  c.)  eine  von  der  Fprm  QO..  c.)^  99  wie  eine  fe^  Forpnen 
.(72.  und  (73.  aus  d^.  aodem  abgel^iltel  |r(<^en.  lii^n,  Dli^  ypnt«hend  äusgesprocnenen 
Analogien  erhallen  dadurch  einen  Zuwacl»s  an  Bedeutung,  dj^ss  sie  zeip^cn,  wie  tlic  betrachteten 
GleichungjJocmen  au$  eipnder  durch  eine  ganz  einfache  Substitution  abgeleitet  werden  können. 
^     Jünsserdflin  ttssk  ttcTins  deii  «edingtmgc^  (yo.  i.')  ~q^:  i'^y  (7k^%  >  WA  Mbibt 

^  erkennen,  dass  die  Eben^,  welche  durch  zwei  von' drei  xonJuglVlo^  Grund-  oder  Polnrdurch- 
messani  hindnnjh  igiH,i(dwr  .jBsithiymmbwm  dff  Ji>'^HWWj|j><=iWn<»jrty.  ^»j^P  JWfüW  M 


Digitized  by  Google 


hier  emVhnten  ffigenthtlMdMikieA  dii"tMbmetralebenen  am  rechtwinklige»  Systei^<  «iiier  hftfafiga 
Gebrauch  zu  machen,  was  jedoch  von  uns  hier  nicht  geschdiMl  ist,  mn  dis  EigenthABlidWt^Mi 
nenen  Formeki  mehr  an  die  Spitze  stellen  im  können.    '   ''  "^''^  ^  ('•• 
M—  hm  dta  ■iihiiihi  PlMHift  «■iirkteiAi/dkivJfiaMMv.-MhflMcte  ^mImmmb.  ^uL 

auf  folg^ondi-  Ar!  in  fiit»-  ctnzisxc  zussuniiionziehcn.    Sfellon  nHnnlirh  (y) ,  Cy'},  (y")  die  schiefen 
CoordilUUea  an  den  zum  iieaeu  System  gehörigen  Poiaraxon  Ag) ,  Ag)'»  A^"  des  Punctes  vor,  ^  ■"'^^ 
dewea  senkrechte  CoordhMlen  an  .^PUdieuen.  Cl|rund«xea  v,  /j     fji^^  ;iif».hi)f  u^jn^cb,  4^ 


leitiing  der  im  ersten  Abschnitte  aufgest«Pten  Gl^chang^  (37.  b.),  wem  maa  sie  auf  dieses 


System  in -Anwendung  bnngt:       ^         <  -'^  ■   '  t  .»  .c  ) 

.     ^    ■  Jk^nfnrr/  ^  ,  '    r        aij.-^  f».»f  ^T)  ■jjnifibkiin^/:'^';!  -ift  idthw  Im  rnv  M  i.i 

O^A  man  ab^r  ^ese  neuen  CootMaslen  an  diif'^^'^to  y»%VV^;"so  luiidi  Ütkii  «tt 
Gleichungen  (71.  cj  und  (73.  c.Jä)  schreiben:     .,  „    ,.  .  i 

(•ow+(iWf+K)(i^=w  w(y)'+{«')(y?+(ntrr=(»^,'.;;,{«,, 

man  bei  nOitfl^r^ff^tn^hmi!^  jfitff»^^  t^S^^m^  X**-  k.)  geadss  so  C  •«  .icj 
wird,  und  bei  der  andern  Gleichnqg  dje  Ooe^sjeat^n  (J)^  (f)«  (S")  deo  Bedfaigungen  (73.  b.)  ^  .  ^ 


w0(furch  die  in  TT)  und  IV}  enthnllenen  Formen  (fenen  fn  T)  Ullit  IlF)  ^BdHHiinMnf  |Mi 
ilbüch  Werden.  .Ja. da  audi  nn  nrsprdnglichen  Coordinatensysteme  '  '  ' '        '  •i'"« 

O.t--.»     l      ••  li-ii't- ui  li»  (,■:       I  ii'-,f.ryi  .-./i  -.ii,  i.-h  „-«i        ,lrii  •/  »iMi  Or.-'t* 

W  =  I  ;   («')  =      ,   (O  =  £  :  «^^^  1'»:'  -'0 

M,  w«n  (x),  (*^,  (jT)  die  fdrfetai  CoordiplMvWi  «.A^h-A/^  llüf.'W^ 

tes  bezeichnen,  der  an  den  Grundaxen  A  X ,  A  X',  A  X"  zu  senkrechten  Coordiittlen  die  a,  V,  ar 
hat,  so  kann  man  sogar  die  zweite  dlcichung  (64.  a.}  sö  schreibet:  '      *  ''  ^  *'*  **''^ 


wodurch  sie  am  Polarsysleme  dieselbe  Form  wie  die  erste  am  Grundsysteme  aniBHnt,  somit  ^  '^'^ 
die  vier  FiHei IvIbIm  6his%a  foni  waiiMi»%iiB[7ii  koi  i.'     •,!>•.!  <: 

<r  •^l4k>irir'Man-jew<1»  diaer'ffdbaMi^^  dto  <veli>;<m«0  Us  (m;e.).ln|idleaea 

GTeichungen  mehr  ins  Besondere  zieben,  um  sokhe  zu  erhalten,  aus  denen  sieh  eiae  nicht  un- 
wichtige lij^eoKlhirft  d^r  JUNeifanctsllicbM  Bwdter  XIrdaang  aU  gs«ssemr  >  Lei<htlgketi  wiid 
lij||IMMi»!|MMlt  •  II- ,       f .«  .;.T^  .  ;      ..L.V-       i.  ,..|-.  •  i-  .i  '» 

I)  UM  ■«  d^  w«  Caeichungen  vra  der  Fem  (VOl  t.  Me         ^  IWehe,  dfe'  dudi 
dM  QUUta^f  VOM  d*  «dift^Fardi^lO  t#ifc»tfU<,>di%dMle»'HMdea  foleOp  die  aew  (  .«  .r:j 
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«niiMiaxe  Alf  .iK'd«  «i|iii«l(ch  voAnämm.KJT  IkmmfMi^.»  im  A*^^i  Kr=iOi 
und  a;  =3 1  wW»  to  jühan  du-.  t^mfugmXf^  Iwpirf«»  <f«tr 

^,rtli8%e  trardä  dui'  CMUcinng«a  (7a  ii.)<fti'4iBMifi  fM»t  >  '  i  •  '• 

(^ii.*)'     .        «.A«+«;A"flc<«^) ,  «.A?+«;Ar=(«;), '«»:=(«;;),_, ,  ^  . 

und  nun  gehl  die  Gleicfaang  (70.  c)'iB  ifie  besondere  öbier:  «n- 

iw.€.*y        '         '■'(«.)i»+(«;}y"+«rr=w,      ;  .; ; .  ■ 

ikk  Ben»  «tf  «ddM  die  leMe  GMelHnff  (ta  b.*)  gans  BbarilBssig  gcwotdm  bL 

D)  LlMtlMB  da,  wo  GM^nngea  toii  d«r  V«rni  C^.  9.  bts  is.)  flir  dne  Flldie^  dier  dndk 

eine  Gleichung  von  der  ersten  Form  (64.  a.}  gegeben  ist,  anfgefunden  werden  sollen,  die  neue 
Polaraxe  Ag)"  in  die  ursprünglich  vorhandene  Grundaxe  AX"  fallen,  so  dass  (^,)  =  0,  (1^,)  — 0 
und  (^,')=1  wird,  so  nehmen  die  Bedingungen  (71.  a.}  die  nachstehende  besondere  Gc- 

don  mfolge  werden  die  Gleichungen  (71.  b.}  jetzt:  •  ■  < 

nd  nun  geht  di«  Gkstchmig  (71.  c)  über  in:'  ^ 

Bcng  mi  mdAe  «Iß  U/^  e^m  m  N*>  8»*  liMtofi^        :  . . . 

ni")  Lässl  man  da,  wo  Gleidrongcn  S-on  rfrr  Fnnn  f??  a.  btsc}  fttr  eine  Flichr,  dir  durch 
(■w%<ilflidWBg  yoq:dec,>wfi<fP  Forw  (ßi.  1^}  f^geben ,  ist,  .af^wgjd^  UFf^^n  sollen,  die 
■BBÄ  firaadiM  AT"  mil  d«..vii9riii|gUcbett  toknoe  giiipiipwiiJ(ri|pfty>  m,  din  C«=:0, 
c;=0  md  C?=tt?  wM,  »n  mümtn  die  .Bediofingwi  Cü.  a.)  die 'aadielilMide  keseaden 

(«t.*.*J  J.CC,  +  «;C'C;  — 0  ,  (Tssd     «'=0  ; 

{ton,  idifla^^ileideii  die  Gteidni^en  (72.  b.)  jetit:  '  '    •  '        ' ■  ' 

«■dm«dildie6WclwgCn>.%).tt«ri>:; 

<«fc«-^   .  ,  .  (n4rM^f+jK«^f*.f'('!^r  '  : .  ,,. 

In  BenflT  mf  wakhe  die  leMe  GWdnug  (791  WO  viBif  thefMat  t««'«idMi  tat  . 

DT)  Lksst  man  da,  wo  Gleichungen  von  der  Furm  (73.  a.  bis  c.)  far  eiae  Flüche,  die  dofch 
eine  Gleichimg  von  der  zweiten  Form  ((54.  a.)  (frp(  bcn  ist,  fuirm  siHiil  werden  sollen,  die  neno 
Poianixe  AH^.'  in  der  u^iimgUcboii  AJE"  liegen  Jjleibea,  so  dass  (ijjs;:^,^  (r,J>=:0  vf4 
(17)=«r  wM,  ee  wkam  dte  Bedlngimgee  (79. 0  ^«  UmttideB  dlft.BiMM« 
l"****^  »..;  .'ij        i}b  nirt      1 i- l'rJ  ' ..      »  r.,  .r.,-r\  ri 
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f.  17.  M».  KruuM  ilMmi  iHwItor  MMMf .  IM 

4»  MfDlfe  V6fto  de  Glalelmgen  (73.  b.)  jelrt: 

und  nun  geht  <Ue  Gleichung  (73.  c.)  Uber  in: 

Ii  Ben«  mf  mkke  dfe  btato  GMcIniig  (TS.  i.)  v^auMa  ÜMiMf  wiiA 

Was  erstens  die  Glclrliungt-n  (70.  n  *  bis  r.*")  bolrilH,  so  zcij^en  die  (70.  a.*^,  dass  die 
Axen  AY,  AY'  aller  möglichen  neuen  Systeme,  deren  dritte  Axo  AY"  in  die  AX"  Tällt,  mit 
denen  AX,  AX'  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  dass  also  die  Projectionsuhlen  A,  A' 
und  Ai,  Ai  eben  so  gut  auf  die  aus  den  Axen  AX,  AX'  und  AY,  AY'  gebildeten  ebenea, 
wie  auf  die  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"undAY,  AY',  AY"  gebildeten  räiunlichen  Systeme 
bezogen  werden  künnoi.  Denkt  man  sich  nun  durch  einen  Punct  D  der  Axe  A  X"  eine  Ebene 
gelegt,  welche  alt  der  Coordlnleaebeno  XAX  pardlel  Hall  «4  tle  vorgelegt«  Mittelpancl«-, 
lüGha  ja  rinr  viiUiidMn  Curve  iebnddet,  m  wird  diow  Carve  dvdi  die  CSIaidnuigm 

i^'ssx"  und  *i,x«H-«;x"  +  tfrx^=0».) 

dwgcrtdlt,  w<an  if  den  Abstand  A  O  bezeichnet,  oder  auch  durch  dfo  ciae  Gleichang 

'  ß.x'+«;.x"=(>..:i-«;'r"', 

wenn  man  diese  auf  ein  ebenes  Syst' m  lir/ir  lit  dessen  Axen  DX  und  D  \  durrh  den  Puncl 
D  gehen  und  mit  denen  AX  und  AX  paniUci  laufen;  es  wird  aber,  den  itu  vorigen  Paragra- 
jfkem  Kr.  IM.  gagetowa  IriWterangwi  gmlBi^  iBea«  ßiiMin§  k  da»  mdare  voa  4br  Vona 

an  jedem  andern  ebenen  Systeme  lUMrgerührt,  dessen  A.xeR  OY  und  DT  mit  den  vorigm 
einerlei  Spilze  und  Ebene  haben,  wenn  die  Projedionszalil«  n  A  .  A'  tmd  A, ,  Aj,  welche  diese 
neuen  Axen  DY,  DY'  an  denen  DX,  CX'  jenes  ersten  ebenen  Systems  liefan,  db  ento 
Bedingung  (70.  a.*)  dnUUea  und  die  Coelfettenlen  («.) ,  (ee'.)  der  klateni  CHekÄaag  dordi 
die  zwei  ersten  Gleichungen  (70.  b.*)  bestimmt  werden.  Desswegea  und  weil  die  Axen  D  X , 
OX'  denen  AX,  AX'  parallel  sind,  worden  zwei  mit  denen  OY,  OY'  parallele  Axen  AY, 
AY'  in  Verbindung  mit  der  in  AX"  liegenden  AY"  alle  Bedingungen  (70.  a.*}  erftlUcn  and 
Ae  Gleichung  (70.  &*}  liefern,  wenn  («.)  und  («'.}  wie  zuvor  durch  die  zwei  ersten  Gletelnni^ 
gen  (70.  b.*)  bestimmt  werden.  Weil  aber  den  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen  zur 
Folge  die  Axen  D  Y  und  O  Y',  welche  zu  einer  Diametralgleichung  fUhren,  immer  die  Lage  Ton 
iwel  coajnfirtea  DanfaMsrnta  der  Schdltcnnre  beiliaiaieB,  so  eprichl  rieh  ia  den  TorstelieBdea 
Belracblungen  der  nachfolgende  Satz  aus:  Man  kaea  aus  einem  Coordinatensysteme, 
an  dessen  Axen  AX,  AX',  AX"  eine  vorgelegte  Milf elpunrtsfläche  durch  eine 
Gleichung  von  der  ersten  in  (64.  a.)  enthaltenen  Form  dargestellt  wird,  eine 
Hange  neuer  auf  desAxea  AY,  AT',  AY"  zaieBmeaf  esetster  Geerdiaeteney» 
tteaie  ableiten,  an  denen  dieselbe  Flüehe  durch  eine  Gleiclnjnjr  von  der  Form 
0Q,9,*y  dargestellt  wird,  wenn  man  die  eine  AxeAY"  in  der  AX"  liegen  und  die 
swei  andern  AT  udAV  dcneonjugirteaDarekmeieernlrfead  etiiM  derCdbrdi- 
nateaakea«  XAX.  patallcl  geftthrtea  Sibaitta«  der.  Mlehe  pariUcl  sein  liift 
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Wm  tmHcof  die  Gieielni^  (71.  Mi  c<0  Mrill,  m  HM  ikk  Üte  (Tl  a«)  a« 
Zniebug  tew  (71.  k«}  m  icM«»: 

(«,(^+«iW)^  +(<f,u,r+«i(-oo  ^+<«';^.=(*».). 

and  diese  gehl,  nach  Aussag«  der  im  erstoi  Abschnitte  mitgetheillen  Gleichungen  (57.  b.},  wenn 
<7)i  (y*)*  i'f)  ^  MUefcn  OoonHme»  an  den  Ptdmin  A9t  ^Vt  ^9"  von  demMlbeii 
Puncle  vorstellen,  der  ui  den  OnaidMcen  AT,  AT^  AT"  die  sericrechleo  CoonttHleii  v, 
giebt,  iber  in: 

(>', i.Vi'  +  a;un (yj'  +  C«. f-^.:''  +  «; t^-/;)*) (y'»'  +  «;' (y'7  — 1>.) ; 

es  vcrwaatleln  sich  also  die  Gleichungen  (70.  a.*  bis  c.*J  in  die  (71.  a.*  bis  c*J,  so  wie  man 
bei  jenen  die  Beoea  Axen  AT,  AT*,  A1^  durdi  deren  Poliraxen  eiselsl,  worin  aidi  der  fol- 
gende Satz  ausspricht:  Man  kann  aus  einem  durch  die  Axcii  AX,  A\',  A  X"  gebilde- 
ten Coordinatcnsystcme,  an  welchem  eine  Mittelpunclsriiichc  durch  eine  Glei- 
chung von  der  ersten  Form  (64.  a.)  dargestellt  wird,  eine  Menge  neuer  aus  den 
Azen  AY,  AY',  AY"  zusammengesetzte  Coordinatcnsystcme  ableiten,  im  denen 
dieselbe  Flriche  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (71.  c.*)  darf^estellt  wird, 
wenn  mau  die  eine,  diesen  neuen  Axen  entsprechende  Poii^raxe  Aä)"  ^^-^ 
neu  nrsprilnglielion  Grandaxe  AIT  liegen,  und  die  swet  andern  nenen  Polar- 
axen  A2)  und  A9'  irgend  zwei  c  otijugirlen  D  iirchmessem  einer  mit  der  Ebene 
XAX'  parallel  geführten  Schnittcurve  der  vorgelegten  MittelpnnctsfUche  pa- 
rallel laufen  lässl. 

Was  endlich  die  Gleichungen  (TU  «.*  Um  cJ*)  und  (73.  a.*  bis  c*)  anlai^,  ao  iat  ot 

!eir>it,  (las  hierher  Gehörige  aus  dem  zuvor  Gesagten  abzuleiten.  Ist  ntfmlich  eine  MBla^nneto- 
flttche  durch  eine  Gleichui^  von  der  zweiten  m  (M.  a.)  ütcheuden  Form: 

gegeben,  und  schreibt  mau  thrsv  so  : 

so  geht  dieselbe,  den  im  ersten  Abschnitte  mitgethcilten  Gleichungen  (57.  b.}  zur  Folge,  wenn 
(r)  ,  x  ),  (x")  die  schiefen  Coordinaten  an  den  Polismxen  AI,  AI',  AI"  von  deinselbon 
Funcic  vorstellen,  der  an  den  ihnen  enl^rechendeu  Gruudaxen  AX,  AX',  AX",  worauf  die 
fcfebene  daidang  aidk  baaielt,  die  fenkredrictt  CoordiHAMi  n,  a',     gWrt,  Uber  int 

und  weil  diese  wie  die  von  der  ersten  Form  (fil  n /)  wii'der  in  schiefen  Coordinaten  pepehen 
ist,  nur  dass  letzlere  «oh  jetzt  aaf  die  Polaraxen  A£ ,  A3£',  A3E"  beziehen,  so  mttssen  auch 
die  bdden  vorigen  SMse  bei  ihr  hoch  wahr  bleiheii,  wann  man  in  ihnM  an  die  Stelle  der  Gnnid- 
axen  A X ,  A X',  A X"  die  Polaraxen  AI,  AI',  A I"  treten  lasst,  wodurch  man  zu  den  nach- 
stehenden Satz  hingeführt  wird :  Ist  eine  Mitlelniinelsflache  durch  eine  Gleichung  von 
der  zweiten  Form  (M.  a.J  gegeben,  so  kann  man  ans  dem  zu  dieser  Gleichung 
fohürigen  Goordlnalenayatenie  noth  «Ine  Unnahl  nnderer  Coordiaatenartlonie 
•bleitei,  an  deaen  ditielhe  Flieh«  vi«der  «in«  Gieiehnnf  t««  der  «r«t«i  a«- 
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wähl  als  ▼»n  der  sweilen  Pom  (64. «.)  liefert;  maa  hat  nvr  im  erstea  Falle  eiae 

der  neuen  Grundaxen  AY",  im  nndern  Falle  finc  der  ncut-n  Polaraxen  A  JP"  in 
der  einen  urspriiuglichea  Polaraxe  AJF"  liegen  zu  lassen,  und  im  ersten  Falle  die 
beiden  andern  neaen  Grundaxen  AT  nnd  AY',  im  xweiton  Fälle  die  beiden  andern 
neuen  Polaicax,en  A9  vnd  A  S)'  irgend  zwei  conjugirlen  Durchmessern  von  einer 
der  Sclmiltcurven,  die  man  durch  ciiir' mit  ursprntigliclu'n  Poiarcoordiaa- 
tenchcnc  3f AJ*  parallcio  Ei»e!n;  iTliallcu  kuun,  paralU'l  zu  nehmen. 

Mit  Hiifc  der  vorstehenden  Sätze  kann  man  in  vielen  Fallen  das  Aufsuchen  von  ronjugir- 
lea  DiametniMMaen  bd  HülelpBactallldi^  dwdtcr  Mang  aof  die  BrmiUelui^  von  oo«jagir<   ,  ^ 

ten  Durchmessern  bei  MiUcIpuncl.scurvcn  zweiler  Ordnunpf  zurUckfllhrcn,  und  dann  den  Bebadl- 

tünchen  die  gleiche  Anscbanlichkeit  ;(el>eri,  wie  den  Ketraditungcn  der  ebenen  Curven. 

214^  Die  durch  die  Bodulabea  a  .und  b  von  einander  gehaltenen  Glcitdumgea  (70  bis  73} 
der  Torifea  Nnnuner,  woria  sUk  die  Bdatfonea  aBaaprecbea,  die  awiiehea  dea  Coeflfaaanlea 

zweier  derselben  Flüche  zweiter  Ordnung  angehürisren  Diametralgleichungen  und  den  Coordina- 
tensystemen,  woranr  sich  diese  Gleichungen  ticziehen,  statt  finden  müssen,  lasMn  bemerkens- 
werlbe  Umgestaltungen  zu,  wodarch  die  Behandlung  solcher'  Gleicliunge«  sehr  erieichlurt  wird, 
«d  dl»  wir  dawwegea  Ja  dieaar  Haanaer  nüdwaea  werden.         '  1   /  . 

Nehmen  wir  zunäclist  die  Bedingungen  (70.  a.)  mr  Band,  und  cUndniren  wir  aus  der  er- 
sten und  zweiten  einiaal  «',A'  und  ein  andermal  «i'A",  s^ns  der  ersten  und  dritten  rininnl 
«äA'i  und  ein  andermal  tt',' A',' ^  aus  der  zweiten  und  dritten  einmal  u',At  und  ein  andermal 
tCÄü,  to  «fgebea  akh  foAs  QMcliungea,  dia  Mk  In  Fem  v«n  VeiWtaiateB  wie  Mgl  aiirai- 
teaiawaa: 

'«•A  j  «;a'  !  «:Ä"=A.'Ar-ArAi:  ^Ar-.ArA. :  a,ä;-a;a,  ,  \ 
«.A, :  «;a;  i  tf;'Ar=A'Ar  -a"a;  :  a.a"— A;rA  :  a  a;— a'a,  ,  v   cm*«-) 

tf.A,  :  a\K  '  «;'A;'=A'A:'  — A"A;  :  A.A"— AI  A  :  AA,'-.A'A.  ,  )  \ 

worin  sich  ein  ganz  gleiches  Verhallen  von  je  einer  neuen  Coordinatenaaa  ta  den  xwei  aadeia 

ausspricht   Aus  diesen  Gleichungen  folfft,  dm&  umi 

tf,A  =re  (A|A','  — Ai'Ai)  ,     ai  A' =:  e  (A,  AI'  —  A;'A,)  ,     t4' A' =  p  (A,  A;  —  AI  A,)  ,  i 

«.A.  =g, (A'A'.'- A" a;)  ,  «; A;=p. (A, A"- a;- A) ,  Ar =e.  (a  a;- a'a.)  ,  (  *.) 
«bA.=e,CA'A:'-A"A;) ,  «;a;=p.(a,a"-a:'A)  ,  <A;'=ß.(A  a;-a'ao  ,  ) 

Miaen  iiaan,  wenn  nun  g,  i«, ,     darin  noch  tMItg  vnbeatinnnle  GrlMfen  idn  Utut;  multipli(»t 

man  aber  die  auf  erster  Zeile  stehcmlen  Gleieluingcn  (74.  b.)  ihrer  Ordnung  nach  mit  A ,  A', 
A",  die  auf  zweiter  Zeile  stehenden  mit  A, ,  \', ,  A[' ,  zuletzt  die  auf  dritter  Zeile  stehenden 
mit  A, ,  Ai ,  A^' ,  und  addirt  jedesmal  die  drei  zu  einer  Zeile  gehurigeu  Gleichungen  zu  einaiH 
der,  so  erhält  men  ndl  ZulehuBfr  dea  Im  enten  Abidiaille  dnroli  dl»  eben  Cleidrangea  (81.  k)  > 
eingefllkrtea  Zeichens: 

«,a*+«;a"+«;'A''«=«la]  ,  «,A;+«iA;'+*;'Ar=-j,tAj , 

aad  diäte,  mylichea  nü  du  ia  (TOl  h.)  feilgealidiM»  Gka^inigeB  s«vc*^  ^ 

•I» 
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nr. 

tt«.*.3  e[Ä]=(«^,  -ii,ik}={<^,  j.tAJ=(«;')  oder  q  =  ^^  ,  «.=-^^  ft=^4^ 

fA]  [Ä]  [AJ 

I,  wodurch  die  CHdchungcn  (74.  b.)  Qbcrgehco  in: 

'  «,A  £Äj=t«.j  ca;  a;'-a;'a;)  ,  •;a' [A]=(<g  ca.a'.'-a?ao  , 

«:a''[A3=(«,)  (a,a;-ä;a,)  , 
CM.  ]«.A,iA]=:(«ö  (a-'a;  -a'  ah  ,  «:  AJ        (a  at-a^ao  , 

o;Ai'[Äj=:(«;j  CA'A,-A  AO  , 
«,A,tÄJ=K')(A' AI'-A'  AO  .  «;A;[A]=«)CA,A''-ArA)  , 

(Ca;[A]=K)CA  a;-a'AO  •) . 

Da  sich  non  die  Gleiciiangcii  (Ii.  a.  «nd  h!)  von  ieaea  (70.  a.  and  b.)  Um  dtdnidi  unlcr- 
icbeidcn,  dass  das  Grundzeichen  {A}  an  die  Stelle  von  doni  A  getreten  ist,  und  da&s 
((5^)2>|',  steht,  wo  zuvor  («,),  («e.;,  («;')  stand,  so  eriittU  nun  die  ihn»  ealiqtrecheD- 

dn»  dMWB  (75.  (l)  indogwi  Itonltato  luf  dieiM  dnrah  die  gleidie  SobitilntfoB,  aindii&: 


i  «.(^[(^jj=(a,)2>'((X){^,')-M;'x>^.) ,  «'.(^)[{^]=wi>'  c(-^0(-^)-(-^.'X^.)), 

<(^B4o=;(«r)»rC(4(-o  -  (-^x-OD . 

Da  ferner  die  Gleichungen  (72.  a.  und  b.)  sich  von  denen  (70.  a.  und  Mos  dadurch  unter- 
ccheiden,  dass  das  Grandzeichen  C  an  die  Stelle  von  dem  A  getreten  und  daas  S,,  ^. ,  ffi 
lieht,  wo  zuvor  a, ,  ,  sland^  M  erfailt  mm  die  dieeen  Cfciinl—|iMi  cniqirecheadeii, 
(TSb  t.)  aDdOgeii  Rendlale  «u  dieaea  dnicfc  dte  gMehe  SvMMmi;  mm  flidei  m: 


'cj.c  Lcj=(«.Kc;c;'— crc;)  ,  «;c[c]=(«.)  (c,c"-c;'co  , 


•)   DicM  Gleidianira  Immii  «di  kintr  tuM,  wm  aaa  i««!«  tnm  Glakkkdtuci^  dia  Fyiicliwi 
caUca  einführt,  deren  Gnmdseicbea  wmtim  DabataiaiHMiMa  aar  Folge  B  iil,  «iM  TaftialMMIfi  <h 
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ii»C[cj=(«;')CC'cr-c"c:) ,  «;c;cci=k)CCiC"~c< 
arcr[c]=(«:)ccc;-(rc;) . 

Da  endlich  die  Gleichungen  (73.  a.  and  b.)  sieb  von  deiira  (71.  a.  und  b.}  blos  dadurch  on- 
terscheiden ,  dass  das  Grundzfirh'^n  iD  an  die  Stdle  von  di'in  {^^i  getreten  isl,  und  das«  , 
S',,  ^'  steht,  wo  zuvor  ««,  ,  o,  stand,  so  ergebeo  sich  die  d«n  jetzigen  Gtcichuugen  cnt- 
tfteAutkm,  dMMi  (75.  a.)  vuhsm  IMIito  tm  den»  (TS.  Auch  die  gMche 
Hon,  «oMi  mm  fadol: 


9,{D  [(f)]s=w»'  ((D(rr)-(iD(TO.  Ji(r)[(r)]=(«i)a)'  C(ro(i7)-cn)(ro), 

n':  fn  [(/-)] = (5.)  X'  c(^'.)  (n)  -  (d  f , 

Ä.(r.) [(r)]=(5;03>i"((n(r')-(n(r)),  «'.(r:)[(/:)]=(5;')  3);"((r,)(r')-(J^')(r)), 

m  urn  -  (^.')   m  { ro  -  (r')  ( ro) . 

Ans  t!pn  Glrirhiinf^cn  f75  a  bi<;        nun  l:>ssrn  sich  mit  j^osser  Leichtigkeit  die  umge- 
«tatteten  enlnehmeo,  worauf  im  Eingänge  zu  dieser  Nummer  angespidt  worden  iaL  Midlifficirt 
■um  nlmlich  die  dM  veidentoa  GWdnuigcn  (75.  a.)  ihrer  Aerweindatfalge  aaidi  cImhI  mSt 
A'     A'     Ai  A"    A"  A" 

, — -4:»  —77  und  ein  andermal  mit  , — r»  ^4-. »  ,-4;  und  addirl  jedesmal  die  drei  resultiren- 
{ttt)  i  cf  , )  {cc,)    («.)  («.) 

den  Gleit huni^an ,  so  erhält  man  zwei  neue,  und  eben  so  erfaiiU  man  zw  i  iiluc,  snwühl  wenn 

A     Ai     A«  A" 

man  die  mittlera  Gleidungen  (Ib.  a.}  einmal  mit  und  ein  andermal  mit 

A I  m  ji  ■  ■  ,         _a  «  i,  A      A I     A  ^     j         ■      «       A      A ,     A  ^ 


ttolUpUcirt  und  jedeamrf  die  drei  remlünnden  Cleiclin«ea  n  ebmdor  addirL  INeM 
Gleichungen  sind  jcdo«h  pettmiie  die  f^UAmp  le  dm  mn  eigmKdi  nur  die  M  tilfmim 
Cüwchwngca  eritStt; 

AA'     AAj.AJU^O       AA"  A,Ar_«  ^'j_^'_LAlAr 

"^SJ**"  (o;)    K)  ^'^^  »    {fl^  ~^  («i)     K)  ~   '    («.)     («;>  '(«;') 

Setel  mFTi  Temer  die  aus  den  vordersten  r\fT  auf  erster  and  zweiter  Zaie  stchcnrifn  Gleirhim- 
gen  (75.  a.J  entnommenen  Werthe  von  A  und  A|  in  die  iweite  und  dritte  derselben  auf  dritter 
Me  Ctalmideii  Gleichungen,  ae  atttaai  wm  anrSrderat  auf  folgende  Reniltale: 


d  by  Google 


AmIjllMto  fl<»Bic<ri<.  •    AMb  I¥. 


Aar  AnBeliA^nrei  ddchnfco  itttBil  mn,  wen  nun  die  Werlhe  vm  A'  mi  A* 

lern  der  auf  crslor  und  zwcili-r  Zolle  stehfiulrn  nii'iclningcn  C75.  a")  in  die  irrste  und  drille 
der  auf  driUer  Zeile  siebenden,  oder  wenn  man  die  Wcrtbp  von  A"  und  A^'  aus  den  letzten 
mf  enier  und  swdter  Zeile  alehenden  in  die  zwei  enien  CSI«idning«n  der  dritten  ZeOe  eH> 
setzl;  von  den  so  in  Allem  sich  ergebenden  sechs  Gleichungen  Itdin  n  .iIht  je  zwei  immer  n 
dem  j^Ushen  ReaoUale,  wesduDi  wir  zu  den  Torigen  iieiden  nur  noch  die  eine  genBen: 

«iacr  A;'£Ar'=(«o(«ö(«;')  [a;-    + a.  c^' +^)]  • 

IHe  letzten   drei  G]elchuii|rea  gdien   mit  Z\irMmng   derer  (Vk  .tu),   ndUfe  «elsiMr 

«;■  M- = («j  («y  «■)    + ^ + 1^ , 

.  '  .       -         •  * 

noltiplicirt  man  diese  letztem  Gleichungen  aber  ihrer  AuTeinandcrfolge  nach  mU  «■»  «h 
■nd  nddirt  sie,  so  findet  nn«  mit  Zniifhang  der  CHaicInnigett  Qtü,  b.')i  im 


if.  k.)  «t. «; «;  [Aj' = (ß.)  (a,)  («;') 


ist,  und  mittdat  det  Heitiis  fbr  {Aj  sidi  Mgdbenden  WeriiaB  mOmm.ikiAn 
die  folgende  Fenn  a: 

g        ^   I  Ai '  I  A,'       Jl^  A '  I  Ai*  ,  A,'       1   ■^'  4.      _i_  Ai  »-\ 

Die  Gleichungen  (76.  a.  und  sind  selu*  merkwürdige  Umrormungen  derer  (70.  a.  und  b.), 
und  ähnliche  Umfomiungen  der  GIcichiinjren  (71.  a.  und  b.),  (72.  a.  und  b.),  (73.  a.  und  h.) 
[  '  '  .•  lassen  sich  in  analoger  Weise  aus  den  Gleichungen  (7^.  b.3,  (73.  a^»  G^'  ^}  l>erholen,  die 
nm  jedodi  nodi  beqneaier  eos  den  so  eben  eriudlenen  dnrcli  die  votliin  «ngegebenen  Snb- 
slilutionni  iinmillelhar  erhallen  kann.  Man  mag  den  einen  oder  nndem  Weg  ein.<!rblagnn»  ftt 
gelangt  man  in  jedem  falle  ans  den  GUüchu^gea  (71.  a>  und  b.^  za.  deu  folgqBd«m: 


*)  Dieie  GleidiugM  Imimi  mcIi  wach  anmillclbar  ■»  daaan  (75.  •■)  hericilca ,  wvua  mu  4i»  vwden 
A,  A,,  A,,  «•  aMIan  ato  A',  a;,  a;,  die  tättm  mk  A",  A;',  a;'  nulliflieiitaidj 
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BbM  M  llillreB  die  GMehmgen  (72.  t.  und      n  folgeMden: 


« 


tmd  dte  (79.  e.  und  b.}  gdMn: 


(tun  I  (r.)(ro  ,  (r.)(r,)_     (r)(n  (/^)(r') .  (rocn),^ 


(«•. 


d.  ~  la.)  !D*   /r.)  d;«    (3;')  ' 

215)  Wir  könoen  nun  noch  mehrere  andere  wichtige  EigeoAchanen  der  zu  einer  und  der- 
selben mit  einem  MiUelpuoct  versehenen  Fläche  zweiter  Ordnung  gehörigen  Diametraigieichungen 
m  dm  Mäher  fcUeferfen  GteidMingen  äMeileii,  wie  bb  eiidfen  BeiapieleB  feie^  werdee  eel. 

* 

0  Bin  auf  die  einander  'enlepracbendea  GMctangen  (70.  b.^  val  (79.  e.")  gewwfeaer 
taut  uigt  mmileliwr,  dem,  frami  die  GoefWeatai  der  eimm  ▼«!  md  m 


9.} 
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auf  reelle  Coordinatensystcme  bczloltm  und  cincriei  rorsfnntes  Glied  haben,  alle  drei  einerlei 
Voraekfaen  \abm,  die  in  der  andern  Gleichung  notiiwendig  aocb  einerlei  und  zwar  dauelbe 
Toncnte  bMilMii  mlliwn,  und  die  Tcrgleicliung  der  «tainder  enlipradMMlHi  4%idnn%M 
(71.  k)  «nd  (77.  c),  (72.  b.)  und  (78.  c),  (73.  b.)  lad  (79.  c.)  zeigt  no<^  Sberdiess,  da» 

der  h'ifr  ausgesprochene  Satz  noch  wahr  Irlf^ibt,  auch  wr»nn  die  eine  oder  die  andere 
beide  von  jenen  Gleichungen  senkrechte  Coordinatcn  in  sich  aulgenonnen  haben. 


n)  (^drirt  ■iudie6leiehniigeii(7&a)vBdM«iaiBlllr[ATdeM 
dB,  io  wetden  ile: 

ls|i^A^=!^(A: a;'-a:'a;)»  .  ^^^pA:^=z ^^(;a.a;'-a;a.)« , 

if|^A'-=r&J^(A.A;-ÄlAj*  . 
iS^AS=^(jiräi^A!ASy,  (2^A,-:=:J^(AAr-A''A0S 

(j^IgL)  AI  =  1^(A'  a;-  -  A "  A,7  .         a;' = (a.  a"  -  a."  a)«  , 

woraus  sicli  sogleich  schlipsson  lüsst,  dass,  wenn  die  zu  derselben  |fitta^^|iictsfliche  zweiter 
Ordnung  gehürigeB  Diinotralglcichungen  mit  idueffn  Coonidilee  beide  «if  redle  Cooi^ 
dinlenqrtMM  bedCieR,  «od  einerid  eoutaiiles  Glied  besUrai,  die  QnlieateB^ 

(«;)(«;')    («,)(«r)  («.)(«.) 
(«.)   '    («'.)  '    («;')  '    «.  '    «;  ' 

sümmtlieh  ein  nnd  dasselbe  Vorzeichen  in  sich  tra;rcn  nütssof,  was  mit  der  Aussnge  in  I)  zusam- 
mengehalten nichts  anders  sagt,  als  dass  unter  den  Coefitziunküi  der  einen  Gleichung  eben  so  viele 
positive  wd  negetive  ZeUen  vorkommeii  niBsieii,  wie  «rter  den  Coeffiiinlen  dv  andeni  Gki» 
diang,  und  die  analoge  Behandlung  der  Gleichungen  (75.  b.^,  (75.  c}  und  (75.  d.}  zeigt  noch 

ilberdipss,  dass  dor  so  eben  aufgestellte  Satz  noch  wahr  bleibt,  auch  wenn  die  eine  oder  die 
andere  und  selbst  beide  Gletcliungüii  senkrechte  Goordinalen  in  sich  aufgcnouuncn  haben. 

in)  Die  im  ersten  Abschnitte  aur^cslelltc  Richtungsgleichung  (.'l.)  auf  die  drei  aeen 
Azen  AY,  AY*,  AY"  angewandt,  giebt  an  den  drei  (irunda.xen  AX,  AX'y  AX": 

i  =  A'  +  A'^  +  A  "  -f  2  A  A'  cos  W  +  2  A  A"  cos  W+  2  A'  A"  cos  W", 

1  =  Af  +  AI'  +  A;'^  4-  2  A .  A '  OOS  W  +  2  A.  A;'  cos  W'+  2  A;  A;'  cos  W", 

l=Ai+A;!+A;'^+;iA.A;c««W+ a  A«  A;'  m  W'+     A;'  oee  W". 
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Kaäui  DM  dieM  GMehuigfM  ihrer  Ordauog  aach  mit      ,  i(t',\ ,  ^a'^)  und  mMM  «b 


i    I    ^    I    1   _^  A'  1  AI   ■  AI    ,  A  *  ■  Ai'  ,  Ai'   ,  A     ,  A|    .  A, 

'  \  («,)    («t,j    i«. ) 

vdche  Gleidmng  mit  ZiBidMuy  derer  QK,  a  wid  c.)  ibeifeht  in: 

BboMM»  liefert  dit  sclbe  Riclitungsgicichung,  auf  die  drei  neven  PoluMen  A^i  A^*»  AQ^jM- 
gewmdt,  m  dea  drei  nr^rilqgUdien  Gnindaxeii: 


I  dividirt  man  diosc  ihrer  Ordnung  nach  mit  (^^D'',  nimmt  hiomuf  dto 

1  Ton  allen  iteieü,  so  fiadet  in«a  niU  Rttduiciit  auf  die  Gioii liungea  (13.  a.,uiid,cO: .  . 

Ferner  giebi  die  iin  ersten  Abschnitte  aurgesteDtc  Richtnngsgleicbung  (52.  a.},  auf  die  drei  neuen 
Grundaxen  angewandt,  an  den  ursprunglichen  Grandnxen: 

i=|c'+|c-+|r»+(|+|)cc'+(|'+|)cc''+(|+|)  c  c" . 

i = I  c?  + 1  ci'  + 1;  c  +  (I + D  c.  +  (I" + 1)  c.  + (1 + 1)  ^  . 
i^|c5+|c;'+|cr+(|  +  |)r.c;+(f:+|)c,c;'+(|+|)c;cr; 


addirl  man  aber  dicsi-  drei  Gloichunjren  zu  einander,  luululem  man  sie  ihrer  Ordnung  nach  mit 
(er,;,  (a^) ,  [a'i }  dividirt  Iml,  so  orliiilt  man,  die  Gleit-Imngvn  (7H.  a.  und  r.}  berücksichttgend : 

t      1  .  1  _  81  si,' 
oder  nil  Bebiefeiny  der  in  eisten  AbechniU  »ilgellieillen  Glefelniigen  (36.): 

L  62 
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Dttfelbe  Richtungsgloichung  (52.  a.)  giebi,  aaf  ÜB  M.  mm  fduum  ngMrandl,  m  im 
unprOngliehca  GmmlMceii: 

«=i(r)'+|(ryH-|(c/+(|+|),/^x/:)+(|+|>/i){r:'j+(^^ 

und  addirt  man  diese  drei  Gleichungen  %u  einander,  nachdem  man  sie  ihrer  Ürüiiung  iiitcli  uiü 
(9^^^  {9:)^'*  divtdirl  hat,  so  erhSR  mm  nM  Radtsiehlnibino  avf  die  Gleichunc« 

(rö.  I.  und  O: 

oder  mit  IMBüelniiir  der  elKm  erwihntcn  üliiichungen  (36.): 

In  dt'n  GleidtutiiTi'n  (80.  n.  l»rs  d)  sprechen  sich  einfarhr  und  «ohl  zu  hpacIilenJr  Rt  lntioncn 
aus,  die  8leU  zwijjchen  den  CocflUienleii  xweier  d«n«lbea  liiUelpuncUflücbe  angchoiigcr  Dia- 
metraigleicfaungcn  sUtlfindcn  nttiMn. 

IV)  Bs  sind  m  Ende  der  Xr.  206.  swderlei  Arten  von  coi^fugirtcn  HaHnn^ssern  bei  Vil- 
telpuncUillächen  der  zweiten  Ordniin|r  zur  Sprache  ^ebmchl  und  durch  die  Benennung  der  Grund- 
oder Polar- Halbmesser  von  einander  unlerscliic-ileii  worden.  B»l  VUM  nüniUch  eine  Owmelnl- 
glcicbung  in  üchiefcu  Coordiuaten  von  der  I-'urut 

«r.  x'  +  «;  x"  -j- x"' = ifi,) , 

und  bezeicbnei  man  durch  s.,  s;,       die  reeUm  oder  inaginlNm  em^jogirten  Halhmcs 
ser  der  durch  diese  Gleictianf  dargosteUlen  HlttelpviMlsflücho ,  so  ist  jenen  BetnMmgm 
nr  Folg«: 

Iwl  man  iiingegen  eine  DianMinilgIciGlMag  in  senitredilen  Coordünaten  von  der  Form: 
md  schreibt  man  diese  so: 

a,  (T  ^,  -1-  a;  6;«  ^,  +  (K-  ^.  =  w , 

oder  den  im  ersten  Abiiclinilto  iriitjri-llii'ilten  Gleichungen  (57.  b.}  gemäss: 

so  ist  diess  wieder  eine  Glcicbung  in  schieren,  wiewohl  jetit  auf  «bs  Pofarayalem  bengenen 
Coordinalen,  and  bezeichnet  man  die  »i  diesem  Polarsystcn  gdüliigen  conjngirlon  Nalbms»> 
8«r  dw«b  (s,),  (s;),  (s;'),  so  ist  bi  dsneiboi  Weise  wie  nvor: 
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Die  conjugfirten  Halbmesser  s, ,  ,  sä  liegen  in  den  Richlngni  der  Griiiidiiven,  die  ,  .  (t£i) 
in  (IfMi  Ri(  lilniifift'ii  der  Polanixcn  (losj^nigcn  Coorilinalonsystcnis,  womuf  d  i"  ri»>iclmnfr  sich  hi*- 
zielil,  uitti  aus  diesem  Grunde  haben  wir,  uiu  beide  vun  eiQündcr  uiiler^iilictdiii  künnrn,  jene 
die  conjugirten  GmadhalbmeMer,  dieae  die  conjugirten  PolufaalbneMer  genannt.  Dieses  vor- 
•IMgeaelzt  ist  erstlich  da,  >v»  man  auf  dem  in  Nr.  213.  i)  angezeigten  Wege  aus  einer  (ilci- 
rhung  von  der  Form  Ut\'-\-u',x"-\-a,'x"*=(ut)  zu  einer  >  on  der  Fom  (ci|)y'-i-(<4)]f''+(«i')y"^=(i|i'«) 
gekommen  ist,  nach  Aussage  der  Gleichungen  (81.  a.}: 


wen«  «»,  «i,  fa  wd  «t»  4*  die  zur  enden  nod  sweiten  Giefcliinig  fcMHnigca  eoiy'agirtce 
CSnmdlidbnwsMr  tontellen;  in  Felge  dieser  Gleklinngen  Tcrwandctt  sieb  «bo-  die  (ßfk.  i.) 

«+c+ir=öi+<c+*r.  €••.••> 

Zweitens  ist  da,  wo  man  auf  dem  in  Nr.  213.  IT)  aDgeseiglen  Wege  sus  einer  Gtekfanng  von 

der  Form      x' -f         -f     .V  =  («,)  zn  der  findrrn  (5,1  v»+^,)  v'»  +  (ar)v*^=:OfO  gellonH 
meii  ist,  nach  Aussage  der  Gleichangen  C^l-  u.  und  bJ): 

wenn  s, ,  ,  s«  die  zur  ersten  Glricfaung  geM)r^|Wi  oODjngtrten  GrandlmllNnesser,  (a,) ,  (o^) , 
(0«,')  die  zur  swetlen  Gleichung  gehörigen  conjugirten  Polarhalbmeswr  T<Hrslcllen;  in  Folge  die- 
ser Relslionen  yerwandelt  sich  aber  die  Gleichung  (BO.  b.)  in : 

si + s',' + = {a,y + (fli)»  +  (<t;t  .  CM*  *l 

Priftens  ist  da,  wo  man, auf  dem  in  >V.  213  III)  bezeichneten  Wege  aus  einer  Cleirhtincf  von 
der  Fonn  d,u'-|-3iu'|-j-5i'u"'=:(i',)  2U  der  andern  (at)y*+(«i)y"+(«i'jy"' =  (*'•)  gekommen 
ist,  naeh  Aussage  der  Oefdiangett  (64.  a.  md  Ik}: 

wenn  (s.) ,  (s.) ,  (s« )  die  zur  ersten  Gleichung  (rehürigeii  conjugirten  Polarhalbuie.SMer,  o« ,  9^ , 
o't  die  zur  zweiten  Gleichung  gehörigen  conjugirten  Gnindhaibmcsser  vorsleilen;  es  verwandelt 
sich  aber  diesen  Relationen  zur  Folge  die  Gleichung  (80.  c.}  in: 

(s.)' + (s;)' + (s;t = + <f;'  +  <*  •  (»i. 

Bndlich  bt  da,  wo  man  auf  dem  in  Nr.  213.  IV^  bezeiclinelcn  Wege  aus  einer  Gleichnng  von 
der  Form  3,  u'  H-  S",  u"  +  «T;  u =  (i  .)  zn  der  andern  («.)  v*+  {K} ^ + W)  ¥•»=(».)  gekommen 
ist,  nach  Aussage  der  Gteidumgeii  (Si.  k): 


Oi«)*  «}i  (*•)  H«i  (<r*)t  (4iS}i  «)      «V  «nten.ittd  iwoils«  4Siaidnng  gehdrigea  «onr 

«2* 
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jngiiten  PohrbalbmeiMr  vonteUen ;  es  vemimdeit  sich  aber  dIcMn  Bditionai  znr  Pol^ 
die  Gieieliiiiig  (8a  d.)  in: 

Aus  «len  Gleicliun<.'i-n  (st,  e.  bis  f.}  tfcht  licnor,  dass  in  zwei  DiainolrAlglcicbaagM, 
welche  dicsrllM-  M i  1 1 cl  [i mic  (1  ache  ilarsl i- II cn,  die  OMixIrnto  (trr  drei  oonjugir- 
len  Uaibincsser  stets  dieselbe  Summe  geben,  wenn  man  bei  der  Gleichung, 
welche  schiefe  Coordinelen  in  sich  enihiilt,  die  GrondhalbiBesser,  und  bei  der 
Glcichuof,  welche  «enkrechte  Coordlnnlen  in  «ich  entbflii,  diePolarkttlbnesser 
nimmt. 

V)  Bezeichnet  man,  wie  schon  (Alisdiiiitl  I.  Nr.  44.)  geschehen  ist,  die  Inhalte  des  tir- 
sprüQgliclien  Grund-  und  Polarsysteuis  durch  h  und  (h),  die  des  neu  eingenihrleii  Grund-  und 
Potmystens  dnieh  k  und  (k) ,  so  ist  den  im  ersten  AbsdinÜle  (Nr.  40.)  aufgcstefllai  Ghn- 
ehmgen  (B4.  •.  wid  &)  nir  Folge: 

1  >  3  > 

si  l7.t  man  alu  r  diese  Werth«  v«»  [A]',  [C]',  [Vr)]'  und  zugleich  die  der  conjsgirlei 

Grund-  oder  Polarhalbmesser  rus  (81.  c,  \.,  t.,  {J)  hl  die  deicfamigen  (78,  b.)«  (77-  b.)^ 
,  (78.  b.}  und  (79.  b.}  ein,  so  werden  diese: 

• 

8is;'s;'Mi'=  Ol  a':  o'r  k»  , 

s:s:'s'."h'=(a,)'(<j'^'(tf;7(k; , 


Brwllgt  mm  nnn,  4ms  den  bn  enten  Aksohnilto  milgelbsillnD  GleichnnB«n  (41.)  tur  Folge 

a  —    ^        «'  _      _      ß"  —  . 

f  t   mv\  auch  weil      (S;,  CK'  im  vnpmngiichen  Gnmd^  und  Folertystem  vtflUg  eiaeilet  6e- 

(leutuiig  haben: 

&  —  ff'  _   (1*)        ß"  _  (I'' 

'^^SnW»       — sinffl"  '^•"^SiniB' 

so  ttbeneigt  man  sich,  dsss 

<s'g."(sr_  

h'      ~8inWsinW'sinW"sinaösinSlö'sin4B"  * 
oder,  weil  kraft  der  im  ersten  Abachmtte  eriiaiteiien  Gleichuigen  (48.)  am  Grandsysteme  * 

bssinWshiW'sfaifB'' 
iiwl  am  «nlaprecbemlen  Poianyilenw 
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h  (Ii;  =  sin  VV  aui  \V  mi  \\  »iii     MB  Wi'nia  M  " 

isl,  wodurch  die  vorfain  aurgcsliülten  vier  Gleichungen  sieh  tuch  so  schreiben 

s;  s;'  s;"  h'  ={a,n<f,)\cn}ir  ,  M 
i8,j'(*;)'(s;')'(h)'= «»:  tfi'  ar  k'  ,  cm.«.) 
(8,)'(s;)'(s;'/(h/=(<T./ (ff;)'(ff;')'(k)» .  Cm*  «.1 

In  diesen  Gleichungen  spricht  sich  der  foi(fende  Sai>  am:  Bei  zwei  Dlamelralglcichungcn, 
die  zu  einer  und  derselben  Miltelpuncltfllcbe  zweiter  Ordnung  gehören,  ist 
der  Inhalt  flc;  über  di'n  drei  conjugirlen  entweder  Grund-  odi-r  Potarhal bmcs- 
scra,  je  nachdem  in  der  Gleichung  schiefe  oder  senkrechte  Coordinaten  auf- 
trelen^  besehriebeneB  Parallel epipeda  stets  der  fleiche.  Bei  diese»  Saite  haa» 
man  die  Quadrate  aller  conjugirlen  Halbmesser  immer  als  positive  Zahlen,  sonach  von  den  con-  ' ' 
jugirten  Halbmessern  stets  deren  wahre  Liingen  nehmen,  weil  der  in  11^  eriJrterten  Eigenschaft 
gemäss  auf  beiden  Seiten  der  Gleichungen  (^82.  «.  bis  d.}  stets  gleieh  viele  positive  und  ne- 
^tivc  Quadrate  eneheinei^  und  also  In  ihnen  «Be  nqfaliveD  aaeh  in  positive  Zdilen  unfeltclirt 
werden  dürfen.  , 

yV)  Führt  man  mittelst  der  Relationen  (81.      b.,  f.,  f.)  die  conjugirtcn  Giwl»  oder  FlK 
lariHdbwesser  in  die  Gtekbungen  (80.  a.  bis  d.)  ein,  so  gehen  diese  Uber  in: 

sj  +    -f    =  a;  +  o7  +  <fr ,       .  <••.••> 

sj  +  s;'  +  s;"  =  I  ff.  ^  +  itr;/ + (o;')',  <m.  k.) 

(s.)* + (s;)' + (s;-)'  =  ö;  +  o?  +    ,  (•». 

welche  sich  in  Worten  80  aussprcrhin  liisscn:  Bei  zwim  FMüinelral^fleichonpen,  die  eine 
ind  dieselbe  Mitlelpunctsflachc  zweiter  Ordnung  darstellen,  hat  die  äummc  der 
Ouadrale  ihrer  drei  conjagirten  entweder  Gr«ad-  oder  Polarbalbnessor,  Je 

nachdom  die  eine  oder  die  andere  Clcichung^  schiere  oiicr  senkrochlO  Coordi» 
naten  in  sich  aufgenommen  hat,  in  allen  Füllen  dciiselben  Werth. 

Ein  blüser  Blick  auf  die  Gleichungen  (83.  a.  bis  d.)  sri'-tit  711  erkennen  tl^^s^  man  die 
Omdrate  ym  den  einer  n^en,  erst  noch  zu  suchenden  Diauietralgieichang  entsprechenden  cob- 
jegirton  DvdHmMseni  ans  dnar«  deiseliea  MHlelpnMlstflalie  angehOcigett  md  scboii  bdnnaleM 

Diametralgleicliung  in  Hirer  positiven  oder  negativen  Bedculiin^  vollkomnien  bestimmt  schon  an- 
zugeben im  Stande  ist,  so  wie  man  nur  deren  VerfaMllnisse  zu  einander  kennt  Auch  gehen  die 
mehrerlei  hier  von  einander  getrennten  FiUle  schon  unmitteibar  aus  dem  «1  Ende  der  Nr.  SIS, 
GssidilBpiiiMile  berror. 
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216)  Die  in  Nr.  S14.  ennttellen  RebdiOMB  ttad  aooh  m»eh  UareidiMd  tß^  Bmiltelagr 

desjenigen  Coordinatensyslcms,  nn  welchem  eine  Mittcipunctstlachc  zweiter  Ordnung  gleichzeitig 
sowohl  eine  Diamctralglcichung  mit  srhiofcn.  ^vji»  cirti'  mit  senkrechten  Coordinatcn  liefert.  Zu 
diesem  Zwecke  wollen  wir  indesseit  den  Gleichungen  {Jb.  a.  bis  d.)  zuvor  eine  bessere  Form 
«Odlea  Man  knm  Rimlidi  den  Gleidumgen  (TS.  tu)  mit  ZmSi^bmg  der  im  enlen  AbtfMn» 

«MljieAiiideneii  Rehtioaen  (88. in  welchen  H:-={[A]  Ist,  suaäciut  die  andere  Geilalt  geben: 

Utk  —      B  ,    a.,\'—(a,)  B,  .       A" •=  f«„i  B,  , 

«,  A,  — {«^1  B'  ,    «iA;  =  i  ac*  B,  ,    a'^  ,\\' —  ,  • 

er,  A,  —  i  «i'  I B ' ,    a,  AI  =  i     i  BJ' .    u[!  A"  rrz  i  «7 1  ßi' , 

welche  Gicicbungcn,  wenn  nwii  anstatt  der  Projectionszablen,  deren  Grundzeicben  B  ist,  wiUelst 
iew  leinten  Gruppe  der  in  (87.)  endidtenen  Glejelniigi«  des  enlen  AlMchnille  die  Projeelions- 
mUen  mM,  denn  Gmndidciiett  (F)  ist»  iUwigehen  in: 

1(r\  (r'\  (r"\ 

«.A.=(«;)^^\  «;A;=(lrS)^^  i«:Ar=(*;)^. 
l,,A.=C«^:)|^^  «iAi^CcO^^  ,  «:A;'=:(«f)<^\. 

Achnlich  nehmen  die  Gleichungen  (73.  b.)  mit  Zuziehung  der  im  ersten  Abschnitt  mitgetheilten 

(kl  ' 

RelaUonea  (88.  c.},  wenn  man  berücksichtigt,  dass  +L-:=:[(^jJ  isL,  die  folgende  Gestalt  an: 

Ii 

«,(.*#)         D'  (B)  ,   «;(-^)=(*.)!D'  (B.t  ,  «;'(^')  =  (*.)S)'  (B,)  , 

a,{J,)=ur..)  (B-)  ,  a;(^;)=(«ro  3)r  ih;,  ,  =  (3;)  2>;'  iF,)  , 
«,(^0=(5;'iK''B") ,  «;(.r,)=(^.')2)r(Br) ,  «;'(./;'. ^,<);'.3r,"(B;') , 

und  geben,  wenn  man  in  sie  statt  der  Pn>jertionszahlon,  deren  GniiKlzi  ichcn  (B)  ist,  mittelst 
der  ersten  Gruppe  der  in  (87.}  «»ttbidlenen  Gleichungen  des  ersten  Abschnitts  die  setzt,  deren 
GnuMlieichen  C  iri: 

c*«.M  «;^o=(«)^Kc:,  «:(-^r)=(«)3«cr, 

Elten  so  kenn  nitn  den  Gleidw^gen  ([75,  e.)  niü  Znadehnng  der  im  enlen  AJudmilie  gegelie* 

m»  RehÜMMn  (90.  dl),  wenn  mm  beadiM,  du»  [C]s^ hk  ist,  wehei  ds«  obere  oder  un- 
tere Vonefitett  In  denmlbea  FlUeii  genommeii  werden  nnui»  wo  es  in  ili  ii  RrisÜnann  (90.  d.) 


slehl,  die  folgende  Gestdl  geben,  wenn  ninn  noch  berQclisicidlgt,  des«        =r  @ .  — ^  > 

j^==6r  uml  ebenso  ^.^2),  ^''^,==2):,  ^^5^=^^^ 
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3,  c,  (s  2);  =(«;)  ^  ,  ö:  c;  es;  x;  =(«;)  j:  ,  ^;  17  ci;'  x:  =  («;>  , 

und  dipsc  gcbeo,  wenn  man  nuUrbi  der  zweiten  Gruppe  der  in  (,89.3  enthaltenen  Gleichungen 
des  erctra  Absehnlllet  atttt  der  Freijeelioiim&ai  ait  dem  Gnodieidicii  J  iktät  dem  Gnmd- 
tmdm  (i)  «eilt,  «ber  in: 

*,C  S>  =(<^)      ,  «CS>         (^)  ,  «rCS)  =(«0  (^) ,  J 

ihnlicb  Qebmen  die  Gteickmfen  (75.  4,")  wü  tmUkmg  der  im  enrtai  Abiclnilto  milgallMlIe« 

Relalioneii  (Ml  b.\  wem  mm  hetOM,  du*  r(r)1s=±h(k)  mMl  -J^:=t>,  Ji^s®;, 

■*  sinicBi  iuiWi 

«Im  =  2>*  ist,  die  andere  Gestalt  an : 

MW=5(a;)  üx  (^) ,  «(n)«:Ä(a3«(^  ,  Ä:(iT)«r=(«)JS«(-o  , 

und  diese  geben,  wcan  man  miltolst  der  Icixten  Gmppo  der  in  (60.)  entbalt<!n('n  Gleiciiuiigen 
des  cr^itoii  Abschniils  statt  der  Frojectionsnlüeii  mit  dem  Gnmdzeicbea       die  juil  dem  Crmid 
zeichen  A  setzt,  über  in: 

s,{r,)={6:)  2);  A. ,  s;{r,)=z{ö:,  3);  a;  ,  s':ir:\-=ur,\  d;  a:A   cm* 

s,  (ro = W)  3^;- A, ,  5;  (H) = (a;')  sj;-  a;  ,  ö:  tro = («n'  >  x;'  a;-  .  1 

Aus  der  Form  der  Gleichutigcii  {p4.  tu  und  b.^  sowohl  als  derer  (84.  c.  und  d.}  geht  hervor, 
dass,  wenn  von  zwei  zutiaiiuiiuiigebürigen  Grund-  und  Polaraxen  eines  neuen  Coordioatensysteail, 
mi  wdiihera  «imi  gegebene  llHtel|wneiafliclie  eine  DiemeMIgleklinng  Uefert,  die  Sieltmig  der 
einen  geilen  die  Axen  des  ursprirntfliclien  Systems,  an  welchem  dieselbe  Fläche  sfimn  eine 
Diainctnügleiclmiig  lieferte,  bekannt  ist,  nuui  luerwi»  alleia  schon  die  SleUni^  der  andern  zu  den 
Axen  des  ursprünglichen  Systems  erkennen  limn.  Hienras  folgt  aber,  das»  dnrdi  die  Lege  von 
einem  der  drei  conjugirten  neuen  Durchmesser  zu^leieh  auch  die  Lage  der  ihm  zugeordneten 
neuen  Diamelralebene  gegeben  ist  und  umgekehrt  Diese  Ei|;enst  liafl  kann  in  vielen  FHÜen  zur 
Vereinfachung  der  BctrachtangcB  beotitzt  werdwn,  wiewolit  wir  von  ihr  iwincn  Gebrauch  machen 
werden. 

Im  Allgemeinen  nun  beziehen  sich  zwar  die  ProjeetionszEihli-a  in  den  Gleichungen  (84.  a.  nnd  b.) 
oder  in  denen  (84.  c.  »in!  ).),  welche  A,  A, ,  A,  und  C,  C,  .      oder  f./),  r/,'*  im(1 

(Fj,  (/^i),  (A)  zum  Gruiiitzuichen  haben,  nicht  auf  dieselben  drei  Grundaxcn  AY ,  AY',  A)  oder 
nir  dieselben  drei  Poknxmi  A9,  Aj^,  A9">  vml  die  beiden  Fonnsn  (7a  e.)  und  (71.  c) 
öder  (72.  e.}  nnd  (73. wckhe  mm  enmr  ud  derselben  DismcM^eidMOf  baigchaU  wer» 
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den  soOen,  In  der  Refel  an  rencUedeaea  CoordioRteetfysteine«  eotriahen  werden  ^  aber  ds,  wo 

beide  Formen  glcidizoitig  an  einem  und  demselben  Sysicmc  sich  bilden  sollen,  hat  imtn  jene 
ProjecUonszablon  immer  «I«  deoselbeu  drei  Riciilungea  angehärig  aufzufassen  und  die  drei  Kich- 
lungcn,  wonrar  die  TtojecthmsaUen  ndt  dem  GrandniclMn  A  oder  C  aicli  licBlelwD,  für  dto 
Grundaxun  dieses  einen  Systems,  hingegen  die  drei  Rtehlungen,  (Jitoii  Projcctionszahlen 
oder  (f)  zum  Grundzeichen  haben,  für  dessen  Polaraxen  anzusuhou.  ELen  dL-sswcpcn  habca 
«ach  in  diesem  Falle  die  Zeichen  S) ,  Di ,  in  den  Gleichungen  {ß4.  a.  und  b.)  oder  iu  de- 
nen (64.  c  und  6.")  yVK&g  einerlei  Bedeulnngt  nnd  «u  dieseni  Gnude  findet  min  durdi  kreiis- 
weiüi-  Mulliplic  »li<in  sowohl  der  gleichviclten  Gloichangcn  (ßi.  n.  ind  b.}  wie  der  gktchvlelten 
(JM.  c.  und  (1.)  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

(  (J.)  A  C  2)^  =(«.)  (A)  (D  ,  (5.)  A'C'2)'  =      U)  rr^  ,  (S,)  A"C"3)'  =(«.)  (^")(r') , 

CM.     < A,  c, (A,)  iT,> ,    a;c;2);'  =1«;)  u:)[r,) ,  w  Arcri?:'  =(«;)  u:')(r'), 
/  (dvj A,c,2);"=(«.'KA)(r.),  (ö;')a;c; 3);" =(«,') [.4-,) (r,),  A;'c;'D;'*=K)(^.')'r;). 

Addirt  mnn  von  diesen  GleicbuDgen  immer  die  drei  auf  einer  Zeile  stehenden  Gleicboi^cn  zu 

einander,  i>o  erhält  man: 

<s,)    CA  c  +A'c'+A"C")=(«.)  ciA)  (D-f  ^^)<n+f^)(n); 

3);^  CA.  4-  a;  c;  +  a."  c;') = («;)  qa,)  (r.)  +  (^)  (d + (j-;)  (r'D , 
33;"  CA,  +  a;  c; + a;'  c;') = («;-)  C(-^.)(r,)  -f-  (.r,)  rr.)  -f  (^0  (r/)) , 

und  diese  Gleivfauugcu  geiien  mit  Hüi  ksickl  auf  die  im  ersteu  Ain^chiultc  «ngegebeoe  Richtung»- 
gieiehnne  (HO  Iber  in: 

worin  sich  eine  Relation  zu  erkennen  giebt,  dii>  zwischen  den  Coeflizienten  der  Glcichtinfen 
(70.  <v)  und  (71.  c),  sowie  zwischen  denen  der  Gli'icliuiiijen  (12.  c.)  und  (73.  c.)  stiitffindcn 
nnm,  wenn  beide  dieselbe  MiUelpunctsfläche  au  einem  und  demselben  Coordinatcnsystemc 
dnrstelleQ  aollen,  ndt  deren  UHfe  die  Gleichungen  (85.  tu)  eine  Mbr  einfabbe  Goilatt  Mmdimen; 

,  A  c  -i^  (r) ,  A'C=(^(r) ,  A'C"=(^(n , 

CM.«.)   )A,c=(^j(rj,  A;c;=:(^(rD.  Arcr=(^)(r),  , 

(A,c={4)(r.)»  A;c;=(^)(r.) »  Ar(ys=(^)(n) , 

enthalten  gur  keine  CDi  Hizienten  der  Gleichung  mehr.   Die  Gkddiungen.  (84  a.}  gcbea, 
die  auf  einer  Zeile  stehenden  in  einander  dividirt: 


«.  A_(r)     «.  A  _jT}     «^A'  _(r) 
«;a — (n  '  ^^'"fr')'  «;'  a' — (O  ' 

und  noch  die,  welche  sich  aus  diesen  ergeben,  wenn  mm  dtn  Bachstaben  A  und  F  den  Index 
1  und  2  nhttngt  "Auf  diesdbe  Weise  geben  die  Gteichungen  (84.  b.}:  , 

^•»•••J  JStö-r* 


I 
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mi  noch  die,  welche  man  «lu  dlem  .didkiroh  erhilt,  dass  man  an  die  B«8liitri»e«  A  tmd  C 

dto  IniiMW  1  UmI  2  anhHngl.  Man  stoU  Uerauj,  das«,  was  Hit-  Gl<>ich«neren  (85.  d.  und  e.) 
von  den  zusammenffchiiriu  n  Crund-  und  Polaraxen  AY  und  Äf)  verlangen,  gli-ichmässig  aacli 
bei  denen  AI'  und  A^,  so  wie  bei  denen  A¥"  und  A^"  stattfinden  nitss,  wobei  uian  noch 
benefken  kam,  dan  jede  von  diesen  Gleldnmgen  «ehon  in  den  iwei  aaden  «uf  deiselbeii  Zeile 

•tehendeii  enthullrri  i^t. 

217}  Sclireibt  man  die  tileichungcn  (fiS.  d.  und  o.)  in  der  Form: 

«,A  (r)=€^A'  (F) ,  «, A  (0=«;'  A"  (n  ,  «; a'  (r')=c/:  a"  (T) 
«, {A)  c = «; {A)  c  ,  . tf,  (A)  c" = (/:  {A')  c  ,  «;  {A\  c"=   (.-/")  c, 

sclrt  hierauf  in  den  obem  fiir  (F),  (F),  fr'),  in  den  unicm  filr  C,  C,  C"  ihre  Werthc 
m  schiefen  dersdben  Richtnng  angebörigcn  Projeclionszahlen,  den  im  ersten  Absduiitte  aufgc- 
«Mllcn  ReMkmen  OS.}  genl«,  m>  gehngt  man  n  den  ndiiuibeiideii  Beilimmaigmt 

«.A  [(^cosW+(-4')  +  (^')cosW"J=:«i  A'M+{-#)«OfW  +  (^')c<w  W'J., 

i<  A'[(^ CO«  W+(.*/)  co«W*-K^)]=«r Ä" [(4)  coe W+C^+C^cmMT) 

«.{^  [Aco8W-f-A'+A"cosW"]  =  a:  {A)  [A  + A'cos  W-|- A'cos  W]  , 
«,(^)  [AcosW'+A'cosW'  -f  A"J  =  ö;'(^')[A  +  A'cosW-f  A'  ros  W'J  , 

(^)[A  cos  W'+A'cosW"+A"J  =  «;'(./')  LA  cos  W  +  A'+A'  cosW  "]  ;  „  ^ 

zieht  man  aber  die  drei  letzten  deicbongen  der  Reibe  nach  von  den  drei  vor  flmen  eleiiendeii 

ab,  so  findel  mtin: 

«,[Ät.Y')-A'i ^/)1+«.LA  {./  ')-A"  (.^]cosW  "=«;  [A'  {A)-K (^)]+«;  [A'{A')—k"{A)-\MnW, 
<^[A(^)-A\.i/)]tosW"+ff.[A(^')-A"f.Y)]=«;'[A'V/}— A(/fni+<//rA7^)-A^ 
i^_A\A)-h{A)yoi^Y-\-u\{A\A')—h:\A)i==.tt';iA\A)—^^ 
wdohe,  wenn  man  sur  Abkürzung 

h{A]  -A'{.4)=M,   A (,/")- A"{^=:M',  A'(^'J-A"(^)=M'\.  . 
setzt,  die  folgende  Cieslait  Annehmen :  ' 

■■■  \      +  M' «>s  w"— «;m"co8W=o  ,1      - -^'  j  "-'"'Ti» 

.  .      ,  .,     ,  «,Mro.s  \V'  +  {^u,  -}-  «;'}  M'+  a"  M"cos  W=0  ,  >  . . .  .;„,jKn».if  {flm,  fc.} 

— «'.McosW'-f  «;'M'cos\v+(ff;-f-«;')-M"=o  . )    =  .  nfK-tt 

Man  sieht  beim  ersten  Blick  auf  diese  tileichuniren  ein,  dnüs  man  ihnen  durch  das  gleichzeitige 
oeucn  von 

M=0  ,  M'=0  ,  jr=o  CM* 

gerilgt;  wollte  man  aber  M  nicht  der  Null  gleich  Selxen,  und  dividirte  .mm  dieser  Annahme 

M'  W* 

gcadtas  die  Gleichiuigen  ([8&      dnrdi  M ,  m  eriiidl«  am  nr  Bestinummg      g  t  n  drei  e  <  •  ' 
L  «3 
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OMduufreB,  ium  flcMwilifM  Beliehen  niliiin  ein  f^Btmbnt  VoMlen  rwtec^  de»  Goef» 

luonten  ,  «i,  a't  und  den  Axcnwinkeln  W,  W,  W"  ntflhig  machte.  Zu  mIitiüi  In  n  lii  ilin- 
fWIgea  würde  iu«n  geruhri,  wenn  mmi  itniieiim«»  wölk«,  dasi  eatwedor  M'  oder  U '  niciil  hiU 
iei,  und  «M«  diese  speciellen  Bedingungen  nehnen  <let»  eine  der  drei  folgenden  Formea  «ot 

t.','tosW3f=0   oder   «;€osW'3/=0   oder   «.cosW  .^  =  0, 

der  Einrnchheit  luilbcr 

g«Si;Ul  worden  isL  Jede  solche  spccicUc  Bedingung^  £(elU  jedoch  eine  Abbungigkcit  der  Uil- 
tetiwnclsfttdie  von  dem  CoordimloMysleme,  «n  wdehein  dieselbo  diirdi  die  ifcgrebene  Gleioinnif 

diirgcsIt'lU  wird,  fest;  ^elicn  wir  duhi'r  diiriiiif  aus.  nur  dnsjenigc  riHiriiiniilcii  \  >f  ;ii  kennen  zu 
lernen,  «n  welchem  jede  MillelpunctsIlHche,  ohne  dess  nie  solcbea  Beschränkungen  unlerworfeo 
wird,  eine  Dinnctralgtcichung  gleichseitig  »OwoM  nifl  scbieTen  wie  nil  leidirechtvn  Coordln*- 
tcn  ÜL-rert,  so  kann  nur  dadurch  grs  ^lIilii,  dass  wir  gleklKeil%  die  drei  Bedingungen 

(^(y.  bifrifdiircn  oder,  wenn  wir  für  M,  M',  M"  wicdtT  das  .«setzen,  whs  diesi»  Buchstaben 
den  Gleiciiungen  (^86.  a.}  gemäss  zu  bezeichnen  haben,  daüs  das  gesuchte  Coordinutensystcn 
gldcltteilig  die  Bedingungen 

lMfried%e,  weielwa  geedüeht,  wenn 

(M.  «.)  A  :  A' :  A^s  {A)  :  (jf)  :  (^') 

uL  Da  aller  zwa  Richtungen,  deren  acbiere  Projcclionndllen  an  den  gleichen  A.ven  einerlei 
Verhältnisse  tinter  sich  rinhalfcii,  nothwendifr  «  innndcr  parallel  .sind  (.\Jisrhn.  I.  Nr.  31.},  so 
sagt  die  Bediiigung  (_M>.  a}  nicbtü  anderes  aus,  als  dass  die  Polaraxe  des  gesuchten  Sy- 
.  tum»  Ii  4eMen  Jener  Pebraie  enlsrreelMnden  Gmndnie  AY  Hegen  bIIik;  weil  eber,  wonof 
schon  in  der  vorigen  Nummer  aufmerksam  gemacht  worden  ist,  von  allon  cinnnJer  enlaprerlu'ii- 
den  Grund-  und  Polaraxen  des  gesuchten  Systems  gilt,  was  von  einem  solchen  Paare  erwiesen 
werden  Inrnn,  so  folgt,  dass  alle  Poleraxen  des  gesnctilen  8ysl«Mi  In  dessen  diem  FolnMumi 
entsprechenden  Gnindaxen  liegen  müssen,  d.  h.  dass  das  verlangte  Coordinttensystem 
n olliwo lui i !7cr  Weise  ein  rechtwinkliges  ut'rdfti  itmism-  Auf  ihs  eleirhe  Resultat 
fitosst  man  aut  die  gleiche  Weise  wieder,  wenn  uuia  diu  aiutogeu  Uulrachtungen  an  die  GI«i> 
dnogen  (B4.  e.  und  d.)  anknOpDt,  d.  h.  wenn  nun  die  Gleidamf  der  3litlel|NmclsllMc1ie  statt  in 
schiefen  in  senkrechten  roordin::!!  n  £:  Ihmi  voraussetzt;  man  stiissl  niindirh  dunh  eine  Be- 
IwwwHnng  der  Gleidingen  (94.  c.  und  d  ),  \M-icho  der,  die  wir  so  eben  denen  {bi.  a.  und  b.^ 
Iiaiben  ingedellien  lanen,  vlHUg  analog  ist,  wieder  auf  dh»  Oeiclungcn  (pd.  e.).  Da  sonadi 
in  dem  vcrlungtcti  Coordinatensysteme  diu  durch  das  Grundzeichen  {ui)  vorgestellten  Projec- 
tionszahlen  denen  durch  äim  Grundzeichen  \  vorgestellten  bei  einerlei  Ahzeichen  glelili  sind, 
«0  werden  die  Gleichungen  {ß5.  c')  sänuuUicii  idenliscb«,  und  die  Gteicluingen  (^t^ö.  d.)  sowohl 
wie  die  (65.      gelten  gidciveitig  Ober  in: 
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in  welehen  mm  wMer  den  PudMtaben  A  und  C  die  bdew  I  und  3  inhungen  darf,  wu  ftitbls 
andere  sagt,  als  <lnss  die  tilcichnngen  (86.  f.)  nicht  blus  tüi  die  Axc  AY»  fondem  au«h  ror 
die  AY'  und  AV"  siiiiüindcn  müssen;  auch  ist  wieder  jede  diever  Gtetohiuifen  lebon  in  den 
awei  andern  auC  die  gleiche  Axe  sich  beziehenden  enthalten. 

S18)  Um  mm  die  L«fe  der  Axen  in  Aeeen  redttwinkUgen  9yMene  «nd  diditrch  e«  Ml^ 
her  erat  vollsttindtg  m  Li-stimmoti,  onttssen  wir  die  Gleichungen  (86.  f.)  nodi  weiter  zeriogen, 
wobei  wir  hlns  diese  auf  die  Axc  AY  sich  beziehenden  weiter  za  verfolgen  brauchen,  da  wir 
schon  wisiM-n,  dass  alles,  was  sie  von  dieser  Axe  enssagen,  aocb  bei  den  zwei  andern  AxeN 
wiAr  bleiben  mns«.  Zt  vnserm  jeteigen  Zw^ke  sdireiben  wir  die  fileiihwigeB  (88.  f.)  lo ; 

1    C      i    C       1  C" 

und  bezeichnen  den  durch  diese  Gleichungen  dreimal  gegebenen  gleichen  Werlb  durch  •,  so 
dass  vorstellende  Gleichungen  in  die  drei  folgenden  zerfallen: 

Giebt  nnn  dfesen  GIcichnngen  die  Form 

C=a.As,  C*=«t;A*»,  (r=<A"»  i  . 

und  ntnlüplicirt  eie  ihrer  Onfaning  andi  nü  A,  A';  A%  nddirt'  hierMf  die  dni  m 


oder,  weO  in  Folge  der  Riehlvngvgleicfanng  AC+A'C'+A"cH=:i  ifi^'^ 


i=«.  A'  +«;  A"  +«;'  A  '  ,  ^ ' 


so  wie  auch,  da  A SD  und  AY  in  einander  ^egen:   (M.  Ob) 


wonos  man  ersieht,  diuM  ^  der  zu  y*  gebürigc  CoeCßztent  in  der  neu  enMdienden  Gleklning 
(70,  e.')t  M  wie       der  sn  v*  gehörige  Ooefl^nt  in  der  ne«  entetehenden  Gleichung  (71  c) 

wird.   Aohnlicli  werden  die  zu  y  '  und  y  '  gehörigen  Coellizientefi  der  Gleichung  (70.  c.)  - 


*)  Die  lana  Mfcadf  ■ehaadiiuf  iiwimr  Aiiij|iln  fahl  va«  diMn  Qaklmgm  aiu,  aiaH  Jarae  <U  aaa 

tm  (04.  c.  wni  i.)  die  aidbiMlieadea  • 

A    '        _^     .  A" 
wacaif  mim  at^MA  ctaiita,  dasf  ma  te  baldaa  Faiiaa  aaT  vMlig  aMifb» 
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■ 

^,  so  wie  die  zu  \"  und  v"'  gcburigcn  Cocfllzienten  der  Gleichung  (71.  c.} 


^^^9  woHi  «,  und  f(  du  bedditen,  wm  «m  f  in  der  GMcfaung  (87.  b.)  wirdf  wem  mni 

den  in  ibr  vorkommenden  Bucbslaben  A  und  C  den  Index  1  und  2  beilegt  Setzt  man  in  den 
Gleichungen  (87.  b.)  an  die  SloUe  der  senkrechten  ProjecÜonsxahlen  C,  C',  C"  nach  Anlpitnng 
der  im  ersten  Abschnitte  ($.  1.  Kr.  17.)  gegebenen  Gleicfaui^en  (12.)  die  dergleichen  Hicbiung 
tngihnrigMi  «cUefen,  ao  nehneo  jene  GUeiehrngm  dto  folgende  Geslalt  an: 


oder,  wenn  man  sie  der  Reibe  nach  mit  er«,  maltipUctrt  und  die  Gliedw,  welche  keine 

len  enOiaften,  von  der  Kdiken  nf  die  rechte  Seite  schallt: 


!ico«W  +  ^CMW=;«,i— 1  ,    yCOsW  +  pc©gW"=*;«-i  , 
A  A  A 

^cwW+^,eMir=e*r«-l  , 

und  diese. Gleichungen  lassen  sich,  wenn  man  die  Quotienteu  £wt«chen  den  schiefen  I'roj<  <  tinnä- 
nllm  ia  Ovoticnleii  xwiielien  senkfedriM  ProjectionmiUM  ttUtalat  der  aekhangen  a.) 
t,  mch  so  Mlmtteii: 


,2e^C08W  +  ^^€0«W'=:«.S-l    ,     ^'^COSW+^^COSW-ZIIl^S-l  , 

^^«ifW'+2.^«»iTr=sCi-i . 

Der  Zusammenhang,  wcldi«r  zwisohen  den  Grdesea  A,  A',  A"  und  s  durch  die  Gleichungen 
(67.  d.)  oder  zwischen  den  Grössen  C ,  C,  C"  und  s  dwch  die  Gleichungea  (87.  e.}  Testge- 

strllt  wir  ),  ist  l  in  sehr  iiRrkwUrdigcr  und  versteckter,  wcsshalb  wir  ihm  unsere  volle  Aufmeik«» 
sautkcil  xuzuweodei)  iuil>en.  Selzen  wir  unter  der  Yomusüetzung,  dass  A  nicitt  lall  sei 

<M.«.)  ^=«'  nd  ^=sio- 

1     1     m"   ro'  K    A     A"  A' 

und  in  Folge  dessen       gp?»  M  die  Stelle        jj; »      »  y  »  jf»  G'eichluigeB 

(87.  d),  SO  werden  sie: 

M'cotW+M''oMW':=«,f— 1  ,  -iieotW-h^  MfW"=«;i— 1  , 

^  coi  W -i-^  cos  W '=    s  -  1 
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und  setzt  luan  in  dii-sen  an  die  S(ellü  von  m'  und  m"  wiodcr  das,  was  sie  zufolge  der 
chnngcn  (88.  a.}  su  bedeuten  habea,  so  fUhrcu  sie  zu  folgenden  Verhältnisügleicliiuigiea: 

A  :  A':  A"=3C«i'»— OW»— O--«»*^  ' :  («','  s-  I)cos  W  +  .  osWVosW" 

:  l)co«W'+co»WcesW"i 

wir  ilier  iit  jeMn  GleklHttgai  Uder  der  VownnliiMf,  diii  A'  aiahl  «dl  eei 


and  dem  nr  Potoe  -  ,  -r, «  -  >  —  «r  die  Stelle  von     ,  ^r,  >  t-  >  77;  >  m  werden  eie: 
"nnnn  AAAA 


1 

£eoiW  +  -^cotW's=«^ff.->l  ,  iiceiW+n"eoeW^a(i— i  , 

JsCOsW'+i^cojW  =«;  •-!  , 
•  nr  n 


CM*  AI 


nnd  drücken  wir  nfttdtt  der  enden  und  dMtteo  ii  nad  nT  üt  1  «ne ,  io  eritaken  wir: 

_  Ctf?  » — Qcoe  V + eee  Wcos  W"  C«. »  —  i) cos W"+  ooaW  cosW 

(«,  s-QCtfVs-I)  -cos'W  '   *  —  («. 8 - 1) C«; « - 1)  —  cos« W ' 

welche  Glpirhnnpen,  wenn  man  n  und  n"  wieder  anf  ihre  irt  den  Gieiehongen  (88u  tj 
g«benti  Be<iculuiig  zurückbringt,  zu  den  folgrenden  Verbflltniss(^eichun|Fefi  Rtbren: 

A  ;  A' :  A"=  C«;'  s  -  IJ  cos  W  +  cos  W'«;os  W"  .  («.  s  —  1}  («;'  s  —  1)  —  cos'  W 

:  C«.s— 1)  cos  W"4.  OOS  Wcos  W; 

fetten  wir  endlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  A"  nicht  null  sei 

j^sp  wd  y,s=p'  CM*«^) 

1   i    p'  p  A**  •  A"  A'  A 

and  dem  genäw  ^>  ^>  ^  >  p'     <^  X  *  7*  I*  iT*     werden  Jene  Gleiduufen 

-  co8W4--cosW"=:«,s— 1  ,  C0SW4--,  cos W"=ai8  —  i, 
P  9  P  P  * 

peo«W'+p'coiW"=«;'s— 1  , 
md  drUdien  wir  mittelst  der  ersten  nnd  zweiten  p  nnd  p'  in  s  ans,  so  finden  wir: 

_  («;«—  1) cos  W'+  cos  W cos  W"         ,  _  («,«-<) cos  W"+  cosW cosW 
(«.  B  —  1)  («;  s  —  13  —  cüs'  W  '    P  "~  («.s— l)(a;s  — i)  -  cos' w' 

woraus  sich,  wenn  man  die  Zdchen  p  and  p'  wieder  auf  ihre  in  (88.  e.}  engegebene  Bedeutn^ 
I,  dto  folgenden 
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um,  dM  te  Jeden  Pidle  mll  s  zugleich  «ach  A  :  A':  A"  gelben  und  dto 
dis  Rfehtonif  AT  b««tiinBil  iil,  ud  di  iiich  AniMg«  dar  CHeidniiigeii  (ßT.  a.) 

Ä  :  A':  A"=^C  :  ^C:  ^C  " 


ul,  M  kam  am  diweSMiMHV  nach  ßeliol)i>ii  durch  ihre  schicrmi  odrr  sonkrechten  Projedioiw- 
nUen  angeben.  Die  Glf»ichuiig,  wodurch  s  besliinml  wini,  lössl  sitli  auf  sehr  vorsi'hicdpne 
Weben  erballe».  Man  kann  die  Wertfae  von  m'  und  m"  in  die  erste,  oder  die  Werthe  von  n 
md  n"  k  die  swdle,  oder  die  Werthe  ven  p  nnd  p'  im  die  diille  der 
itehenden  Gleldnnyen  Miie%  uid  gdngl  to  jedesnel  »i  der  hk 

(«,•— !)(«;*— OK»— 0—C«.»  -  0«o»*w"-c«;e— Ocoe»W 

^C«Sr  s  ~  0  co^  W  >- 3  GM  W  CM  Wce«  WsO , 

nnd  eeheflk  nudi  Mi  dieser  die  KliaMeni  weg,  und  acbst  ftr  SoefWeoaW'ooeW^  eeinen  ene 

der  im  rrston  Abs(  hnittr  ($.  1.  Hc  SOL)  nngdMIton  GMOmg  (da)  enbMMMMiicn  Weifh  ein, 

»o  verwandelt  sie  sich  in: 

Anf  diMelbeB  Gleiehwigen  üOeal  um  eher  auch,  wem  man  eine«  der  VeAMMsfese  A  :  K% 

A  :  A",  A' :  A"  aus  xwoicn  der  Verfaühi^flgfeidiungca  (68.  k)»  QB.  d.)  und  (KS.  f.)  auf- 


sacht,  und  die  beiden  nrhaHinen  AMdittdM 

den  Gleichungen: 

(g;  8  —  O  («;'  s  -  1)  —  CO»'  W" 
(«;'  s  - 1)  cosW  +  ceaW'cosW" 


oder 

(«•  s  s  -  1)  "  ^"s'  W" 

(«i  «  —  i)  cos  W'^r  cos  W  CO«  W ' 


gkickaeltt, 


ane  ^eder  det  feigcn- 


(g'.'s  —  1)  tOS\V  +  C08  WCQgW" 

(«.  s  -  ij     s  — 13  — coi^  W 

(a',  s  —  0  COS  W'-hcosWeosW* 
'(«,»— 1)  CO8  W'S-  coe  W  cbe  W* 


l)cosW+  cosWVdsW 


oder 


l)cosW"-f  cusVV  CO«  W 
«;  s  —  1 )  cos  W'4-  COS  W  CO«  W ' 


(«;'  s  -  nco»  W -f-  cos  W'ros  W"  ^  fc,  a-  - 1)  C«>' '  0  -  cos^W 
C«;  •— i5«wW'+€otWcwW"  "~  IJcoe  W"+  cos  W  cos  W' 

_  C«.s-1)  cosW"-t-coaWcosW 
X  («,s -  1}  '(«;  s  —  I)  -  cos*  w  * 

von  dcuea  die  eine  UilQe  schon  in  der  andern  UÜAe^  emhaiten  islj.  es  Issseo  sich  dater  die 
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GMcIrangen  (SS.  b.)  oder  (88.  li)  oder  (88.  f.)  duidi  die  (88.  h.)  oder  (88.  l)  ii 
iberrühren. 

Um  nichts  lurikkzulnssen,  was  zur  bessert!  Einsicht  in  die  Natur  der  hin  Iichiindpiten 
GlctchuJigcn  dienen  küunle,  beuierlicn  wir,  dass  die  Vcrgleidiung  des  »uf  erster  Zeile  »leheiiden 
enieii  «od  leMm  AaMlmcks  in  «hm  GlcichaiigM  (SS.  L)  liefert: 

woli'he  Relulioa  sieli  iiucli  iiiis  der  Gleichung  (68.  h.}  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht 
cos\V"=ü  sei,  cnlnelinien  lussl,  und  die  für  cusW=zO  eine  identische  Gleichung  liefert,  also 
»dbst  in  dieseiR  Falle  im«Ii  volle  Gttltigfceik  bekUt;  fenieri  dm  um  dinrcli  dieieD  Werth  von 
((4s-i)(a;'i— 0— cM*W"  den  VeflijiUiiiasgleic]iiii«en  Q3»,  h.}  die  micliileliende  Fem 

geben  kann: 

.  X"-—  l  < 

*  (ff';  8  —  IJ  cos  W  +  cos  W'cosW  ' 

welche,  wenn  uian  die  ersteu,  zweileii  uiul  dritten  Glieds  su  beide«  Seitea  des  Glelckbdtszei- 
«lien»  mit  «.  eeaW",  ti  oos W,  «TooeW  nmlliplieirl  «nd  der  liiillMMieil  kriber 

coaWcosW  —  cosW"        ,      cos  W  cos  W"—  cosW  cos  W'cosW"—  cos  W  _  ^ 

«.coavr  »  ÄtoiW  » 

aelil»  QbemU  in ; 


oder  Bil  Rflckaieht  anf  dte  VefMUningMclnncen  (8&  in: 


a;'coiW 

1  ' 

(t+A^eeaW 

1 

(s  +  i)cosW  ) 

lind  211  dir  ^rlciclicn  Relation  führen  auch  die  Gleichungen  (8K.  d.)  und  (88.  f.}  uiiltelsl  der 
auf  zweiter  und  dritter  Zeile  stehenden  Auitfcrtlciie  (jätk  lL>  Üurch  die  aus  (Ot».  in.)  xu  schö- 
pfenden YctUllaisia  swisehen  C,  C,  r  gelil  aber  die  «Min  Gleldnmir  (87.  O  Ober  in: 

i        cos  W'cosW  t       rnsWeos  W"  _   

+ A  3     «w  W    ■     i;'  OOS  W      "  8  +  A " 

•  j  .  •.       i'     «.     4       i-\-f.X"   ...      .  t       cos  W  COS  W 

and  d.c8e  li«it  «ch,  wed  =:  i  -  ^^Jipp^  «t  und  =  1  -  ^^^o)  eosW" 

wird,  wenn  man  IQr  X"  ua  Zähkr  seiiiea  Weilb  aus  (88.  1}  niaunt,  auch  so  schreiben: 

*  ,  1  ■  1  ^  L  _  flM.itl 

ö,(*  +  Ä>«*  W     a;C8-f  i'}co&'W'^«,C»+l)co«'W"«eaWeo»irceeW'' *  " 


DteM  lelxle  GMebung  kann  wie  die  (88l  k>  o4nr  (88.  i.>  aw  AnMwiMg  dar  Wenk»  teai  # 
m#  dw»  ^  die  TarMMiM  CMt      binr  wi»  dto  (Ml  k>  «der  (88.  d.)  ed» 


t 
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(8BL  r.)       da  tea  8«Ufiff>  BieUnv  «i  die  Hui.  Dw  «b  fiWcimv  (66.  n.)  in 

Thrr!  mit  f!'"n  friihnm  vollkommen  Ubprcinstimmf»,  davon  Ivanri  man  sich  novh  ins  Besondere  aot 
folgende  Ar(  überzeugen.  ScIialR  man  nümlich  aiu  der  Gkidiung  {ßö.  vl)  mtuaüiehe  henmt 
weg,  wodurch  sie  «M: 

oder  wen  den  in  (86.  L}  eiBgeAAirten  Beieicluiinigten  sur  Folge 

eeeWco8W'_,„  .  1      co8WcosW"_,,  ^  i      cosWco8W"_,  ,  1 

«,«oiW"  '    «;«oew'  ~  "^k;  '     «i'cww  "  "*".«;' 

iit: 

(  =C«+r)C»+i')Ce+Ä) 

und  dnrch  Auflösung  der  in  ihr  befindMchen  BaRimern  sich  venvwidett  in:  * 

<  i        1  1 

Dieee  Gleiidinng  iet  aber  iwine  andere  «Je  die  C86w  t.},  indem 

=0 


911'  r+  i  i  i'+  i  i  r+  4  n- = -r, 

iitf  «ia  nun  sogleidi  einsieht,  wenn  aian  beaolrtet,  dess 

4C(  0^ 

und 

r  r  ;i +«. «.  ;t"  ;i + «. «;  a"  i + «: «:  i'  a = h' 

ni  GemSssbeil  der  Bexeidmnngen  (88.  wird.  ADe  diese  Glojdnuigeii  sind  gleichwie  die 
(88.  h.)  und  (^S8.  i.)  vom  drillen  Grade  in  Bezug  auf  s ,  sie  licrem  «Iso  allgemein  gesprochen 
drei  Werthc  für  diese  Grösse  und  (lieso  drei  Wcrihe  fUhren  dann,  wenn  sie  sttmmllicli  roell 
und  von  einander  verschieden  sind,  zu  den  drei  Axcn  des  gesnobten  Coordinatensystems  hin, 
wci^  wie  wir  voridn  «obon  geeehen  beben,  Jede  Am»  .dtodi  die  gMohen 
wML  Die  Jedeeaillge 


I 
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■Im  Zwdfd  grestdR,  wena  sieli  zeigen  IlMt,  dMS  die  CMcbong  (88.  h.)  od«r  (tt^  L) 
(68k  stcls  drei  reelle  Wurzeln  liefert,  die  von  einander  verschieden  sind,  und  dnn 
slcls  nur  zu  drei  bcstiiiiiiili'M  Gcradi-ii  Tiiliren,  in  denen  die  Coordinalen«xcn  liegen,  oder  wenn 
zwei  davon  oder  alle  drei  eiiiunder  gleich  werden  sollten,  die  Eigenscbalt  besitzen,  dass  die 
gleicheii  Wurzeln  stete  n  einer  gaiK  oder  teilweise  mibestimiRt  bMbenden  Richtung  MnfUkren, 
so  diisH  man  aus  diesen  unbestimmt  bleibenden  Rirbtungen  dann  immer  beliebig  zwei  auswithlen 
kann,  die  das  rccblwiaklige  Syst^  zu  lierc^n  im  Stande  sind.  .Dtete  nidil  ohne  tbeoretifc)|« 
ScIiwierishNtra  dnrdunMnvndcn  Vntenadnin^  lllMrlK|g«n  wir  der  fotgenden  Nummer. 

219)  Obschon  die  in  der  vorigen  Nummer  aurgefiowlenMl  Gliidiangen  mit  denen  eine  sehr  '  '  ' 
grosse  Aehnlichkt^'l  haben,  «nf  welche  man  sttMst,  wenn  ntnn  im  rechtwinkliirrn  Coordiniilen- 
systeme  die  Lage  der  Uanptaxen  im  EUipsoid  oder  Hyperbüloiti  aufsucht,  so  ist  doch  der  Bau 
der  ciMem  iMimmeageseliter,  nie  dilwr  ridnl,  daie  Neben  den  in  den  Neaneni  der  GleMunf 
(88.  n.)  vorkommenden  Fat loren  s  +  A",  s  +  V,  s  +  A.  auch  noch  die  «, ,  «', ,  cC  vorkommen;  <.» 
Mhea  wir  vm  hewofn^yimt4t!xm  bmw»r  AurMi^cis«wui{,<oocl^,dic  iolgpndoa  Bcr 
limmfilfeii.  Oor  fimg'»  ^^^l^  den -wir  m  den  Cfeichiu^pHn  der  vorigen  Nopmer 
gelangt  tiad,  stellte  immer  die  V(»i-Hii<>s('lxung  ait  -i  im  i/e,  duiis  ciiio  der  ProjccÜonszaUeK 
A,  A',  A"  oder  C  ,  C,  C"  nicht  null  sf' :  ck  Nerlmijft  dalier  der  Föll  noch  eine  besondere  Be- 
rücksicbtiguiig,  wo  jcoo  Projeclioosauiilcu  alle  drei  miU  sein  konnten.  Aun  lUiaiien  zwar  wed^ 
die  drei  wkiebo  liicli  die  drei  ceatapeeklMi  ProJedionMwIita»  von  k^vA  einer  teilimnten  Bidh 
twig  je  gldciizeiüg  mdl  werden,  aber  dn  in  den  Gieidni^gen  (67.  d.)  und  (87.  e.)  immer  nur 

.11 .    T.  .  .      ,  ■       ■       0  '  ■   •  '  "• 

dio  TerküUniaie  von  je  iweien  nnflrelen  und  dieie  in  der  Form  s  ersdieinen  aillwlen,  de  wo 

die  Riclitung,  worauf  jene  Pr^|ef ftwiiwlilno  weh  beziehen,,  wdiealiiiimt  Uetbcn  könnte,  so  ver- 
langt dieser  besondere  Fall  noch  eine  nilliere  Retrirliiimfr  Wfvi  nieirfinn^ren  (88.  m.)  zur  Folge 
nehmen  dio  Pr<gec(ioB9^1en  der  geüuiUiicii  iüt;lUuiig  uur  in  «iuui  uiiwa  Falle  ein  unbeätiuimtef 
Vefidftnias  »i  einander  an,  bi  Folge  dessen  die  Richtung  seibat  eine  nnheatinwrtn  wild,  ^Hmk 
gleichaeHig 

(8  +  i'0co«W",  jO  +  i:)co8W',   Cs  +  il)cosW  <  >i 

entweder  unendlich  grosae  Werthe  anndimen,  oder  wenn  sie  mO  werden.  Biese  Ausdrttdte 
werden,  w  enn  man  in  al«  lUr  1",  A',  i  das'  aehreibl,  was 'sie  sofolgo  der  Gldebwigea  Qk. 

SU  bcdculen  bnhen : 

„,„  ,  cüsWeosW — cosW  "  ,  cosWcosW  ' — cosW'  „, ,  cosW'cosW  "— cosW 
scosW  H  jj-  1  scosW  H  ♦  scoaW+  ^  

und  zeigen  so,  das.s  sie  nur  mit  s  zugleich  unendlich  grosse  Werthe  erlangen  können;  ein  un- 
endlich grosser  Werth  von  s  aber  würde  in  Gemüssheil  der  (lilcichung  (87.  ein  Glied  der  ^ ^  , 
zu  findenden  Gleichung  vernichlcn  und  dadurch  zu  verstehen  geben,  dass  sie  weder  ein  Elb'p- 
aoid  noch  ein  Hyperboloid  in  aieb  anlhlltt  fiesohränlMn  war  daher  unsere  Betraelitungew^air 
auf  FlSeheii  (iie.>-er  Art,  w  ie  ['isher  itnnipr,  so  bnmehen  vnv  unendtieh  grosse  Werthe  der  obicren 
Ausdrücke,  als  nie  aullretenö,  nicht  weiter  zu  beachten,  und  crbalteu  als  Bediiqiamgen  einer 
unbestfnwiteD  AaMnfchtsiifc  «die  Mlfiaithseitig  »VealelmiiBV  OloMUmliBta»:  i)iii>il>i  >lii  i«b  .^N 'i 

,  <^M'hM'^t^W      „  ^,  ,  cojrWcosW-icosW'        ,  > 

-  .d^  ^^u'jj^..n^,  .   s  cos  W  -f-.-  iir7^'/.u-.a  ^^^^ 

•..:ri;i    .i.iiiiJ,  .  f  vt>l^)?'^ifre«Tiriixu'iilKliifl«('>ii'j|'»f»  ,l»i"T«i'il«Y'i  «"»»ililniwJiWM  *il) '*?a 
L  64 
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tts  w«lc)m  sldi  ogiebl 

fl^cofW"        *  '  a;cf»W'  ' 

cosW  Vos  W"— co$W 
,         tt't  cos  W 

«Hier  mit  Ziiziehung  der  in  (bb.  L)  eingcnihrten  Bezeichnungen: 

CM.M  K  — -r,  sT=-r,  s-=~)., 

und  da  diese  drei  Gloiolumfea  gleicbzeiUg  bestehen  nüjisen,  so  eicht  tata,  dass  tum  AuAroieo 
uibostininler  AxenriclilimgM  FlMolieii  von  b»oiiderar  Art  erfentert  werden,  deren  IMnr  m  itm 


et«.«.)  r=A'=A 

enthalten  ist,  worin  sich  eine  gewiiM)  Alildta||jgkeil  iwiictien  den  Cucfflüenien  der  urs|NrUng- 
Kch  gegebenen  Gleldimg  and  den  AxenwfailEebi  de«  CoonflMteDsystcins,  mf  weMim  lie  feeM- 

gen  ist,  iiiissprichl.  Hierbei  verdient  noch  der  Fall,  wo  eine  der  4ni  Grfissen  cusU',  eosW, 
COsW"  null  wird,  eine  besondprc  Fru':*hniin((.    Aus  den  Bt.MÜnLnin'jt'n  n  1  gclit  hervor, 

dass  in  diesem  Faiie  gleichzeitig  noch  ein  zweiter  der  emühiituu  kuüiniuü  null  sein  müwte, 
wtd  «faum  entweder  weh  noeh  der  drille,  nnd  et  wire  die  anprflngUch  gtg^bvm  GMduny 

idion  die  Teriangle,  oder  ee  iriAme  |  den  Werth  von  einem  der  Coeflisienlen      tf,,  am, 

wobei  sidi  die  diesem  Coeflkienlen  enteprechcnde  Ave  »wer  «chetnbar  nicht  bestimniie,  aber 
dMll  imaer  nil  den  zwei  andern  Axen  mglelch  gegeben  «ib«,'  WKser  wenn  a,=:at  =  a"  mi 

mA  «ler  drill«'  v(.n  iIimi  obigen  Kosinusen  null  wiJrdf.  —  Vm  die  Folgen  der  Bcdingtingen 
(IM.  zu  ctitdcclicii,  setzen  wir  in  der  Gleichung  (SS.  o.}  1"=  l'z=.  l ,  wodurch  sie  die  Tel- 
fenile  Form 


und  iiui)  zeigt,  dass  sie  in  der  Thal  zwei  Wurzein  von  der  Grösse  —  X ,  wie  in  ditn  Gleichun- 
gen (89.  b.)  Mgegdien  iel,  crhül,  so  wie  die  Bedingungen.  (80.  c.}  tn  ihr  eritUlt  sind,  «nd 

4m  ihre  drill»  Wwtel  denn  a;i+-  +  ^+4  >«>t;  es  vricd  »Mihi  dieie  MH«  Wwml  de« 

a,    tt,  a, 

vorigen  iweien  gletdi,  wenn  neben  der  Bedingung  (89.  c.}  anch  noch  die 

ttnUindeL  Hierans  folgt,  dass  nnr  imm  zweien  Axen  des  gesuditen  rechtwinkligen  Systems 
eine  unbeslimmtn  Richtung  angewiesen  wird,  wenn  diu  BedingURfen  (89.  c.}  erTiiUl  sind  und 
die  aus  ihnen  hervorgehende  Gleichung  (89.  d.)  zwei  gleidic  Wurzeln  in  sich  trägt,  was  in 
Folge  der  Glelehung  (BT.  «.)  iwei  gleiehe,  liel  den  Onndntai  der  Coordhuilaa  vorirn— imidw 
CoefTlzienteo  in  der  am  rechtwinkligen  CoordinHtengysteme  sich  bildenden  Gleirdtmr  riiirli  sich 
lieht  Unter  solchen  Umstünden  ist  aber  dio  gegebene  Ftiicho  eine  RotalionsAüche ,  deren  Ro- 
triioimn  die  «n  der  dritten  Wonel  der  GMebung  (89.  d.)  hcrvorgehendo  dritte 
um  det  leehlwiiUiBMi  Snlew  iil,  welcher 
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wi«««ii  wini,  wenn  dar  Werft  der  dritten  Wnmel  von  den  der  iwei  glewhen  Wtmeiii  Vm» 

schieden  ist;  ist  hingegen  diese  drille  Wunel  den  bt-idfn  vorigen  gleich,  welches  geschieht, 
wenn  aocU  überdies»  die  Bedingung  (89.  e.)  vorhunden  ist,  so  bleibt  selbst  die  Richtung  der 
ihr  entsprechenden  dritten  Coordinatenaxe  noch  unbestinunt  und  es  werden  in  Folge  der  drei 
gleichen  Weriho  von  s  die  drei  zu  den  Quadraten  der  Coordinaten  gehörigen  Coeffifienten  in 
der  um  rechlwinklii^rn  Systeme  rosnlliron«leii  Gleichung  einander  jrleirh,  wodurch  angezeigt 
wird,  das«  die  untersuchte  Fidcbe  zweiter  Ordnung  nichts;  anderü  als  eine  Kugdflacbe  sein  kann. 
Ancfa  folg:!  rangdeehrt,  d«M  jedeeiMd,  wenn  die  enbieehe  Gleidinng  in  i  fiir  diese  GrVsse  Kw4ä 
gteiclie  Wurzeln  licrerl,  die  Bedingung  (89.  c.}  durch  die  ursprünglich  gegebene  Glr-idmng 
sich  bcwiihrcn  niUssc,  und  nach  noch  die  (b9.  e.),  wenn  jene  Gleichung  fiir  s  drei  gleiche 
Wurzeln  liefert ;  denn  im  erstem  Italic  \Yerd^n  zwei  von  den  Cot^ieulen^  welche  zu  den  Oua-  * . i.  . 
dnilen  der  Coofdinnten  in  der  «n  redlwinkligen  Systeme  «»Utebenden  Cleidi^  und 
im  Iclztrm  Fallr  nüc  drei  einander  gleich,  also  hat  man  es  im  erstem  Falle  mit  einer  Rolalions- 
üacbc,  im  andern  mit  einer  Kugel  zu  Ibun,  mithin  bleibt  in  jenem  Falle  die  Lage  zweier  Axen, 
in  diesen  Falle  die  Lage  aUer  drei  Axei»  dos  nchlwinU|gen  Syatens  nodiwendiger  Weise 
bestiinnit ,  daher  finden  tM»  die  BediqgangeB  (89.  c.)  und  in  letxlenQ  FnUe  «wk  nodi  die 
j(b9.  eO  «In».  ,    ,  ,^         ,     .      »  • 

3303  ^B*^  diesen  Auseinandersetzungen  ist  die  jedesmalige  Existenz  des  gesuchten  recht' 
winkligen  Systems  und  damit  das  unbedingte  Vürhandenseia  von  senfcrerht  uuf  einuiult-r  !<tehen-  f .  <  %  . 
den  conjugirten  Diamelnilebeucn  im  EUipsoid  sowuhl  als  iin  Hyperboloid  erwiesen,  wenn  ge- 
sdgl  werden  kann,  daif  die  enbtoebe  Gldcbung,  wodnrdi  s  beslbnnl  wird,  Qilrer  Ifatnr  oadi 
Tiir  diese  Griissc  stets  drei  rcollo  Wcrthe  liefern  niUsse.  !>n  sich  der  Beweis  hierftir  nirht  auf 
die  zierliche  Weise  wie  bei  der  Aufsuchung  der  Hauptaxcu  da,  wo  man  von  ciucui  rechtwink- 
ligen CQ«niinatensystenie  ausgeht,  fllhren  Üsst,  wdche  uan  in  der  naclt  einem  lithographiiten  * 
Memoire  Cawchy's  von  Motb  herausgegebenen  Schrift  „l7eiM>r  die  Theorie  di-s  Lichts*  nach- 
lesen ksnn,  weil  <!ie  in  der  nieicliiiirjj  n.}  neben  s -)->'•  '»  s  4*  ^-'j  steheiuieri  Factorrn 
hier  nicht  wie  dort  stets  positive  Grossen  sind,  so  w<>rden  wir  zu  diesem  Ende  einen  andern 
\feg  einseblagm,  der  nidik  minder  anseinulich  ist,  und  ans  noch  den  TorlbeO  bringt,  dass  wir 
den  allerdings  schwierigen  Gegenstand,  von  welchem  lüer  die  Rede  ist,  noch  von  einer  iuidern 
Seile  iraleucblen  können.  Da  wir  ntuilich  schon  wissen,  dass  die  gesucbtea..Kicbtungen  AY, 
AY*,  AT*  «nem  reebtwinUigen.  Coordlnateniyilene  angehOroo,  falb  sie  mSglich  sini^  sa  mOs» 
Ben  z^viiichcn  den  ihnen  zukommenden  I'rojectionszniüen,  viorur  wir  die  obigen  Bezeichnungen 
beibehttüen  werden,  jene  im  ersten  ,AMMpl^i,($^,,^.,j|fr.^,ii$PO  ,|^^ 
stallfinden ,  denen  gemiüs  man  hat : 


Ac,  +  A'c;-f-A"c;'=o  ,  AC,+A'c;-t-A"c;'=o  ,  A,r,-i- a;c;  +  a;'c;'. 


(••.  r.) 


Bezeiclinet  man  nun  den  Zur  Richtung  A  Y  gehörigen  Wertli  von  s*  durch  s, ,  den  siur  Richtung 
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•  ^  •  ^      (ii,+r)cosW  '  ■  (s,  +  A'jcosW'    (.Sj  +iJcw  W 
mittelst  dieser  Vcrhüllnis£gleicliungen  geben  aber  die  Gleichungen  (89.  Q  über  in : 

*  •  *  +  '  -0 


von  denen  die  erste  in  BctrolT  der  Axcn  AY  und  AY'  fifanz  dasselbe  aussagt,  was  die  zweite 
in  BetrcOr  der  Axcn  AY  und  AY"  oder  die  dritte  in  Betreff  der  Axcn  AY'  and  AY".  Scbafli 
ann  in  der  «tfea  dicMr  Gleidiungwi  die  ft4airHk  b.  +  V,  s,+A  •»  den  Neimem 

weg  imit  will  BIM  für  cineii  AageMkk  der  Kine  «egent 

Cfl**ii.>       «*ci,+A''3c(w'w"=ir',  «(;(<,+o«o«*^=K'i  ii;'C«*+A)«^w:=ii, 

sie  die  folgende  Gestatt  m: 

JH  H  N 


md  wird^  wenn  man  die  UoMneni^  wecin  $  veritomint,  enflitel  nnd  mdi  den  Polenten  dieear 
Grösse  ordnet: 

iMm.  I.)         + + 5j>? + + -ir- + -T-> + IT  +  IT  +  -r 

weiche  letzte  Gleichung  in  Bezug  auf  s,  quadratisch  ist,  und  dadurch  zu  verstehen  giebl|  dass, 
wenn  von  den  divi  GrSssen  s. ,  s, ,  s,  dio  eine  s,  gegeben  ist,  man  mtltelat  Ihrer  <Hc  endefe 
e,  ftnbn  kann,  wobei  man  ßli-icli/eiliLr  r.wci  Weriho  Tur  diese  Gritsse  erhält;  weil  dier  die 
aweitc  Gleichung  (89.  g.)  in  Hi-zui:  nuf  s,  irctinii  die  j^lcii-lin  ist,  wie  die  erste  in  Bezog  auf 
S|,  HO  sieht  man  ein,  dass  die  zwei  Werthe,  die  man  aus  der  Gleichung  (89.  für  s,  findet, 
wenn  s,  gegeben  ist,  die  zwei  Werihe  s,  nnd  s,  sind,  welche  vi!r(>intgl  mit  dem  gegebenen  s»- 
'  die  drei  Wurzeln  der  cubiscben  Gleichung  in  s  bilden ,  Uhd  von  denen  der  eine  eben  so  gut 
wie  der  andere  als  zur  Ave  AV  gi-hürig  genommen  werden  kann.  Sieht  mnn  dafitT  s,  als 
eine  der  Gleichung  (8H.  u.}  ungehörige  reelle  Wurzel  an,  (und  da  diese  Gleiciiiing  vom  dnUen 
Grade  ist,  so  bat  sie  bnner  wenigstena  eine  aolcbe  Wand),  ao  üefert  dio  GIcichong  (89.  L) 
zu  dieser  einen  Wurzel  die  bcidtvi  inulfrii  in  der  cubiscben  Gli'itluinir  onlhaltenen,  welche  daher 
reell  oder  inaginür  sein  werden,  je  nachdem  es  die  beiden  in  der  quadratischen  Gleichung  ent- 
liaUenen  sind.  Bekanntlich  bestellt  das  Merkmal,  dass  die  beiden  Wurzeln  einer  quadratischen 
Gleichnng  von  der  Pom 

•  Jif+bx+cs=a 
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nell  sind,  darin,  ibM  b*  — 4««  nie  Mpttv  wccdM  ilnfj  m  mrien  Mmt  die  beidea 
Glcicbung  (9^  L)  im  icb0pfendea  Werthe  von  s,  reell  adn,  wenn  der  Anadnidi 


Vir  '"".M  v~'*vs^"'"m'"^m /Vm" '^IT"'^  M  J 

nie  eine  negative  Zahl  hergt'ben  kann,  nnd  diese  Eigenscttan  liuinmt  ihm  in  der  Tiial  za;  denn 
er  Hast  sieh  durch  eine  Iricbte  tfairennung'  eUtaidern  in: 

womit  also  bewirsi'u  ist,  dass  die  drei  >\'ur7.rln  der  niljisriien  Gleichung  in  s  ihrer  ,\.itur  mich 
stets  sümntiivli  redl  s«ia  niüsaen  mi  unter  allen  l'nutläniiea  eine  gleich  eiofacb«*  DurstelluQg  * 
gcstalteo.   Dieser  Beweis  bleibt  wesentlich  der  (gleiche  >  wenn  man  auch  die  ursprUnglicbe 
Gleichung  schon  auf  ein  rerhtwinkhgcs  System  bezogen  voraussetzt,  in  wdcher  noch  die  GBo- 
der  vorbanden  siiul^  welche  die  Producle  der  Coordinaten  in  sich  aurnehnicn. 

BcNor  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  l  ine  niedliche  Relation  zwischen 
den  in  den  A'eaneru  der  Gleieliungen  (H9.  g.}  auftretenden  Factorvn  mitUieilen.  Zu  diesem 
Ende  schreiben  wir  die  genannten  Gleichungen  so: 

wo  zur  BiHiucuiliflikfit  des  SchreLboas 

«.  («. + i"3  C«. + >''!  C».  +    «»'  w"=    .  «i  (».  +    (». + *0  («» + CO.'  w'ssM' ,  j 

anf  einen  Aufenhlick  gcselst  worden  isL  Vnltqiilcirt  man  die  erste  nnd  jtwcUe  der  Gleiehonfen 

(8f>.  k.3  mit  +  und  »,-{->,,  die  erste  und  dritte  mit  s, -f-?.  und  s,-}-X,  die  zweit  '  utid 
drille  mit  St-j~l  und  a,-{-k  und  sublrahirt  man  sodann  die  jcdesinaligen  zwei  Resultate  von 
eimnder,  so  erliilt  man; 

(s, + n  c».  4-  A)  -  + /Q  c«.+ n  .  c». + Ä )  c». + ^)  -  c»» + c«. + _^ 

ir  .  ,11' 

welche  sich  sogieioh  zusaininenziehen  lassen  in: 


CM*!*) 
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unter  «I<t  Voraii5s«.'lziin$r  sein  iiiüsso,  dass  keine  zwei  \  oa  den  drei  Grüssen  s, ,  s, ,  s,  eiiiandor 
Iflcicli  ttüid;  denn  die  Gldchhcil  von  zweien  dieser  Grüjisen  lifille,  wie  wir  vorhin  geschou  habrn, 
die  Bediogwigvii  (8t.  «t}  xur  Folge,  wodurdi #llein  schoa  die  drei  vor  (89.  m.)  ste}icndea 
Gleirhun^en  brfrififii:!  Miirdrii.  ^Vr  i!  nber  die  Bolinndlung,  welche  uns  zur  (Jlficlinnijr  (s9.  in.) 
durch  Elimiualiun  der  drillen  Giietlcr  in  den  GteicbungeM  (^>9.  k.)  gerührt  hat,  eben  so  gut 
■ach  auf  die  Elimination  des  zweiten  oder  enicn  Glieds  in  jenen  Glctohungen  ausgehen  kaim, 
so  werden  neben  der  (ileiehtiii^  (89.  in.}  nucb  noch  die  bestellen,  welche  innn  ans  ihr  durch 
eine  an  den  Acccnten  vorgenommeno  Yertauschun<ur  der  ersten  o(b<r  zweiten  Art  erhiU,  ninilich: 

Schafft  man  ans  den  Glcidraniren  (Hd.  in.  imd  n.}  die  Nenner  wcy  vnd  aelzl  man  wieder  lUr' 
K\  N',  IV  was  sie  den  Gleichungen       I.)  xar  Folge  XU  bcüculen  halten«  «0  stöMt  man  «af 

die  nachstehenden  bemerken^werlhcn  Relationen : 

«,(!'—  k) (8,+      (S.+  /.  ')        >.")  cos'\V"=  «;  ( /.   -  n  i\+  / ')  Cs.+  X'^  Cs,-H  i')  cos'  W 

=  «;'(/."- A'Ks„  +  Ä)  (s. +  /)  es.  +  ;ij     w , 

welche  Gleicbuiigun  liel'ern,  die  in  Bezug  auf  jede  der  drei  Grüsvcn  ü, ,  in  ,  nur  vom  ersten 
Grade  sind,  und  dadurch  zu  verstehen  geben,  dass  Jede  von  diesen  drei  GrSasen  durcli  die 

zwei  andern  in  völlig  besliuimlcr  Weise  gegeben  ist,  sowie  die  (89.  g.}  an  die  Hand  geben, 
dass  au.s  einer  von  jenen  drei  (Frössen  gleichzeitig  die  beiden  andern  iu  solcher  Weise  gerun- 
den werden,  dass  uian  mit  gleichem  Rechte  jode  von  ihnen  zur  zweiten  und  dann  die  noch 
lthfi|f  bleihende  zur  dritten  nehmen  kDnne.  Diese  EigenthUmlichkeiten  sind  Folgen  des  l'm- 
standcs,  dass  unj>ere  Aiifliisung^  »Irr!  bettifiiinto  piiiid.-  Linien  den  drei  Axcn  ih-s  gesuchten 
rechtwinkligen  Systems  in  untteütiiufntfr  Weise  vorsclireibt,  umulich  in  solclicr  \\  eise,  dass  jede 
einzelne  von  diesen  Axen  in  jede  beliebige  der  drei  Gernden,  hierauf  jede  der  zwei  andern  Axen 
beOclMg  in  die  zwei  noch  übrigen  Geraden  gelegt  werden  kann.  Aus  den  Gleichungen  (89.  o.) 
kann  man  wictJer  riUku  art?;  diin  li  Kliiiiination  von  je  einer  der  drei  Grössen  s, ,  s, ,  s,  zu  den 
Gleichungen  (»9.  g.)  gelangen.  Zum  Ueberflusse  wollen  wir  «och  aiiinerkcn,  dass  die  Weg- 
achaffiinf  der  Nenner  N ,  N*,  N"  aus  den  Glelebunge«  (80.  m.  und  n.),  sowie  äbcrtaupt  der 
aus  .sulchen  Faiiorm,  w'w  diese,  gebildeten  Nenner,  stets  erlaubt  ist,  woil  die  Fliirhe,  wo  solche 
Factorcn  unendlich  grosse  ^Verthe  annehmen  künuten,  von  unserer  üelrachtung  ausgeschlossen 


€••••.1 


921}  Wir  worden  jetzt  die  den  bisher  entwickelten  Eii.'i-ns(  iiBn«n  dar  Mill^nnctsflarhen 
anal<^eii  Fijrensrh«ftcn  der  Paraboloidc  ^f>r  Augen  fUhreii.  Wir  iuiben  schon  oben  in  Xr.  207. 
gefunden,  dass,  naehdem  man  dasjenige  Cuurüiuateiuystein  aalgesudil  bat,  an  welchem  die  Flache 
zweiler  Ordnung  ehe  Gleidrang  von  efaMsr  der  in  (5S.  a.)  mttgetbeilten  Formen  liefert,  aas 
deren  Tbeil  der  zwoitcn  Dimension  die  Glieder  verschwunden  sind,  welclic  «Ins  Producl  \nn 
zwei  üoordinaten  zum  Factor  haben,  in  welcher  aber  noeh  der  Theil  der  ersicp  Dimension  zu- 
rtckgebllelmi  ml,  waz  mA  ubr  iteli  aaiMnrbar  erwiew*  hat,  mm  damh  pataMk  md  gMc^ 
ttnlge  Veiiegung  dar  Axcn  dea  Syaiema,  die  wir  dAndi  AX,  AX*,  AX"  bezeichnen  woüen, 
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«hwoh  «iMB  iiMt&PwMl  O  hMimb,  mMw  Axtm  wir  ia  dloMr  memm  Lafa  dank  OX»  OX', 

0  X"  .vorsIcUeo  werden,  es  nolcr  der  Voraussetzaiigf,  iUis^  der  linkeu  Seite  der  Gleichungen 
(55.  a.)  keines  ihrer  Glieder  verlorn  gafMig««  ift,  durch  die  gceigoete  Wahl  des  Puaoles  O 
itninvr  dabin  briniipn  kann,  dass  der  ganx«  TtietI  der  ersten  Dimension  mu,  der  «uf  <licie  Axao 
OX,  OX",  OX"  sich  beziehenden  Uleichun^  verschwindet,  und  man  zu  einer  Gletehaag  von 
finrr  drr  in  ((12.  c.^  oder  (fi2.  f.)  Hiiiifircbeiu'n  Forr?irii  peliin^rt ;  (IiisHbst  hat  es  sieh  tk0t 
auch  gezeigt,  dass  die  Wegschailung  des  gai^eu  Ihcilä  der  ersten  Oiuicnsioa  durcli  k«iae  WaU 
des  Fundes  0  bewirkt  werden  ^«m,  wenn  die  PMche  zweiter  Ordnung  von  solcher  Art  tst, 
dass  aus  der  auf  die  A.xen  A  \ ,  A  X',  A  X"  sich  beziehenden  GIHchung,  in  welcher  kein  Glied 
mehr  enlhallen  ist,  welches  das  Prodact  von  zwei  Coordioalea  zum  Factor  bitte,  zugleich  auch 
noch  eines  von  den  Gliedern  Ihres  TbeUs  der  zweiten  Dimension  verschwindet,  welches  das 
Onadnt  von  eteer  der  drei  Coorditialen  in  sich  trüge,  dass  vielmehr  in  einen  solchen  Falle, 
Falls  die  Fliichf*  tnlt-r  Orditunj;  keiii«>  Cylinderflüche  ist,  nothwendiger  Weise  in  der  Gleichung 
eines  von  den  GlicdtTit  ihres  Theils  der  ersten  Dimensiun  zurückbleibt,  und  sie  daher  eine  von 
den  fafi  (62.  (r.  bis  k.)  «afgeihbrleR  Fonaen  anninnnl.  Zagleieb  wurde  dort  von  ana  «fhaanl, 
dass  man  da,  wo  dieses  gescliiehl,  durch  die  Wahl  des  Punctes  O  es  immer  in  seiner  Gewalt 
hflt,  das  constanle  Glied  aus  der  auf  die  Axen  OX,  OX',  OX"  sich  beziehenden  Gleichung 
zum  Verschwinden  zu  bringen,  wodurch  eine  Gleichung  von  einer  der  in  (62.  m.^  oder  (62.  o.} 
iaffflgdieaea  Foraian  «ntaidit,  von  denen  die  erstem  die  PUichen  danleHea,  wakbn  wir  dan 
Namen  Paraboloid  beigelegt  haben,  und  die  in  ((>4.  b.)  als  aiir  die  urspritnglichcn  Axen  AX, 
AX',  AX"  sich  bniehend  aufgestelU  worden  sind,  wobei  den  obigen  Erdrterai^feii  gewäu  A 
immer  einer  von  den  Fanden  dea  daidi  dieae  GleieiHnig  dargeslMtea  f  uMMMda  aribar  iat 
Nan  worden  wir  noch  zeigen,  dass  aus  diesen  letztem  Gleichungen  immer  wieder  andere  von 
dcrsL-lli*>n  Fornt  sich  herleiten  hsnen,  welcbe  das  gleiche  Faraboloid  darrtelka,  aber  aaf  aaden 
Coorümuteusyüteuie  sich  beziehen.  '  i  i 

^ VarMieht  man  ea,  ia  die  voidare  Gleidwair  C«.  k>  IMr  if^V*  iBo  flir  rie  ia  (41.  a.) 
oder  (it.  e.),  oder  in  die  hintere  Gleichung  (Hl  h  )  filr  ti ,  u',  u"  die  filr  sie  in  (41.  c.) 
oder  Q  gegebenen  Ausdrücke  eiazuselzea,  so  geiaogt  man  zwar  zu  neuen  detchuQgeiii 
iw  denen  «di  jedo<A  leidil  elnaehen  Mast,  dasa  aie  an  Iteiaea  aeaen  Axen  wieder  etoe  Glai' 
chung  von  der  Form  (64.  b.)  lierern  ktinnen.  Erwägt  man  aber,  dasi  darch  die  t^ogezeigtaa 
Substitutionen  nur  solche  neue  Coordinul(  iiii\en  in  die  RelrucliUnie  kommen,  die  mit  denen,  an 
welchen  die  Gleichung,  von  der  man  ausgegangen  ist,  Statt  hat,  t^iaeriei  Cuordinatenspitze,  die 
Idar  daivh  A  beieidmet  worden  iat,  beiitiea,  ao  wird  maa  aaf  den  Gedanken  gebracht,  ob 
nicht  vielleiclit  düi  fi  «Jeder  eine  Gleichung  von  der  Fonn  (64.  b.)  aiirgefunden  werden  könnte, 
wenn  man  neue  Coordinatcnsysleine  mit  abgeänderter  Spitze  zur  liilfe  nübnie.  Um  diese  Frage 
zn  eniacheidaii  ftbren  wk>  anstatt  da-  Axen  AX,  AX',  AX",  an  wekhen  die  ■  der  Farm 
(64.  b.)  gegebene  Gleichung  Statt  hat,  drei  neue  mit  den  oben  genannten  parallele  und  gleich- 
läußge  ein,  die  aber  nicht  mehr  durch  den  Ptmet  A,  sondern  durch  einem  andern  0  hindurch 
gehen,  dessen  schiefe  oder  senkrechte  Cüürdinalcn  au  den  vorigen  Axen  | ,  |"  oder  t; ,  q',  ij" 
•akk  m9fea,  je  aaehdem  die  Glckshwif  aehiere  oder  'aealtfedio  GomÄmlai  hi  akh  onÜlU^ 
welche  neue  Axen  wir  zum  rntersehiedc  von  den  vori)jren  durch  OX,  OX',  OX"  vorstellen 
woUen.  Bezeichnet  man  nun  die  schiefen  oder  senkrechten  Coocdinaton  einea  beliebigen  Pano» 
lo»,  dar  a«  dea  vorigen  SystaaM  dfo  x ,  x',  x"  «dar  a,  iC,  W  küKe,  m  den  Maa«  flyatamn 
dnrah  x«,  <,  s«'  oder  n*,      «;:,  m  IhMten  «kr  mw  där  fefebrnwi  Olatnhanf  die,  wodnrak 
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Arnelbe  PmkoloM  'an  dn  Mnen  Axen  4wiyBitelH  wM,  ««im  wir  in  jcM'flr     x*,  iC  «isr 

a ,  u',  u"  die  für  sie  in  den  Gleichungen  {^.')  auRgesprochcnen  Zosammensetzun^n  «iiMiifeB. 
Auf  foloiie  Weise  verwände!»  sich  ahpr  din  vordere  oder  hinlere  GleicJuing:  ("64.  b.)  in: 


CS  goken  aber  die  Gleichungen  (90.  b.)  auij  denen  (64.  b.}  hcnor,  wenn  man  in  leUlcrm  an 
«Ims  Stette  voo  x,  x',  x"  oder  u,  u',  u"  seist  |,  l",  £"  oder  >, ,  i/,  »/',  wonuis  folgt»  du« 
nn  BaUlflhn  dar  flleioliungen  (m  c.)  uidits  veiler  erfordert  wird,  als  daw  bh«  eiMft  der 
Futtt  dM  dnvdi  die  Gleichung  (64.  b.)  gegettenen  Pambuluidti  zur  neuen  Coordinatensjiilu 
0  wähle,  50  wie  umffokehrt  jeder  Punct,  der  iiiclil  in  «lern  Paraboloid  liotff,  die  Gleichungen 
(90.  b.3  udiefnedigl  lusst,  uod  eben  dusswegen,  xur  CoordinalenüpiUtv  genummen,  keiiue  Gleir 
dHUff  von  oiii«  dar  in  CM.  aoljiaatelllaB  Formn  Ueffem  kawk  NduMn  wir  daker  iigaMl 
einen  von  A  versehii-Hciifn  Puncl  0  dL"<  P;ir;'!ii«luids  zur  CoordinalenA'pilzc  der  nenan  Azaa  ao^ 
so  enlsloitl  jedei^iual  eine  Gleichung  vuu  der  Form  (^!H).  r.)  und  aiisserdan  nicht. 

1}  Führen  wir  jetzt  statt  des  aus  den  Axen  0.\,  ÜX',  OX"  gebildeten  Syslcuts  noch  ein- 
mal ein  neues  ein,  dessen  Axen  durch  den^tetbftn  Puncl  0  gehen,  aber  eine  andere  Richtung 
als  die  eben  genannten  einnelimcn,  und  bezeichnen  wir  die  Gnnulii.xen  dic.scs  neuen  Systems 
diinh  OY.  OY',  OY",  seine  Polnraxen  durch  0«),  0  g)',  0  Jf)",  uiilirend  die  seliiefen  und 
senkrechten  Projeclionszalderi  dieser  neuen  Axeu  an  denen  0  X  ,  Ü  A',  O  .\"  «der,  was  dasselbe 
iat|  an  denen  AX,  AX',  AX"  durch  dieselben  Zeichen  wie  in  §.  3.  Nr.  44.  vorgeslem  werden» 
M  yerwandelt  sich  die  obere  Gleichung  (90.  c),  wenn  ninn  durch  y ,  y',  y"  die  schiefen  Coor- 
dinnlen  nn  den  letzten  neuen  Axen  von  dem  Puncte  des  Paraboloids  bezeichnel,  der  an  den  vo- 
rigen OX,  OX',  OX"  die  X, ,  xi,  xi'  gab,  und  Tür  .\, ,  xi,  xi'  da:»  setzt,  was  in  den  Glci- 
ebnngen  (41.  «.}  ausgesprochen  isl»  in : 


+2G«.AA,+«iÄ'A;)yyH-«(«.AiA,+«;A;A0j'y''+»C«iA|+«;A*r+A>Oy 

+ac«.A.*+«;A;5'+Ar;{:)y'+2c«.Aii+«;A;r+A;;C)j"=o, 

and  man  Ubenteogt  aldi  Mehl«  daw  in  »dieser  fileiclranir  die  Glieder,  wekhe  y^,  yy,  y'y" 

«um  Factor  haben,  nur  dann  vei-scliwinden  können,  wenn  ninn  A  — ')  und  Aj=0  sein  lasst, 
was  A«  s=  + 1  zur  Folge  hat  und  den  zu  y"  geliito'igen  Coeflinenten  in  +  y'i  verwandelt. 
Wiren  nMM  A,  und  a;  nicht  null,  so  würde  stna  Verschwinden  dar  zu  y  y"  und  y'y"  ge- 
Mrlgen  OaeOMen  ^«IMart,  du»  A  :  A'ss  A, :  A^s^^A;  ;  «»A,  aai,  «ad  die  Va»* 


<  oder 
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•iiifamg  darzu  y  und  gehtfrigen  Giraflbieiilen  veriangtodtminoeh  wdter,  im  «»A|+ff;A'|'+ A'Vr 
=  «,  A,^  +  aiAJ|'-j-Ar7'r=0sei,  was  zur  Folge  hatte,  dusAx  A':  A"=A,  :  A',  :  A"  aeiB 

niUssIc,  welche  Bedingung  mit  der  Natur  des  Coordintitonsystcois  nnvcrlrttglich  t$l,  weil  keine 
zwei  Axen  von  diesem  in  einander  liegen  kOnncn.  i>urch  die  eben  angegebenen  Werihe  von 
At,  A't  und  A"  wird  aber  festgesetzt,  dass  die  Axe  OIT  mit  der  0X~  in  einer  anil  dendben 
Geradrn  liegen  bleiben  müsse,  oder  das;  die  OY"  mit  der  AX"  parallel  SM  hlllfn  habe,  und 

durih  dieselben  Wcrihc  wird  die  Gk•i(hllll^^  (ßi.  fl")  umgenmierl  in: 

C«,    +  «.  A'O  y'  +  («,  M  +  (ü  ^?^  y '  +  2     .  A  A,  -f-  «;  A'  a;)  y  y 

+  2  C«.  A  +  «.  A'  1  +  A  ■  A  )  y  +  2  C«.  A,  I  +  «;  A;       A;-      y'±  2  /:  y"=0 ;  (M.  b.) 

slelll  iium  dulier  an  die  beiden  andern,  norh  völlig  unbesliaunt  gebliebenen  Axen  0  Y ,  0  Y'  die 
weiteren  Anrorderungen,  d»$S  sie  gleichzeitig 

tf,AA.  +  «;A'A;  =  0  ,   «,A^'-J-«;A'r+A"y;'=0  ,  a,A,^'^«i^A[^+ AI' =0  e.) 

werden  lasMH  'Mllen,  so  gOA  die  CHeicliung  ^^1.  b.y«ifter1ii^  '     '    '    ' ' 

und  het  mm  in  scUefen  CoordiRalm  dieeeibe  Foipi  wta  die,  mie  weUbnr  eie  hwgeleilet  wor- 
den ist. 

113  Will  man  aber  aus  der  obern  Gleichung  (90.  c},  welche  aus  eiaer  Gleichuag  von  der 
vordem  Form  (64.  b.)  herstammt,  eine  Gletehnng  üi  senkrechten  Coordtnaten,  die  mr  durah 
V,  v',  v"  bezeichnen,  von  der  hintern  Pom»  (04.  Ii.}  herleiten,  so  hat  man  in  jene  Tür  x, ,  x',, 
die  Ausdrücke  xu  seUea,  welcbe  in,  den  Gieichunfea  (41.  e.}  «ngeaaigt  sind,  und  cfhtit:, 

[«.  (4)*  + «;  (^]  +  C«,  w  +  «;  w  j    +  [«.  w + «;  (.döT  ^ 


V  > 


(•••«•> 


+  2  1-+  (^')  ^,+2(«^^.)$+«;(-^)r+(^,')/.')^=o,: 

und  man  Uberzeugt  »ich  wieder  ganz  wie  eben,  dass  in  dieser  Gleidiung  die  Glieder,  welche 

v'",  vv",  t'v"  kum  Factor  haben,  gleichzeitig  mit  denen,  welche  v  and  v'  zum  Faclor  haben, 

nur  dann  vei-schwinden  Kihiiilii,  wenn  man  (y/,)  =  0  und  (./,)  =  0  sein  lässl,  was  (A^ss+i 

zur  Folge  luif.   Durch  diese  Wcrihc  von  {A,} ,        und  {J'^)  wird  festgestellt,  dass  die  neue  « . , 

Polaraxe  0^"  mit  der  Grundoxc  OX".  i»  (Miier  und  derselben  Geradea  zu  liegen,  oder,  was 

dassdbe  ist,  ad»  der  AX''  paraDel  zu  laufen  habe,  und  es  indert.skh  duidi  diese  Werihe  die 

Caeichnng  (92.      ah  in:        '  ' 

[«.  [Af + «;      ^  +  [a.  u,y + «;  (^)'j  ^,  +  2  [«.  { ./)  <  .7.)  +  «;  (^/j  (^)  ] 
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a  «ÜB  beiikn  udom,  ooek  ptm  wbertiwrt  g«blielH9Nii  PohMnucm  09  und 
09"  ^  wetten  AiforieniBgeit,  im  m  ^«lEluMäif 

CM.«.)  «^.<K^,>f*«^^=o,  «.(^H-««-OF+(^K=o,  «,(^OI+«:(.«)r+(^K=o 
werden  bneo  mUeiit  so  gelit  die  Gtekbimg  C^.  b.)  Uber  in: 

nnd  bot  nun  in  senkrechten  Coonlioalcn  die  liinicro  Form  {M.  b.j,  während  sie  aus  einer 
Cikidnnff  oiit  fdiicren  CoonUiMleii  von  der  gletchen  Form  liervorfcyMgen  iit 

in)  Derselbe  Genf  tiest  eich  «neb  einballen,  wenn  num  ms  einer  Gteicbun^  mit  senloredi- 

len  CoonliiialL'ii  von  der  hinici  ii  Fuiiii  (Hl.  li,^  oino  iirufcre  mit  scfiieriii  üiIit  scnlMiHlikii  foor- 
dinatea  von  einer  der  in  (tH.  b.}  cnthaltcnon  Foruicii  criiaUen  will,  buciil  iiiun  iiüiulich  zu- 
vOrderat  tos  der  gegebenen  Gleicbang  die  von  der  untern  in  (90.  e.)  angezeigten  Form  mf, 
Wdehe  sich  auf  die  Axcn  0.\,  O.V,  OX"  bezieht,  und  führt  man  ein  neues  CoordiMiteNSy* 
Stern  Hn.  dessen  Axcn  OY,  OY'.  OY"  sind,  durch  y  ,  y',  y"  die  Coonlinntcn  nn  diesen  neuen 
Axen  von  dem  Puncte  des  Paraboioids  liczcicbncnd,  der  an  den  Axen  OX,  OX',  OX"  die 
v,,  «r  bitte,  «»  mws  mm,  am  die  Gleietamy des Ptreboleids  sn  den  AxenOY,  OV,  OY" 
zu  erhallen,  in  Jit-  untere  Gleicbvig  (90.  c.)  Ittr      iCi  iC  dss  seilen,  w«i  die  Gkidnige« 

(41.  e.")  anzeii,a-n,  und  findet: 

/  Qs,  c  4-  d;  c"j  y' + (5.  c? + a;  c;')  y '  +  C'>".  c! + K  c;'.")  y'" + 2    c  c.  +  «r.  c  c;)  y  y' 

CM.  a.)   I    +  2     C    4-  a;  C  q)  y  y"+  2     C,  C,  +  K  C,  C.)  y'y  "+  2  C'^"-  ^  >>  +  '^i  (^''f'+  C"  j^')  T 

(  +  2  c*.  c. ,  4-  3-,  c;  v  +  c:  c::)  y'+  2  ^d,  t, ./ + «r.  c; ,/+  c;'    y"= 0 , 

md  man  Ubcrzeugft  sich  immer  auf  die  alte  Wri^e.  dass  in  dieser  Gleichung  die  Glieder,  mit 
yy  '>  y'y  '  gleichzeitig  mit  denen,  welche  y  und  y'  zum  Factor  haben,  nur  dann  verschwin- 
den kAnnea,  «emi  man  C=0  nnd  C^rsO  seh  Utaet,  wes  C?=^Q«  war  Feige  bot.  Durch 
diese  Wertlic  von  C, ,  C, ,  C"  wird  festgc  seilt ,  dftss  die  A.\c  OY"  senkrecht  auf  der  Coordi- 
natenebenc  XOX'  zu  stehen,  oder,  was  dasselbe  sagt,  paraUei  mit  der  Felarnxe  M"  zu  faia- 
Ten  habe,  und  es  ändert  sidt  durch  diese  q^edeHen  Werthe  die  Gleicliung  (ß.i.  a.)  ab  ni: 

vC^.(7+«coy'+(«,C'+a;cr)if"+«C«.cc+a;(?c'}yj' 

steOt  nmn  daher  an  die  beiden  andern,  noch  völlig  nnbesthmnt  geUidienen  Axen  OY,  OY'  dk» 
WeUercn  Anforderungen,  dass  sie  gleichzeitig 

CM.«.)      ^cc,  + <r.c' c^ü  ,  ssv-\-s;r,;+c"^'=o  ,  a.c,9+d;c:fl'-f  0 

werden  lassen  toUcn,  so  geht  die  Gleichung  (93.  b.)  über  in: 

CM.  *o  + ^.  C")  y' + (^.  c.  +  ö-,  c?)  y" + 2      y"=  o , 

luid  hat  nun  in  schiefen  Coordinalen  die  vordere  Form  (G4.  h."). 


lY)  Hat  man  hii^egen  zur  Absiebt  die  unlere  Gleichung  &}  in  eine  andere  mit 
lodileB  Cooffdfawlan  von  d«r  Unlora  Pom  (64.  b.)  ttbennAhrs»,  owl  beieichnet  hm 
V,  v',     dte  wnhndlenCooidimdon  in  dem  dmm  fedgMten^  «ns  den  Axen  OY,  Or,  OY^ 
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■ 

ffibiUelen  Syslomc  von  itn^nigin  PaMte  des  PanMeid^  dm  m  4n  Asm  OX,  OT,  OX* 

die  u, ,  u.,  uj'  liorcrt,  so  miiss  mm,  mn  die  Gldchang  des  Panboloids  an  den  Axen  OY, 
OY',  OY  '  zu  tsrhalUsn,  in  die  uatorc  (90.  fiir  u«,  u;,  <  das  scUeo,  was  die  Glächnngea 
(41.  f.)  datbr  geben,  und  findet: 


+  a  ta.  (rj « +  «  m  ^'-k-  m  crj  3g+2[aL(roii+«(n)«'+(i7)ci2^=o. ' 

md  mm  Qbencugrl  sich  wieder  anf  die  alte  Weise,  dasa  tu  dieser  fileioinii^  die  CBeder,  weldM 

V"*,  vv",  v'v"  zum  Factor  baibeil,  gleichzeitig  mit  denen,  welche  v  und  v'  mm  Feelor  liaben, 
nur  (lüüii  versrliM  Inden  kennen,  wf*nn  mnn  (  r^lrrO  unri  fn'  =  0  sein  lösst,  was  (r^')~  +  0'" 
zur  Folge  hat.  Durcli  diese  Wcrthe  von  (r,},_(ri),  {F',')  wird  festgesetzt,  dass  die  neue  Po- 
larme  OfT  eeidirechl  naf  der  CeerdlaaleMbene  XOT  n  üelieii,  «der,  m»  dltSMfte  ta^ 
mit  der  Poitraxe  07t'  paraWA  zu  IflaTen  halw,  and  doreh  dleie  ipeeieilea  WerAe  Mdert  afch 
die  Gleiclwng  (M.  e.}  ab  in: 

+ 8  in  n+y,{  n  r/+  (r-)  r;  j  ^  -h  2  [«.(ro,+3;(r;)./-i- 1 0  r.']  + 2  crr;  ^ =0 ; 

stelK  mnn  daher  m  die  beiden  andern,  nooll  gm  yihiiaWuM»  Pnl^fn—  ft  y  ^ 

die  w  l  iieren  Anfurderunfifcn,  dass  sie 

».{n{r,)+s:{r)[r,i-^t),  j.(r,by  +  <n(n;/+(r'),-;'=o,  5.(r.)ij+d;^r:h'+(r;'K;'=o  t»«.«.! 

.     •      1^-    •  '  *   Uli  1    •  1. 

werden  lassen  sollen,  so  geht  die  Glcii huiig  Qi-i.       Uber  in:  -i, 

and  Iiat  in  «enItrediteQ  Coordiinten  die  swcRe  Form  (64.  h,y. 

Die  nur  Paraboloidc  sich  beziehenden  Gleidrangen  dieaer  Ifiiaiiner  sieben  unter  ein 


in  einein  uiiiilicheii  Zusnuunenliange,  wie  die  in  Nr.  213.  gegebenen,  welche  den  Mittelpuncts- 
fiachen  angebüren.  -~  JjrsÜtcli  geh^Mt  die  GlcicboageA  (93.  c.  und  d.^  aus  denen  (91.  c.  und  d.} 
lienror,  wem  nan  an  die  Sielle  ven  «• ,  <4i  /7»  |>  f  und  y"  letit  ^a,  f^rCt  *  n*  ifmad9!li" 
und  zugleich  die  Projectionszahlcn,  deren  Grundzeichen  A  ist,  mit  denen,  deren  Grundzeichen  C  ist, 
vertauscht;  uiun  crfaült  daher  die  aufüchiefc  Coordinaten  sich  beziehenden  Gleichungen  am  neuen 
Syäleme  aus  der  gegebenen  Gleichung  auf  dieselbe  Weise,  es  mag  diese  letztere  schiere  oder  senk- 
'  leeirtB-Cloaniiiwleii  ie  sich  enthalten,  a«r  dass  im  letztem  Falle  die  senlurcrbton  Projectionanlf- 
K  wdcke  die  Axeu  OY,  or,  OY"  u  dooen  AX,  AX',  AX'  Üerem,  zu  nshnen  siBdf  wo  In 

65* 
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miM  Fdle  die  MUefen  itobeii,  und  irnftkehii  Bbao  fo  friun  aber  meh  die  Gteiclnnigc« 

(94.  c.  und  d.)  aus  d<»non  (92.  c.  und  d.)  hpnor,  nur  Aass  iMn  l>nl:tr«\pn  A,f ,  Ai",  AJT'  mi 
die  Stelle  der  Gmodaxen  A  X ,  A  X',  A  X"  treten.  —  Zweitens  gehen  nicht  nur  die  Gleichua- 
gen  (92.  o.  lind      am  denen  (91.  c.  und  d.%  sondern  eben  so  unoh  die  (94.  c  und  d.^  ms 

denen  (93.  c.  und  d.)  henor,  wenn  iiiiiii  an  dio  SlvWv  dt  r  Gruiidsivon  OY,  OY',  OY"  die  diesen 
entsprechenden  Polaraxcn  0S)>  0^',  0^"  sich  gesetzt  denkt,  und  dabei  noch  die  Zeichen 
V     >•■  v" 

y»  T>  y"  i*^  deocQ  ^*  ^>  ^  vortgmcht;  ea  sieben  inilbüi  neue,  demselben  Panboloide 

angebürigc  Gleichungen  mit  schiefen  und  senkrechten  Coordinntcn  von  den  beiden  in  (64.  b.) 
auigesleUten  Fennen  in  der  gleichen  Beziehung  xu  einander,  das  Paraboioid  mag  ursprünglich 
dank  eüw  Gleicbmgt  von  der  ersten  oder  iwetten  bi  (64.  b.)  enthaltenen  Form  gegeben  wor- 
den sebl,  nnr  dass  im  li-lztcrn  Falle  senkrechte  Projcctiiinszahlcn  genonitnen  werden  müssen, 
wo  im  ersten  Falle  sdiit^fi'  stehen.  —  Drittens  gielit  die  Vcrgtciiliun^f  der  Formen  (9t.  d.), 
(92.  d.j,  (Si3.  d.j  und  (94.  d.j  unter  einander  in  der  Weise,  wie  in  Ar.  213.  in  Betreff 
der  KilleipnnclBfliidien  fesebeboi  ist,  gani  lokAl  xu  «itteanen»  dass  jedes  CoonUanleNif- 
stem,  an  welchem  das  Paruboloid  durch  eine  Gleichung  von  einer  der  Iteiden  Form  ri  ('.^  ri ') 
oder  (^93.  i,}  dargestellt  wird,  inuner  auch  ein  zweil«s  an  die  Hand  giohi,  uii  vvel(  liem  dic;>eU>o 
PMcbe  dnreb  ehie  GMäum^f  von  emer  der  beide«  Foimen  (92.  d.)  luul  (91.  d.)  dargestellt 
wird  und  unigekekrl;  iiiiin  liut  zu  diesem  Ende'  Uos  die  GrundaxW  des  Systems,  an  wekhew 
das  Paraboluid  urs]uiuiirlieh  dun  Ii  eint!  Gleu  hun^j  von  einer  der  swei  in  (64.  1).")  ertthallenen 
Formen  gegeben  worden  ist,  als  Polaraxen  autzulassen,  wodurch  ein  in  der  Idee  abgeändertes 
System  su  Stande  bonmt,  dessen  Gnindaxen  die  Petaraxen  dea  veriffen  sind,  wihrend  beide 
doch  immer  ein  und  dassetlie  nopp*  1  ^  •  m  aiisninelicn.  —  Die  vorstehend  ausgesprochenen 
Analogien  enthalten  aber  auch  die  Miltel  in  sich,  aus  einer  der  vun  (9t.}  bis  (94.}  fortlau- 
fenden nad  «it  dem  Bnchslaben  d  veradienen  Gleichungen  alle  übrigen  durch  bbdist  einMie 
SidiStitvtioBen  herzuleiten.  Ausseniem  lissl  sich  noch  aus  den  Formen  der  mit  denselben  Glei- 
Äungsnummem  und  dem  Buchstaben  c  versehenen  Bedingungen  ohne  Srhwierigkeit  entnelmien, 
dass  die  Grundaxcu  OY,  OY'  oder  die  itmen  cntspr(T)ienden  Polaraxen  0^,0 je  nach- 
dem db  deichnn^  des  Ihwabolelds  ui  whleTen  oder  senkredden  Coordinaten  dargeitelit  tot,  bi 
der  zum  Puncto  0  uelnirifien  Tani^etitiatebene  dieser  Fliirlie  liegen. 

Da  sich  aus  den  Betrachtungen  dieser  Nummer  ergicbt,  dass  jeder  Punct  eines  Pfra- 
boloidä  zur  Spitze  vieler  Coovdbiatensystenie.  genommen  werden  sn  welchen  diese  Flldia 
durch  eine  Diamelralgleichung  dargestellt  wird,  so  wollen  wir  hier  gleicb  auch  noch  die  Frage 
aufwcrfen,  ob  und  welche  von  seinen  Punctcn  zu  einem  solchen  Coordinatensystenu;  nififii, 
dessen  Axe  OY"  senkrecht  auf  den  beiden  andern  OY  und  OY'  steht,  das  aUo  ein  an  U  V 
seritrechtes  Coordfaialensyslem  ist. 

A)  Bei  Aufstelluny  der  Gleichnni(eii  (91.  e.  und  d.")  kain  die  neue  Gnindii\e  OY"  parallel 
mit  der  ursprüngtichen  AX"  zu  liegen,  es  müssen  also,  wenn  das  neue  System  ein  hu  OY" 
senkrechtes  werden  soll,  die  beiden  andern  nenen  GtmdMeQ  OY  nod  OT  mit  der  arsprüng- 
Ikben  Gimdaxe  AX*  rechte  Winkel  bilden,  d.  b.  es  niHM  meb  Anleitung  der  Im  enteil  Ab- 
SCbnitte  milgelheilten  Gleiefmn^:  (9.  a.)  sein : 

ÄcosW'-f  A'cosW"+A"=0   und   A.cos  W'-f-A:cosW"+ A;'=0, 
-wal  oosW,  «OS  V  md  I  die  senbccMen  PrajeellOnmihleB  derRicblnng  AX*  oder  OY"  m 
dmi  Am  AX,  AX',  AX"  lind.  Sebielil  wi  die  >wd  leMe«  Bedii«w«eN  (n,  «.)  a»: 
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''•f  A'+ A"=5;0  nnl   2Ma,+ A:+Ar=0 
und  sieht  diese  zwei  Gleicbangen  von  lica  vorigen  beiden  ab,  so  iiouimt: 

ö<:<»o*w— «^t)A+o;'cMW"^«;i')Ä's=Owid  o;cosW'-«^t3Ä.+(yrco8W"-«;r)A:=Oj  • 

bringt  mao  aber  die  A'  und  enÜMtte«4«i  Glieder  ^fieaer  sirei  tettton  Qeichimgen  anf  die 
andere  Seile  «tos  GMcfabailaieiahew  mi  andt^dicirt  biesaar  beide  «Ü  ainaedcr,  »  eiUtt  «aa: 

0?  cet.W'-tf.O'AA, =(/;-  eei  W''-«;r)*  A' , 

owt  adttdbl  taa«  die  erste  Bcdingiiiig  (91.  to: 

c^A*  Ai=— tf«AA|  f 

ao  giebl  die  Hnliiplicalio»  dieser  miI  der  veniagegai«eneB  Gteicbeif : 

«:OCc«fW'-a.D*+«r«o;'eoeiir-«;r)*=o, 

wcli'he  unabhängig  von  der  Bascbaflbaliett  dar  Iwiden  CocfGzienlen     wid  «i  nur  daiu  bealdien 

kann,  wenn  gieicfaxeilig 

yrooaW'— «,|=0  und  ji' cos  W "— «;|'=0 
ist,  woraus  uiaii  ruidtt: 

1=     cos  W     und    r=  ^  cos  W  ", 
und  da  nm,  wall  0  eu  Punct  dea  Parabololds  ist,  noch  aass<»rdein 

Itnt,  80  ergeben  sich  lUr  ^,  1*,  |"  stets  drei  reelle  und  viillig  besUamtle  Werthe,  so  dass  ea 
also  nur  einen  cinzitren  Punct  O  iricbl,  diesen  aber  jedesmal,  der  die  verlanifle  Eipenschafl  he- 
siUl,  uiui  man  überzeugt  sich  leicht,  thua^  dieser  Puncl  der  ijil,  in  welchem  das  Psrabuioid  von 
dner  auf  der  Grandaxe  AX"  aenloeelileii  Ebene  berfdirt  wird. 

B}  Bei  Aufstellung  der  Gleichungen  (92.  c.  und  d.")  kmn  die  Polnraxe  0  2)"  de.s  neuen 
Systems  purallcl  mit  der  ursprünglichen  Gnindaxe  A  X"  zu  liegen,  es  werden  also  die  zwei  an- 
dern nenen  Fidanuen  Og)  und  OJ)'  ndl  der  OJ)"  rechte  Winkel  bilden  und  in  Folge  dessen 
wird  dieses  Folaiayalcm  ein  an  oy  seailirechtea  aein,  der  naler  A)  aagefUirten  GleiclMMf 

(9,  a.)  gemäss,  wenn  gleichzeitig 

(^)cosW'+(.'f)cosW"+(^')  =  0   und   fv/,)cos  W'+(^)cos  W"+(^')  =  0 
iai,  und  die  iwei  leisten  Bedbigungea  (92.  c)  lassen  sich  in  der  Toli^den  Fom  sdireiben: 

^(^+5|fc^)+{^')=0  und  Ä«(4,+«y:(^)+<^)=0. 

7»  T»  Y*  Y» 

Diese  Gleichungen  sind  aber  die  zwei  ersten  unter  A)  gegebenen  uul  dem  L  uterscfaiede ,  duäs 
an  die  Stelle  de*  Grandnichens  A  das  {A)  getreten  ist;  ea  lassen  sich  daher  aus  ihnen  wie 
zuvor  wieder  dieselben  Gleichungen  (94.  a.*}  ableiten ,  woraus  folgt,  duss  dem  einen  in  A) 
gefundenen  Punct  zugleich  auch  ein  neues  an  0$'  senkrechtes  Polarsystem  zukommt,  was 
vonoszusehcn  war,  da  das  PoUrsystem  von  einem  an  OY"  senkrechten  GnudsysIcnM  nolhi» 
wendig  anch  ctn  an  0|r  senlreddas  IM»  and- uaagduhrt 
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C)  Bei  AvMeltaiig  der  Gleichungen  (93.  c  Jud  d,")  kam  die  neue  Gnindaxc  0  Y"  nil  der 
ursprünglichen  Polaraxc  AS"  parallel  zu  liegen,  es  werden  demnach  die  zwei  Hndim  neuen 
Grundaxeo  OY  und  OY'  mit  der  OY"  rechte  Winkel  bilden,  und  in  Folge  dessen  wird  das 
lunie  (iniiMbyaleiii  «in  an  OY"  «enlurecbles  Warden,  wem  die  Rlcfatiingai  OT  und  OY*  mit  der 
AS"  rechte  Wiakd  büden,  «nd  die«  gesdiMirt  denelben  Gbidmif  (9.  i.)  gemlw,  wmui 
gleiclizeilig 

(A)c«mSS'+(A')cosS$"+(A")=0  md  (A,}MsiB'+(A;)co8  9B"+(A:')=0 

ist,  alle  Zeichen  in  ihrer  slfliendfii  P"ili-nhini(  jrenommen,  weil  tH5',  2Ö"  und  1  die  senkrech- 
ten ProjcctionszahlcH  »ind,  welche  die  Ittcliluiig  Ai"  oder  0  Y"  an  den  Pohiraxcn  Aü: ,  AX\  AS" 
liefert;  dieie  Gtoicbuigen  Behnen  aber,  wenn  nmn  niHdst  der  in  onlen  Abedinüto  mtgtioM- 
denen  Relationen  (87.)  die  Projcctionszahlen  (A) ,  ( A') ,  (A")  und  (A,) ,  (A|) ,  (AI')  in  jene  um- 
waodetl,  welche  durch  C,  C,  C"  und  C,,      C,"  bezeichnet  werden,  die  folgende!  Gestalt  an: 

J  OM  »'+  ^  00«»"+  ^]  =  0  und  g'  cos  3B'+     cos2B"+  ^=0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Grossen  C"  und  C|'  mittehit  der  zwei  letzten  Bedin- 
gungen (93.  c),  so  eririlH  man: 

C|  CO»        1^ i»)C4-  (|  coaSB j^n')C'=0 

mtd 

(|  cos  SB'-  ^,»/)C.+C^  cosaj"-  ^n}Q=:0, 
woms  niD  «d  den  in  A}  «igese^ftoii  Vage  taMt 

(|  cos  W~  ^  0'  C  C.  =  (^  cos  SB"-  ^  fij  c  c; , 
wihrend  die  erste  Bedingung  (93.  c.) 

C'  Ci = — C  C| 

giebty  Mis  deren  Hniliplicallon 

a;  (|  cos  äß  -  ^  ny  +    (|  '^^^  ^B'  -  ^.  ,')"=o 

hervorgeht;  diese  Gleichung  kann  aber  imabhüngi^r  von  dar  boHMdeni  BaadialMuit  dar  Coef» 
üaienlen     und  y,  nur  dann  bestehen,  wenn  gleichzeitig 

§cmSB'-^V=0  imd  |cof»''-^i*'=0 

iit,  woraus  anan  ladet: 

«=        "»*  ^'    ""^  §  ^^^^ 

woni,  da  0  inaner  ein  Pnnd  des  FanboloHa  iit,  nodi  Itoianl: 
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fo  dass  lidi  tüt  ri ,  f;',  t}"  stets  drei  reelle  und  völlig  bestimmte  Wertbe  erfebeit,  und  «Ito 
IWr  ein  eintiger  Punct  0  des  Paraboioiiis  die  verlangle  Eigenschaft  besitzt,  von  dem  sich  leicht 
zeigen  lifsst,  dass  es  der  ist,  ia  welchen  dw  Peraboloid  von  einer  tad  der  Polanxe  AlE"  senk- 
rechten Ebene  berührt  wird. 

V)  Anf  dontelben  durch  die  Gleiebungcn  (94.  b  *}  beattawleB  Punct  Mm/t  min  wieder» 
im  Falle  nun  die  Gleichungen  (94.  c.  und  d.)  fOT  Augen  hut,  wovon  man  sich  auf  die  unter 
B)  eingehaltiru;  Wrisf  iiborzrugm  Hann,  WM  «ber  Midi  Mhoo  V«n  fdbet  iniHelfll  des  dort  «M 
Ende  Gesagten  in  die  Augen  spiingt. 

222)  Die  Ebene,  in  welcher  die  Axen  0  Y  und  0  T  «Her  der  zu  dem  beliebigen  Funde 
0  gebctrigen  Coordineteneyeteine  Kegoi,  en  denen  du  Pirabolold  dnreh  eine  IManielralgieklHinf 

dargestellt  wird,  Ittsst  sich  ohne  Zntiehonf  der  BerUhrungsebene  wie  folgt  flnden: 

I)  Sucht  mnn  ih,  wn  die  in  voriger  Nummer  unter  T\Wer  I")  iln!TpJrf^enen  Resultate  en-.iflt 
werden  sollen,  diejenige  Richtung  0  Z  auf,  deren  senkrechte  FnijertiunüZHhlen  c ,  c',  c"  m  <ien 
Qnmdixen  AX,  AX',  AX"  die  Eigenedielt  besttsen,  den 

e  :  e':  €"=«.1 :  t^ffi  H  CM* 

ist,  wodurch  die  Richtung  OZ  eine  vlilif  beatininite  und  mit  dem  Tunct  0  zugleich  gegebene 
wird,  80  l!is^<-ri  mIi  in  Fol^n-  der  Bestimmungen  {\ih.%^  die  swet  ietalen  Bedingnqge«  C^i.  «0 
auch  in  der  iuiL'li^lelu  ii(lt-ii  Kurm  nnfstellen: 

Ac-{- AV-r  A"c"=0   und    A.c-f  A:c'+ A;'c"=0,  (M.  b.) 

nnd  sagen  nun  aus,  dass  die  neuen  Axen  0  Y  und  0 1'  beide  sciUirecbt  auf  der  Richtung  0  Z 
stehen;  es  liegen  mithin  die  zwei  Grnndixen  OY  nnd  OV  von  allen  mdfllchea 
neuen  Coonlinatrnsystfmcn,  dir  dcnselhrn  Punct  O  des  Paral)oloids  zur  Spitze 
haben,  und  an  welchen  diese  Fläche  eine  Gleichung  von  der  Form  (91.  d.}  an- 
nimmt, in  einer  nnd  derselben  Ebene,  welehe  auf  der  nneb  a.)  beetlmmten 
Riehtnnf  OZ  cenitrecht  stebt  nnd  durch  den  Punct  0  hindurch  gebt. 

II)  Sucht  nuin  (f;i,  wo  die  in  voriiitM'  XuninuT  iinlor  Ziflcr  II)  niitgctht'iltcn  RcsiiMale  er- 
tielt  werden  soUcn,  diejenige  Richtung  OZ  auf,  deren  senlcrechte  ProjecÜonszabieu  c,  c',  c" 
•n  den  Axen  AX,  AX*,  AX"  die  Bigensdmft  beiilKon,  welche  in  (95.  e.)  angezeigt  worden 
ist,  d.  h.  nimmt  man  für  OZ  wieder  dieselbe  Richtung  wie  in  I),  so  lassen  zufulge  der  Be* 
stimmongen  (95.  «.)  die  mei  letzten  Bedingungen  (92.  c)  sidi  auf  die  folgende  Art  aus- 
drücken : 

(^c+(^«f+(^«r=o  «Ml  u,)c-|-<^K+(-ff)*'=o, 

and  diese  sagen  aus,  dus  die  neuen  Polamneu  0  S)  >  0  2)'  beide  senkrecht  auf  der  Ricbbnig 
OZ  stehen;  es  liegen  mithin  die  zwei  Polaraxen  0?)  und  0  3)'  von  allen  niitfrliehf-ri  neuen 
CoortünatensystemcR,  die  denselboi  Punct  0  des  Paraboloids  zur  Spitze  haben,  und  an  welchen 
diese  FUebe  ebw  CMdmug  von  der  Form  (99.  d.)  anabnmt,  bi  einer  und  derselbm  Bbeai^ 
weiche  dieselbe  ist,  wie  die,  worin  im  Falle  1}  die  Gnuidexcn  OY  imd  OY'  lagen. 

III)  Sucht  man  da,  wo  die  in  voriger  ?tummer  unter  ZifTi  r  IIT)  miim  ilu  iii  i  Resultate  er- 
aidt  werden  sollen,  diejenige  Richtung  OZ  auf,  deren  scliiefe  Projecltooszahleu  an  den  Axen 
AX ,  AX*,  AX~  die  Sgenicbail  besMin,  dus 
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ist,  wodurch  die  Aichtung  0  Z  eine  völlig  kertbnmlc  und  mit  dem  Pundc  0  zugleich  gegebene 
wird,     lassen  sich  ziirol^^c  der  Bcsiiimnuiigeii  (95.  d.)  die  swei  tetiten  Bedinguoigea  (93. 

in  der  naclislobendea  Furui  aufstellen: 

i9*»9»y  aC  +  «'C'+a"C"— 0   und   aC.  +  a'l ;  +  a"C,"  , 

und  sagen  nun  aus,  üaüs  die  neuen  Grundaxeii  O  V  und  0  Y'  beide  auf  der  Kirhtung  0  Z  senk» 
recht  stehen;  ee  liefen  nitiiiii  die  zwei  Grandaxen  OT  und  OT  tob  allen  m9fli- 
fhcn  Coordinnlcnsysf pint»n.  <li>  dcnsrlbcn  Punct  0  des  Paraboloifls  ztir  Sptlxe 
iiabcn,  und  an  welchen  diese  Fläche  eine  Gleichung  v<in  der  Form  (93.  d.}  an- 
nlBml,  in  einer  and  deraclben  Ebene,  welche  auf  der  nach  (95.  d.)  bestimmten 
Richtung  OZ  senkrecht  steht  and  durch  den  Puuct  0  hindurch  gehl. 

IV)  Siicfil  iiiHii  «!a,  wo  die  in  voriger  Nuinmer  unter  ZilTrr  IV")  niitrj^flhi'illcn  BcKultale  er- 
uclt  werden  sullen,  diu  Hichlung  0  Z  wieder  wie  im  vorigen  Falle  Iii)  auf,  so  dass  ihre  schiefen 
FrojectionBaMcn  a,  a',  a"  an  dm  Axcn  AX,  AX',  AX"  die  Eigenschall  (Vi.  d.}  basilMa, 
so  lassen  sieb  In  Folge  dieser  Eigenschaften  die  awoi  leisten  Bcdü^ngen  (94.  a.)  wie  folgt 
ausdrücken: 

<M.ffO  a(r)  +  «'(r)+a''(n=0  nnd  •(i;)  +  a'{ID+n''(IT)=0, 

md  diese  sagen  aas,  dass  die  neoen  Polaraxcn  09      09'  beide  senkredit  auf  der  jeliigM 

Richtung  OZ  stehen;  es  liegen  mithin  die  xwei  Polaraxrn  Of!)  und  OJf)'  von  allen  tnilixlicben 
Coordinatcn^stemen,  die  denselben  Punct  0  zur  Spitze  haben,  und  an  welchen  diese  Flüche 
dae  (Hejchnng  von  der  Form  (94.  d.)  amrininrt,  in  einer  und  derselben  Eftene,  wekhe  dieselbe 

isl,  wie  die  im  vorigen  Falle  unter  IIT)  iinireRihrte,  worin  die  Grunduvcn  0  V  und  OY'  lagen. 

Für  solche  Pumle  0  des  Purabuluids,  deren  Coordinalen  ^  und  ^  oitr  1}  UOd  tg'  beide 
zugleich  null  süid,  liefert  im  ersten  Falle  <iic  Bedingung  (95.  a.}: 

c  =  ()    und  c'=0, 

im  andern  FsIIb: 

a  =  (}   und    a'— 0; 

die  Hichlung  0  Z  liegt  daher  im  ersten  Falle  mit  der  A  i",  im  zweiten  Falle  mit  der  A  X"  pa- 
rallel, wonms  folgt,  dass  fOr  solche  Puncto  0  Im  Falle  I)  die  Grandaxen  OY  und 
OT*,  im  Falle  II)  die  Polnraxen  OS)  und  0$'  mit  der  Grundcoordinalcncbcne 

XA.V  parnllrl  hnifiti,  dass  1iini:i'!:<n  im  Falle  MI)  die  Gruudaxcn  OY  und  OY', 
im  Falle  IV)  diu  Pulanixen  0]^  uud  ü  mit  der  l'uUrcuurdiuatcnchcne  iAdi. 
parallel  laufen. 

222*)  Wir  wollen  jetzt  in  einer  Nebonbetoadiing  die  GteMan^en  (91.  h.  mid  c.)  bis 

(94.  I).  iMul  i.)  inelir  ins  Besondere  ziehen,  um  zu  solchen  Formen  zu  gelangen,  aus  denen 
wir  die  wichligaten  Eigonschafteu  der  Paraboloidc  mit  grösserer  Leiehligkcit  ablesen  können. 

I)  Denkt  man  sich  bei  Aufsuchung  einer  neuen  DiamctralgleM>hui)g  unter  den  in  Nr.  821. 
unter  ZilFer  1)  angegebenen  UnutlUKlen  die  Puncto  A  und  0  in  einander  liegend^  so  dass 
|  =  ^=|"=rO  ist,  und  man  also  nur  solche  Diumetralglvicliungen  auflinden  will,  die  an  Coor- 
dioateosystemen  mit  derselben  Spitze  entslebcn,  wesswcgcn  wir  die  ur^trUnglichen  Axen  hier 
durch  OX ,  OX*,  OX"  bcsddMcn  werden,  so  unss  die  neue  Axe  OY"  mil  der  ursprüngUdicn 
OX"  in  einer  und  derselben  Ciemden  liegen  bleiben,  so  dsss  man  wie  snvor 

A,30,  A;=0  ond^  Ar=:±l 
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bat,  und  weil  die  Axeii  OY  und  OY',  wie  wir  gefunden  iiabi'ti,  all«  in  einer  und  dersolbeo 
Ebene  Uegen,  welche  hier  die  XOX'  üt,  wie  mu  dem  n  finde  der  vorigen  Nunnner  nü 
iperrter  ScfariA  gedrudit«»  Selie  bervoigeht,  so  ba(  man  jetzt  noch  MiMiden; 

A"=0   und    A:'=0.  cm*«.*} 

Zulolfo  der  hier  eintretenden  Eig^enscJiürtcn  (91.  a.*)  und  weil  ^  =  ^=^'=0  ist,  crTüllen  sirli 
unter  den  gegenwärtigen  Umstünden  die  zwei  letzten  Bedingungen  (9i.  cJ)  von  selber,  so  dass 
jebt  wu  nodi  die  eine  eiste,  nlnlicfa 

«.  A  A. + «;  A' a:=:0  it,  %jo 

m  befriedigen  Übrig  bleibt,  und  alle  Axen  OY  und  OY*,  wekbe  dieser  Bedingui^  genügen, 
in  Verbindung  mit  der  schon  bpsdnnnten  OY"  ein  Coordiluiensystem  bilden,  cn  welebein  ebne 
Gleichung  wie  diu  (91.  d.),  nämlich: 

(«.  A' + «;  A ")  f + c«.  A? + c4  ü'O  ±  2  y"=o  t»«*  •.*) 


Vy  Denkt  man  sich  bei  der  AMbnehimg  eher  neuen  Monelfnlgteicbinig  unter  den  in 

Nr.  321.  ZilTer  II)  angegebenen  UnttHndon  die  Puncto  A  und  0  in  einander  liegend,  so  dun 
|  — J  — I"— 0  >viril  und  man  uho  mir  Coordinnlensystcme  mit  gempinsdiHfllalipr  Spitze  0  vor 
Au^eii  hat,  westswegvii  die  ursprünglichen  Axen  durch  OX,  OX',  OX"  vorgestellt  werden 
kOtmen,  M  nmn  nocii  wie  mvnr  die  ncne  Potanow  09^«lldoranprttnglicfaen  Gnadun  OX" 
in  einer  und  derselben  Geraden  lirtren,  also  wieder  (yrf,)=0,  {A't)~0  und  (.i-/i')=:4: 1  sein, 
und  weil  die  Polaraxen  OD  und  Q^f  wie  wir  gerondoi  haben,  nllo  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen,  weiche  hier  XOX*  iel»  wie  ani  de»  m  Ende  der  vorigen  Nvonner  mit  gespenr-  .  ^ 
ter  Sdnin  gedruckten  Setse  hervorgebt,  eo  bat  man  Jelsl  noch  MMerdeni: 

.(^')=0  und  (^)=0.  C«t*»**l 

ZuMi^r  ilrr  Eigenscharion  f92.  u.*"),  und  will  ^  —  i^=^'~0  ist,  erfüllen  sich  unter  den  ge- 
genwiirügcn  Umstünden  die  zwei  letzten  Bedingungen  (92.  h.")  von  »eiber,  so  dass  jetzt  nur 
die  eine  erste,  nämlich 

«.(^(^,)+«;(^(4)=sO  CM.»**^ 

zu  befriciIIiTi'n  ilbrifr  Meiht,  md  alle  Polnrnvon  OJ)  nnd  0^)',  welche  rlieser  nedincuiitf  genlä- 
gen, iu  Verbindung  uiit  der  schon  bestimmten  dritten  Polaraxe  O  ein  Coordinatensystcm  bil- 
den, an  dessen  Grandsystem  eine  Gleidmng  wie  die  (92.  d.),  nämlich 

entsteht 

III)  Denkt  ihhu  sirli  bei  der  Aufsuchung  einer  neuen  Diinnetral^leidiung  unter  den  in 
^t.  221,  ZifTur  III)  angegebenen  Umstünden  die  Puncle  A  und  0  in  einander  liegend,  so  dass 
i;  =  f/=i]"=0  wird  und  man  also  nur  Coordinalensystcmc  mit  der  gemeinschaftlichen  Spitze 
0  vor  Augen  bat,  wesswegcn  die  ursprünglichen  Axen  <lur(  Ii  0  X  ,  0  \'.  0  X"  vorgestellt  wer- 
flon  kiifmtn  so  muss  hier  wie  dort  die  Axc  OY"  mit  der  Pülanixe  OK"  in  einer  Genideri  lie- 
geu  und  daher  C|=30,  Ci=0,  s«n;  weU  aber,  wie  wir  gefunden  haben,  die 

OmdaiM  OY  und  Or  die  in  einer  und  derMlben  Ebene  Uegen,  nnd  dieie  hier  dte  Polir- 

L  ee 
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lOF  Hl,  wift  IM  den  m  Etim  dar  wigtm  Nnmcr  nll  gesperrter  Sdiift 
gfldroAten  Stti«  knargehl,  w  htt  mb  jetit  bmA  uamademt 

CM.a.*|  CssO  ud  Cr=0. 

Zufolge  der  Eigenschaften  (93.  a.*),  nnd  weil  »j  =  »/=fj"=0  ist,  crriillen  sich  imtcr  den  ge- 
gtenwirtigen  Umstünden  die  swci  letateo  Bedingtiagen  (ü'i,  bJ)  voa  salber,  so  dass  jelit  nur 
die  eine  erste,  nilmUch 

zu  bcrricdigeii  übrig  bk  lLf,  und  alk-  neuen  Gcundaxcii  0  Y  und  0  Y',  wclclie  dieser  Bedingung 
genügen,  in  Verbindung  mit  der  schon  bL-sliiiunlcn  dtilten  Grundaxe  0  X"  eto  Coordioateosystein 
bilden,  an  welchem  eine  Gleichung  wiv,  die  (93.  d.),  nümlich: 

(M.  •,*)  (3.  c  +  ö:  CO  y'  +  (s,  c? + y,  r:o  y"  ±  2   6;'  y"=0 

«utsteht. 

IV)  Denkt  man  sich  hn  d(T  Aufsuchung  einer  neuen  Diamelndglcichung  tinter  den  in 
».  221.  Ziffer  lY)  angegebenen  ümsliliiden  die  Puacte  A  und  0  in  einander  liegend,  so  dass 
^=V=»r=0  wird,  und  ane  «Im  Her  CoordiwIeMyfliBme  mk  der  feneteeehalUidiNi  Spitze 

0  vor  Aiig-rn  hat,  wessw  ^.  n  dfp  ursprünglich«' n  A.ven  diirc  h  o  X  ,  0  X\  0  X"  vorgestellt  wer- 
den köaoen,  so  muM  hier  vfiu  dort  die  Foiaraxe  O  ^"  uiil  der  l'uUraxe  0  S.  "  in  einer  Gendea 
liegen  imd  driwr  (r,)=0,  (r.)  =  0,  (r.')  =  i:(S;'  sein;  weil  aber,  wie  wir  gefonde«  ImM» 
die  Poivunn  0$  und  0^'  "He  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  die  hier  die  Polurcoor- 
dinatcnebenc  "SOT  ist,  wie  nu>  dorn  zu  Ende  der  vorigen  KuoMMr  Mit  geifCITter  Schlifl  99- 
druckten  Saixe  hervoi^ehl,  so  hat  man  jetzt  noih  ausserdem: 

CM.a.*>  [D  —  O   und  ir;')=0. 

Zufolge  der  Eigenschaften  (94.  a.**},  und  weil  ti  =  t/=r/'=0  ist,  erfUUen  stell  unter  den  ge- 
genwirt%en  UniMnden  die  swei  letzten  Bedingimgen  (M.  b.)  ten  «elber,  w  de»  JeM 
aodi  dte  eine  enie»  ilndieb: 

zn  befriedigen  Übrig  bleibt,  und  alle  neuen  Polaraxen  0  g)  und  0  S)',  weldM  dieeer 
genUgen,  in  Verbindung  mit  der  schon  bestimmten  dritten  Polaraxe  O  g)"  ei 
bilden,  m  dee^  Gnmdsyztem  eine  Gleidnuif  wie  die  (i»4  d.),  ntfudieb: 


Ad  I).  Wir  woücn  nun  hus  den  vorslc!iendcn  ResnltHfen  einige  Folgerungen  ziehen.  Be- 
trachten wir  zuvörderst  den  in  dieser  A'uiiiiner  unter  1}  vorgelUhrten,  auf  eine  gegebene  Glei- 
chung von  der  Form  «, x*  +  «i x' +  2 x"=  0  sich  beziehenden  Fall  genauer,  so  sehen  wb, 
dais  die  Axen  OY  und  OY*  die  ebie  BedtUgnng  (91.  b.*)  zu  erfiillen  haben  und  dass  die  Rich- 
tungsglcichungcn  dieser  Axen  nn  den  ursprrii'clf  -hon  Gmndixen  den,  diesem  besondem  FiBe 
angehürigen  Bedingungen  (91.  a.*^  gemäss  werdin: 

1  =  A'  + A"4-2AA'rosW    und    1  =:  A?  + AI' +  2  A,  A.'cos  W  , 

so  düsa  diu  Projecliunszahien  A ,  A'  und  A, ,  AI  lediglich  auü  diesen  Gleichungen  in  Vcrbiaduug 
■ril  der  Bedingung       h.*)  w  BchüpTen  «ind.  Veifleicbl  man  ebcr  dieia  dirci  GieiduMgea 
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mit  denen,  wodurch  i»  vorifca  Paragraph  die  verscMMleMa  ebenen  Sytlenm  beatimnt  worden 
sind,  an  welchen  eine  Mittelpunctecurve  swtttar  Ordnung  durch  eine  ütamctralgicichung  in  schie- 
fen fourdinalcn  dargfsloIU  wird,  so  wird  man  gewähr,  dass  die  dort  unlcr  (i',^.  b.")  oder  (2S.  a.^ 
stehende  Bedingung  mit  der  in  (J^i.  b.*)  aufgesleliten  vOlUg  eins  ist,  und  dass  auch  die  dort 
iDiiiiillellar  hialer  (28.  e.)  alelaidMi  RidrtnafiglaktenfeB  gm  die  gMchen  sind,  wie  die  Uer 
zuletzt  angegebenen,  dem  Falle  1}  entsprechenden;  und  da  auch  die  dort  resultirende  Gleichung 
^13.  c.)  bei  y'  und  y'*  genau  die  gleichen  Coeilizienten  hat,  wie  sie  hier  in  der  Gleichung 
(91,  c*)  vorkommen,  so  folgt,  dass,  wenn  eine  Linie  xwcitcr  Ordnung  durch  eine 
Gleichung  x*-|-«',  x'^  =  /4,  in  welcher  eiaen  beliebifcn  Werth  haben  kaan,  all 
den  Grundaxon  AX,  A  \'  eines  ebenen  Systems  dargestellt  wird,  und  nicht  nur 
die  bei  x'  uud  x''  vurkumuiendeu  Coeffizienten  o»  und  dieselben  sind,  wie  die 
bei  deaselben  Onadretea  flehenden  in  der  Gleielanir,  wodvreh  ein  Paraboleid 
gegeben  wird,  sondern  auch  die  Axcn  AX,  AX'  des  ebenen  Systems  mit  den 
Axen  OX,  OX'  des  räumlichen  Systems,  auf  das  sich  die  gegebene  Gleichung 
des  Paraboloids  bezieht,  parallel  laufen,  so  geben  je  zwei  neue  Axen  AY,  AY' 
im  ebenen  Systeme,  an  tvclchen  die  hier  crwtthntc  Mittelpunctscurve  durch  eine 
DianietrHlff  loieliunsr  dargestellt  wird,  dadurch  dass  innu  ilinen  parallel  und  gleich- 
läufig zwei  Axen  OY,  OY'  darch  den  Puncto  des  Paraboloids  legt,  ein  aus  die- 
aen  beiden  Axen  OY,  OY*  und  der  alets  gleichen  OY"  gebildetes  Coerdinalen- 
System,  an  welchem  das  Paraboloid  durch  die  Diamctralgleichung  (91.  c.*}  dar- 
gestellt wird,  und  die  zu  y'  und  y'*  gehörigen  Coeffizienten  sind  in  der  Gleichung 
der  Mittelpunctscurve  an  den  Axen  AY  und  AY'  und  in  der  Gleichung  (91.  c/-'') 
an  den  diesen  parallelen  Axen  OY,  OY'  in  Verbindanf  nril  der  OY"  «teU  die 
gleichen. 

Ad  IQ.  Si  lir('r!)cn  wir  in  dem  unter  II")  ^  orgfekomment'Ti  und  wieder  auf  eine  gegebene 
Gleichung  von  der  Form  ««x'  +  cta^'  +  '^^'t  x"=0  sich  bezieheadea  Falle  die  Glekhong 
(93.  c.*}  nach  Andogie  der  im  erden  Abschnitte  milgedieillen  Raialionen  (57.  b.}  so: 

f«. {A)* + «; i^y] (y)«  + 1 «„ -I- «; ij:^ (y'r + r7 (y") =o  , 

in  wekber  (y) ,  (y') ,  (y"j  die  schiefen  Cuur«iiiiulen  an  den  Polantxen  0  ,  0  ^"  von  den 
Fanden  des  Paraboloids  vorslellen,  deren  senkrechte  Coerdinalen  an  den  Gnindaxen  OY,  OY*, 

OY"  V,  v',  v"  sind,  so  i»l  d.idunli  dieser  FuII  auf  den  voriiien  zuriukirorührt  mit  dem  Unler- 
scbicdc»  dass  hier  die  neuen  Polaraxcii  auQreleu,  wo  dort  die  neuen  Gnindaxen  xur  Sprache 
kamen. 

Aii  liij  und  IV}.  Die  Falle  IllJ  und  iVj,  in  welchen  das  Panibdluiit  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form  di,n*+%tt'*-t*2{:?  »"=0  gcgdte«  ist,  lassen  sich  dadurch  auf  die  xwei  vor- 
hergehenden zurilckriihren,  dass  nn  die  Stolle  der  auf  die  (Inindaven  0\.  O  \",  0  \"  siih 
beziehenden  senkrechten  Coordinatcn  u ,  u',  u"  der  Puncto  des  l'ambuloids  ihre  auf  die  Polar- 
axen  Ol,  OS*,  OSE"  sich  beziehenden  seUefen  Goordhraten  (x),  (x),  (x")  setzt,  wodurch  die 
gegebene  Gleieiiung,  den  im  ersten  Abschnitte  mitgelhcilten  Relalinnen  (57.  b.)  gomüss, 
*.<S'(x)'  +  ^fi6ri  v'f-f  2;";(S;'(x  ')  =  0  wird,  auf  wHrhe  mm  alles  friiherp  von  den  Fallen  V) 
nad  11}  Ausgesagte  wieder  volle  Anwendui^  jedoch  mit  dem  l'ntcrscliiede  findet,  dass  hier  die 
Polsraxcn  oaE ,  Or,  OS"  anfirslen  nMbsen,  wo  dort  die  Gnindaxen  OX ,  OX*,  OX"  voikanen. 

66* 
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283)  Ans  den  vonteiwfMl  yegdkaca,  die  Pmbo1oi%WeliuBfeB  wilMigaidBii  UmTunMiiigai 
Imen  ficb  nm  die  vonOglichstcn  Eigenschaften  solcher  PUohen  ohn(>  lilühc  bnrieilen,  wobei 
wir  Mos  ntcirhiinL'on  mit  schiefen  Coordintfen  zu  (Jniiid«*  Ir^pn  wpnicii,  da  alle  tibrige>  FlOtt 
aut  diesen  einen  in  der  eben  angefülnricn  Weise  icicht  zuruck^reftiiirl  werden  können. 

b)  l«t  dn  Pkniboloid  dardi  dm  Glmdaaig  ia  schiefen  Coonfiniten  von  der  Form 
^x'-}- «'x"  +  2y"x"=0  an  einem  Coordinateiisysleme,  dessen  Axen  AX,  AX',  AX"  sind, 
gegchcii  uikI  will  man  eine  neue  Gleichang  in  schieren  Coordinaien  von  der  Reichen  Fonn  an 
einem  Cutirdinalensyslcnie,  dessen  Spitze  ein  anderer  I'unct  0  des  Paraboluids  ist,  erhalten,  so 
rnttnen,  den  in  Nr.  221.  fefcbenm  Erertemngen  gendM,  swd  von  den  dofdi  den  Pniwl  0 
gehenden  Axen  so  gewühlt  werden,  dass  ihre  Projech'onszahlen  an  den  tirsprtinplirhpn  Avon 
AX,  AX',  AX"  den  Bedintruugen  ^91.  c.}  genUgeii,  wenn  mm  ia  ihnen,  der  liier  gegd)cnen 
GIdchung  gemflss,  a ,  tt\  y  »a  ih  Stalle  von  «« ,  ,  7?  setzt  nnd  unter  | ,  ^'  die  Coor- 
dinaien des  hier  mgenonunenen  Pmolef  0  des  IWklioloMs  verdditi  wodurcb  jene  Bedingmge« 
hier  werden: 

ßAA,  +  «'A'A;  =  0  ,    «tA  +  «TA'-f-7"A"— 0  ,    ff  t  A,  +  «' f  a;  +  a;'=0. 

Erruilen  die  Projedionnehleu  von  zweien  dar  durch  den  Puact  0  gtilegleo  Axen  diese  fiedin- 
gungen  nnd  Üufl  die  dritte  dteser  Axen  oft  der  AX"  penllel,  eo  wird  du Psnltoloid  nn  dhMea 
neuen  Axen  dnreli  die  Gldehiuif  (91.  d.},  welche  jetit 

(«A«+«'A'0y'+C«Af+s^A:')y''±2y''i^— 0 

wird,  dargesidil. 

b)  Zudem  hei  es  sidi  in  Nr.  222.  gezeigt,  dass,  wenn  mm  die  Bidilniy  OZ  «nbncil^ 
deren  senkrechte  ProjeetienweMmt  e,  cT,  e"  die  tn  engeydiencn  VerUllnisie  nnlcr 

emsnder  ciohillen,  wormch  hier 

V  :  r  :  c  —a  i  :  u  ^ :  y 

«ein  mnss,  und  durch  den  Punct  U  eine  zu  dieser  lUcbtung  üZ  scniircchle  Ebene  legt,  je 
iwei  in  dieser  Ebene  liegende  von  0  ausgehende  Richtangen  die  swd  letzten  der  drei  in  a) 
stelrnnden  fiediigiuigcn  schon  von  selber  erfüllen,  so  dass  solche  zwei  Richtungen  nur  noch 
die  erste  der  genannten  drei  Bedingungen  r.u  erflillcn  brauchen,  um  in  Verbindung  mit  der 
drillen,  schon  günzliuh  bestimmten,  durch  0  gehenden  Axe  ein  Coordimttensysteu  zu  iiefem, 
nn  weldiem  das  Pendwlid  dnrdi  die  in  •)  enfegebene  tadoimiig  <bi^le1tt  winL  Mtn  NMe- 
digt  die  ente  der  genennl««  Bedingnogen  aber  oflrenbsr  dsdmtli,  dsss  mm 

A'=0  itnd  A,=0, 

d.  h.  dadurch,  il  iss  iii;tii  die  twd  in  der  auf  OZ  senkrci M  ri  Kliene  zu  nehmenden  Axen  den 
Coordinatenebcnt-ii  XA.V"  und  X'AX"  parallel  sein  liissi,  und  in  Folge  dieser  bcsondera  Werthe 
von  A'  und  A,  wird  die  in  a)  aufgcrulirte  Gleichung  des  Parsboloids 

«A«y'+i*'A;'y-±2/'y"=0, 

in  wekher  A*  und  A?  vdOig  hestimmte  Werihe  ennehmen,  die  sich  ans  dem  Umstände,  dass 

A'=:0,  A,r=fl  ist,  und  tiHss  die  zwei  Riclilungen,  auf  welche  sich  die  Projectionszälilen,  deren 
Grundzeichen  A  und  A,  sind,  in  der  auf  OZ  senkrechten  Ebene  liegen,  wch:hes  Letztere  iu  den 
Gleichungen  (95.  b.}  ausgesprochm  ist,  Ideht  In  reeller  Weise  herholen  lassen.  Man  bat  dem- 
nacb  die  hier  zuletzt  erhaHene  fileicfcmig  als  eine  vdlitindig  gegebene  anznsdwn»  wehdm  wir 
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VM  jeM  M»  MT  «npriinslirh  gegelüMii  nnchan  werden,  weMhdb  wir  1B0  Amb,  mT  wckle 

sich  diesdb«  bezieht,  durch  OX,  OX,  OX' wi  Hütet,  Mm  wk  ak^sstm»,  t^K*^«i 
«ad  ±/"=/;'  ssisoB,  äorflh 


c)  Sehen  wir  iiiiii  du  Piinlioldi  ds  Aveh  (He  m  Ende  vor  b)  eriiallene  Gleichmif 

tf, .\'+al.v''-(-2;'i'.\":=0  nn  den  A.xcn  OX,  OX',  OX"  irofffl'fn  nn,  iirid  It^ijrn  wir  y:ir»l1f'l 
mit  der  Covrdiiutenebcnc  XÜX'  irgend  eine  «ndere  Ebene,  weiciie  das  Paraboluid  in  einer 
CuTve  fldmeidet,  m  wird  diese  Cane  diifetlettt  durcb  die  Gleicfaungcn: 

www      den  allen  Pimcten  der  schneidendea  Ebene  f  lekhniMtf  tttgeUrigfen  Weitt  von 

bezeichnet.  Dun^h  diese  Gieichuiurcii  wird  dii?  Sthnilliurvr  des  f'uralioloiijii  an  den  Axcri  OX, 
OX',  OX"  datgeslellt;  AeUl  aber  D  den  Punct  vor,  io  welchem  die  Axe  OX"  von  der  schnei- 
denden Bbene  darehdrnnfea  wird,  md  «filit  nn  ta  dlkeer  «^neidenden  Bkens  Ae  Hddongwi 
C  X  und  CX-  den  Axen  OX  und  OX*  ptraUei  und  gleiehllnlg^  w  wM  die  SdnMmwv«  «Rih 
dargestellt  dnrcli  die  eine  Gleidiung 

«.x'  +  «;x"  =  — 2y;'r 
an  dein  ans  den  Axen  DX  und  O  X'  z»samm(>ngeselztcn  ebenen  Systejne. 

d)  Gehen  wir  jelzl  duraur  ous,  neue  zu  demselbvo  Funde  0  gehörige  Coordinateiwyateaie, 
deren  Axen  darch  OT,  OT*,  OY"  bezeielmet  werden  sollen,  «rfimfinden,  an  welcfaen  «hs  H- 

raboloid  wieder  eliii-  Gk-iL'liaiiL,r  in  schieren  Coordinalen  von  der  gleichen  Form  itiiiiitnini,  so 
trilt  der  in  Nr.  222.*  unter  ZilTer  V)  besprochcno  Fall  riii,  wornacli  die  Axe  OY"  der  OX" 
purullel  gelegt  werden  muss,  und  die  dort  durch  A ,  A'  und  A, ,  Ai  bezeichneten  «chiefen  Fro- 
JeelieMMelilen  der  neuen  A»ni  OT,  OT*  an  den  Axen  OX  nnd  OX*  dei  nnpruiglidien  Sy- 
stems, an  wclrlirm  das  Paraboluid  durcli  die  am  Ende  von  M  niifiri^nihrtc  (Heirlinnfr  g(»*r(>ben 
wird,  blos  die  eine  Bedingung  (,91.*  b.)  zu  erfUUcn  brauchen,  damit  die  Gleichung  c} 
IQ  Stande  Itoinnie,  wllbrend  hier  «Ite  solche  Axenpaare  OT  und  OY*  stets  die  Bedingungen 
(*)!.*  u.)  widir  machen.  Hs  sind  mithin  bei  je  :  n  m  I  Ihh  neuen  Axenpaare  genau  alle  die 
SlerkiHHle  vorhanden,  welcJic  in  .\r.  222.*  bei  dem  ud  I)  Gesoulen  poslulirt  wurden,  und  da 
auch  die  zu  Ende  von  c}  uufgesleiite  Gleichung  der  (»chniticurvc  unter  den  gletclicn  Umständen 
sieh  befindet,  die  an  der  dort  sar  Hilfe  genommenen  Mitlcl]Ninctaeurve  tHwtnlirt  worden  sind, 
SD  fwulel  der  dort  zu  Knde  von  ad  I")  i"  Xr.  222.*  niil  jfo.sperrler  Selirirt  ir'''^™i*'''6  Satz  in 
Betreff  der  hier  gesuchten  neuen  Axenpaare  0  Y  und  0  Y"  und  der  Scbnittcunc,  weMie  durch 
eine  mit  XOX"  parallele  Ebene  ins  ParaboloM  gemacht  worden  ist,  seine  volle  Anwendmif; 
man  findet  nümlich  alle  Axenpaare  0  Y ,  0  Y',  wenn  man  in  dem  aus  O  X  und  O  X'  gebildeten 
ebenen  Systeme  alle  neuen,  derselben  Ebene  iin^felniriiren  Axen  OY,  DY'  aufsuelit,  die  ein 
von  dem  vorigen  verschiedenes  ebenes  System  bilden,  an  welchem  die  Schoittcurve  durch  eine 
Diantetralgfoicbung  dargestellt  wird,  and  die  Axen  OY  und  OY*  je  swd  solchen  neuen 
Axen  DY  und  OY'  parallel  und  gleicblAufig  nimmt,  wobei  die  zu  y'  und  y'  geliüriijen  Coef- 
fizicntcn  in  der  neuen  Gleichun<r  des  Paraboloids  an  den  Axen  0  Y" ,  0  Y',  0  Y"  denen  zu  den- 
selben Quadraten  gchärigcn  in  der  neuen  Diamctralglcichung  der  SchnÜtcorve  an  da 
OY  nnd  OY'  gaut  gleteh  werden. 
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9)  D*  imn  die  CoefbiMleii  «r  wd  «f'  der  craleii  ta  ■)  geffebewNi  nnqirftaiglid»  GW> 

chuiig,  sowie  die  «,  und  «',  otlcr  a  .V  und  «'  A7  der  zu  Endo  von  h)  ms  ihr  abjjrelfilelen 
zweiten  ursprünglichen  Gleichung  Zaidcn  mit  einerlei  oder  mil  CDlgetreniresetzten  Voneicben 
sind,  und  sonach  die  SchniUcurve,  deren  Gleichung  zu  Ende  von  c}  gegeben  worden  ist,  eine 
Ellipse  oder  Hypeilid  wird,  je  nachdein  Jus  ^'egt-bene  Piiraboloid  ein  elliptisches  oder  hyper- 
bolische» ist,  so  künnen  wir  aus  dcni  liishcrigen  noch  mehrere  nndere  wichtige  Eigenschaften 
des  Faraboloids  ableiten.  Ist  nüutlich  das  l'aniboloid  ein  elliptisches  und  dem  geutäss  die  Schnitt- 
citrve  eine  ElUpse,  so  gidrt  es  (Ur  diese  sicts  zwei  neue  Axen  OY  und  D\",  (weldie  wir 
im  Paragraph  iß.  dieses  Alisilmills  \i.  191.  zu  riiuli  ti  irclutirt  haben),  an  denen  die  Ellipse 
durch  eine  Dianietralgleichung  dargestellt  wird,  deren  zu  y'  und  y''  gebürige  Coeflizienten  ein- 
ander gleich  sind,  und  dann  liefern  die  diesen  l>eiden  ptirallelen  OY  und  OV  in  Verbindung 
mit  der  dritten  OY"  ein  rilwnlielics  Coordinatensystem,  an  welchcnt  das  clliptiscbo  Paraboloid 
durch  eine  Diflnielriilirkicliunji;  tlargeslelll  wir«)  d  ren  zu  y'  und  y"*  gehoriue  CoflTizienleii  eben- 
falls einander  gleich  sind,  dem  sub  d)  Gesagten  gemttss.  Dividirt  man  die  su  sich  ergebende 
Gleichng  des  cttiplasciMi  Pmboloidi  ndl  einem  der  gleichen  n  nnd  y**  gehitoigen  Coeffiifei»- 
tetti  M  eililit  iian  eiM  Gleidnng  von  der  Fofw 

y'+y^-yy"— 0  oder  x^+x^+yx-ssO, 

je  nachdem  man  diese  Gleichung  nls  nette  oder  als  ursprüngliche  ins  Auge  fassen  nnd  deren 
Axen  durch  OY,  OY',  OY"  oder  durch  OX,  0X\  OX"  bezeichnen  will,  und  cioc  Glci- 
cbnng  von  dieser  Form  kann  des  Pertboloid  an  jedem  seiner  Puncto  O  inneli- 
men.  Ist  hingegen  das  Paraboloid  ein  hyperbolisches  und  dem  gcniUss  die  Schnitti  un  t  eine 
Hyperbel ,  su  können  in  Geuiässheit  der  im  Pariitfriiph  iß.  dieses  Abschnitts  gesclieheuea 
firürterungon  keine  zwei  neuen  Axen  D  V  und  D  Y  aufgefunden  werden,  an  welchen  die  IJy- 
peribel  dwdi  idne  sokho  DiemelretgleiclMinf  dngestelll  wird,  deren  Iwi  y*  and  y''  ildiende 
Coeflizienten  tinerlei  «h.solute  Hros-.sc  haben,  ans.^rr  wenn  schon  «,-{"«♦  =  0  ist,  und  dann  tritt 
dieser  Umsteod  bei  allen  A.\cn  D  Y  und  Y'  ein,  welche  nur  überhaupt  eine  Diametralgleicfaa^g 
nir  die  SdimMcwre  an  Uefem  in  Stande  sind.  lUeniM  folgt,  di»s  das  byperboltfcbe  Pu- 
rnboloid  nur  «n  gewisien  seiner  Puncto  0  dnroh  eine  Gleicknng  von  der  Form 

y«_y"  +  yy^-:0  Oder   x'-t'  +  yx^=0 

durgest^ltt  werden  k«n&  Um  die  besondera  Pude  O  des  Pwoboli^  m  denen  es  durch 

eine  Gleithuiij,'  von  die.ser  Form  dar^'i'Stctlt  McrdL-n  kann,  niilicr  kennen  zu  lernen,  durf  nnin 
nur  erwügcn,  an  weldicn  Punclcn  0  die  zu  Ende  von  b}  crhallcuc  Gleichung  die  EigenschaA 
erhalt,  dass«,-|-  a^:=0  oder  der  dort  eingefllhrtcn  Bezeichnung  zur  Folge  a  A* -f*  «'Ai*  =  0 
wird.  Da  nun  die  Bildung  der  zu  Ende  von  b)  aufgestellten  Gleichung  verlungt,  dass  .V=0 
und  A,  =  0  genommen  nerde,  wobei  sich  i?ip  PrtvjecIiDnszalili  11  auf  die  besondern  Ilichtungen 
OY  und  OY',  welche  .später  durch  0.\  und  0\'  bezeichnet  worden  sind,  an  den  A-xcn  AX' 
und  AX  beiiobon  und  durch  diese  Werthe  von  A,  und  A'  die  erste  der  drei  hi  a)  siebenden 
Bedingungen  schuii  von  selber  in  Erfüllung  geht,  die  beiden  undeni  aber  sieh  auf  «^A -)-;'" A"=0 
und  «'^a; -|-/' A"  =  ü  zurückziehen,  so  wird,  wenn  man  die  hiernus  für  A  und  AJ  sich  er- 
gebenden Werthe  in  die  zu  bewirkende  « A'-f-«' a;'=0  einsetzt,  die  andere  hervorgehen: 

^  +  ^=0  «.er  jl;+^'=0. 
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b  Hod  Am  de  Biehbingsf^leichungen  d«r  besoadern  neuen  Axem  0  Y  und  0  Y',  welche  spiter 
durdi  OX  und  OX'  bezeichnet  worden  sind,  weil  bei  ihnen  A'=zO  md  A,srO  ul,  nMh  Av- 
logie  d«r  im  ersten  Absohnttte  mfgvgtaltlHi  Gleidmiif  (Sl.): 

l=rA»+A'^+2ÄA''co$W  oad  1=A;'  + Ar+^AIATcosW", 

worin  W  und  W"  die  AxcnMinlvel  XAX"  und  X'AX"  bezeichnen,  llüd  dl<1>  filfldnüflinil  gdMft 
darcli  die  so  eben  fUr  A  und  A|  erhaltenen  WeriiM  Uber  in : 

woniu  nwtt  findet: 

^=^"  +  a|'-2/  i.«sW'   und   2l^'  =  ^j^  +  «r-2/'fcosW", 

vmI  ia  Folge  dieier  fllr  ^  and        gerundown  Weiihe  ninak  di«  m  bewirfwado  Reblion 

4"       =  0  die  folgende  Gestalt  an: 

oder,  w«a  ^eosW+^cogMr+r=^'  K  wen  9"  dio  «ndveeUe Cooidiaeltt  des  gcfUcMoa 
Paactat  0  «  d«-  Axe  AX"  bedeuM: 

Da  aber  auch  der  gesuchte  Fonct  0  noch  inuaer  ein  Punvl  dei»  l'unti^olotdii  i«t,  und  man  deat- 
w«g«a      +4^r+Sr"r=0  iMt,  i»  wild  eehHesdiek: 

und  dit'ss  zeigt,  diiss  alle  Puncto  0  des  durcfi  !ir  Ct -ichung  c.O  +  a'x''-{-2/'x"=:0 
gegebenen  hyperbolischen  Paraboloids,  an  deuen  diese  Fläche  Gleichungen  von 
der  Porai  x*— x"  +  ^x"=0  in  llofera  iai  Staad«  iit,  in  eiaer  anf  der  Axe  AXT 
leakreehten  Ebene  liogeaf  deren  fenkrccbt«  Entfernnac  voa  der  Coordineten- 

•pil«o}/-(^  +  ^)  botrlgt 

Q  Wir  künuen  noch  eine  andere  nicht  unwichtige  Eigenschaft  des  Paraboloids  aas  dein 
BidMrigM  cmadanea.   Dn  wir  alailieb  Im  rsragraph  1&,  iBmoi  Abeobnills  gefunden  liabcn, 

dass  bei  'yArr  Mitlripttiu-lsrtirvc  der  /-(vfili'n  Onfniinn-  nur  ::\vei  auf  einander  »enkrechle,  dunh 
ihren  Mitleipun<;i  gelitiiide  uud  in  ihrer  Ebene  hegende  GerH«le  exwÜreo,  welche  die  üigeuückall 
beiüiea,  dew  die  MmdpandicnfTe  an  twei  Axm,  die  fai  dieecn  Geraden  liegen,  dordt  eine 
l)iiM<liin|gl<iii  bnm  daigealeOt  wird,  und  diese  «bo  auch  von  der  Schnilicurve  gilt,  deren  Glei- 
chung zu  Ende  von  c)  firjfPbt'n  worden  ist,  so  werden  kraft  des  in  d])  Gesagten  zwei  durch 
den  Pimct  0  den  eben  geuaualeii  paraUeie  Gerade  die  Eigenschaft  bcsiisen,  das:»  zwei  in  Uwea 
Hegnndn  Axan  OY  nd  OY'  in  Vcdnndiug  alt  der  Mbon  bcitiwnlen  drillen  or*  ein  Goor> 
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dtaatensyslcni  bilden,  «n  welcbrai  du  P«idioMd  dwdi  eina  DiMiielnIgMdhiiiif  dn^itellt  wird. 
E»  lusen  sidi  demnach  durch  jeden  Putict  0  des  Paraboloids  drei  Axcn  OY,  OY'  uml  OY" 

leffpn,  von  denen  die  OY"  der  AX"  oder  OX"  parallel  laufl,  und  die  OY  und  OY'  aur  etn- 
auiier  senkrecht  stellen,  jedoch  ixnuicr  in  denselben  zwei  Geradun  liegen  bleiben  müssen.  Hier- 
aiu  folgt,  dass  doroh  jeden  Panel  0  eines  Pnrnboloids  nnr  drei  bestimmte  Gerade 
gelefi^t  werden  können,  von  denen  eine  stets  dieselbr  Rirhtnnq:  bribcfiiill  und 
die  zwei  andern  auf  einander  senkrecht  stehen,  welche  die  Eigenschaft  beüitzeo, 
diss  das  Parabolold  an  einem  Coordinalensysteme,  dessen  Axen  OY,  OY',  OY" 
in  diesen  drei  Geraden  liegen,  durch  eine  Dianietralgleirbun^r  dargestellt  wird. 

g)  Verbindet  mnn  die  zuletzt  atiffifimdciie  Eiifenschufl  des  Pantboloids  mit  der  in  Nr.  '^^l 
Lit  erkannten  EigenlhUnilichkeil ,  wunmcli  nur  ein  Punct  0  im  Parabolold,  liicscr  aber  ^icLs 
exislirt,  der  mr  Spitse  eines  aus  den  Axen  OY,  OY',  OY"  gdiildeten  an  OY"  senkrechten 
Coordinatfnsystcins  (renommen  wcrdrn  kann,  an  welchem  rlns  Pnralioloid  durch  eine  Dinmptral- 
gleichung  dargeslellt  wird,  so  sieht  man  ciii,  dass  nur  an  diesem  cioen  Punctc  drei  vöUig  be> 
sinnmie  Gerade  angegeben  Iverdeii' kTHmeri,'  Von  denen  je  zwei  einen  refcblen  Whilitl'MiiliinM^ 
der  bilden,  und  welche  dieEi^^  m  ]  ill  lit-silzen,  dass  das  Pamliutoid  un  dem  CuordinateaiyslHi, 
dessen  Axen  in  ihnen  liefen,  durcli  eine  DtJimctralpli'ichunir  (liirircstrlll  w'in].  Ks  müssen  so- 
nach die  drei  Axcn  eines  rechtwinkligen  t uordiniitcnsystems,  an  weichen  ein 
Paraboloid  dareh  eine  Diametralgleiebunp  dargestellt  werden  aotl,  durch  einen 
einzigen  vüUig  bestiianlen  P.unct  dieser  Fliehe  fehen..,«nd  stet«  in  .dfii||eU».en 
drei  (ieradeo  liegen. 

324)  An  das  von  Nr.  213.  bis  Nr.  220.  aber  Miltelpunctsflilchcn  zwdier  Ordnung  Gesagte 
feihcn  wir  nun  noch  die  rulgenden  in  %ielen  Fällen  einer  Anwendung  Hihigcn  Betrachtung«» 
an.  In  ikn  diinh  die  Btichslaben  a.  nnd  h.  unterschiedenen  Gleicliungen  (70.)  bis  sjirirht 
sich  die  Gegenseitigkeit  der  Lage  aus,  welche  zwischen  d^  Axen  zweier  Coordinatensy^tcuie 
eingehalten  sein  mnss,  wenn  sich  dieselbe  MMtelpnnetsfllehe  sweiter  Ordnwif  an  beMen  Systemen 
dun  Ii  eine  Diitiiii'IriiliTlcit  IniniiT  darslrllcn  lassen  soll,  nrnkl  man  sich  die  MitlelpunL-lsflüchc  durch 
eine  der  Gleichungen,  deren  Cucflizienteu  Ot,  e(^,  «4'  oder  (er,),  (a,) ,  (tt',')  sind,  and  durch 
das  C()ordinalens)-stcni,  worauf  sich  diese  Gleichung  bezieht,  gegeben,  und  will  man,  dass  beide 
Gleichungen  einerlei  constunles  Glied  erhalten,  so  kann  man,  woraur  ZU  Ende  der  Nr.  215.  auf- 
niorksam  gemacht  worden  isl.  die  Coeffizicnlcn  der  iumuii  ClriilnintT  nngrlicn',  so  wie  man  mit 
deren  Vcrhidlniss  zu  einander  bekannt  ist.  Ob  aber  die  so  gefundene  neue  Gleichung  die  ,gc- 
gcbene  HHlcIpnncIsflliche  aach  wiihlich  duzustcflen  hn  Stande  sei,  das  hingt  noch  davon  ab^ 
ob  sich  das  Coordinatcnsystein,  an  welchem  die  gegebene  Miltelpuncisflächi'  diin  li  die  gefundene 
neue  Gleichung  dargestellt  wird,  als  ein  in  Wahrheit  vortiandenes  darstellen  lässt,  d.  h.  ob  die 
Projectionszahlcfl  der  neuen  Axen  in  reeller  Weise  sich  auffinden  lassen.  Man  sieht  hlersus, 
dass  es  FUlIe  giebl,  in  welchen  man  aus  den  durch  die  Bachslaben  a.  und  b.  unterschiedenen 
CleiclnintTcn  (70.")  bis  (T3.1  die  in  ihnen  vorkommenden  Projcdionszahlen  zu  finden  geniithict 
wird,  was  schon  da  wird  geschehen  müssen,  wo  das  allgemeine  Verhalten  zwischen  den  Cocf- 
llzienten  zweier  Diamctralglcidiangea  zu  ermfttehi  aufgegeben  wOrde,  das  die  beiderlei  Goe^ 
lizienten  unter  einander  einhalten  mUssen,  wenn  beide  eine  und  dieselbe  Mittelponctsflächo  afl 
.Tcrsrhiedenen  im  Räume  existirenden  Coordinatensyslemen  darstellen  sollen.  Die  aUgeinoine 
Auflüsung  der  liier  zur  Sprache  gebrachten  Gleichungen,  wenn  man  die  in  ihncm  vorkommendea 
Pk«jecliiNnmUen  ab  ihre  mdwimnnifln  GrBSMo  asiaht,  nun,  am  dte  ftr  «atgageutataiaa 
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Hindernisse  zu  vermeidHi,  eigenlhütnlichc  Wendungen  nehmen,  die  nicht  ohne  Interesse  sind; 
«hhcr  nehme  ich  keinen  AimImmI,  dieselbe  ihren  Hnuplt&f ea  nach  hier  vor  Aogen  tu  kfcii.  Wir 
baben  in  .\r.  2i  I.  uesrhen,  wie  sich  die  Oh  i  Inti  Tcn  (70.  a.  und  b.)  in  die  Formen  (7f).  n.  und  c), 
die  (71.  a.  und  h.)  in  die  Formen  (77.  a.  und  «  .  j,  die  (72.  tu  und  b.^  in  die  Fomien  (78.  a.  und  c.}, 
endlich  die  (73.  ■.  and  b.}  in  die  Fonnen  (79.  ■.  nnd  c.)  Bberfllhren  hssen;  wir  kAnnen  daher 
die  hier  ant;creglc  Auflösung  Mos  in  Bezug  auf  die  ersten  dieser  Gleichungen  unternohincn,  d«  alle 
übrigen  durch  die  in  üt.  213.  angezeigten  Mittel  aaf  die  gletdien  Fonnen  zuritdtgeftthrt  wer- 
den liünnen. 

ZovSrdent  bemerken  wir,  den  die  Gbiebangen 

und  l  

die  Form  der  Gleichungeil  (70.  b.)  nnd  (79.  e.)  dadureb  amehaien,  du»  mm 

^  A»    JSi.A'»  i"» —  ^  A"' •    »» —  —A'      t'' —  ^  A''  n'" —  "*  A" 


«! —  —  \'      «?—  A" 


setzt,  und  dass  ilic  (:i(-i<  hunirt-n 

X  z,  -f-  z'  z;  -r  z"  zj' (I  ,    z  Zi  -f-  z  7.',  -f-  z"     =  U  ,    z,  z,  -f  z',  z',  -f-  /.','  /.','  =01 

ud   

z  z'     7     +  z,  z',  —  0  ,    z  z"-}-  z,  z;'+  z,  z^'  =  0  ,    t'  z"-j-  z',  zi'-f-  Jti  zi'  =0  > 

durch  die  bubstitutionen  (97.  b.}  in  die  (70.  a.}  und  (76.  a.}  übergeben,  wenn  man  in  jeder 
tfeeer  Ghtlohnngen  aHea  Wsfseisdehen  Inuner  nur  eineriei  Vorsdcben  gfebt  Hteran«  geht  her- 
vor, dttss  durch  die  BcstiNUnnilg  der  Grössen,  deren  Grundzeichen  z  ist,  mittelst  di-r  Gleichungen 

(97.  a.  uiul  L'.)  zuq-lHch  «uoh  Hie  Bcsliinmutiij  der  in  den  Gleichungen  der  Nr.  214.  zur  Unter- 
suchung gekommenen  i'rDjectionszahtcn  gegeben  ist,  welche  die  Axen  der  neuen  Coordinatcn- 
•ysteme  aa  den  Axen  des  unprQngliehen  Syalems  UeTem,  wobei  nun  jedoeh  nicht  flberseben 

darf,  dii.s.s,  da  die  zwölf  rileiiluinjTi-n  (97.  n.  nnd  c.}  aus  serhsen  von  ihnen  Iiervorijegangen 
sind,  drei  von  den  neun  Grüsscn,  die  2  zum  Grundzeichen  haben,  unbestimmt  bleiben  mttssco, 
in  draen  weilerer  Brfoncbung  die  neuen  Axen,  auf  das  ursprüngliche  Coordhmtensyitcni  bo* 
zogen,  zwar  noch  drei  Ricblungsgleichungcn  liefern,  diu  aber  mittelst  einer  der  Relationen 
(80.  a.,  b.,  c,  d.}  blos  auf  zwei  sieh  zurückziehen,  wie  aus  den  !S'iuliweisurigen  der  Nr.  215. 
erhellet,  so  dass  im  Ganzen  doch  immer  eine  Gleichung  weniger  als  unbekannte  Grüiseu  vor- 
liegen, nnd  wir  es  daher  jedeoraOs  nil  einer  unbeslininilen  AuQpbo  zn  thun  haben. 

Um  von  hier  ab  den  Heebnangaanidrlleken  eine  g Hlnere  Bbifacbhdt  tu  veraehaBiw  nnd 

ziipleich,  lim  nllc  Vorstetliingeii  mit  mehr  Arischnulichkeit  zti  tirnffcbcn,  werden  wir  voraussetzen, 
dass  die  ursprünglich  gegebene  Diamelralgleicliung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordioatensyslca)  sich 
betriebe,  wom  wir  befligt  sind,  da  wir  in  Obigen  schon  die  RenUlit  eines  solchen  Systems 
unter  aHen  Umstunden  erwiesen,  und  die  Mittel,  dasselbe  aufzufinden,  im^n'geben  haben.  Unter 
dieser  Voraussetzung  cfehffn  die  beiden  Formen  (tvl  a.)  der  g^egebenen  (ileiehung  in  einander 
Uber,  und  die  senkrechten  ProjecUonszablen  der  neuen  A.xcn  an  den  ursprünglicben  A.xen  un- 
tenchetden  sidi  nidit  mehr  von  deren  schiefen  Projeetioosxahlen.  Da,  wo  das  wiprflQgiiehe 
L  9t 
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CMrAMlcnsyste«  «in  nchtwmUjges  ist,  M  mm  eoiWc=iMtW=eMW"=:0;  duvm  tot- 
wandelt  sich  id  ihdi  die  im  enlai  Abtehallte  MfgflitfllllB  ilfeHoie  RiaUuagigleiehiiiag  (5^0 
in: 

uad  diese  giebi  bezüglich  der  drei  besondem  RicliliiiigeB  A  Y ,  A  A  Y",  welche  die  neuea 
Gnindaxen  ausmachen: 

CM.«.)  l=A'+A'*-hA"' ,   i=5A?+A?+Ar,  1=A;+A?  +  A;'*  ; 

es  geben,  aber  die  oben  dieser  Gteicfattageo  naittelst  der  Beieiabinngca  (Vt.  k}  Uber  i«: 

Aus  den  CneichunK<  II  (!>7.  a.  und  &}  mm  i«  Verbindung  mit  denen  (97.  c.)  hat  man  die  Wertbe, 
deren  Grundzeichen  z  ist,  herzuholen,  woduTch  die  Beschaffenheit  des  neuen  CoordinalenByalaaM 
an  die  Hand  gegeben  wird. 

825)  Zieht  man  von  der  ersten  Gteidning  (97.  e.)  nach  einander  die  mit  «i,  dividlito 
erst«  obere  Gleichung  (97.  a.)  ab,  so  erfallt  man  i 

Eben  m  M'hiH  man  durch  saceeesive  Snbincüon  dar  mit  «•  und  «C  divldirten  iweiten  aiben 
Gleichung  (97.  a.}  von  der  swdien  (97.  e.): 

Endlieh  erbidt  man  noch  durch  suocessivo  Subtractien  der  mit  a,  und  et*  divldivlett  drillen  obem 
Gkücbung  (97.      von  der  dritten  Gleichung  (97,  e.) : 

Die  Gleichungen  (98.  o.}  zeigen,  nie  sich  t  und  i"  durch  z,  die  (98.  b.},  wie  sich  z,  und 
durch  s,*,  die  (9&  c),  wie  aich  z,  und  4  durch  a;*  baatbnmn  laaacn,  so  daas  mithin  die 

Aursiirluintr  von  allen  diesen  Grössen  nur  noch  von  der  weilem  Eniiittelun);  di  r  fln  i  r,  .  ,  z" 
abhängt.  Setzt  man  in  die  erste  untere  Gleichung  (i>7.  a.}  (Ur  z,'  und  tl  ihre  aus  üea  Glei- 
chungen (08.  b.  und  c.)  enlaommenen  AosdrAdie  in  z\*  und  x?*,  oder  ht  Ae  tweite  unter» 
ffieichung  (97.  a.)  für  z''  und  z^'  ihre  aus  den  Gleichungen  (9b.  >i.  und  c.)  entnommenen  Aus- 
drücke in  z'  und  z^'',  oder  endlich  in  die  drille  untere  Gleiciiun^  (37  i.)  Air  z"'  und  z',  '  ihre 
«OS  den  Gleichungen  (98.  a.  und  b.}  eatnomiuenen  Ausdrücke  iu  z'  und  ' ,  so  slutisl  oiau  auf 
folgende  drei  Gkiohungeni 
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worHUä  sich  schiieji:;cn  liisäl,  dass  die  auf  dea  drei  lelxteii  Zeilen  vorkonineiiden  Ausdrucke,  in 
w«ldiea  weder  s*  noeb  ^  nodi  xi^  voritomnca,  eimader  glrich  tind;  und  in  der  Tlwt  ver~ 
richten  sich  die  DIlTererizen  von  je  zweien  derselben  krafl  der  in  (80.  t.)  aufgefundenen  Re- 
lation, oder,  was  damit  auf  Eins  hinauslauft,  die  Gieichsetzuog  je  zweier  denselben  führt  wieder 
SU  jener  Relation.  Miltebt  eben  dieser  Relatioa  ziebea  «ich  aber  euch  die  drei  vorstehenden 
GleicbaiigeB  in  die  folgende  eine  svrUek: 


treidle  in  Bezug  auf  z* ,  z|* ,  z^'*  eben  so  wie  schon  alle  die  in  (9§.  bis  c.)  erbaltenon  in 
Bezug  auf  z' ,  z'' ,  z  "  ;  z' ,  zj* ,  zl" ;  zj ,  zi* ,  zj"  vom  ersten  Grade  ist,  so  dass  man  also  sie- 
ben#von  den  neun  Quadniten,  deren  Grundzeichen  z  ist,  durch  die  zwei  Übrigen  in  lauter  ratio- 
Mdeo  Amdtflckon  darsidlen  Innn. 

226}  \Vir  wollen  hier,  bevor  wir  weiter  gehen,  ein  wenig  stille  stehen,  um  den  bereits 
inrückgelegten  Weg  nodi  eannil  mii  iirflfendem  Ange  so  ttbertUdien,  oad  die  Stelle,  an  wd- 
cker  wir  uns  jetzt  befinden,  genauer  zu  ergründen.  Es  ist  schon  in  Nr.  221.  dafaaf  hingewie- 
sen worden,  diiss  die  GIcicliune«'n  f97.  h.)  und  (97.  c")  in  Verbindunt,'  mit  il;  ri  drH  Rirhtiin<TS- 
gleichungen  (97.  e.)  zur  besiinimung  von  nicht  mehr  als  acht  der  ualickuiiiitcn  Grüsücn  dienen 
kilMien,  nnd  darch  die  Ghriohiingen  (Ml  a.  bis  dL^  find  sdum  rieben  von  ihnen  bertinMil  wor- 
den, dessliall)  kann  mHn  wescnliich  nur  noch  eine  einziire  Bestininiungsglcichung  zwischen  ihnen 
zu  erhalten  hoffen.  Nun  haticn  wir  aber  die  sttmmtUcben  Gleichungen  (98.  a.  1ms  d.}  blos  aus 
denen  (97.  e.}  in  Verbindung  mit  den  drei  Ricbtungsgleichuugcn  (97.  c.)  hergeleitet,  wobei 
die  sechs  Gleiehimgen  (97.  c.)  noeb  völlig  wAennlst  liegen  gdilieben  sind.  Hieraus  uiQssen 
wir  sfhlte.>;sen,  dass  in  diesen  letzt  erv  iihnten  sechs  Gleichungen  nur  noch  eine  einzi;^c  Bestim- 
mung in  Bezug  mil'  Hie  neun  Unbekannten  liegen  kinmc,  und  da  ursprünglich  nur  die  drei  obem 
in  (97.  a.)  und  (1)7.  c.}  vorhandenen  Gleichungen  gegeben  waren,  aus  welchen  die  drei  unlem 
onl  spitcr  hervorgegangen  sind,  so  kann  man  weiter  schliessen,  dass  mit  den  sechs  Gleichun- 
gen (97.  ».}  znjrleich  rtneh  die  secli.s  Gleichunffcn  (97.  c.)  bis  auf  eine  gegeben  sind,  dass  Je- 
doch eine  von  diesen  letzten  immer  noch  in  die  voUstiindigc  Auflösung  der  ursprünglich  gege- 
benen ftcbi  GleidHMgen,  nloliek  4cr  oralen  dnl  in  (97.  a.)  vnd  der  «rM«  drei  in  (97.  c.) 
aUhendc«,  bimqgeiogen  werden  uIh«. 
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DiM  In  der  TiMt  die  Mohs  Gleichuii{fcn  (97.  c.)  in  Folfe  der  ledw  Glefdrangen  (97.  a.) 

auf  eine  linziLr,-  sidi  zurückziehen,  davon  Imiiiii  iik.ii  sicli  huF  die  foljjende  Art  noch  dirccte 
fiberzeugen.  Bringt  man  in  jeder  der  obera  und  untern  Gleichungen  (97.  c.}  ihrer  Aufcinan- 
derrelge  nach  respeciWe  das  dritte,  zweite  and  cnrte  Glied  von  Ihrer  linken  auf  deren  reciite 
Seile  und  quadrirt  mni  Inenar  «lle  diese  Gteidraogen,  io  «rhSil  nuui: 

und 

%7  i'r + z;'  zr  +  2  z;  z;  i:  z;' = z"  z- , 

und  üicbc  ^el/cii,  wiMiTi  iiiuii  (iit:  uult-ni  von  den  ohcm  ihrer  Ordnung  nach  subtrahirt: 
Nun  iat  »her 

z'"  z:'^  -  z? z;«  =  (1  - z'  -  z")  fl  ~     -  7-)  _  (1  _    _  z?)  (1  -  z"  —  z;')  , 

wenn  fi'ir  /."',  z!"  ihre  Werth«'  nus  den  «ilimi  Glci(  huii^en  (97.  n.)  und  für  zj,  z?  ihre  Werthe 

BUS  «luii  uiiliTU  Gleichungen  (^'.i7.  a.)  gciioiuiiicii  vvtrdori,  und  eben  so  findet  inan: 

z"zr-z.'z;"=(i-/;'  _z  j(i_z;  -z;"V  c<  -^-^  -       -z  '-^i'') 

und 

z?  z?  -  z' V"  =  Cl  -     -      (1  -  =C  -  z;  0  -  C 1  -  r.;'  -  z'.')  (1     z7  -  zD , 

wilirend  diese  drei  letzteu  Gleichungen  durch  eine  Icicblc  Umformung  sich  Uberfuhren  lai- 
len  in: 

«"•*:'»-«5«?=(z'-zr)(z?-z") ,  z"z?-zrzr=(z*_si;'^(:^_0. 

z?  zi  -  z"  z"' = (z;-  -  z;")  (z?  -  z;  "j . 

Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichungen  (99.  h.)  mittelst  derer  (97.  a.)  ideoticcli  werden,  d.  h.  diss 
die  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichungen  (99.  a.)  oder  (97.  nitlelst  derer 
(97.  a.)  in  einander  alierfliln'liar  lind.  Es  UmI  sich  aber  bugIi  nocli  zeigen,  das:;  aus  jeder  der 
drei  auf  einer  Zolle  stohnidi-n  Glcidninir>'n  (f7.  <•.')  die  zwei  andern  niillilsl  der  Gleichunffpo 
(97.  aj  sich  herleiten  lassen,  wie  wir  li<<i  diu  uul  erster  Zeile  stehenden  darthun  wollen.  Bringt 
mm  In  den  drei  erelen  Gleicfaungen  (UT.  c.^  die  driltai  Glieder  ihrer  linken  Seita  auf  denn 
reehle  Seile  und  quaiMrt  ria  hierraf,  ao  kennnt: 

i»*?+a'*x,'»-»"^C=— 2»«.»'»: »  »•  z; + C=— 2»«, «'i; , 

and  quadrirl  nun  diese  aufs  Neue  ^  so  konunt: 

(z'  z?  + 1-^  z," — z'"  zD* =4 a» zj  z"  i?  ,  (z*  zj  +  z"  z? — »"» a;''y=4i^i! a" *? , 

(z;z;+zi«z?—ar  ; 


sieht  man  aber  vm  dar  aratan  Casar  drei  latslaa  Gleicbungcn  dia  zwei  anism  .ab,  m  «iMk 
laan,  die  DÜTaranz  dar  Ouadiala  in  ein  Prodnel 
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[i'  (i;  -H  xj) + -         »r)]    C«?  -  «0 + *^    - -  ^^D] 

Den  zwei  id  eckige  Klammern  eingrcschlosscnen  Factoren  in  der  erülen  dieser  Gleichungen  kann 
mun  aber  dndtirrh,  «fass  man  Tür  s"',  zj'*,  z^''  deren  MM  itn  Obern  (iieidiangMi  (91.  eni- 
noinmene  Weillu'  sciz.l,  die  folgende  Form  geben: 

z'  (zr  -     I-  2"  (z:*  -  z7)  -  (i — z'  -  «"j  (ti + z;'  -  *;  -  x,") , 

oder,  wenn  iium  die  KlauiiHerii  wegschaSl: 

z?  +  z;'  +  z;  + 1?  —  2  —  z'  zi'  —  z'  z;«  —  z"  z?  -  z"  zj  +  2  »•  +  2 1" 

ind 

4-  ij»  _  aj  _  z;«  4-  X»  i;»  + 1"  xj  -  x' — x "  x,' 

oder 

bpaclitet  man  aber,  dasü  die  Summr  der  zwt^i  prstfn  untern  fllpiVhnnpt'n  (^07.  a.)  z'-f  74-|-z[^4- 
xi'-j-z'-|-z"=:2  tierert,  dass  man  also  im  einen  Factor  — z"— z"  für  z,'-f-z;'-|-i»+zj'— 2  und  im 
•ltdom,  demellMii  deicbimgefl  gemflss,  ^  ^  — >'*  a"'  fltr  i  —  i*  Mtien  kam^ 

M  ttbenougt  man  licht  daxi  jene  beideo  Faeloreii  «vch  lo  gesduiebeii  werden  kOnnen: 

»•(1 -.*;0+»''0-»?-i5)  nnd  C«?+OW-«0+C»J+«S)C»:*-»?D. 

HVd  itnn  fohl  der  enie  mUtelat  der  smi  enten  untem  Gleichingen  (97.  tu)  Ober  in: 

2z'z", 

der  iweile  dagegen  venrandelt  sich  miüclsl  WegsLhuffüng  der  Klammein  in: 

2(zfz;'-z5z;»), 

was  zur  Folge  hat,  dass  die  crsle  Gleichung^  fW.  d.)  njitfrJst  dor  GJnithnncen  (^97.  a")  tden- 
tisch  wird.  Auf  ganz  analoge  Weise  lässt  sich  auch  die  zweite  Gleichung  d.}  iniiielst 
deraelben  Relationen  (ffT.  a.)  identiaeh  machen.  Bs  bl  simit  erwteaen,  d>M  neben  den  aecha 
Gl  ri  nn  Ti  ll  (97.  )).')  nur  nnrh  eine  cinx^  von  den  «echa  Glddmngen  (97.  c.)  für  die  Auf- 
lüsuug  aller  wesentlich  nülhig  ist. 

827^  Xachdem  wir  in  der  vorigen  Nammer  niM  Gewiasheit  darüber  Terschaflt  haben,  daaa 
zur  Bestimmung  der  drei  Grüssin  ,  ■/.'.' ,  lu ben  der  Gleichung  (9S.  d.}  nur  noch  eine 
zwrilp  aus  einer  der  Gleit  Im  ulti'u  (07.  e.)  erhalten  werden  kann,  geben  wir  jetzt  an  die  Auf- 
suchung dieser  zweiten  Gleichung.  Zu  di<  !>em  Uehufe  nehmen  wir  die  erste  Gleichung  (9i).  c.}, 
nHmUdi: 

(z*  z?  -f  z*^  z;' — z"'  zi'y = 4  i:  z"  z," , 

welche  eine  blnse  Uniformunjj  der  ersten  cdiern  Gleicliun«;:  (1*7.  e.)  ist,  und  setzen  in  sie  für 
z""  und  z',''  ihre  aus  den  zwei  erüten  obern  Gleichungen  (^97.  a.}  enlnouuncnen  VVerlhe  ein, 
wodnnii  aie  Mch  Wagadiailkng  der  KhunoMm  wM: 

(- 1  ^  I*  4-    + 1}  4.    ^  t*  i;*  -  i'aJJ»=34»*«?**ir » 
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!)•  aber  gMUi  der  entM  und  swciw  umeni  Gleidmiif  (97. 

•dir  der  driltn  imtam  GhJehing  (187.  a.}  iw  Folg» 

in,  M  llait  fie  itah  aock  m  MloreiMii: 

ond  fehl,  wem  mm  «fiUicli  in  Quidnl  eildN,  Umt  Ii: 

weldmr  OWB  auch  die  andern  Form 

+ 2  c»' — «.0 + c*'  »i ' — *iy = 4 ii»  ir 

oder 

geben  kann.  Drttdt  Bin  i**  und  durch  s*  uud  ^  miHstat  der  tolitaii  GleiclMiqgen  (96.  a.  uad  b.) 
•Ufa  M  wird 

— "  —  -TT  ^  ^   )  l  —  77) 

dt     ttt         Ut     «i  (t,     Ut  V,  «tt 

und  eetat  nan  dieaen  Werth  von  1*81  in  die  CUelehung  (^100.  a.)  ein,  so  erhlilt  man: 

J  <  J  1         rA  l-kf^.l-) 

A  -  -  „     (  -  4)  c-  -  4)  ^ 

welches  die  M  flon^'lo  Gli  irlning  in  /? ,      ,  z',"  ist. 

Da  oiao  zur  Beslimmung  der  drei  Grössen  z',  zj*,  z^''  bios  die  zwei  Gleichungen  {9^.  d.) 
und  (100.  b.)  hat,  so  kann  man  eiae  von  ihnen  oder  eine  VoAindangf  awiaehon  nrnbreni  in- 
nerhalb gewisser  Schranken  der  Wahl  frei  geben.  Wollte  man  z.  B.,  dass  die  SuiDUW  aUoT  drei 
einen  vorgoschriebenen  Werlb  S«  amichme,  wodurch  noch  die  drille  Gleictinng 

UM.  e.)  7.*  +  z?  +  7."'  — 

zu  den  vorigen  beiden  hinzu  küme,  und  eliininiric  man  zwei  von  diesen  Grössen  aus  den  jetzt 
vorhaudeaen  drei  Gleichvngen,  ao  wttrdo  man  auf  eroe  Blimmalionagleidiung  in  x*  oder  iS*  oder 
^  TOai  drillen  Grade  hingcmiirl,  die  man  l«>sen  roUsste,  um  dann  auch  niillclst  der  t^aichan- 
gcn  ^98.  a.  bis  c.)  alle  übrigen  dureli  das  plciLhe  Grundzeichen  vorgeslfült  n  Grossen  zu  er- 
halten;  woUle  man  aber  der  einen  von  ihnen  einen  vorgeschriebenen  Wcrlh  beilegen,  so 
geniigen  snr  Beathnnmng  der  beiden  andern  schon  die  iwei  Gleicbungen  (98.  d.^  und  (10IK  b.) 
und  man  findet  jel/t  die  zwei  zu  C  geliürigen  andern  Grössen  durch  Auflösung  einer  quadra- 
Uscben  Gleichung.  Hat  man  auf  die  eine  oder  andere  Art  alle  Grössen  bestinunt,  deren  Gnind- 
aaidien  t  ist,  ao  Uelem  dann  die  Oleidmngcn  (97.  b.)  aua  ihnen  die  GrBiaen  A*,  A'*,  A'"; 
A;,  A:*,  A,*^;  A;,  A?«  AT,  weiche  almmUich  recUe  nad  poailiv»  Zahlen  wardea 
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wem  du  gendMe  CoonKmlfliifyilflR  ift  Wdirheit  «xiBtn^n  mIL  Die  U«fn  wforiMBdmi 

Bedingungen  geben  die  RL-Iationen  xvriidi«  den  Cot-ffi/Jentcn  oe,,  ,  «'/  md  («•},  («',),  («ä') 
an  tlv-  H;tnit,  wHchc  stiillfmdL-n  niU^isen,  wenn  die  MillelpuncUfläche  zweiter  Ordnung  durch  eine 
vorgeschriebene  Uleicbung  an  einem  wirkticlien  Coordinoteiwysteme  darsleUbar  sein  solL  Die 
wettere  AnsflAroiif  dieMS  GeffeiMlaadat,  wdclM  ma  la  weit  Ittrea  würde,  Immm  wir  jedoch 

bei  Seile  lii'iren. 

228}  Ausser  den  bishc-r  von  uns  betrachteten  Diametralgleichnn^en ,  wodurch  sich  jede 
FHdie  der  zweiten  Ordnung  m  solcher  Art  darstellen  lisst,  duss  deren  Eigonschaften  dem  Be> 
Mhauenden  näher  rttckea,  giebt  <\s  nü(h  andere  GIcichungsformen,  die  dusollM;  kMülen,  die  je- 
doch nur  bei  gewissen  Arten  jciuT  Kliichen  cnfstehrn  itünncn,  bei  dem  Hyiiciboloiil  t  incr  jeden 
Art  Dämlich  und  bei  dem  hyperbolischen  l'araboloid,  also  nur  bei  solchen  Flache»  zweiter  Urd- 
muf,  bei  wddien  Durchsduiitte  Hypeibdn.liefem  kUnnai.  Wir  werden  diew  aeum  Glejobuigf- 
Tonnen  zuvörderst  Air  jede  Art  def  Hyperboloid»  mnbtelleii  ind  Mdaim  nooh  Ar  dai  bjfpeiio- 
loidiscbe  Paraiioloid. 

Wir  jinben  olwn  gesehen,  dass  ricli  die  rott  einem  Hitldpanct  versehene  FlXche  der  wei- 
len Ordnung  durdi  eine  Gleidinng  von  jeder  der  Femen 

t-s=(^,)  «nd  a,n'+a;ii^+«:i'-=:(n)  ct«i*-*> 

in  schieren  oder  senkrecblen  Coorditttlen  an  uiliUg  vielen  dau  geeigaelen  Coontinateisysle- 
nien  darslolien  Itisst.   Fassen  wir  die  Gleichungen 

«,  x'  4- «;  x"  4- «;'  x  "  =  0   und   J.  u'  +  (?;  u"  +  S':  u'" — 0  (toi.  k.) 

ins  Auge,  so  zeigt  sich  aur  den  ersten  Blick,  dass  diese  nur  auf  eine  einzige  Art  befriedigt 
werden  kennen,  wenn  ee, ,  a\,  u'i  oder  ,  ,  dl'  entweder  lauter  poeUive  oder  kuler  nega- 
tive Zahlen  sind;  sie  lassen  sich  ntmllch  dorcii  rceOe  Werlbe  TOB  x,  x',  x"  oder  u,  n',  n" 
nicht  tuuters  realisiren,  als  indem  man  entweder 

x  =  0  ,   x  —  O  ,   x"=0   oder   u  =  0  ,   u'=0  ,  u"=0 

nimmt,  woraus  mau  sieht,  dass  in  diesem  Fallt-  dtirrh  die  Gleichungen  (101.  b.)  bios  ein  Puoct 
dargestellt  werde,  welcher  die  Coordinalcnspilze  liesjenigcn  Systems  ist,  an  dem  die  Diame» 
tralgleichung  (101.  a}  zum  Vorachein  Itonnit,  und  es  ist  diene  Ceordittilenaftilze  nichts  anders 
als  der  Mittelpunct  der  Fläche  zweiter  Onlnuriir.  Da  aber  in  dem  Fnllr,  wo  ,  «1,  a"  oder 
<^*>  sümuitlich  positive  Zahlen  sind,  durch  Jede  Gleichung  (101.  a.j  ein  EUipsoid  dargc- 

elelU  wird  oder  gar  nichts,  je  nachdem  (^,)  oder  (y,)  eine  ZaM  mit  demselben  oder  dem  entge- 
gengesetzten Vorzeichen  ist,  wie  die  übrigen  in  derselben  Gleichung  auftretenden  CoefTizienten,  so 
iiisst  sich  sdiliessen,  duss  in  allen  den  Füllen,  wo  in  den  Gleichungen  (101.  a  ")  ein  Ellipsoid  ent- 
hüllen ist,  oder  wu  sie  gar  keinc  reelle  Bedeutung  haben,  durch  die  Gleichungen  (101. 1».}  ein 
bhieer  Punel  dai<gealeDt  werde,  welcher  beim  BliipMid  sein  lliflelpnnct  iet.  Sind  aber  zwei  von 
den  CoefTizienlen  «, ,  u\ ,  cf"  oder  tT, ,  y„ ,  5"  positive  oder  nepativp  Zahlen  und  der  dritte  im 
ersten  Falle  eine  negative,  hn  andern  eine  positive  Zahl,  welches  alle  Fälle  in  sich  begreift,  wo 
die  erwibnien  drei  CoeflzieBten  nicht  dnnnilieh  Zahten  von  demselben  Vorzeieben  sind  und  dte 
Gleichung  (101.  a.)  ein  Hyperboloid  der  erst«  n  oder  zweiten  Art  in  sich  trägt,  so  giebt  es  uncnd- 
lirh  viele  Puncte,  welche  den  Gleichungen  (101.  ti.)  angehören,  und  diese  bilden  in  ihrer  Ver- 
bindung, wie  wir  schon  oben  (Nr.  209.}  gefunden  haben,  eine  KegeiflUche,  deren  Scheitel  im 
HMclpwMl  des  Hyperboloids  liegt  Die  Uer  in  Rede  sldiende  KegeUHcbe,  deren  Gliäcbang 
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(101.  b.)  n»  d«r  Gleiehmtf  (101.  a.)  hen  orgegan^en  ist,  ildil  in  «iner  nerinrflrd^M 

bung  zu  dem  durch  die  lelzigcnannle  Gleichung  dargeslelllen  Hyperboloide,  welche  durch  die 
fulgcndc  Betrachtung  ans  Licht  gezogen  wird.  Denkt  man  sich  näudich  ein  durch  ctnc  der 
Gleichungen  (101.  a.)  dargestellles  Hyperboloid  und  in  ihm  einen  unendlich  weit  von  dessen 
Hilldpaoci,  d.  b.  von  der  CoordiMton^ilie  «Dlferatm  Fanct,  dfltam  GoonNmlHi  wir  duKh 
X«,  x', ,  x"  oder  Uj ,  ui,  u','  bezeichnen  wollen,  so  rimss  wonijrstcns  tlir  rino  von  diesen  drei 
Coordinaleu  selber  einen  unendlich  grossen  Werth  annehmen,  voruusgesclit,  was  zuin  Hyperbo- 
loid gefordert  wird,  dbwt  die  CoefUsieaten  der  Gleichung  (101.  a.)  dureli  «odUdM  ZeUeit 
geeproch«!  eiod,  «id  mm  ImI,  weit  diieer  Pumct  den  Hypeitoleid  aqgeliiirt: 

Mtm  wir  mni      oder  n»  de  denjenigen  der  Coordimleiiwertlie  dieees  Pancles  em,  webAer 

absolut  genonimen  der  grösste,  also  nothwendtger  WdM  meodlicll  grOM  iit,  «Ml  eiclien  wir 
den  Piuicl  der  l&egeUläche  auf,  in  Bezug  auf  welchen 

x'sz;  ood  jrc=:x:  oder  u'szvi  md  %"=:^' 

iit,  eo  «igieU  ilcb  die  diitle  Goordiiiale  x  oder  n  dieeee  lelSteni  Pimelet  mm  der  Gleidug 

CIM.«.)  «^x*+i<x;*+<(?xr==:0  oder  a.ii*+«;iC+^«i'*=0. 

Zieht  um  die  ntsemnengebörigen  Gteichongen  (iOI.  e.)  und  (101.  b.)  von  «inender  ib,  e» 


ß„(\:  — .v3  =  (^i.)    oder   d,  (ui  —  u'}  =:  ^y.J , 
welche  man  ancfa  in  der  folgenden  Ponn  schreiben  kann: 

ader  l-Ii;  =  M. 

x;  u*  tf«iit 

■an  eritennt  ew  diesen  letelem  Gleidwngen,  du«  m  dem  Meaeee 

^zsi  oder 

Mm  mQne^  je  nlher  oder  j^,  gegen  die  Holl  Unrilcbt,  wdcbet  in  de«  Giode  mebr  dw 
Fett  iel,  je  grlMser  der  Abetend  des  im  Hyperboloide  gewiblten  Fundes  von  dessen  MiUelpttBet 

X*  tt* 

&t  Je  grosser  dieser  Abstand  wird,  desto  voHstlndiger  wird  jg=^  oder  «nd  desto 


x=x«  oder  ii=:n, 

nehmen,  welche  Gleichungen  bei  einem  unpndlich  grossen  .Xbslnndr  des  t^edarhlcn  Punrtes  vom 
Hillelpuncle  des  Hyperboloids  vtillig  genau  werden;  dann  aber  fallt  der  im  Hyperboloid  ge* 
wlbHe  Punct  mü  den  in  der  KegdBlehe  •ufgesocMen  wehrball  nmenMien.  Aue  dieser  Bo' 
tnichlung  lässt  sich  entnehmen,  dass  die  Punclc  des  Hyperboloids  um  so  nüher  an  runde  der 
Kegelfläche  rücken,  je  weiter  sie  vom  Mttlelpuncte  entfernt  liegen,  und  dass  diejenigen  Puncte 
des  Hyperboloids,  deren  Abstand  von  seinem  Hitlelpunct  unendlich  gross  wird,  in  die  Kegel» 
üehe  selber  fUlen.  Wegen  dieser  Bw«iwciieA  nennt  wm  die  dnrcb  die  Gleidraiv  (101.  b.} 


Digitized  by  Google 


S*  ir.  Kr/SSB.  Knimae  fliehm  swdtor  OrdBang.  MT 

tegwIeOte  KafeUliehft  im  Asymptottnkegftl  des  dprek  «He  GMung  (101.  a.)  dargestell- 
ten  Hn^dioloidi,  wddiM  ebm  wmM  von  der  enten  wie  v«ii  <l«r  swdteit  Art  «ein  kank 

Wülill  iii^n  bei  der  Bildunjr  d  r  Hl  ii  limiirea  vor  (70.  a.)  und  (72.  b.)  iicut»  ('(Hirdiriiitm- 
sysleui  so,  das&  dessen  drei  GrunJa.xLii  Seiten  des  Asyniptolenkegels  werden  und  nicht  in  einer 
und  dersdben  Ebene  liegen,  so  ist,  wenn  r ,  r',  oder  n ,  u',  u"  die  schiefen  oder  senkrccli- 
ten  Courdinatcn  eines  in  der  neuen  Axc  A  Y  ausserhalb  der  Coordinaten^:Jlil2e  A  liegenden  Pune- 
les,  r, ,  r[,  rl'  odrr  it.,  it' ,  xi"  die  eines  in  ilcr  Ave  AY'  uiul  r, ,  i', .  r','  oder  u.,  u\,  n"  diti 
eines  in  der  Axc  A  Y"  liegenden  solchen  i'uncles  und  i ,  t,  ,  r,  die  Abstände  dieser  Puuclc  von 
der  Coordinalenqiiln)  bezeichnen: 

X 

rr 

X, 

r. 


A'  =  J',  A" 

a;=^,  a:' 

u 

r  * 

t 

c;  =  ^', 

c:'= 

Hl 

r.  ' 

r, 

t, 

u. 

üi 
r. 

oder    {  C.=  =i  ,   C;  =  -  ,   €"=  —  ,}  i§m9,  «.> 


wobei  die  das  Grundzeichen  A  oder  C  an  sich  tragenden  Projcctionszahlcn  wieder  ganz  die- 
selbe Bedeotung  wie  in  den  Gleichungen  vor  (10.  a.)  oder  (72.  besUsen.  Weil  aber  die  in  den 
Seiten  AY',  AY',  AY'"  des  Asymptutenkepels  liegenden  Puncle  eben  desswegcn  auch  der  Kc- 
gelfläcbe  selber  angehören,  so  inUssea  ihre  Coordintklen  die  Gleichung  dieser  Kegelflitchc  bc- 
liiedjgen,  d.  h.  ea  nuisa  gleiel 


tf .  t' + «;  r"  +  «r  iT =jO ,  I  /  + a;  u" + o'" = 0 , 
«,r;  +  «;xr+«:itr'=0,(  oder  3; a^^+drur'rsO, 

«,i5+«ii?+affir=o,)  Ui:+j;ii?+iriir=o, 

«der  wenn  man  in  diese  GleidMiiven  analalt  der  CoordinaleR  ihre  aiis  den  GleielninKeo  (102.  a.) 
Warthe  einsebt,  da  keine  der  GrSssen  v ,  v, ,    mdl  ist: 

•^Af+«<A?+«rAr*=o,>  oder  |»,cr+?;c;'+dr(r=o,(  cmb>> 

ÄiA!+*iA7+aCA?*ä=0.?         U.Ci+«C?+^Cr=0  J 

denen  die  drei  unter  einander  stehenden  stets  gleichzeitig  wahr  sein  müssen.  In  Folge 
dieser  Relationen  Verschwinden  ul>f^r  flie  Glieder  aus  der  Gleichung  vor  (70.  a.)  n  Ji  r  (l'i.  a.), 
welche  die  Quadrate  der  Coordinaten  in  sich  tragen,  und  es  bleiben  blos  die  £urüt:k,  welche 
die  Prodocte  xweier  Coordtnaloi  im  sidi  anfiiduiMii,  so  daas  ein«  Gleidning  von  dar  Form; 


2^yY'+2ftyy"+2/5;'yy'=(^)  oder  2«.y'y"+3«;yy"+2«;'yy'=:(i'.)  (im.«.) 
entsteht,  wenn 

Ö.A  A.  +  a;A'A;  +  «;'A'  A;'=/9;',  |        j  i.c  c, +  y.c'c; + J'.'C"c;'=«;',  1 

«bAA,+iiiA'A;-f  «;'A''Ar  =  /3; ,  I   oder  J  Ä.C  C  +  a;C'C;  +  i5r C" €;  =:«; ,  I  ...  (fM.«.> 


«^A.A,+«;A:A;+<ArA;:=^», idi,(;ci+d(Q(;+ds:Grcr=:«. 

L 
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Oder  irttdt  man  bei  der  BiMniig  der  Gleidnu^en  vor  (7i.  •.}  und  (73.  a.)  das  nette  Coor- 

dinalensysleni  so,  dass  dessen  drei  Polaraxen  Seilen  des  Asymplotcnkvgels  werden  und  nicht 
In  einer  und  derselben  Ebene  liej^cn,  so  isl,  wenn  (r) ,  (r') ,  (r")  oder  (u) ,  (u') ,  (u")  die  schie- 
fen oder  senkrechten  Coordinulcn  eines  ausserhalb  der  Coordinatenspilze  A  aber  in  der  Polar- 
«xo  tiegenden  Pwiclee,  (r,),  (rl),  (iT)  oder  (u,),  (t^'),  {uT)  die  eine«  in  der  Poliraze  A  STt 
(r.),  (r;),  {t','}  oder  (U,) ,  (uO,  (ui')  die  eines  in  der  Polaraxe  Ag)"  üeffpnden  SOtcben  Pimctet 
und  (i),  (rj,  (r,)  die  Abslünde  dieser  Punclc  voa  der  Coordinatenspilze  bezeidueo: 

Ci-.^)|(^0=.|j.  (^=|;.  (^)  =  |y^     oder  L^gf  ,  (rD=:|\  (IT)=|J. 

(-/J-^^,  ^^-^-(iö  )  l«'^=W*^'^^=(ij'^'^^-W' 


wobei  die  des  Gnmdeeieheii  (A)  oder  (F)  an  sicfc  Iregenden  ProjeetlonaraUen  wieder  gams 

selbe  BeJcuiuii^'  wie  in  den  nicichurij^en  vor  (71.  a.)  oder  (73.  a.)  bcsilzen.  Weil  aber  die  in 
den  Seilen  A  g) ,  A  II)',  A  g)"  des  Asyniptolenkegels  liegenden  Puncle  darum  zugleich  aach  Puncto 
dieser  Kegelflächc  sind,  so  niUssen  ihre  Coordinileo  die  Gietchung  dieser  Kcgelflächc,  welche 
dwKb  (101.      gegeben  ist,  befriedigen,  d.  h.  es  nUssen  die  folgeiidsin  drei 


«.  (r.)'4- «;  {T.y + w:  {try = o ,  [  oder  j  s,  (u,)'+ d:  (uo' + 57  «y = 0 , 

oder  wenn  nun  in  diese  detchnnfcn  anstatt  der  Coordinaloii  ihre  durch  die  Gleichungen  (103.  a.} 
gegebeoea  Werthe  einseist,  dk  keine  der  GH^ssen  (r),  (Lj ,  {Xti  null  werden  Iuuiq: 

Ciw.  M        <  «,(./,i'4-«'.u^:r  +  «^i-^^D-o.  >  oder  }  Ä.(r.)'+3;(r;r+Jr; (O'^o, 

f «.  W=o, )       ( *.(A)'+a;(r;i'+5i'(r.7=o. 

wobei  die  drei  vordem  oder  liiiitern  Gteicliiingfen  gleichzeitig  slaltfinden  und  sich  huT  die  <frei  Po- 
laraxen  des  gewälilten  (Koordinatensystems  beziehen,  in  Folge  dieser  Relationen  verschwinden  aber 
•  aus  der  Gleichimg  vor  {71.  «.)  oder  (73.  tu)  die  Glieder,  weiche  die  Onidnd^ der  Ctfofdiiiafea 
in  sich  enthalten,  und  es  bleiben  blos  die  zurück,  welche  die  Produde  VM  J«  iwei  CoOfdiiWtett 
in  sich  mifhehnen,  so  du»  eine  GictclMuig  von  der  Form: 


OM.«.)         2y.vV+2/;v»''+«yrvf=W  oder  >&t'y"+»CvV'+aff vV=(n,) 
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ff.  {A)  (A,)  -f- «;  (.1^-)  i,-/'.) + (yf ')  (A',') 

«.  (.^.)  + «;  (^)  (-^) + «;'  {^Mi 
s,  in  (r,)  +  s:  in  f d + a;'  {d  (o 

(rj  (A)  +^'.  (rj  (ro+d-;  (H)  (ro 

gesetzt  wird,  und  die  beiden  Formen  (109.  o;}  lind  dne  md  dlenlbe,  nur  nis  wnehledenen 

Gleichungen  hen  orgegaogene. 

Am  dm  vorstehenden  BetrachUingen  geht  hervor,  dass  sich  jedes  Hyperboloid,  keineswegs 
aber  das  Ellipsoid,  durch  fine  (»loichnng^  von  der  in  (102.  c.)  stehenden  Form  darstellen  Ittsst, 
wma  dessen  Gleichong  an  einem  Coordinatensystame  hergeställ  wird,  desMU  drei  Gruadaxen 
Seilea  des  Aeymptolenitegelfl  lind,  «»  wie  dank  eine  Gleieinnig  von  der  in  C^OS.  e.^  eldien- 
di'ii  Foiiii  Bii  jcdiMii  rourdinalcii'.ysk'tiK',  rlr ;5  n  drei  Polaraxcn  Seilen  des  Asyiiiplolcntepols 
sind.  Gleichungen  von  den  in  (102.  oder  (103.  ai^ezeiglen  Formen  pflegt  man  Asyuip-> 
totengleiehungen  des  Hyperboloids  m  nennen.  Da  man  znr  BesUmmnng  der  drei  Gnind» 
axen  oder  der  drei  l'olaraxen  des  neuen  Systems,  an  wlIcIioii)  die  Asymplotengleidinng  den 
Hypcrboloitfs  entsteh!,  nur  die  drei  in  ('102.  b.)  oder  (103.  l»)  enlhiiltcnen  Bcdinjfung^s^'lfi- 
chnngen  erhalten  hat,  so  bleiben  drei  vrillkühriiche  Grössen  in  den  Asymplolengleichungen  wie 
to  den  DiimetnilgleiGlittngen  n  flndenreiliger  DisposUion  ülirig.  Die  hier  in^fd^enen  nerer» 
lei  Glcichungsrormen  lassen  sicli  Mwh  JeW  wieder  durcb  die  in  Nr.  213.  aegeieigleil  WNel 
mf  eine  einxige  sarückAibren. 

229)  Zu  ibnlichen  Formen  geben  auch  die  Gleichungen  des  hyperbolischen  Paraboloids 
Anlast.  Gehl  man  nainlicli  auf  die  Gloicliunßen  (91.  a.)  oder  (92.  a.)  und  (93.  a.)  oder  (94.  a.) 
zurück,  in  welche  die  vordere  oder  hintere  Gleichung  (64.  b.}  an  einem  neuen  Coordinaten- 
syiterae  übergeht,  denen  Spflie  irgend  «in  dnrdi  Goordinelen  |,  |*  oder  n,ffyii* 
gegebener  Punct  0  des  durch  die  Gleichungen  (64.  b.)  dargestellten  Paraboloids  ist,  und  dessen 
eine  Grundaxe  OY"  oder  Polaraxc  Og)"  mit  der  Grundaxe  AX"  oder  Polaraxe  Ki"  des  ur- 
sprünglichen Systems  parallel  Ittufl,  welche  Gleichongen  alle  möglichen  ihrer  Art  in  sich  Tassen, 
•0  lange  die  Üehtungen  der  beiden  endem  neien  Grund-  oder  Polarexen  noch  völlig  unbestimmt 
bleiben;  und  versucht  man  es,  diese  noch  unbcstimint pn  Rii  hfnnfjcn  so  zu  wiihlen,  dass  die  an  ihnen 
liervorgehende  Gleichung  aus  so  wenigen  Gliedern  wie  müglich  be^itciic,  so  wird  man  neben 
dem  Wege,  der  doH  in  den  Gleichungen  dj  oder  (92.  d.)  und  (93.  d.)  oder  Q)\.  d.) 
führte,  noch  den  folgenden  einschlagen  können,  der  jedoch  nicht  wie  der  eben  genannte  bei 
dem  Parabiiloidp  einer  jeden  Art  anwendbar  isL  Bleibt  man  zuviJrdcrst  hei  dem  Falle  pichen, 
wo  aus  der  gegebenen  Gleichung  von  einer  der  in  (64.  b.}  stehenden  Formen  eine  Gleichung 
in  MMefen  Coortfntlen  bergdiolt  weiden  mH,  wobd  man  anf  die  Gteiebnmgen  (91.  nnd 

(93.  8-3  hingcwiesrn  wird,  nnri  siirht  mnn  in  dpr  nirirhiing^  (*}\.  b.")  oder  (S^'^-  b.)  die  Glie- 
der zum  Yerschwiodea  zu  bringen,  in  .d«neo  fnd  y''  aullriU,  so  mttsste  man  die  Axen  0¥ 
Md  or  M  wShlen,  dm 


:3>  d;  7-;' ,  \ 
:a);3);>. 
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ö,A  +«;A"  =  0  und  tf,AJ  +  «;A;'=0   oder   3,C'  +  J;C''  =  0  und  J,C.'  +  d;Ci'=0 

A'  A'  C  G 

folgt.  £»  werden  senech  die  QuoUenten  ^  »     oder  die      ^  imagiolr  uod  in  dessen  Folge 

die  A.xcn  OV,  OY' unwirklich,  wenn  «,  und  a,  oder  S,  und  K  '/.Mcn  riiit  (bleichen  Vorzeichen, 
beide  zugteich  entweder  positiv  oder  ne^tiv  «ad,  in  welcbein  Falle  aber  ein  elliptisches  Pa- 
nbftloid  in  der  Glcidmig  (64.  b.)  «nlhillen  M.  Sind  hingegen  «,  und  oder  8,  imd  ^ 
ZeUen  mit  enigegengeaclzten  VoiioiclMni,  in  wekheni  Pdln  die  Gldchung  (64.  b.)  einem  ky- 

A'  A^ 

perbolkehen  Pnnboloid  tngdidrt,  to  crMHt  man  Ar  jeden  der  Coenaenlen  ^  ^ 

C  C 

-:  und  — '  dieselben  zwei  reellen  Zahlen,  welche  an  Gr(issc  einander  grietch,  dem  Vorzeichen 

mcli  aber  gerade  ealgcgcngescizt  sind.  Ua  nun  jede  noch  unbesliinnitc  Richtung  zwei  belie- 
bige Grossen  in  sich  trügt  und  die  Gleichungen  (104.  a.}  btos  Ober  eine  derselben  verfögen, 

80  kann  man  die  andere  noch  zu  einer  weitem  Vereinfnchung  obiger  Gleichungen  benutzen 
und  z.  B.  diu  Glieder,  welche  y  und  in  sich  tragen,  zum  Verschwinden  bringen  woUco,  wel- 
chen geschieht,  wenn 

fa,A^  +  a^A'^+A"y:—0   und  «, A,H-ä; A:r+ A;Y.'=ü 
lt04.  b.>  <  oder 

h,Cn+s:c' »/+  c" r; =o  nod  s,c,n+ c; t)'+  c; l::=o 

durch  die  zweite  bei  jeder  llichluug  iwcli  ^vjUkührliih  zu  wühlende  Grösse  gemacht  wird.  Da 

A'        A"         C"  C" 
die  ohem  sowiAl  akt  die  untern  Gleichungen  (^104.  b.)  fllr  ^  uod  ^  oder  ^  and 


M  Wem»  Inden  lasten,  wem  j  uwl  ^  oder  ^  und  ^  eineriet  Warthe  besllMn,  m 

man,  um  n  xwei  verschiedenen  Richlungen  OY  und  Or  zu  gelange»,  wie  fan  Begriffe  eines 

A'       A'  CT  Gk 

CoordlniiensyalenH  hegt,  Tür  ^  und  ^'  oder  AT'^  nnd  ^  zwei  versddedene  Werthe  n  Gmid« 

legen,  welches  sich  nur  dadurch  bewirken  lässt,  dass  uiau  flir  einen  der  beiden  Quotienten  sei- 
nen einen  aus  den  Gleichungen  (i04.  a.}  sich  «gdioiden  Werth  oiioml,  vnd  ie»  swdlea  Werth 
dem  andern  Oaotionten  beilegt,  wodurch  man  ftndel: 

wo  für       — ^  oder       — ^  mit  gleichem  Rechte  sein  positiver  oder  negativer,  wenn  nur 

Überall  derselbe,  Werth  genommen  werden  kann;  dann  aber  ündet  man  ans  den  Glcichangen 
(104.  k): 
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oder  "   '  _  _}  

^  ^  .„It.-    .        Ü'       ,  ) 

Darch  die  Gleichungen  (104.  c.  und  d.)  sind  die  twei  von  einender  verschiedenen  Richtungen 
OY  usd  Ol'  gerunden,  welche  mit  der  schon  gewKlillen  Axe  OY"  das  neue  Cuordinalciuyslen 
bilden,  an  wolchoin  die  Gleichung  (91.  b.^  oder        Ii.)  des  hjpeiiioliadH»  Partboloids  den  ' 

Bedingungen  (104.  und  b.)  gcuiüss 

C«,  A  A,  +  «;  Ä'  A;)  y  y'  +  y':  y"=  0   oder   ((•)„  C  C.  +  b\  C  C!)  y  y'  ±  g"  'C;  y"=  0  (i««.  «.) 

wird,  welche  beide  eine  und  dieselbe  Form  besitzen.  Au.^  den  Ülcichungen  (104.  c.}  lüsst  sich 
Iddht  äUetteii,  dam 

«;  A'AI  =  «,  A  A,   oder      C  C,' =    C  C| 

ist,  wodarcb  die  Gleichung  (104.  e.')  sieh  v^rwnndelt  in: 

2  a,  A  A,  y  y'  +  ;';'y"=  ü    oder    2  ,V.  l!  C,  y  y '  +  P'/r/  y"=  0  (IM.  f.> 

oml  die  Grösse  AA,  oder  CC,  lumn  inan  ohne  Schwierigkeit  mittelst  der  in  (104.  c.  und  d.}  er- 
hiheiiM  Onmenlm  dnvik  die  CocflkieBlm  der  gegebenen  Gleiobang  (64.  b.)  und  dnroh  die 
Cooidiniten  de»  beliebig  tn  wühlenden  Fnncles  0  des  Pendxdoids  «luwertben. 

KnQpft  man  Megegen  die  verwandten  Belraebtangen  an  die  Gleiefinng  (92.  b.)  oder  (94.  b.) 

an,  in  wclehe  die  vordere  oder  hintere  Gieieluingen  (64.  b.}  an  einem  neuen  Coordinatensysicme 
Übergeht,  dessen  Spitze  irgend  ein  durch  die  Coordinaten  ^ ,  ^,  ^"  oder  ti ,  n/,  f/'  gegebener 
Punct  0  des  durch  die  Gleichungen  (64.  b.^  dargestellten  Paraboloids  ist,  and  dessen  eine  Polar- 
axc  09*  Bit  der  nrsprtti^chen  Grondaxe  AX"  oder  Potaraxe  AST'  peraUcl  lüuR,  weiche 
Gleichungen  alle  niögliehen  ihrer  Art  in  sich  fassen,  so  lange  die  Grössen  (-*/),  (-/'),  (-^") 
nnd  (^.),  (^),  (^'j  oder  (r),  (r),  (V)  und  (r,),  (ry,  (r;'),  d.  h.  die  Lagen  der  PoUr- 
•xea  09  wul  09'  in  »enen  Syslnne  noch  t«I%  nnbestinmt  beiben;  und  versvdit  mm  es, 
diese  ne<3l  nnbesliimnien  Kicblongen  su  /.u  wühlen,  duss  die  an  ihnen  sich  bildende  Gleichung 
aus  so  wenigen  Gliedern  wie  möglich  bestehe,  so  wird  mnn  neben  dem  Wege,  der  dort  zu 
den  Gleichungen  (92.  d.}  und  (94.  d.}  geführt  hat,  noch  den  folgenden  einschlagen  können, 
der  jedoch  nicht  bei  dem  Paraboloido  efamr.jedMi  All  anwoidbar  isL  Snott  man  nimlich  in  der 
Gleichung  (92.  b.)  oder  (94  b.*)  die  Glieder  zum  Tecsdiwinden  tQ  brin^'en,  in  denen  V*  und 
und  v''  auilU-eten,  so  hülle  mau  die  Polaraxcn  0©  ond  0?)'  so  KU  wühlen,  dass 

tf.(^)'+«;(.^)'=o,  «.(.^j'+«;(.^j*=:0  oder  i,(r)'+ d;(r  j'=ü,  a.(r.)'+a;(r:)'=o  \ 

wird,  woraus  f  ^  

folgt   Es  werden  sonach  die  Quotienten  J— ^  1  -— ^  oder  —  ,        und  in  Folge  dessen  die  Po- 

laraxen  Og)  und  0^'  uniaögUcb,  so  oft  «,  ond      oder  ä,  und     Zahlen  von  einerlei  Vorzeichen, 
Mde  ngleich  peeiliT  oder  nsgriiv  *d,  iii  ««Mm  Fdle  «e  Ghialtii«  (II     eil  d 
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nbotttid  in  aicb  eirthilt,  ki  Bewag  nur  weklics  »hhiia  kein  widdiehai  GoerdinteniyileHi  vor- 
handen ist,  an  dem  die  Glieder  in  der  Gleichung  (92.  b.)  oder  (94.  b.^,  welche  v'  und  v'*  in 
sich  tragen,  zum  Verschwinden  gebracht  werden  könnten.  Sind  hingegen  a,  und  a',  oder  J, 
und  5",  Zahlen  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen,  in  welchem  Falle  die  Gleichung  (64.  b.*)  H- 

nem  hyperbolisclien  Faraboloid  angebürt,  so  erhält  man  für  jeden  der  Quotienten  jj-  , 

•dar  ^ ,       swoj  leeUe  Werfhe,  wddbe  der  GrPiie  Mci  eänndar  vSBv  gteiolH  den  Vor* 

zeichen  nach  über  entgegengesetzt  sind.  Da  nun  jede  unbestimnUc  Richtung  zwei  willkUhrlichc 
Grö.<;.sen  in  sich  trägt  und  die  Gleichungen  (105.  a.}  nur  über  je  eine,  den  Richtungen  Og)  und 
O  9'  ttngehürige,  verfügCQ,  so  kann  man  die  andere  noch  zu  einer  weitern  Abkürzung  der  Glei- 
«koBgea  (K.  k)  «ad  (9^  h."}  bcniitzen  und  s.  B.  die  CKeder,  In  denn  v  nnd  V  mir  in  der 
ersten  Pimcnaion  voritonmwni  smn  Vencbwinden  briogen  weBen,  weidMV  genddeU,  wem 
gleichzeitig 

CfWk  M  I  oder 

! «,  (r)i»+ «(r)'»'+(n  cr=o  «id  «,(ro<i+a;(ro,'+(iT)£r=o 

dnrdi  die  nraüe  bei  des  Bicbtangen  09  and  09*  nodi  «aUOibriieb  geUieiMM  GrOeee  ge-* 
mncbt  wbrd.  Da  die  <Aera  mwoU  ab  die  vntern  Gleidrangen  OOS.  b.)  für  und 

oder  j~  und         einerlei  Wertho  finden  lassen,  so  wie  |^  und  |^  oder  |^  und 

einerlei  Wcrthc  annehmen,  dann  aber  die  Richtungen  0  5)  und  0  5)'  in  eine  und  diosclhe  Ge- 
rade fielen,  welches  dem  BegrifTe  eines  Coordinatcnsyülems  zuwider  ist,  so  muss  man  dem  et- 
ilen der  oUgen  Ovoticnlen  eines  jeden  Pnaree  einen  der  Ihm  dwdi  die  Oeictangn  (iO^  &) 
gegebenen  Wertlie  nnwciscn  und  den  andern  Werth  dem  tweihin  Oaotlmm  destdben  PnmX 
beilegen,  wodurch  jene  Quotienten  sich  so  bestimmen: 

«dirend  man  unter  V^*"^  «iet  bei  beiden  OnoUentenentwederiwr  «einen  poeltim 

oder  mir  aenien  negativen  Werth  sidi  TOfsuatflllflii  hat;  dann  aber  erbKll  man  an»  den  Gldckongeii 

OOS.  k): 

 r::   (4)=  Vi  :  . 

(n  — c:  (r.)  ^ 

Durch  die  Gleichimgen  (105.  c.  und  d.)  sind  die  beiden  Polaraxon  Og)  und  0^'  gefmden, 
wdehe  im  r«relnn.mk  der  InmHi  gnwiUion  dritten  oy  dm  «■■»CuiiiiiiiiliMjeifm 
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nen,  «n  wachem  die  Gleic-hung^  (92.  b.}  oder  (_94.  t>.}  des  gegebenen  hyperbolischen  Parabo- 
loidi  du  Be^tofugen  (IQS.  •.  «ad  b.)  «mt  Folge 

[«.Mj(^.)+«;(^x-^;)j^±y;'^=(>  oder  L*.(rxro+«;(r)(r:)]^'.±€;'r;^=o 

wird.  Welche  beide  Gleichungen  cinr  mid  dieselbe  Form  brsilzen  und  nur  dcv^'iiU)  als  zwei 
sich  darstellen,  weil  sie  aus  Gleicliungen  von  verschiedener  Form  hervorgegaogen  üind.  Aai 
den  Gldcbnngen  (105.  c.)  kann  man  leielit  abtaten,  dass 

«;ur)(^/;)=«.(^(.^.)  oder  s:{n{n)=9,{n(r,) 

iat,  wodurch  die  Gleidningcn  (105.  e.)  sieb  verwandel»  ia: 

^+y;^=ü  oder  2ö,{r)(r,)-^±Q',v ^=o,  («m.  t,y 

und  ea  bsson  sich  die  Grössen  {A){A^  und  (r)(r',)  mit  Hilfe  der  auT  dk-  rdliuavoM  0^  und 
0  ?)■  Bng*'wai)(lten  Richlungsglcichung  ohne  Schwierigkeit  aus  den  iu  (_1U5.  c  und  d.)  gcfun- 
dfuei)  Ouutii'iitt'ii  durch  die  Coefüzieuten  der  gegebeneu  Gleichung  (64.  b.^  und  durch  die  Coor- 
dinaten  des  Pncte»  0  atudrilcken. 

Ah  den  voratobeudee  Betraohlungett  lisst  eich  die  Art  und  Weise  entaehmea,  wie  Jedea 

hyperbolische  !':ir;Tlin!i)ifl ,  nirlit  nlf^r  das  elliptische,  sowohl  durch  eine  Gleichung  von  rirr  in 
(104^  £,3  eotballencu  Form,  als  auch  durch  eine  Gleichung  von  der  in  (105.  f.}  eulhalleoen 
Pomi  dargcalcltt  werden  IcHM,  weldieForiiian  wir  die  Asymptotengleichungen  des  hyper- 
bolischen Faraboloidi  Muwtt  wetdcft.  (Mhabar  haim  omm  dan  beiden  Glaicbnngen  (101  C) 
die  Fem 

yy'±/>"=o, 

w  wie  den  beiden  (lOSw  t)  die  Fora 

«rdieilen»  wen  nicbts  weiter  erfordert  wird,  als  dass  man  die  einen  aül  S««AA|  oder  S^CQ, 
die  andern  mit  2a.(^(^,)  oder  2a,(r)(r,)  dividirt 

230)  Achnlich,  wie  wir  in  Nr.  214.  die  Relationen  zwischen  den  Coeflisienten  zweier  die- 
selbe MiUelpunclsflüche  darstellenden  Üiauielraigleichuiigen  umgefomd  haben,  hissen  sich  auch 
die  bi  Nr.  m  aaler  den  BudialabeB  b)  and  d)  der  Gteidnmgaaanaeni  (m,^  oad  (loa) 
gelieferten  Relationen  in  i)rii!rri  fipstalten  lirinfrrn.  wie  wir  jetzt  an  den  vorderen  (102.  b.  und  d.) 
seifen  werden,  was  hiureiihünd  ist,  da  die  hintero  Gleichungen  (102.  b.  und  d.}  aus  den  vor- 
dem dadareb  benorgehen,  daas  atalt  der  Gmndzeidien  a, ,  (t,  and  A  die  ,  e.  und  C  mit  on- 
verändrrlen  Abzeichen  gesetzt  werden,  «nd  aus  den  vordem  (102.  h.  und  d.)  die  vordem 
(103.  b.  und  d.)  enlspriogcn,  wenn  man  statt  des  Grandzeichens  A  das  {A)  mit  einerlei  Ab- 
zeichen Hod  statt  der  Grüssea  /Jl',  ^,  ^.  die  3>2)I;'. ,  2>iX;>.  ges^  werden, 
so  wie  ans  den  binleni  b.  «nd  d.)  die  bintem  (lOSw  b.  und  d.}  Mnrcb  berreigehen, 
daaa  ann  an  die  Stelle  des  Gnindzeicliens  C  das  {T;  mit  den  gleidien  Abzeichen  und  für  die 
Grössen  «;',  e',,  e,  die  ^X't^  ^  a);3)i'{,  setzt,  woraus  sich  der  Schluss  ziehen 
lisst,  dass  alle  Resultate,  lyeldie  uaa  aus  den  vordem  Gleichungen  (102.  b.  und  d.}  abzulei- 
ten bn  Stande  ist,  dwA  die  eratan  gyheiilnliwnan  in  die  ibaignhen,  wckbe  den  btalem  dei- 
chnagen  (KISL  k  nd  4)  ««eldKn,  aid       au  dienen  beiden  Reaniiiiin  die  erhaben  wer- 
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d«B,  wekhe  den  vordem  oder  binlera  GleidiiiBgiM  (103.  h.  nd  d.)  entsprechen, 
•uf  die  ersten  oder  zweiten  die  Substitutionen  in  Amrenduilg  bril^  WCkh«  M  «ben  MI  «wei- 
ter oder  driller  Sli'üi-  :'iiii(>/.ciift  wonlon  sind. 

Um  die  Torderii  ülua  iiungen  (_102.  b.  und  d.}  unuufonnen  flikren  wir  drei  neue  lUcbton» 
gen  AZ,  AZ',  AZ"  nr,  deren  senkrechte  Projectionnaliten  an  den  Axen  AX,  AXT,  AJT 
wir  dvrch  c,  c*,  o";  eb>  «tt      c,,  f4»  ^'  bexeieluMn,  und  die  wir  daifeslill  beetfanmlnv  ^ 
m,y:e  :  C:  «"sti.A :  alA':  «rA",  c,  :  cj :  c:'=tf»A.:«:A;:  «^Ar»  Cb:«::cr=ff.A,:«lA;;«:A: 

sein  soll,  eine  Anfordcrunij,  die  sich,  falU  das  neue  aufzusuchende  Coordiniitcnsystcm  im  Räume 
existirt,  stets  verwirklichen  lassl,  den  iin  ersten  Abschnitte  Nr.  21.  gcgclicncn  £rürtenuigea  zur 
Folge;  man  kann  daher  unbedenklich 


^a«A=|^ü  ,  «;A'=ßc',  «',' A"=:  c"  ;  e<,Ai  =  ^,c,  ,  c(^A|  =  ^,c;  ,  a'^  A,  =q,c',' ; 
\  c(^A(=^Ci ,  0(Ai=ft^  ,  cCiUr=^c? 

•eisen,  wenn  num  nnter  ^,  (f,,  fi  drei  vftliig  belidiige,  errt  eptter  n  beetinnnende  GrOnen 
versteht  Mittelst  dieser  leisten  Gtetchmgen  ktm  nnn  aber  den  vordem  BdnUonen  QVKL 

die  andere  Gestalt  geben: 

e.)       A  c + AV+  A 'c  "=  u  ,  A.  c. + Aj  cn-  Ai  c;' = 0  ,  A,  c, + a;  c; + a;'c;' = 0 , 

weldie  neigen»  de»  die  Riehtongen  AZ,  AZ',  AZ"  in  den  PelaivoerdhHrtenebenen  9^Vt 

9 AS)",  S)A§)'  des  neuen  Systems  liegen;  und  die  vordem  Relationen  (i02.  d.)  nehmen  mtt- 
lel.^t  derselben  Gteicbungen  zweieriei  Gestalten  an,  wekhe  in  den  foigeoden  Gieidmogen  ange- 
geben sind: 

/  e.CA  C+A'e,'-hA''«0=«  CA.« +A;*'+Ar«0=ff . 

'  Q,  CA.  c. + a:  c; + a:'c;')  ^  o,  c a,  c. + a;  c; + a;'c;'3 = ß, . 

Man  kann  aus  den  Gleichuno'i^n  (106.  c.  und  d.)  die  sAmmtlichen  Projectionszahleo,  deren  Ci||nid- 
zeichen  c  ist,  durch  die  beüUiiuuen,  deren  Grundzeichen  A  ist,  und  iindet: 


/eo=«,A=+^^-^Ä 

LAJ 

<  AAJ'— A''Aj 

— «H  A  — — '  — " — «' 


AA,'— a"a; 

[A] 
A  A"— A"A, 


[AJ 


A  A'  _  A'  A  -         A  A' . 


[A] 


[A] 


I .  -  „  A  ,  A  A|  —  A  Ai  ji  I  Ai  A,  -  -  A|  At 
ItiiCis;«,  A|SE-i-  1  pt-ir 


lA]  LAJ 

I     f      •           AAi'— A'Aiä  A«Ai^A,A««» 
giCi=;<et         ^       ,  n—  i  (H  f 

[A]  [A] 


£Aj 
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Knmm  IMflkea  swrflwr  IMbnmg, 

.       A'K—  A"a;  »  ,  a;  a;-  a;- a, 

^Ci=«(,A,s  ,  ßt-t  ,  Pt 


[A]  |A| 

.   ^  Af  _-_»_  A  A,  —  A  At  p     A|  A]  —  A|  A,  _ 

(t<^=:«iilt=-f  j-  (*•—'  j  "Pi 

[A]  [A] 

[A]  rAi 

Diese  Relalioix  ti  sind  in  Bezug  auf  ciDc  Asymptolenglcichußg,  verf^Iichcn  mit  einer  Dia- 
metralglcicbung,  das,  hhs  die  ^75.  a.}  in  Bezug  auf  zMrd  DiaoietralglcichuDgcn  sind,  und  man 
lan  nodi  die  mblelte»,  welche  swbdMn  twei  deneOieii  MiUelpandsfllidie  engebBrigen  Ajyiiip> 
lolengleichiinßfpn  statt  finden,  die  indessen  hier  nicht  zur  Spraclip  !  imi  i  n  wcnlcn.  Mnn  kann 
die  vorat«hcaden  Glciduuigea  unter  Furmcn  bringen,  die  Tdr  deren  weitere  BehaadluDg  beque- 
ner  ited^  wem  mn  de  trd  eniw  mit  ß',ß'^ ,  die  drei  fol^teiMleii  mit  ß,(i^  miHn drei ' 
iBil  ß»^  dtvidirt,  wodnreh  rie  wcfden: 

«.  .     ,  a'a:'-a"a;  1    a'a:'— a"a;i 


A'=  — 


AAr— A"A;  1   ,  A  A;  — A"A,  1 
[A]  ik] 


.„  a'a;-a'  a.  1    A  a; — a;a,  i 

P*Pi  [A]  ^ 


[A] 


A     .  a'a;'— a"a;  \  .  a;a;— a;'a;  i 

^P*  [A]     ^         [AI  ^ 

e4  AA',' — A  '  A|  i     A|  A, — Aj'A«  1  1 


[Al      P-  [AI 

aa;-a  A,  1  ,  A.Ai— a;ä,  i  . 


lAJ 


1^ 


+ 


[Ä] 


[A] 


*  TAI  [A] 


fAl 

A A»~* A  Aj  1  ,  Aj  Ai 


^-ATAjl  .  j 


•)  Ks  hSll  ni<li(  jch«er,  rinziisclu-r,  iJai»  Diin  die  Glnichungrn  (106.  ei  auili  iinniilti Har  aui  Jen  vorJtrn 
(102.  b.  uod  d.J  hervorholen  kann,  nhnc  da«»  mu  n«>U)i{  halt«,  die  Prujvctiontzahlen,  deren  Gnindjcichea 
e      anor  "    "  ~ 
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nr. 


mi  ni  dieita  finM  ttaii,  -iKiui  wm  tbö  den  glcicM«ltat  turnt  JmIcb  Gnppe  je  zu«  « 
addirl  wi  davon  die  drille  «iblrililrt: 


'     ^*  A  .1.  *«  A  _i_       A  —  _i_  ^  A7—  A|  2 


f^P»        f^fV        P»  TAI 


LA] 


«•  »  I    «•  •       tf>  A  i_  A  A|  ~  A  A|  2  . 


ß.   »,  ,    «0  4>  I         A»         A|A,  —  A.  A,  2 

piPo  ['•Pi  TAI  t*» 


[AI 

•   *'  A'  — _i_  AA?—  A"Aa  2 

A  —  3-3^  A,  -f-  -i^— j;  A,=5-r  I  -y  » 

[A] 


?i  A'4-  ^     AI—  5— yAJ^  — 


«•  4'  I    «•   *'      «•  A»         AA!'—  A"A,  2  . 


[AJ 


2 


A"_L,         A»*      I  At  At  —  A,  2 


[AJ 


*"        k"  i  ^*  A*       A  a; — K k%  2 


A"+ 


j^>/  A"    I  A  A|  —  A*  A|  2 


[A] 


MidlfplidrI  num  mm  die  drei  Gleichungen  (106.  der  ersten  Gruppe  ihrer  Ordnung  nach  ein- 
mal mit  ,9„  A',  1^,  AI,  /Ji'Ai  und  ein  nndcniuil  mit  ,^  A",  ^T.  AT,  S."  tind  »(fdirt  jedcstnsil  die 
drei  sich  ergebenden  Gleichungen,  so  erhält  man  zwei  neue,  und  ebtm  so  erhalt  man  zwd 
neue,  sowoU  wenn  man  dte  Gleiehnngen  der  swcitei  Gruppe  eimnal  mit  ^«A,  |9^A,,  /T'.'A, , 
ein  Hndermal  mit  /?,A",  '  \  |9'.'A",  oder  die  der  dritten  Gruppe  einmal  mit  j9,A ,  ^iA, ,  j^'Ai, 
ein  «nderninl  mit  %  A',  (-j;  A,' ,  Ai  inaltiplirirt  und  jedesmal  die  firci  sich  eri^clicndcn  Glei- 
chungen zu  einander  addirk  Man  findet  jedoch,  dass  diese  sechs  Gleichungen  paarweise  die 
gleiten  aiiid,  w>  diast  man  in  Allem  n  den  drei  folgenden  gelangl; 

A'  c-  /9.  A + /r.  A.  4-  /j;'AO + in  a:  c^.  a  -  ^r.  a, + ^;  a,) 

|j^A''c-i^.A+/^^+Ä:Ao+(^;Arc/!.A-/J;A.+^5rAo 
 \  4-^rAro».A+^;A,-ÄrA.)=o, 

'  A  A-C-iü  A'+  «  A; + ÄTA;)  +  ä  AT  Cft  A'-iRAI+iJJ'AO 

+#:Ar  GSL  A'+Ä  a: -j8?Ao=so. 
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KramM  IMehM  ■ir«fter  OHraog. 


i4f 


Ihltiplfctrt  mni  fttmr  die  dddnmgMi  der  vHm  firapp«  ftrar  Orinmg  nwA  mit  ß,\,  ß'tA, 

ß't'A-:,  die  der  zweiton  Gruppe  mit  (9,A',  ßlA',,  /S'.'A;  ,  die  derdritkn  Gruppe  mit  ^.A",  p^AJ 
ffiiki  and  «ddirt  jedesmai  die  drei  KSidtüreaden  GleicbungeR  su  eimoder,  so  findet  nm: 


nddirt  innn  aber  diese  Iclzten  drei  Glcichnngcn  zu  einander,  nachdem  nian  die  erste  mit  a, ,  die 
zweite  mit  ,  die  dritte  mit  a'^  muKiplicirt  bat,  und  nimmt  man  Rücksicht  auf  die  Bedingungen 
(los.  b.  und  d.},  so  stässt  man  auf  eine  identische  Gleichung.  Die  letzten  sechs  Gleichungen 
sind  für  die  Ableitung  einer  AsymplotcngleieiNmg  aus  einer  Diainelralgldohung;  das,  was  die 
(16.  a.  und  c.}  fljr  zwei  Diamelralgleichungcn  -^iti  !  Miin  kunii  diese  Analogien  noch  weiter 
fortsetzen  und  uiebrer»  £igeiwclia£len  der  Ai>yuipiuleng|eicbungcn  aus  ihnen  aUeileo,  wovon 
wir  spller  bei  Gdegeoheit  der  «iafadisten  Asymptotengldclnui^en  ein  Beispiel  zon  Beilen  ge- 
ben werden;  ohne  aber  hier  in  diesen  Gegenstand,  für  den  sich  wohl  noch  ein  besserer  Weg 
wird  auffinden  lassen,  weiter  einzugehen,  eilen  wir  zum  Schlüsse,  indem  wir,  wie  schon  bei 
den  Curven  zweiter  Ordnung  geschehen  ist,  die  einTachsIcn  Gleichungen  auTsuchcn,  durch  welche 
aidi  Flüchen  zweiler  (Mmag  sMt  danlellen  lassen,  woni  wir  einen  neuen  Paragraphen  neh- 
men werdet).  Wir  hahnn  iferin  eine,  von  der  l  islif-rf^ren  verschiedene  Behandlung  solcher  Glei- 
cliuagcn  sliizzirt,  da  eine  Mehrzahl  von  Behaudiungsweiseo  in  einem  Felde,  das  ohne  Zweifel 
noch  ferner  bebaut  zn  werden  verdfent,  wflnsehenswerlh  sein  dürfte. 

Aber  auch  ohne  eine  ins  Einzelne  weit  cingehetide  Auflfisung'  der  vordem  filciVhimgwi 
(102.  b.  und  d.},  von  denen  die  Entstehung  der  Asyniptutenglcirliungcn  al>hiingig  ist,  und  in 
Bezog  anf  weldi«  die  in  dieser  Hanner  gegebenen  Hose  UnromwngaB  sind.  Mar  imtemeh- 
men  zu  \MTl1r!i,  werden  wir  doch  so  viel  davon  zur  Anzeig-e  bringen,  als  nöihig  ist,  um  ein- 
seben zu  kunnen,  wodurch  sieb  diese  Auflösung  von  der  bei  den  Diametralgieidiuogen  mitge> 
Ihdtten  onleniekeidel  ond  worin  bdde  mit  eniander  Überehifllhnnieii.  Sehrt  mm  nr  AMcttnung 
der  in  dieser  Nanmer  cnlhaheneD  ßlelcbvngen 


IH»  gehen  itittdst  dieser  Betdchmngen  die  CileidittQgeD  (10&  h.^  Ober  in: 

2/i!AA'+2i!?A.A;  +  2/?';%A;^SS'  ,   2,^.A A"+2,rM. A;  +  2jS;"A,A?=SS",)  r.«^** 


und  dir  Gleit  liungen  (lOti.  i.)  lassen  sich  mittelst  derselben  Bezeiciuumgcn  in  die  naobstebende 

Pom  bringen: 


2 , ; /;  h:  +  2  «;    a"  4*2  «;  /STAI' + 2  o;  jJT'A? =«;  S  S  >  €•••.  y) 

2/?./j;i9;+2«;'/nA"'+2nC|S'Ar'+«s(rfffA;'^«»fS"«.) 


2  A'A"+  2  /f/A;  a;'+  2  fr."A;  a;' = s'  s", 


2  ß,  tf,  (T:  +  2  «.  (f.  A'  +  2  c.  .-/.'Ar  +  2  tf,  (T^'Al  =  «.  S'  , 
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Seteen  wir  mm  m>ch  zur  weiteren  Vereinfachung  für  einen  Augenblick 

^  j  i «,  /i,  A = z ,  «;  A'=  2' ,     (■?,  A"=  z" ;     /T,  A , = z, ,  «;  a; = z; ,  a,'  /j;  a;'=  , 
(  «./3i'A,=2. ,  «;/!?;'a;=z',  ,  a,'  (ft'At=i!^\ 

so  kann  man  den  Gleichungen  (106.  t<.)  die  uiidcre  Grbtall  gelicti: 

UM. «.)  z + z, + z, = «,  s  ,  z'+  z; + z; = «;  s' ,  z"+ z;'= s" ; 

die  vordero  Bedingungen  QiOZ,  bj,  so  wie  die  Gleicbungoo  (^106.  y.^  verwaodeln  sich  miUeifi 
der  BoeiebDungcn  (lOG.  d.)  in: 

ftM.  O  <    Mwie  in: 

und  die  vordem  Gleichungen  (102^  d.),  so  nie  die  delchanfen  (iOC  (IL}  gehen  niHebl  der- 
selben Bezeichnungen  über  in: 

X  Sl  I  Z  Z]   ,  Z  S|  Adrat»       ZZj.ZZj.ZZj   a  m  Oft  ^  •  *i  *i  •  8«  ^   a  »  £f 

iiu«.  9.)  ^    sowio  in: 

2 1 »'+  2  z,  z;  +  2  z,  z; = «. «;  s  y ,  2  > »"+  2  z,  z;'+  2  z,  4= «. s  s", 
2»'«"+  2*;«r+  2«;  sr=s«s's^, 

Ton  wdcfaen  die  (106.  C)  denen  (97.  a.),  die  (106.  17.)  denen  (»7.  c.)  bei  den  Diamebil- 
gleicbangen  gegebenen  analog  sind.  Hierbei  hat  man  sich  StelS  in  Erinnerung  zu  bringen,  dm 
die  unleni  in  (lüü.  uml  (100.  ;,/)  cnlluilteiicn  Gk-ichtingen,  welche  den  in  dieser  Nmnnior 
aufgesielllen  entsprectten,  aui>  den  obem  obgeleilct  wurden  sind,  so  das»  dio  Grössen,  deren 
Gnmdseichen  s  imd  S  sind,  schon  ms  den  dreien  in  (106.  «.)  und  ras  den  drei  ehern  sowoU 
in  (106.  L..")  wie  in  (106.  1^.}  gegebenen  alle  die  Bestimmungen  schüpren  können,  welche  die 
säniDiUichen  vorstehenden  Gleichungen  ihnen  übprhnupt  lieizulepcn  iiTi  Stiitu!<'  sind.  Hii-  obprn 
Gleichungen  (106.  t^.}  gehen  über,  wenn  man  in  sie  lur  z, ,  zj ,  zi'  und  z, ,  z; ,  z^'  deren  aus 
den  filelehugea  (^06.  «.)  sidi  cigdbenden  Weiihe  cinselil,  mil  Zmiehnng  der  ebcm  Glei- 
chnngen  (106.      aher  in: 

»s+3^s'+«"S''=2ft/j;ii;',  «.s+»;s'+»rs''=2/«»ir,/!:.  i.s+s;s'+srs''=52/sti5/c, 

so  dass  dii'Sf  stnlt  der  obcrn  (106.  r,^  gf'nomtnrn  wfrrlrn  kfinnnn,  und  man  also  aus  ihnen  in 
Yerbiitduug  mit  denen  (106.  und  den  obem  (106.  alle  Bestimmungen  erhalt,  wozu  die 
stanriiidMn  bisher  angezeigten  fihih  hnngiii  AnUss  geben  Icllnnen.  Als  «Im  Oeiehnngca  (106.  &) 
geht  hervor,  dass 

ist,  wUhrend  die  (lOfll  &^  m  erfceHien  gehen,  dsis 
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f.  17.  Vr.  f»»,  Kniaae  FUmImm  ftw«tter  Otdoang. 

i*L  Biniml  wm  tu  im  iMm  GMdningeii  (i08u  t^mdit.')      MtM      M  erhllt  nM: 

und  MlBt  nwn  in  diese  Gleidung  Itlr-  s",  c,"  md  z« ,  t«  die  dalör  mm  den  nrel  v«nlern  Gtd- 
dmngen  (106.  i.  und  x.^  sidi  ergebenden  AusJrückü  so  koiniiU:  ' 

a.  s' + «;  s"+  «:  s'" = r.  /f.  i?;  ^; ,  d««,  /.> 

*  a 

eine  Glfifliiinfr,  hiis  welcher  alle  flrr'sspn,  (Irren  Gnindxeichcn  z  ist,  vers<lnvuii«f(*n  sind.  Diese 
io  Verbindung  mit  den  zwä  vurüeni  in  (^lUG  i.  und  xJ)  enthaltenen  nnd  einer  der  letzten  ia 
(106.  (.)  oder  C'06.  ».)  siebenden  Gleicinmgen  gaben  den  gmun  Inhal!  der  Gleichnnfen 
(106.  «.)  und  (lOfi.  fy.)  wiclcr,  uml  selz.t  man  in  die  flriüc  «.)  ntr  z"  iiiul  /"  oder  in 

die  drille  (lOti.  *.}  für  z,  und     deren  »as  den  »wci  vordem  (lOti.       oder  (^iW.  u)  ent- 
nommenen AusdrBcke  ein»  fo  eriiMl  imnt: 

iT       8"'+  z  s  -f-  2.s+»'S"+»;s'-  4  ß,^,ß: ,  (im.  ^) 

weldie  in  Verlrindnng  mit  der  (lOti.  A.)  und  den  xwei  vordem  in  (106.  l}  und  (106.  x.)  ttiH-' 

hallenen  den  Itdialt  der  Gleichungen  (10(5.  f.)  und  (106.  »9-.)  ausmoiiien,  und  daher  mit  den 
drei  uii«>rn  (106.  alle  ßeslinunnogcn  lierzugdten  im  Stande  sind,  welche  die  süinnitlichen 
bisherigen  Gleichungen  lierern  liOnnen.  Durch  die  hier  erwähnten  sechs  Gleichungen  werden 
nicht  nar  alle  GrOisen,  deren  Grundseichcn  z  Ut,  in  den  vieren  z,  z\  2i,  von  ihnen  und  in 
den  r!i-ri>^ii  ii.  u  Iiiiizujirrtifrlen  Unbekannten  S  ,  S',  S"  au.sgedritckl,  sdnrlrrn  es  wird  (hinli  sie 
auch  nucli  zwischen  den  drei  letzten  Unbekannten  die  Bestiinutungsgleicbong^  (106.  kJ)  aurgcstelit. 
Um  nun  diese  Zurlteltltlhning  noch  weiter  roitzosetien,  seilen  wir  in  die  zwei  ersten  ohem 
Gleichungen  (106.  ftir  z  "  und  deren  au.s  den  fwei  vordem  GMohvilgMI  (106.  ik)  steh 
ergebenden  Stellvertreter  ein,  wodnroh  sie  werden: 


und  es  bleibt  nur  noch  die  drütc  obere  Gteiciiung  (1()(>.  ^.j  zu  betflcitslchtigen  übrig;  setsi 
imui  aber  in  diese  fiir  z, ,  ilin  n  durch  die  zwei  vordem  Gleichungen  (106.  «.)  gegebene 
Ausdrücke,  so  wie  fiir  /.'/  iK  sscn  durch  die  Gleichung  (106.  (/.')  gegebenen  ein,  so  gehl  sie  in 
die  schon  zuvor  erhallene  Gleichung  (106.  A.^  iiber,  worin  sich  der  sehr  werkMtirdige  Umstand. 
auMprieht,  das«  die  drei  Gleichmfen  (106.  «0  in  Veihinduag  «dt  den  aechsen,  welche  die 
obern  in  (106.  ^.')  und  (106.  »j.)  enihallenen  ausmachen,  also  neun  niciclnini^eii  mif  blos  acht 
zurttclirübrbar  sind,  ohne  dass,  wie  bei  den  Diametralgleicbungen,  eine  RcUlion  zwischen  den 
CoefHzienlen  der  gegebenen  nnd  d^wn  der  gesochl«!  Gleiciiuag  cinzotrelM  NoA  lUtte.  £a 
gielit  (iii  ser  Uniüiand  eine  weseollicfae  Venchiedenhflft  zwischen  der  Natar  der  gegenwirtigen 
und  diT  (ilu'irfn  Gleichufüren  7.n  rrkcnnen. 

Zieiien  wir  jelzl,  um  die  angefangene  Auf  losung  noch  weiter  fortzuruhren,  die  drei  Kicli- 
tungsgleichungen  zu  Rathe,  welche  die  drei  gesuchten  Axen  AT,  A  Y',  A  Y"  an  dem  «rspriing- 
lieh  gegeben^^n,  aus  den  Axen  AX,  AX*,  AX"  zusammengesetzten  Coordinntensystenie  liefern» 
und  im  Allgemeinen  sind : 

1  =  A'  +  A"  +  A'"  +  2  A  A'  cos  W  -f  2  A  A'  cos  W'+  2  A'  A"cos  W, 
1  =55 A?  +  A;*  +  AP  +  2  A.  A;  cos  W  +  2  A,  Ar«»»  W'+  2  A!  A/cos  W", 
i  sr  A3 + A?  H- AT + S    A;cm  W + 2  A.  ATooi  W'+ 3  A;  A^OM  W, 
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AMlyHiche  OmtuM»,  Atach.  IV. 

wir  iWI      FrojBctioiiinUM  ihre  ans  dm  Bnftidnungeii  (106.  a.)  bemhokmlai 
neneo  Fomen  nehmen,  weiden: 

== -,  +  C  +  Ci  +  2  ^cosW+2  •^^cusW'+2i^  cosW", 


CtM.  *.l  ^  jS?  =5     +  ^,  +         2  ^  CM W+  2        CO«  W+  2  ^  cog  W, 

[  /r=  I + 1.  +  ^.  +  2  ^^co«  W  +  2  ^  CO»  W'+  2  2^  cos  W". 

so  tfeben  diese,  wenn  man  sie  alle  drei  zu  einander  addirt,  mit  Zuiiobnn;  der  untern  in 
ClOO.      und  (lOft.  ivO  olliullenen  Gldchnngm: 

^fil  +    +  4)]=S»-|-S'H-S^+8SS'co8W+2SS"«MW'+2S'rcMlir 

»t    **•  "t 

oder,  wem 


2  Ijii  +      /i; '+  i9.  /i,  j^.'  ci"  +  i  +  i)J =R* 

CIM*  *)  <  sctet: 

= 5f»+  S'*+  S'  M-  2  S  S'cos  W  +  2  S  S"cos  W'+  2  S'  S''cos  W", 

womit  nocU  einv  zwcile  (jlekiiung  gegeben  ist,  in  weidier  alle  Grüüücn,  tlcreti  üruiidzctciieu 
s  M,  vecaehwnnden  rind.  Nachdem  diese  Gleicbnnf  anfgeAmden  worden  ist,  hat  man  von  de* 

nen  (10(5.  f.")  nur  noch  zwei  z»  ilcn  zuvor  crhallencn  hinziiziiriitrcn,  wozu  wir  die  xwei  ersten 
nehmen  wollen.  Setzt  luan  in  <li«sc  für  a"  und  zl'  ibrc  durch  die  zwei  cislen  (ileichiuigen 
(106.  X.}  gegebenen  Ansditlclie  em,  so  werden  sie: 

^_z'  ,  z'    (2f;.,j..r;-zs  -z'ST  ,  ^  z „„y 

+ 2  (^  cos    +    t«s  \\  )  ftl''sr  

(IM.  *.)  (vni 

nnd  nnn  sieht  man  sogleidi  ein,  dass  sich  die  GrBsscn  s  und  ^  ans  den  ersten  Gletehnngen 

(106.  i'.)  und  (lOö.  .-T.)  ganz  rbcti  so  wie  liir  (;n)s>  'ii  z,  iiiut  7.'  nun  il™';clhrn  7WtMttm  Glri- 
ehungeii  in  S,  Ü',  i>"  ausgedrückt  frluilteii  la&aen;  weil  über  zwischen  den  Grüsien  S,  S',  S" 
nur  die  zwd  Gleicfaungen  (100.  /..)  und  (lOG.  u.)  gegeben  sind,  so  bleibt  eine  von  ihnen  oder 
enie  Veitrinduny  von  tnehrern  noi-h  der  freien  Wahl  überlassen,  so  dnss  auch  liier  w  ieder  eine 
anendlich  grosse  Anzahl  von  AuniWiini^en  imicrliulb  gewisser  Sclirimken,  die  in  diesen  Glei- 
chungen selber  sich  licnnhar  inarben,  erhallen  wird.  Man  luuin  sich  die  endliche  Liisung  der 
Itiaher  behandelten  Oeiehnnfcn  dadureh  erleidhlara,  dem  man  das  Hyperboloid  nrsprlnfl^ 
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AiNb  «ine  i>iimelnlg]eMfeiw|r  en  radttwiiKiigHi  CoeidiMMeHyitaiie  gegcbee 
den»  ce«W=owW'=coe¥r=0  wird  und  die  GleidHiiveii  (106.  jr.)  die  eWUhcfe  QMtä 
eeneliRien : 

<^*-^«r;  +  ^  +  ^   ^       ^'-«j  +  ^J-^^^  

und  gleicbzeiiig  nimint  niiler  der  geumditen  Vorauneiivn;  die  ffleieliung  ^106.  0.3  die  each- 
ctehendo  Form  en: 

W      S'  -}-       +  S"'  .  {t—.  (f.) 

^wolil  diu  Glcieliun<rcn  (^lU(i.  g.)  wie  aucU  scboQ  die  (^lOß.  .-r.J  lassen  erkennen,  dass  in  dem 
Falle,  wo  mm  ßl=z(K'*  sein  iXsst,  die  vier  Crossen  s,  z'  und  X|,  «I  «eben  tus  einem  eiiiclgen 
I'oare  der  Glcichuii^rcu  (106.  i-.)  und  (lüö.  ,t.)  oder  (J06.  ß.)  benrorgchen  müssen.  Ich  un- 
Irrlassc  i'S,  ans  den  hiiT  crhiillrncti  Resullalcn  ivciiere  Folgeruiinffii  zu  ziehen,  weil  ich  nicbl 
HiidtTü  glauiien  kann,  als  ün^s  irian  für  die  zulcUl  vorgcleglu  Aulgabv  sowolil  als  Tür  die  in 
Hr.  281  enf  ere|^  beld  zweckndlssigere  Bebandlnngsweisen  «itflinden  werde,  die  ein  bequeme- 
res AMfscn  ilircr;  Inlialfs  jjcstiittini ;  ;i!n'r  tlnrauf  dürfto  noch  aiifmi'rlvsum  zti  niaohon  sein,  dnss 
sich  uiitlelsl  der  Grössen  5,  S"  die  Axcn  AY,  AY',  AY"  einzeln  und  in  völlig  symiiietri- 
srbcr  Weise  mgeben  lassen,  wie  man  sogfleich  einsieht,  wenn  nan  in  die  Gleicbungen  (106. 
slatt  der  Zeichen  z  ,  z',  z"  ;  z, ,  7.' ,  1"  ;  z, ,  z] ,  z^'  wieder  das  selzt,  was  Sie  den  ddchai^ea 
(106.  if.)  zur  Folgp  zu  bedeuten  haben,  wodurch  sie  werden:  « 

«,sA+«;s'A'+tf;s"A"=2,r./?:' ,  «„sA,  +  «;s'A;+a;'s"A;'=2/*,ij;' ,  |  '    .^^^  ^ 

s  A.  4- «;  s'a;  +  v.:  s-'Ar=  2 ,  \ 

und  jede  dieser  Gleichungen  für  sicli  Irissl  in  Verhindung  niil  der  glciclividlea  vordem  Be- 
dingung (102.  b.)  und  iirit  der  gleicbvidlen  von  den  vor  (106.  |.])  siebenden  Ricblnngsglei« 
chungcn  die  drei,  auf  v\w.  der  ü.'smlilon  noiati  A\in  i.ic!i  beziehenden  Projiclionszahlen  er- 
wüteliL  Uieraos  kann  nun  leicbt  cutaokiuca,  da^  von  jeder  der  gesucblen  Axen  A 1 ,  A  Y',  A  Y" 
«iu  aitSserbaUl  ilirer  gemelnscbaillichen  Spifaie  A  liegender  Puncl  gerunden  wird,  wenn  man  die 
Curvc,  in  welcher  der  Asyuptolenkegel  von  einer  um  A  mit  dein  Radius  1  bosdiriubencn  Ku- 
gel geschoilten  wird^  yoa  drei  einander  paraUeiea  fibetaen  dur«hscbeiden  lässt,  ijmn,  Gleichn»" 
gen  ,    .  ,  . 

sind  und  die  in  eine  einzige  ausammenraDen,  da,  wo  ß,=^^ß!  ist 

f.  16. 

Tm  <ct  «taltelftei  GkiAMign  der  lUte  iwciler  früMiy. 

A.  DlaiurtrAlslflcbangee. 

231}  Als  wir  oben  (Nr  213.}  die  möglichen  Dlamelralgleichungen  lür  eine  Mittelptincls- 
flächc  der  zweiten  Ordnung  iienuen  m  lernen  und  die  Goordiaateosystcioe,  an  wclcbcn  sie  her- 
TOifehcn,  n  bestbunen  sucbleo,  &adea  wir,  dass  diese  Coontinateasysteoie  blos  drei  der  von 
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(70.  u.)  bis  (73.  a.)  aurgealanei  Bedingungen  xu  erfMIan  bnnchen,  wozu  in  jeden  Frile  noek 
die  drei,  auf  die  in  ihnen  vorltonncmdm  Axen  des  gcsncMen  Coordinalcnsyslcms  sich  beste- 
henden RichUini^siTliicImriiTpn  zu  nehmen  sind,  wodurch  man  sechs  Glcichunsfcn  ftir  die  neon 
zu  besUiumendon  f  rojccdonszahlen  erhält,  also  immer  noch  drei  auf  diese  Axen  sich  beziehen- 
den BesliiunniiigsstQcke  snr  Disporitioa  des  Rednwrs  Übrig  bleilieii.  Diese  drei  der  W«U  «n> 
heim  ircü^L-bciicn  R(  slinummirssliUlie  wollen  wir  nun  dazu  benübcen,  um  jene  Gleichungen  in 
uiüglichst  einfacher  Form  zu  erhallen,  welches  oirenhar  der  Fall  sein  wird,  wenn  wir  dadurch 
die  absoluten  Werlhe  der  drei  neaen  CocfTizienton  («,) ,  («ij ,  (<4')  oder  (Ä,) ,  (d;) ,  {K)  einan- 
der gleich  machen  können,  indem  dann  die  neuen  Glcichnngfen  (70.  &^  bis  (73.  c.)  eine  der 
Fonin'n  y'-l-y''-!-y"'=r(i  oiler  v'-f- v''+ v'"— r  nimelimrn,  wenn  man  \w\  jcdeiii  ihrer  nur 
der  linken  iicilc  des  Gleichhcilszcichens  siehenden  Glieder  lür  sieb  eben  so  gut  das  obere  wie 
des  untere  Vonretdum  sn  s^relben  gestaltet  Hierbei  werde  teh  Mos  den  einen,  in  den  CSiei* 
chungen  (70.  a.  bis  c.)  ausgesprochenen  Fall  berilcksichtigen,  und  die  Behandlung  der  übrigen 
Fülle  dem  Leser  Überlassen,  der  sich  an  7iisanimf  nir''*<'t7tnn  Aufgaben  zu  ühcrt  Vcr^nflürn  findet. 

Stein  die  von  der  ersten  Form  (64.  a.^  gegebene  Gleichung,  aus  welcher  eine  andere  von 
derselben  Form  (70.  a.}  bervorgdiolt  weiden  soll,  «in  Ellipsoid  dar,  so  werden,  dem  oben 
(N'r.  215.3  Gefundenen  gemäss,  die  drei  neuen  CoelBsIenten  (a.),  («',),  {u'i)  nothwendig  Zahlen 
mit  einerlei  Vorzeichen;  stellt  aber  jene  Gleichung  ein  Hyperholnitl  dar,  so  ni  htnen,  dem  da- 
^  selbst  Gefundenen  gemäss,  zwei  von  den  diese  Coeffizienten  hergebenden  Zahlen  nothwendig 

doeriei,  die  den  dritten  CoefBsienlen  bestimmende  Zahl  liingegen  das  entgegengescisi»  Vorsei- 
chen  in  sieb  aut  Im  erstem  Falle  kann  man  ea  nur  dabin  bringen  wollen,  dass 

CtM-  »•)  (aO=(«t;)=(«:)=:X 
werde,  im  andern  FaHc  nnr  dabin,  dass 

ctM.  M  («.) = («;) = — («;') = ^ 

werde,  wenn  (ef„U  («'.)  «lic  ^wei  Coeffizienten  worden  sollen,  welche  Zahlen  mit  einerlei  Vor- 
zeichen sind,  eine  Voraussetzung,  welche  zu  machen  man  unter  allen  Umstünden  befugt  ist,  und 
X  in  Jedem  Falle  einen  von  den  mehreni  CoeAliienlen  der  neven  deichmg  voraleHt,  die  bei 

pleitlieii  Ziil»li  n  auch  einerlei  Vorzeichen  besilzen.  Es  vi^nvandeln  sich  die  in  dem  VMI  UM 
betrachteten  Falle  gültigen  Gleichungen  (7(5.  a.)  dun  Ii  (iie  HeslimmTing  [107.  a.)  in: 

A  A'+ A,  a:  +  a,a;=o  ,  AA -f  a,a;  -i-a.a;'=ü  ,  a'A  "+a;a;4-a;^=o, 

hiiigc|rc'n  durcli  liie  Bestimmung  (107.  b.}  in: 

aa'+a;a;'-a,a;=o  ,  aa"4-a,a;'— a,a;'=o  ,  a'A"+a;a;— a;a;'=o, 

so  dass  also,  je  nachdem  man  es  mit  einem  KIlipsoid  oder  mit  einem  Hyperboloid  zu  Unin  hat, 
ist: 

CM«*         A  A'+  A,  a;  ±  A,  a; = 0  ,  A  A"-f-  A,  a;' + A.  a;'=  0  ,  A'A"+  a;  a;'  ±  a;  av=  o  , 

wo  von  den  doppelten  Vorzeichen  beim  Ellipsoid  dns  obere,  beim  Hyperboloid  das  unlere  ge« 
nomuicn  werden  muss.  Die  Gleichungen  (107.  c.3  in  Verbindung  mit  den  drei  Bedingungen 
(70.  a.)  nnd  mit  den  drei  nchtangsgleicbiingmi,  wdcbe  in  Nr.  8IS1.  Eingang«  cn  Qier  Nl) 
aofgc-slellt  worden  siful,  enthalten  alles  in  sicti.  was  rur  TIcMimniung  des  neuen  Coordinalensy- 
slems  gegeben  ist;  weil  aber  diese  Gleichungen  dieselben  sind,  wie  die,  woraus  in  Nr.  215. 
die  Belation  (80.  a.}  hervorgdiell  worden  ist,  nnr  mit  dem  URtondhiede,  dass  jeM  swiielien 
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den  CoefOzienien  der  neuen  Gleichung  das  Verhalten  (^107.  a.  oder  b.}  fesIgestelU  worden  Mi. 
w  JA  die  BeMifin  CSa     mler  Bertcksiobtigung  dieiea  YtAaitfM  «neb  Wer  wieder  enwend- 


ber,  Uli  giebl  eiilwede*>  ■'  *  v  '  •  j 

35  =  1  +  1  +  4    eA*    |=l+l,  +  4v     :  ' '   

Ä     et,     ^e,     «,  X     er,     «,  *  a.  ' 

t 

je  nachdem  man  es  mit  einem  Ellipsoide  oder  Hyperboloide  zu  tliun  hat  Das  Enthaltenscin  die- 
ser letzten  Gleichung,  es  uiag  die  vordere  oder  hintere  werden,  in  i)en  neun  zuvor  ci:n'iihntcn 
bt  UMehe,  dass  dieie  h^ua  Gleichungen  in  Bezug  auf  dte  neun  xii  sÄchohdcn  frojedimlsdileii' 
nur  achlon  ^h'lrh  zu  achten  siml,  wns  7iir  Fnlffc  hat,  dass  immer  noch  ein  BoslimnnimgssUlck, 
anlangend  das  ^u  findende  Coorüinalens)'st9ui,  willk|lhrlich  bleibt,.  60  dass  unsere  Aulgabe  selbst 
Ib  Ihrer  jetzigen  BosonderlieÜ  noch  dife  imbiestfinmte  bleibt,  md  wir  Im  Aüjifeinelnen  anxMiH|f 
tiele  Coordiiialensysleme  erwarten  dürfen,  an  welchen  die  MiltclpuncIsWiichc  diinh  eine  Glei- 
chung von  der  Forui  y' +  y'*  +  y"*  =: ^  darstellbar  ist,  wo  von  den  bei  y"°  strlii  ndi  n  doppcl- 
Icn  Vorzeichen  das  obere  beim  Ellipsoid,  das  untere  beim  Hyperboloid  genommen  wurden  iiiuss. 

8301  Filhit  AlW  die  folglHHleB' nMen  B«zcichnungen  ein:  '      '     -1  " 

^'=^«',  j^«";  T="<'  ''*Ct*^«.| 

so  kann  man  die  drei  Bedingungen  (TO.  0.}  so  schrt^beu:  /  •   <  « 

«,  +  «;iii'm;  +  c;'m"m:'=0  ,    «.  +  f?;tn'iD;+  ß';m''Äi;'x=0  ,    «,  +  «; m; m;  +  «:in:'n^=0,  CtO».  h.) 

und  den  swei  ersten  Bedingungen  ([107.  c.}  Itnnn  man  die  nachstehende  Form  geben:  <^ 

▲*m'+Ariji;±A;ni;==0  lud  'A'ih''+A;inr+Ariii;'s=0/ '         I  Um»«*) 

wo  von  den  (fo|)|ioltt'n  Vorzeichen  das  obere  dem  EHi^sdid,  dus  iinfere  dem  Hyperboloid  ent-  ^  ' 
spricht.    Setzt  man  lUr  in^  und  ni','  ihre  aus  den  letzten  zwei  Gimchungeo  2a  erballendea 
Verlbe  in  die  iwei  klarten  Gkklniig^n  (108.  b.)  ciif,  jud  wria^-jam  die  iwii  diinfi  her- 
TOrgahenden  neuen  GleiclMDgeb'aidi  den  Grössen  A%  A?,  A«,  e»  Ondht  «R:  >^  f "  ) 


+  A?Cte;m;'+«>;"}  +  AU.=0,)       ,  • 


.  A*C«;m''+«:«'^+A» 

«nd  y. '„::,„   ttm.4.y 

A'r«'"''n);+«;'mx.;(+^ 

wf)  hinsichllicli  der  duppellen  Vorzeichen  wieder  die  vorige  Itegel  zu  beobachten  isL  Filfart 
uiHD  jjelzl  zwei  neue  Grössen       und       von  solcher  Beschaffenheit  ein^,  dass  .  „  -  ^  .r 

m,  —  m':r=  J",    und    m','— m"=: . //  '    -   '  ■  (!•••••) 

ist  und  setzt  man  die  hieraus  Air  m,'  und  m,"  sich  ergebenden  Wcrthe  in  die  erste  Gleichung 
(108.  b.)  wid  in  de  beiden  (f06L  d.)  ein,  so  erhilt  ifian:  ; 

I  «,  +  «iin''+ «äuj"'+ ßim'-i/J  +  «','m"^/i'=0,  .  ,  -  " 

(A' + Ao  w«i»"+      + A?  («;  o'^.  +^;'  m'^;') + aj  «.=0 ,     ' ".. '! ! 

t^'+Af)  («;  m^+Ä^m"»)  +  CA'+8AJ)  (a>i^^:+«:m"^,')+ A?(tf;/C+ci;'^")+ AI«.  =», 
L  TO 
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Ana  den  zwd  ersten  dieser  drei  letzten  Gletchuogon  findet  mtn:' 

Ii>  *•*•  {   WHhncb  die. «Mite  skli  Tcrwaaildt  in: 

welche  drei  Gleichungen  die  einzigen  sind,  woraus  die  Bcslimmung  von  m',  m"  und  J",, 
geschehen  kann,  so  döss  von  diesen  vier  Grösv;oii  eine,  oder  eine  Verbindung  mehrerer  durch 
SVahl  festgestellt  wer(icn  kann.   Trägt  man  dic^iu  Uiiliestiuiintheit  auf  eine  der  beiden  Grössen 
^  ond      oder  mf  eine  Veriifnduiif  d»  beiden  Olier,  indein  num  dieie  «iner  «b  gegeben 
anzusehenden  Zahl  gleich  setzl,  so  kann  niiin  iius  dieser  Gleichung  und  der  dritten  in  (tü8.  I.) 
enthaltenen  die  Grüüscn  /f,  und  J",  einzeln  durch  die  A'',  A?,      in  völlig  bestimmter  Weite 
ausdrucken,  und  dann  auch  nocb  mittelst  der  zwei  ersten  Gleichungen  (108.  f.)  die  n'  md 
durcb  A*  I  A* ,  At ;  man  indel  nimlich  durch  Auf li^sung  dieser  zwei  letzten  Gleichungen  in 
mg  auf  m'  und  m",  wenn  man  I&r  st^^^^cC^'*,  der  dritten  dei^hoiy        Q  genisi» 
^ _CA»+AO^A^+A?±Aa 


a:  A* + a;  \A*+  K ± a;/  ' ., 

an  kraft  der  Gieidni^geB  (IOBl  e.): 


Uemii  i 

— Ä| 
ber  e 

A' 

A' 

■ad  Ten 

liltetsi 

^rÄ?-A'JT^U*+AJ±A!>'  ' 
■ad  Tcnultelsl  dieser  vier  Gbicbmgan  geben  nm  aocb  die  {VBH,  t^x 

dfea  diewn  Gleichungen  mUnen  von  den  deppdlei  Tenelcbeif  di<  eben  edv 
werden,  je  nachdem  man  ee  ivil  elMM  BUipeoM  oder  Hypeibetokf  tn  Ibnn  bi^  nnd 
dabei  bann  von  den  OnadraHnmein 


rs«i,   rsü  ,  Va'+a?+ai>' 


«war  jede  ihrer  beiden  Formen  genommen  werden,  jedoch  muss  jeder  Üuadratwunel  einzela 
glekbuMg  in  dka  seAi  Gldcbinigen  C<ML  ffO  <M>  <li«dbe  Anb  bcigel«|t 
Die  bi  dwew  Ca«fbnng«i  flr.i^»  tC\  »i»  iCf      i»?  ndlgelbeiilM  Wevfbe 
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1«D,  wovon  nn  ifoli  mier  Tfwriftlimy  dir  dritten  CMdrang  (108.  Q  MAt  lAeramgen  kam, 

die  Bcdin^nifon  (108.  b.  «id  A.},  «nd  machen,  dass  dio  tnu  den  Gleichungen  (70.  b.)  zu 
schöpfenden  Coerßzientcn  licr  nr*upn  Gleichung  (70.  c ")  iliroin  absoluten  W'ertbe  nach  einander  '.  '  . 
gleich  werden;  scbreü>i  luan  uüiuUch  die  tiieichtuigtia  {li>.  b.},  dea  in  (lÜS.  «.^  eiiigerutirien 


und  seilt  iki  diese  für  m',  ni";  m; ,  «7;  »4,  nC  ftn  in  (ICiS:  g.}  g«;gelkeiien  Veillie  ein,  ]io 
findet  nnui  atch  einigen  einrachen  Reductionen : 

(«.)  =  («:)=i(a;'J=^=r«.(A»  +  A?±AJ),  (IM.  Ik) 

wo  durch  7.  derjenifre  der  neuen  Coeffizienlen  bescichnet  worden  ist,  der  unter  den  Übrigen 
seiner  Zahl  und  seinem  Vorzeichen  nach  wenigstens  noch  einmal  zu  finden  isl,  und  mau  beim 
EBipraid  dnnliw«g  die  obere,  bdn  Hyperboloid  divefaweg  die  iinlem  Toaeidiei  iii  den  GleC* 
dMWgen  (106.      n  iMtwea  bei.  Seinm  wir  zur  Abk&mmg 


1  .  _ 


\ 


zur  Folge  hat»  fo  wird  die  drille  Gleidiung  (lue.  f.) : 

•dd  die  GMdimgei  (WS.  f.")  vehmi  dto  UMbiteheiide  dnbtüwre  GetUft  «: 
Hi'K'«;=nC-Ar^.K«:+KP^K«Ot  ■»•*K«r=nC-A?-<Kfl;'  -  Kp^.V«0; 


m;K«;=n(A'^.Ktf;+  Kp^;  k«;)  ,  mrK«;'=n(A'^K«r-Kp^,K«i3j 


wo  b  Beireff  der  doppellen  Torzeicken  nUd  der  Otoadtiatwnrzeh  fnuner  die  aiten  Begdii  be- 


9SSy  Glebl  OM  ran  den  iralHi,  in  Kr.       an  der  fl^pilM  dar  SVer  ID.  «y^oalrillraf  «tf 

die  drei  neuen  Axcn  AY,  A  Y',  AY"  sich  beziehenden  Riehianf^sgleichungen  «n  deb.  drei  Axen 
des  ursprünglichen  SysUnnz  niitf^  der  in  (108.  tü)  eiagefiUurlen  BeseiduMiiqfen  die  nachste- 
hende Form:  •       '  ■  •/  '.  «•>.".;:•; 

i  =  A'  +  A'  n."  +  A'  ni  "  -f  2  A'  m'  cos  W  +  2  A'  iii"co&  W  -j-  2  A'  m'  m"cos  W",  \ 

1  =  A?  +  A^  (ii,  f  A,  M,'  +  2  A?  ml  cos  W  +  2  A?  rorcoa  W+  2  A?  in,'  mi'cos  W" J  ,  if.  tu} 

i=Al  +  A;  m?  4-     m';'  +  2     m'.  cos  W  -f  2  A]  m;'cos  W4-  2  A;  nu  in;'cos  W,  ) 

SO  erhält  n^o  durch  AddiLiun  und  SobtracMon  der  zwei  ersten  dieser  letzten  drei  GleichnageB  , 
ndtBflrtilNridtigaBg  dem  (1081  e.):  ii.. 

70* 
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\         q:«AJiBfcM'W*+«(A»iii'«*+AfMfiiO«»W-  ' 

Ci09.  M  .'•••••V....  /wmI  t 

(  +  2  (A'  m"-  A,'  Iii;')  cos  W -f-  2  (A'  in'm"—  A|  m;  i.i;  )  cm  W  , 

und  diese  ^ehQn  mittelst  der  in  (_10b.  I.)  gegebenen  Werlbe  von  n',  m";  u^',  oi^';  n^t  vC 
tinWr'ZaKidiuiig  der  Gl«fchun(;;cn  (108.  i.)  tiber  in:  * 


+2^;^  KP€MW-8<<r.  ^K^c«sW'+a«-i/.^CA'Af-.F)cofW- 


.  0 =(A«  -  A?)  [  1  -  A'  A?  n'  QJ?  +  ^V)  +  n'  P  C^.'  g  +  ^.'^ 

+  2  A'  AI  12  n'  ^.  X  KP         — ^)  -  2  n  (^/;  cos  W  +  ^.'coi  W'3 

ferner  wird  die  dritte  Gleichung  C^09.  tu),  ««W  um  ia  «ia  fikf  »«««IIiI^ih;'  i||r«.in  (IQ^u 
gegebenen  Werthe  einsetzt: 

f  •      I       ■        .  ♦  *     «  •. 


Wir  wollen,  che  wir  weiter  gehen,  qin^  f ofg^nilg  im  diesen  Gleieliiiafen  ziehen f  A 

sIs  eine  Probe  fUr  die  Riclilijjknit  derselben  anjyesehcn  werden  kann.  Addirt  man  in  dem  FaUc^ 
wo  mau  es  uiit  einem  Eliipsuid  xu  thun  hat,  und  eben  desswegeo  in  den  vorstehenden  Glei- 

mte  ib.  Obern  YomSOm  gnmmhtwwcim  «xte,  die  GltMunr  (109.  d)  a  der 
>i*  (AOPl  e.)  <ülMteiM»»  io  koewit; 

CfM.«*>  3=iA'+A?  +  AJ-fA*A?n(^  +  zr.'')  +  (nP+^0C^.'4  +  ^;' j'); 

Ai         a,  o« 

subtrahirt  man  aber  in  dem  Füüp,  wo  mnn      mit  einem  Hypf-rluiloid      thun  hnt  Tind  eben 
"  '  '      '  desfwe^ea  in  den  vorstehenden  Gleichangon  nur  die  mitcrn  Vorzctohcn  genoninen  werden  dttr> 
bo,  did  GleldM%  CtO0.  d.)  m  der  cfHen  h  (lOH  e.)  eafteitamn,  s«  kenatt 


CiM.&)'  i==A'  +  A;-AJ+A'AJnC-*?+-Ä'0+C«P-;-g),C^^.+  '«^.'*^)^ 


Digitized  by  Google 


f/:i8L'*#.'SU.  Elnficlwte  OlelelniHMi       llWk#rfähr«lter  Ordamg.  mt 

P 

hm  ist  der  untern  Gleichung  (108.  Q  zur  Folge  beim  Blipsoid  aP  -H  ?j=nA*Ai i  beim Hyner- 

boW  aP'— -^ssnA'AfVdiW  geht      demEUlprald  ugeh0rige.6ldcbiii^'rtto.e.3'in^ 

j  AI.  ^       1»    •  , 

oder  für  A  sainea  WerUi  aus  (KKü.)  usdä^t^^  fUr  ^efl  und  J'^  «otMod:  ■  . 

s=A«+ Ar+A;+  7r^^;,(4 + 4)  ümk  im 

und  diu  dem  Hyperboloid  angcliüri|;u  Gleicliutig  (^109.  T.}  wird  auf  die  gleiche  Weise :  .' 
k.       •        '  .       •  * 

.     iÄÄ-+A?^AJH-A«Arii(;/.»+-ir+-/.''4  +  -«^*^)  ; 

i=A»+Ar-A:  +  ^^j^c^+^K^«;+-i;"«;')  (•m.m 

UImI  diese  letzteren  Gleichungen  (109.  g.  und  h.)  verwtndein  sich,  wenn  man  fUr  J",^  a',-]-  J','*«^ 
seinen  nus  der  letzten  Gleichung  (108.  f.)  entnomiiicnch  Werth  setzt,  wo  bei  der  Gleichung 


(109.  g.)  das  obere,  bei  der  Gleichiuig  (109.  b.}  das  unti^e  Vorstehen  g^nommea  werdata 
rnius.  In:  •      '  •    '  %         •  \ 

und 

f=(A'-frA:^A0[i+«.cA+4)ji  ^  ;  \ 

weldie  aieli  endi  io  schraiben  leieen:  \ 

 j  ^  =:  u,  CA'+  AJ+  AO   und  \—r-  =  «.  (A*  +  A?  -  AJ)  , 

i<   •  -      tt,     a,     et,  a,     a,  m, 

^er  mit  Rficksichlsnahme  auf  die  dem  Ellipsoid  oder  Hyperboloid  nii^i  Uon^eu  Gleichungen 

riot.  d.)^. 

i  =  #.(.V  +  A?  +  Ar)   ond   A  =  tf.(A*-f-A?  — AI)  ,  *  I.) 

.von  welchen  die  erstcre  beim  Ellipsoid,  die  Ictzterje  beim  Hyperboloid  glUtlg  ist,  und  in  der 
Ilm(  alihmien  dSsn.Bil  den  wler  deu  gltichen  Vonussetzuugen  erhatlenen  (108.  h.^  vollkon|- 
mcn  Qbereia  Darch  die  Gleie1tungeB.(109.  i.)  geht  die  letzte  in  fiOS.  f.!  erbeUene  i^  in' 

I  ■  .  |i  i'.:!!'!;  p  OD  l  Iii  i,P  .  1.1»'     .  "  .'»il, •'i.;.  .I>:ii;! 

A  A, 

md  iet  gteicbmissig  beim  ElUp^oid  wie  beim  ßi[pert»oloid  uiwendbar.  , 

234)  Da  man  Ji  aus  den  Coefßzienten  der  gegebenen  Gleichung,  je  nachdem  diese  Coeffi- 
licnton  Zahlen  mit  einerlei  oder  mit  verschiedo«cn  Vorzeichen  sind,  mittelst  der  vordem  oder 
huiiern  Gieicbung  (107.  d.}  finden  kann,  also  K  ^iner  gegebenen  ürüsse  gleich  zu  achten  ist, 
N  gieU  in  den  dnen  nder  andern  Fdle  die  vnidei«  «der  Unten  Oeictamg  (iOe.  L)  odw 
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(lOS.  h.}  dae  BeRÜwmmgsgleiehinfr  iwlsehen  den  drei  Grüfsen  A*,  A7,  und  A!  her;  sie  bt 

daher  im  Stande  eine  der  Gleichungen  (109.  c.  und  d.),  wciclie  zur  AufTindung  dieser  Grössen 
vorhanden  sind,  zu  vertreten,  wie  wir  denn  so  eben  gesehen  haben,  dass  sie  sich  aus  den 
teizigenannten  Gleichungen  herleiten  lässL  Indem  wir  jetzt  an  die  cndUcbe  Bestimmung  der 
gedaditon  drei  OHMieii  dordi  ii»  Jimi  miUclst  der  CMeieliingaii  (iOÜ.  &  md  d.)  ver- 
bunden mit  der  fl09  i")  ir*'»'",  wollen  wir,  weil  zwischen  und  fj  nnr  dit"  eine  in  driUer 
Stelle  siebende  Gleichung  (lüä.  L)  gegeben  ist,  um  beide  durch  eina  einaigo  der  Wahl  Uber- 
1hmb6  GtOm«  deoldleii  »i  können,  twisohen  ihnen  die  folgende  Relallon  hMMmi 

voiui  «»  die  nach  GefaDen  zu  wiMende  GrOise  ToniMldlen  hat,  die  in  der  hier  hdiebten 
Form  nnr  einen  beliebig  gegebenen  reellen  Winkel  anzeigen  soll.  Aus  dieser  Gleiclnuif  in 
Verbindung  mit  der  dritten  (lOS.  T.},  statt  deren  wir  die  (108.  k.),  in  welche  jene  zufolge 
der  (108.  t.^  eingei^rlen  Bezeichnungen  Ubergehl,  nehmen  werden,  lassen  sich  deren  Bestand« 
Ihcite  «i     und  einidn  wie  felgt  Üaden: 

A'  A'  * 

tt',J't=+at  j^sin*»  und  e(i'^"=+«f,^cos*« 

und  nitteUt  ihrer  erhält  man  Don  noch  weiter: 

so  wie 

+      =  ±^  (^;  sin'o,  +  ^  cos«  0, j ,      ^  4-^; ' ^=±^  (^ ^cos'.u)  , 

worin  imm<"r  nnrh  von  den  doppellnn  Vorzeichen  das  obere  dem  Ellipsoid ,  das  untere  den 
tiiperboloid  cnbpriclit,  und  statt  der  Ouadratwttczeln  jede  ihrer  beiden  FQnnen,  jedoch  in  aUea 
Gleichungen  dieselbe,  genommen  woden  darC  In  Folge  dieaer  auf  die  GrSesen  ^  wid 
sich  beziehenden  Auswertbungen  in  «t  nehmen  die  Gleichungen  (109.  c.  und  d.),  wenn  man 
beachtet,  dass  dii;  obern  und  untcm  von  den  doppelten  Vorzcielicn  in  ihnen  den  obcrn  und 
untern  Vorzeichen  in  den  Gleichungen  (1 10.  b.^  entsprechen,  die  nachstehenden  Formen  an,  auf 
deren  Bildung  die  Beteichnungcn  (108.  i.}  EinOpaa  haben  nnd  wobei  indieaondere  an  et- 
wügcn  hat,  daas  die  sweite  dieaer  Besdchnongen  in  Veriiindung  mit  den  Gieiehangen  (109.  i) 

-  p'^=:A'+A?±A;=g^  «lebt! 

s'ü»..  ,  _  .,^in*a>  ,  cos'to..  ,  „  A, 

2  ^  K±5j  sin«  coj  W'-i-  p^8in2«  po»  W"+  ein  2m.co«  W" 
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0 = CA  —  A?)  [1  —  n  A         +         ±11«,  AJ  ("7^+  -i^) + »  A;8iii2«  «mW" 

+  2A,Ki  cK±^cos<öCosW-l/±g«n«cosW'3  —  n «o 2 o» cos W"J 

+ « A  A.  i«  K±;i:3  A.  [(4  -  süi  2  •  -  ^^^^ 


an,  und  diese  lasseo  äicb,  wenn  tnon  zur  Abkürzung 


sm'w  ,  cuü'a/      ^  .     sia'«0  .  cos'o»  ^ 


l/±  3*  COS  üjcos  W  — 1/+  ^  sin6>cosW'=W. ,  1/  ^  sinwcosW -|- j/ 4  cos«cosW'=W,] 
•1»  ^«^  * 


2  =  i  +  A X2.  ±  «. AI fi.  +  AI  8ia2«» CM  W"+  2      W.+  p^ »'«S»  «MIT 


0=:CA*-A0C1— nA£^±■l(r.ASII,q:Rp^A2lill2»cOf1r  l  (il*.  *.) 

+  2  Kn  A,  W,  —  D -^4^    ^  ^"3 

  11  2  " 

+2AA,  [oA.VTtfTiK^  — — p^cM2«eMW^  — 2K5W,1; 

fcmcr  nimmt  die  GMduiiiK  (iOO.  4}  nillfllat  dar  Auwerthimgeii  (110.  Ik)  die  fofgende  Ge- 
stalt an: 

>  '  ^  t     ff*       .  „ 

md  wird  Mit  EmieiHN«  der  BeiiofeMaBen  (lia  e.) 

1=A5±5a+2  Aw.+ip^,ta2«cMTr. 

235)  Aus  den  Cleichungfen  (110.  d.  und  e^,  wozu  man  auch  die  (108.  k)  nehmen  kann, 
welche  wie  Jene  aus  denselben  Gleichungen  (iü9.  a.}  hervorgegangen  ist,  iasseo  sich  die 
CMwen  A*,  A,*,  AS  ^  die  Mgendt  Art  hcrtelw.  Mt  mm  wItmSiA  der  GMchu^  (iO&k) 
iHtar  Bei«dkmkiigiMf.  der  cdrt««  in  (lOSL  L)  eii^eflMa  BuMbmmg  die  «rfere  Gealrits 
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<Ut.«0  r=l±Aä  oder  ±^=±i+AJ, 

woriB  wieder  dag  obdre  Yoraeiclien  4em  EHipsoi«^  das  inlere  den  flypiMMIoid  mtspiicht,  wd 

1  ' 
addirt  oder  rabtraUrl  man  -  zu  oder  Ton  den  beUten  Seiten  der  Gleichung  (UU.  e.},  je  o«^ 

dem  man  es  mit  einem  Ellipsoid  udcr  ilj^crLuluid  zu  thiui  linl,  so  erliiili  nuui: 

in  wpiclior  noch  immer  alle  obcm  Vorzcirhon  iIhs  Ellipsoid  idlc  unlerii  (ii;s  Hyperboloid  angehen. 
Diese  letzte  Gleichung  geht  aber,  dit-  (ill.  u.)  berücksichtigend,  über  in: 

WU,y  1 1  i  =  + ß,  +  2  A.  \y.  +  l~^,  ain2a.eoiW", 

■,     ■  -  * 

ud  gidit,  wenn  nui  sie  qnadrirt,  naobdein  mit  Ausnahme  des  eindn  ^2^W,  aU»  übrigea 

Glieder  von  der  reehton  wf  die  linke  Seite  det  Gteichbeihneichew  gjAraeht  wonlen:  liad: 

*  +  i (I - «.flrl-  i7=-  sin«»  eoi  W)»  =4  ^'  W? . 

oder,  wenn  man  flir  AI  seiQen  Werth  aus  der  Gleichung  {iiL  »J)  einseift: 

I   ■     .    ■         ^  ,    ,•  * 

Uli.  e.)  \       '        '  •       1  ^  .  ,  ^ 


md  dk  bi  der  so  erhaltenen  Glddmng  (III.  &},  nacbden  nan  bbiticbUich  der  Grosse  w  eine 
WaM  getreffim  hat,,  «nsssr  n  lauter  bdcannte  ZaJlen  ,T4|rbonineii,  wArend  sie  in  BÄng'  inf  ^ 


I 

qnadratisph  ist,  «o  findet  man  aas  Ibr  Rtr  -  oder  A'  +  A*  einen  doppelten  Werdi,  won  die 

Gleichung  (111.  a)  den  enUprechendeii  Werth  ton  A|  liefert.   iUi.  mm  so  AI  Ufid  oder 

A'  +  Af  gefunden,  so  kann  man  nocli  die  (srüsscn  A'  and  A,'  einzeln  wie  folgt  erkalten. 
!  tiplicirt  man  nämlich  die  erste  Gleichung  (110.  d.)  mit  n,  su  zeigt  sie,  dass 


ina. Al4qpn  ■-       AI sinSai cos  W"+2Kb  A, W,  — 


X 


2n  — 1— nXß,  — n  --pzy=sin2Ä)C0S W" 
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rat,  wodurcli  die  zweiie  tiieicbuiig  (_llü.  d}  die  folgende  Fenn  uaimiat: 

+  A  A.iA,K±"^t(^-^i«io2w— p==  cos2»  co»W"J  -2  —WJ  , 
wdehe,  wca*  am 

 ^  }•  c(, «..   Ya   

i  —  ii2,— — ;^=^i<in2«C0S W  „  ,  \  .MfiU*'«) 

*  Iii 

«ebl,  itf»ergebl  In:  m      ^  >/ 

0  =  A'  — A?  +  kAA, , 

und  es  cnlkHll  k,  mchdcpi  beiOgiicb  d^  GrOwe  »  cfaw  Wdd  felnJIiM  wordeu  ^t,  md  - 

n 

ncbsl  A.  auf  die  clirn  iK'/ricIuu'li'  Weise  gefunden  worden  sind,  Iitulcr  fickitiinle  Zahlen  in 
sich;  bringt  man  aber  in  der  zweiten  Gleichung  (iii.  d.^  deren  beide  Glieder  auf  ealgege»> 
gesellte  Seiten  des  GleichheHszeicheiis  und  quidrirt  sie  sodann,  so  konuni 

CA»— Af)'=k»A*A?, 

and  sptzt  mnn  j>tzl  ftlr  A'A,'  den  ibiu  ideniiscli  gleichen  Werth  |CA'+AO' —  ^  (A' —  A/}',  so 
wird  die  letzte  Gleichung 

CA*  -  A?}' 0  +  i  >")  =  i  k' (A' +  AO' 

mmI  giebl: 

A'-^A,"  = 


so  das»  A* — A,»  als  dtarvh  A*+A7'  oder  ^  gegeben  «ngeseben  weiden  darf,  nnd  mm  lassen 
sich  die  Grössen  A»  «nd  A?  duseln  ans  den  nadistelienden  idenüscken  Gkkinuigen  eriudlen : 

A'r^;(A^+  \n  +  .}(A'^  AO  ,     A?=.^CA'+AO-.iCA'-AO.  (ttl.  f.) 

.  W  irJuiU-H.  bijtkcr  in  der  Abi>idit|  die  grossen,  obsclion  nicht  unJieskjgbareu  Schwierigkei- 
ten rechl  anacliMillch  werden  zn  lassen,  wdche  Gleichungsformen  mtl  Mos  schiefen  oder  mit 
blos  senkrechten  Coordinatcn  mit  sich  bruigon,  wenn  man  sich  die  Fläche  an  einem  ganz  be- 
liebi^'on  Coonliiuilcnsyslpnic  {rccri'bcn  vorslclll,  die  Rechiiuiiifün  in  allgemeinster  Weise  tliircli-  ^ 
geflibrt,  welche  Schwiengkeiloii  sich  noofi  Veruicbren  würden,  wenn  man  aus  den  erhaltenen  "*  *  ' 
Resnftaten  eninehmni  wollte,  nnter  wdehen  VmslSndett  die  ProjeeUonsnalilcn  der  neun  Ann 
an  den  ursprünglichen  reellr  W(  rlhc  iinnchmen,  d,  h.  in  welchen  Fällen  das  neue  Ckiordinoten- 
syrteni  wirklich  exislirt,  nnd  in  welchen  es  unmöglich  wird;  daher  verlassen  wir  jetzt,  nachdem 
nnser  Hauptzweck  erreicht  .ist,  den  bisherigen  Weg  und  schlagvn  eincp  .Seitenweg  ein,  der 
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bequemer  auiui  Zielu  führt  nml  noch  liberdicss  den  \ortheil  hat,  doss  er  allea  VorMdlmgeo 
dne  grOfgera  Bcslinuillidl  vetlcihL 

1236)  Da  wir  weiter  obeo  (Nr.  2 Iii  bis  220i)  erwiesen  hüben,  (Ihss  jede  Millelpiinclsllacke 
d«'r  7-wi'itcn  Orilntini»  m  einem  i  im  Ii  t\^  i  iiklijren  Cooiititinlfnsystcine  durch  eine  flleiohung, 
von  der  Form  a  4" «  * '  +  «  *  '  — ."  ?  welche  jelzl  mit  iler  3  u'  +  ^  u"  +  S"  u  '  ~  v  ziisam- 
nen  fällt,  dirgesleDt  werden  kuin,  und  dart  locb  die  Ifitlei,  Husea  rcchlwinUfge  Coonünateo- 
syslcni  zu  erhallen,  angegeben  haben,  so  sind  wir  befugt,  die  Afideipunolsfliicho  immer  m  » 
diesem  rechtwinkligen  Systeme  gegeben  voraussuselzea,  tMler,  vras  dasselbe  isl,  die  na  ur- 
sprünglichen Coordinalcnsyslcme  vorhandenen  AxenwInHel  M',  W,  W"  als  rechte  alBanehmen, 
ym  co8W=0,  eosW'=0,  co8W"=0  mr  Folge  bat  Dedurch  werden  dam  auch  den 
'  Bezeichnungen  (110.  e.)  zur  Folge  die  Grössen  W,  md  W,  beide  anB,  imd  in  Folge  desaea 

vereinfach!  sich  die  Gleichung  (III.  b.}  in: 

wlhrend  sidt  der  In  (Iii.  d.)  durch  k  heteichneld  Ansdnick  jetsi  in 

,  A.K±«.  X(^-^)sin2« 

verwandelt,  wolrlien  wir  zum  Unterschiede  vom  vorigen  durch  2col|fX  beseklmcn  werdM^ 
so  dass  X  durch  folgende  Gleichung  gegeben  wird : 

AtV  +  u,  X  ( 4r,  — ^)  sin  2  tu 

(11t*  lN>   i^lO,   ~  ^ '  "'^  *  * 

und  die  dekhung  (III.  e;)  gehl  jelst,  wenn  man  2colg«  an  die  Stelle  von  k  aetit  Uber  kt: 
Cfl«*  nO  A7=CA*+ A,*)eoBx=:  |^  cos«  , 

während  die  Gleichungen  (111.  u.  und  f.J  völlig  die  gleichen  bleiben,  und  in  allen  unausgc- 
aelz(  das  obere  Voradchen  dm  EUipaoid,  das  nnleic  dem  Hyperboloid  enIspridiL  Ana  der 
Gleichung  (112.  a.)  Andel  man: 

(aw.A)  n— ^  *^*"l-«.Ii, 

mit  nngcündcrter  AufTassung  des  doppelten  Vorzeichens,  und  dadurch  geht  die  (112.  c.)  über  in: 

._  k^' 

UM-c.)  A'-Af_        ^      eosx  , 


woduroh  nan  niililit  der  «UeichM^M  (IIL  Q  fndel 

A»=l-5^(l  +  coe«)  nnd  A;=Jy^ß^ (!-«»* »3 


ujuI^l-lJ  uy  Google 
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oder 

-  4-1  ~+l 

Endlich  gicbl  die  GleicfauDg  (iil.  h.),  wenn  mm  in  sie  für  -  seinen  WeriJi  itts  ^il2.  d) 
einteilt:  _ 

Aj=i±-i$.  (.tit.s.) 


1— iK.il.  • 


Die  grosse  Vcrcinr^i  Imnu  der  Gliricluingen,  ivodurch  die  Proji'clioiiszahlcn  A,  A, ,  A,  an  die 

Hand  LH-ffcbcn  werden,  in  dem  Falle,  wo  man  die  MiCrlfrunlsniirlK  urs|irimj.'li(Ii  an  dem 
rccltl\viiikli<ren  Systeme  ir>-<ri-bcii  voraussetzt,  hat  ihren  Gnintl  liuu{ib>ücbliclt  in  dßiii  Umstände, 

da««  durch  diese  Voraiisselziing  die  Gleichung  (^111.  b.) ,  ms  welcher  ^  oder  A'  +  A?  gefnn- 

den  wird,  und  diu  im  Allgemeinen  vom  zweiten  Grade  ist,  in  cino  Gleichung  vom  ersten  Gnide 
übergerührt  wird,  wodurcli  die  AuJBodung  jener  drei  Projeclionstahlon  ungemein  ericichUirt 

337)  Aus  den  clnrnckem  Gleichnn^  der  irorigcn  Nunnncr  Issscn  sich  obiw  grosse  Mühe 

die  Bedingungen  herholen,  unler  weichen  einr  Mitti^IparK  Isniiche  an  einem  wahrhaft  existirrnden 
Coordinalensystcme  durch  eine  Gleichung  darstellbar  ist,  deren  bei  den  Ouiulralen  der  Cour- 
dinalen  vortnnilene  Coeffiriaiten  rinnclel  absolute  GrOsse  besitzen.  Dte  Gleichungen  (112.  t 
md  g.)  geben  nlMifidi  aar  dem  ersten  Blidt  w»  eritennen,  du»  maii  lllr  A ,  Aj,  A«  lanter 

eile  Wertlie  nur  dann  crhiflt,  wenn  {J^^^^  wd  ^^l^a,  fOtHüve  ZMen  oder  nuü  werden, 

und  P]v  X  eil)  roellcr  Winkel  sich  angeben  lüssl;  femer  geht  aas  der  bloüen  Ansicht  der  Glei- 
tihungen  (^10?*.  1.)  luT\or,  dass  die  Grti^isen  m',  m";  m|,  ml';  m',,  roi'  säninillich  reelle  \>  ertlic 

•niiclimen,  weiui  A,  A, ,  A,  reelle  Zahlen  sind  und  keine  der  Gröesen .J/5lP  und  ^^P 

eiM  inngiofire  Fonn  amtimnit,  wekkcs  \Mmt  ;i»«twil|i;iidasi^         /«tir . '~^t ^ 

eine  positive  Zahl  oder  nnll  sei  Diese  letztere  B(l!llfn|iii^-Y[ir,'  '^ii^W^% ,  A, ,  A.7c^k 

und  dann  A' ,  A?,  A'  positive  Zahlen  sind  eins  mit  der,  dass  Jl'*"» '  Bürk- 

A  -f-  A|  ^  A, 

sieht  auf  die  dem  obeiii  ndrr  iiiiliTii  VorzciLliea  im  Nenner  cnlsprechende  vordere  oder  hintere 

Gleichunsf  (i09.  i.)  eine  positive  Zahl  sei.  Erwigt  man  imn,  dass  den  Glciehumfcn 

a.J  zur  Folge  A',  A";  Ai,  AI';  A^,  A','  sümnitlich  reeUe  Weribe  annehmen,  so  wie  fur 
A ,  A, ,  .\,  und  zugicicb  filr  «',  m" ;  ml ,  m," ;  m', ,  ni;'  ianler  reelle  ZaHen  gefunden  werden, 
so  überzeugt  man  sich  dass  alle  ProjeclionszaldeR  der  Axen  A  Y ,  AY',  AY"  an  den  ursprüng- 
lichen, rcL'hlwinküg  vorausgesetzt rn  <'iifm!iimtcnaxen  reell  M-rnicn,  '-onncJi  ein  wnlirlmfl  existi- 
feodes  C«ordiniitensys(<fli  nogege^e»  wt^rden  ktutu,  an  wekiieui  cuie  UlcKiiung  uiil  lauter  Coef- 
liienlen  von  elneriei  alminteii  Wertk  MMeht,  veln  gUdmilif  ,  . 
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ist,  iiiicl  X  fJnrcli  die  Glcirliuiiff  (112.  h")  als  Hn  reeller  Winkel  aiifjrrruncIrTi  winl.  wobei  nnch 
iniiiicT  von  den  doppelten  Voraetdien  die  obem  dem  Ellipsoid,  diu  untern  dem  Hyperboloid 

enUprecben.   Die  drille  Bcdin^ng  (113.  a.l-  welche  beim  Ellipsoid  -^-j  *  >Q  ist,  und  hier 

stets  srhon  von  5elhpr  erriillt  ist,  (weil  heim  Kllijtsoiil  f/„ .  al .  c/*„'  hIIc  di  ri  einerlei  Vorr.eichcfl 
hüben  und  iimm  i.  der  xtrdern  Gleichung  (107.  d.}  gcni»:»»;  iuitli\>  eiKÜii  das  gb-iclie  Vorzeichen 

■nuinuul^,  wird  beim  Hyperboloid  ^ — >i>i>ii(*r  dasj>eibe 

Vorzeichen  annimint.  welches  der  eine  von  diesen  drei  Coeflizienl«!  bcsiUtl,  dcüüen  Vorzeiehen 
von  dein  der  beiden  andern  verscliicden  ist,  so  siuül  loan  ein,  dass  dicio  dritio  Budingung 
biBhn  Hypertwloid  verbngrt,  das«  X  du  entfefcn^fesetile  Voneichen  von  dem  timelune,  welrlief 
nur  bei  einein  tier  drei  CoelTizieiilen  p-efnnden  wird.  .Nehmen  wir  jetzt  an,  wozu  man  stets 
das  Recht  hat,  weit  diess  durch  die  blose  Bezeichnung  der  ursprünglichen  A.xon  bewirkt  wer- 
den kann,  dass  «,  derjenige  CocfBlienf  in  der  ursprünglichen  Gleichung  sei,  dessen  Yorzcjchen 
das  en^gegimgeMrisle  von  dem  in  und  c4'  cnlbalUmen  ist,  w  sagt  die  dritte  Bodingmig 
(113.  a.)  aus.  dass  sie  heim  Elh'iisoid  unter  allen  l'nistiinden  schon  von  seiher,  beim  Hyper- 
boloid über  nur  dann  erfüllt  wird,  wenn  -  (tt't.  eine  positive  Zahl  iütj  dann  aber  liefert  die 
(SlBidiung  (112.  b.)  fttr  x  aleU  einen  reellen  Winkd,  weil  colg  x  ihr  genän  alet»  eine  reelle, 
foailive  oder  negative  Znbl  wird,  M«m  staU  V+«iÄ  beim  ElUpaoid  KflüT,  beinHyperiioloid 
V — tt,X  za  nehmen  ist,  und  keine  von  diesen  Wurzeln  eine  imaginire  Foin  annimmt,  wenn 
die  dritte  Bedingnn^^  (TK*.  a.}  heim  Hyperliolnid.  dessen  C!ei(hunfr  mnn  v(»n  vom  herein  sn 
aoiuordaeu  hat,  dass  das  in  enthaltene  Vorzeichen  in  keinem  der  andern  beiden  Coetlizien- 
Um  nwhr  vorimmm,  «lilt  hat,  d.  k  wenn  hei  Ihm  Jl  das  cntgegengeseWe  Voneklwn  von  «», 

oder,  der  hintern  Gleiduin?  (107.  d.)  geniuss,  wemi  der  absolute  Werdi  von  ^,-\-Xt 

grttner  als  der  von       ab>o  — a,).  eine  positive  Zahl  ist.   Hiermtü  folgt,  dass  das  Ellipsoid 

stets  eine  Gleichung  von  der  verlangten  Form  Rn  nnein  im  Haume  naein^eishan-n  diordinaten- 
systenio  gicbt,  das  Hyperboloid  hingegen  nur  iinler  der  \  uruii.sst'lziinjf,  «ia.s.s  der  ahsolule  Werth 

von  -i-\r-r,  grösser  als  der  von  —  sei  und  u, ,  «,  die  beiden  CoedLücnlfiii  vorstellen,  welche 
et,     Ut  «• 

einertei  Voneichen  haben,  wenn  gleichseitig 
Ist. 

Uw  nan  die  beiden  Uedii^ungen  (113.  b.j  aut  ihre  Grundbedeutung  zariickiuliico  zu 
Hann  wir  «Mit  dat  Zahhai  fib  «toder  du  «ftiMMaH  w«  «•  der  imih» 
(HCl  e.)  gemln  n  bedenten  hat,  wndmb  ile  werdan; 
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_  .  -           ,   -S«l  B»   ,    COS  0»^ 

 r-s  5 — — 0     und  - — '  r-J  rir-^^  » 


welche  beim  £llipsoid  die: 
beim  HypeilMleid  «Ke: 

i  +  1  ,  +  ;.  + 

=0    lUMl   ^  '-^^ — ~0  Cm»««!*} 


geboi,  und  die  wir  nun  einsein  weiter  zerJeflfen  werden. 

23b3  Aus  den  Uulersuchungcn  der  vorigen  Kummer  Iwt  sich  ergoken,  dass  man  beim 
Ellipioid  msweiftdiiKfl  nt  eineiii  rceOen  CoordiMlfliieYclenie,  en  welchem  eine  Glejckun;  mit 

i!rr'i  i^Ieirhcn  Co  effizienten  rntslclit.  Iilngcrülirl  wird,  so  wie  imw  thVür  Sori;<'  triiirl,  dass  die 
Bcdingnngoa  (113.  c.}  eingehalten  wcrdeo.  Um,  was  dazu  gehört,  besser  einzusehen,  schreiben 
wir  aie  wvOfdenl  ao ; 

^C*— !)  if?  — t;  sin'w  —  A  cos'  m) 
 .  ^                  =0     HDd         ^  —0 

«t  (~  —  -wem"«— ;7  coi*  «.     _ -vsin*«  —  -tcm*«) 

und  letien  in  den  Nennern  deser  beiden  Bedingungen,  m»  wie  im  ZiUer  iler  binien 
^5in*ei+— cos*ii»  und  7sin*»+^eM*(i»'fHr  —  and  ^»  wedurcb  die  werden: 


oder  wenn  mm  den  Feder  mn*»  anndwidet: 

«•    ^  =0  «ni 
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weil  aber  beSn  Ellipsoid  die  drai  CoelBsicnten  simmtlich  einerici  Voneicben  jMdieii,  und  daw 
nolliweiHl^  tiidi  X,  d«r  vordem  Gleichiing  (107.  d.)  fem«»,  dewelb«  Voneidiien 


10  siod  ~  und  — ir— 'stets  posüivc  ZeUes,  daher  lasaen  aidi  die  beiden  vonlebendcn  B*- 
dtugqogen  auch  so  geben: 

i  — i                              J  -  4  +  (  f  - -,)colg'<» 
11t«.  e.O  -.  i  -j  r  ^0    und  ^  >0. 

Nun  kanu  einer  der  drei  rolircndcii  Fülli-  i  miIh  Ii-h  : 

11  i  1 

1)  Es  ist  entweder     :^  , ,  dann  bi     -  ,  eine  positive  Zalil  und  e»  wird  der  vordere 

In  (113.  €.*)  üehende  Auadmek  eine  positive  Zahl,  so  oft  sein  Nenner  eine  ist;  so  wie 

11  11 
«ber  '-3>T  tat,  miiss  notliwendigcr  Weise  eine  von  den  beiden  Gri>sseii  ^  und  -r.', 
ef,     I.  tt«  w» 

wenn  nicht  lu»ide,  kleiner  als  .  ,  und  um  so  mehr  kleiner  als  —  sein,  somit  aiiid  in  dit»- 

SCHI  Falle  t  tiiwcdt  r  iioide  oder  doch  einer  von  den  im  gedacbleo  Kenner  beiindiiciten 

Tlieileii  - — 4  und  ~  —     positive  ZaUen. 
er«  tt« 

■}  Sind  beide  Theilc  positive  Zahlen,  so  wird  der  vordere  in  (113.  c.*)  Stehende  Atta- 

(li'iick  |Ki^ili\  ,  iinil  (Iii-  nits  ihm  gcbi[<l(-'ti-  Bedingung  «rrüllt  sicb  SOhOO  VOH  mUmT, 
welchen  reclkMi  W  iiikel  niun  mich  lur  m  m  hitien  mag; 

bl  Ist  aber  ^ — K  svrar  positiv,  ^  dagegen  negativ,  so  geht  die  emtdurie  Be- 

dingong  mir  unter  der  Voraussetiong  in,Eiftllnng,  dass  für  a  ein  Winltd  geooai- 

1  _  1 

man  wird,  weklier  nundit,  d«M  coig'«»  nicht  uiilor  — ^  hinabfüllt; 

«•  ^ 

c3  ist  endlich  - — negativ,  darür  aber  3- — -4;  positiv,  so  wird  jene  Bedingung  nur 

dann  erfltUt,  wenn  Ittr  w  ein  midier  Winkel  genommen  wird,  wdchcr  macM,  das» 

i_l 
u  et" 

colg'bi  ntelil  über  1^ — |^  hinaufüteigL 

U)  Oder  es  ist  -  <: ! ,  thum  ist  —  —  ]  eine  negative  Zahl ,  und  es  wiid  der  vordere  in 
(113.  f.*)  stehende  Aosdmck  nur  dann  eine  positive  Zahl,  wenn  auch  sein  Nenner  eine 
negiiUve  Zaltl  >vird ;  so  wie  aber     <i  ^  i^t  >  tnuss  noilm  eiidiger  Weise  ciue  von  den 
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11  1 
beiden  GrllsM»  ^  md  ^ ,  wen«  nidit  beide,  griMMr  «Is  ^  «nd  um      mekr  grauer 

ab  —  sein,  somit  sind  in  diesem  Falle  entweder  beide  oder  doch  einer  von  den  im  ae- 

daelilca  Nenner  befiniUidicii  Tiiuileu  1  und  ■  -r,  aei;alivc  Zahlen. 

Sinti  lu'idf  Tlieile  negtilivc  Zulilen,  so  wird  der  jjcdoclile  Xonricr  ni'tfiiliv,  und  es 
errtllll  sich  dio  vordi're  Bcdinnfting  (113.  c.*)  schon  von  sdber,  welciica  reellen 
Winkel  iiiBii  tiiu'li  nir  m  iioliiaon  iiu«^ ; 

ti)  isl  aber     —  A  swar  negativ,  dugugen  — — ^  positiv,  so  gulit  die  genannte  Be- 
et*   otf  et,  ttt 

(h'ncriini;  durch  jeden  Wtnfcd  »  in  EiAUnng,  welcher  HMch^  dais  cotg*«»  nielil  unter 


^ — Y  hinabsinkt; 


et, 

e)  ist  endlich  positiv ,  diiliir  aUt-r  ^  negativ ,  so  wird  dto  genannte  Be- 

dingiinf  dweh  Jeden  Wiakd  w  erTultti  welcher  tgaeht,  das«  cetg*a»  nicht  Uber 

IIQ  Pindal  weder  der  Fall  I.  noch  der  Fall  0.  statt,  so  v>n>  — s:?*  «nd  dioM  zieht  nach 

sich,  dass  die  erste  Bediiifuiig  (113.  c.*)  nnabhüngiigr  von  der  WaU  dw 'Wtalwl  «  er- 
fillll  wird,  weil  der  in  ihr  erhalten«  Ausdruck  null  wird. 

Nachdoiu  wir  jetzt  die  Einsirht  uns  verschalTl  haben .  wie  liic  Winkel  ta  beim  Ellipsoid  in 
jedem  vorkuuiuiendcu  Kalle  (fewahil  werden  uiUssen ,  dttmil  durch  sie  die  erste  Rcdingimg 
(113l  e.*)  in  ErlÜNunir  evhi,  und  zugleich  uns  ibenseegt  haben,  daaa  dam  onzühlig  viele 
reelle  Winkel  &>  dienen  kurinen,  haben  wir  nun  noch  zuzusehen,  welche  von  diesen  un^Hblig 

vieli'H  Wiitki'ln  liinli  die  zwfilc  Bedingung  (Il;>.  <  *)  zu  berriedigen  im  Stande  sind, 

wobei  wir  waiii-r  diu  \-origen  drei  Fälle  von  einander  unterscheiden  werden: 

I)  Ist  wie  hn  vorigen  Fall  1.  so  wird  die  osto  Jedin^ong  (lU.  «.*[),  wie  wir  dort 

geseheil  haben,  nur  dünn  crrülll,  wenn  der  in  ihr  auHrctondc  Nenner  positiv  wird;  dn 
aber  die  zweite  RLMliny^iing  (113.  c.*)  denselben  Xenner  hat,  so  wird  ilu-  in  diesem  Falle 
nur  dann,  diinn  mIkt  immer  tfleichzciliir  mit  dw  v«>rdern  ücuüg«'  gcilian  werden,  wenn 

ihr  Zutilcr  nicht  negativ  wird.   Weil  nun  da,  wo  '^'*  j^*^       Griissen  ^  und 

I  1 

^  oder  dach  wenigatens  eine  wn  Rmen  Uainer  ab  ^  «""i  ^ 
UnteittUe  zu  beincblen:« 
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11  II 

•3  hi  iitiailich  T>-—  und  zugicich  auch  ,  so  wird  der  Zühkr  in  der  zueilen 

Bedbignng  (^113.  c*}  pofiliv,  wodurch  diese  Bedingvog  befnedi^t  wird,  welchen 
Werth  mm  audi  dem  Winkel  m  geben  amg^  und  weil  ri«  wo  ^:>^  isi.  die  Bc-> 

glinmuiiircii  I  >  ^  und  ^  :>     um  so  mehr  mifli  die  -  :>     «ml  -  >  -V, ,  wd- 

die  unter  den  vorigen  L  i.  vocgekonmen  lind,  mck  dcb 'hieben «  wo,  vrie  dort 
geieigt  worden  Ist,  die  rnte  Bedlqgiuig  (iiS.  c.*)  in  Kifiilliuig  geht,  wni>  nun  ancb 

filr  •»  nehmen  meg,  s»  nicht  man,        de,  wo        !  und  tttglrieb  so 

wie  «ach  i^'i  beide  Bedingungen  (113.  c.*}  glcicbzciti^r  durch 

jeden  Winkel  w  tji'friiMlij,'!  uctilf»; 

iül  ailicr  zH  iir  '  5>  i  ,  dnifegen  nlicr  ? -< -!r.  •  ^i'  ^^ril  der  in  liiT  zneili'n  Uedingung 
(^113.  e*j  aultrelcndc  Zälder  nur  so  lange  nicht  negHtiv,  «lä  co4g'w  nicht  unter 
i.  _  * 

Y — ^  MüdifiBt,  iml  wefl  da,  wo  —^-^  ^*      Besiimnioag  ^  ^^''^ 

die  —  :>  natli  sich  /.iehl,  und  h\mo  im  gegenwartigen  Falle  1.  b.  entwffiir  der 
vorige  I.  N.  oder  I.  b.  vorinnden  sein  moss,  je  nacbden  — >--4  oder  —'<^  ist» 
so  werden  die  beiden  Bed 

11  11 

und  .^--p  ist,  erruiU  ce)  wenn  — ist  und  a»  so  gewählt  wird,  das« 

eotg'w  nicht  unter  *  ^  hinabfkllt,  ß}  wenn  —"^^  i«^  itnd  «i  so  gc- 

l  ~«; 

wühlt  wird,  dass  colg^u  nichl  unter  den  grüsslcu  der  beiden  Werthe 
±  _  *        J_  _  * 

nnd  "l       binibfillt  j 

e)  ist  endlich  ,  <:  ^  ,  dafilr  dier  !  :>  4; ,  so  wnd  der  nir  xweilen  Bedingung  (11.).  c.*) 
gehörige  ZüMor  nnr  io  hoge  nicht  negativ,  als  m  so  gcwälilt  wird,  dess  fot|t*M 

.  «Hit  DlM  r  hiMorslfligl,  nwi  wtfl  do,  wn  ^  ^1  ist,  die  aaüimMMg  !:>4 
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uni  so  mehr  die  —     A;  mch  sidi  Behl,  also  in  geKeflwflrtigen  Falle  I.  c.  nur  col- 
tt$  fit» 

weder  der  vorige  I.  a.  oder  t  c  ToAudei  aein  kam,  je  —pMeni  oder 
Ii 

■^<:~-.  ist,  HO  werden  die  ketdeit  Beding un gm  (113.  c*)  gleichseiligi 
dt  wo  -^^-r  «ad  ^>-4  iai«  erfüllt,  a)  wean  —        ist  und  «  so  go- 

wllilt  wird,  dass  eotg*«  niclit Iber  ^ — ^  liinaofstelfl,  ß)  wenn  ^<:^ 

«,  Ä 

i8t„  und  4u  so  f[[cwHlilt  wird,  dass  oetg*M  nioht  Aber  dieJ^leimte  der  bei- 

en  Grossen  q  1-  und  -j^  lunauUteigt. 

0)  Ist  ^'<^  wie  im  vori|eii  Fall  IL,  wo  die  erste  ficdingang  (in.  c.*)  nur  dum  beCHedigt 

wird,  wenn  der  in  ihr  auflrelende  Ni-mifr  nognliv  wird,  so  wird  glt-iclizeiliff  mil  lücser 
ersten  Bedingung;  auch  mich  die  zweite,  welche  mit  der  ersten  einerlei  Nenner  iial,  nur  dann 

befriedigt  werden,  wenn  ihrZaUor  nidit  positiv  wird,  und  weil  da,  wq  —  <;|-  ist,  nelb- 

wendig  entweder  jede  der  Grüssen  X  mui  ^„  oder  dooh  dne  von  ftmn  grosser  als  ^ 

sein  aMHs,  ao  sind  wieder  drei  UnlaiiBaio  an  untarselMide»: 

11  Ii 
a}  Ist  Dämlich  »»d  zugleich  aocii  j"^^*  ZiMct  der  zweiten  Bo^ 

dingung  Ahr  keinen  Werii  von  »  poflüiv,  nnd  weil  4um  Uar,  wo  —  <:  j  is^  un  so 

CT«  A 

■dir  auch  «l^-^^ind  — <:4;  wird,  also  der  vorige  FaB  Ha.  «inbitt,  in  welchem 

die  erste  Bediiiguiii;  chfiilall»  für  jeden  Werth  o  in  Ermilung  geht,  so  sieht  man, 

11  1111 

dass  da  wo  --<:t  und  zairleich  auch  ""d  t<—  is'»  die  beiden 

Bedingungen  ^113.  c'*')  gleichzeitig  in  Erfüllung  gehen,  welchen  Werth 
man  aneli  dem  Winkel  m  beilegen  mag; 

11  11 
b^  ist  tdier  swar  j^^*  dsgogen  j^^-^t      wird  der  sar  nweiteo  Bedinfoiig  gehö- 
rige Zahler  nur  so  lange  nicht  posUiv,  als  shu  m  so  wlhlt,  dass  eolg'ai  nidit  unler 

\  i_ 

— ^  hinabfiilll,  und  weil  da,  wo  — <7  ist,  die  Bestiumiing  f^-r  an  so  mehr 

11  0t     A  A  SCt 
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die  andere  luwh  neb  siebt,  aiso  iai  gcfeawiirligca  Fülle  11.  b.  nur  entweder 


4cr  v«riM  IL  fk  oder  11  h.  vmteim  leiii  kam»,  j«  mkUmi  — <-s  odM- 

itl,  so  worden  die  Bcdingrungen  (113.  c.*}  gleichzeitig,  da  wo  -^'«Cr 

11  11 
nnd  s-<-7  ist»  erriklU  «3  wonn  — <-«  i«t,  snd  «  so  ceirKkll  wird,  das« 

1_  1 

Ä    ^  1  1 

oolg*o  nicht  aaler  -r — ^  biaabf«tU,  ^  wen«  —»»^  ift,  und  w  lo  ge- 
J  »  •» 

YfibU  wird»  das»  colg'o»  aiehl  umUi  den  grös»ten  der  beiden  Wcrthe 
i_±  1 

Xu,       1  ,  .    .   .  , 

•j — -j  und   p  hinabsinkt; 

1     t      •  11 
c)  ist  endlldi  ^^^>  ^tdilr  aber  i'<^>  ^  wird  der  mr  cwdten  B«dn^ag  febft- 

rifo  Zlhlor  mr  fo  bilgo  nklit  ponUv,  als  man  a  so  wäiUt,  dass  colg'  ca  ludrt  Iber 
j  ^  hinanrstdft,  und  weS  da,  wu  ist,  die  Beetininiiiig  j*^^ 

mehr  die  ander«  ^  -cX  naeh  lieh  afehl,  ala»  nii»  dem  fefenwMigfw  Fala  ULci  gleich- 
zeitig nur  eiUweder  der  vorige  11.  ««,  vder  iL  c.  bet^lelteii  k«nn,  je  naoliden  ^<zX 
oder  —  >-j^  ift,  »o  werden  die  Bedingunges  (itS,  e.*)  bnide  gleichseitigt 

da  w«  — <<t  nnd  |<;4;  i«t,  erfüllt  a)  «renn  — <^  ist,  und  ta  so  ge- 

wird,  dttss  c«lg'ft>  nicht  über  -^—y  hiaaufsleigl,  ji')  wenn 

nnd  a»  «o  gew«hU  wird,  daaa  colg*«  nicht  Iber  den  kleiulen  d«r  beiden 

Werth e  ?~T  ^i'«««^«*«^«*- 


iU)  Findet  weder  der  Fall  1.  noch  der  II.  statt,  so  ist  —  =    wie  im  vorijjcn  Fall  III;  dann 

n  A 

aber  wird  der  in  der  xweiten  Bedingung  (113.  c.*)  cnihallene  ZäUer  ihrem  Nenner  gleich 
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und  es  nimmt  der  guue  die  rvcbie  Seite  dieser  Bediaganf  bildende  Aiudrack  den  Weitk 
1  M,  wodimsli  <eM  B«Miigwig  inMr  idioB  tm  Mlbtr  «tfMIi  «ML 

Mm  kMm  die  venteliendea  vielerfei  FIDe  «ftdorch  >ekr  niMindieiUEieken,  des»  nen  unter 

den  CocITizionlcn  «, ,  ,  a"  liinsidillicli  ihrer  Grösse  eine  besliinmtc  Rangordnung  frsl'^etzl, 
was  sicis  gcscliehcn  darf.   Ordnet  man  z.  B.  die  gegebene  Gleichung  von  vorn  herein  so  an, 

dese  —  >•  T  nnd  —  >■     ist ,  so  wird  aucb  ~     ^ ,  so  dats  die  Fitöc  I.  a. ,  L  b.  «.  uad 

L  c.  «.  nU  die  eimigca  zu  beriicluiichtigenden  übrig  bleiben.  Ordnete  nen  aber  die  iwqwQiif- 

Kall  gegcM  fiHdnnf  ee  an,  dM  -<:4  und  -<:4  wNw»  lo  UMe»  btoe  die  IHln 

IL  ö. ,  II.  b.  a.  und  II.  c.  «.  zu  berücksichtigen  übrig.  Ja  selbst  die  beiden  t'nfrrnille  b.  «. 
und  c.  a.  xügcn  sieh  in  einen  einzigen  zusammen,  wenn  man  auch  noch  zwiscbco  den  zwei 

GröMcn  ^  «nd  ^  eine  Rangerdmuig  feststeUle. 

Wir  heben  bei  den  vorstehenden  Betrecbtauige«  dne  Aiumlnne  von  «kr  Kegel  onberfick- 

sichligt  gelassen,  welche  beson<l''T-s  untersucht  zu  werden  verlangt,  und  da  eintritt,  nn  ripr  in 
beiden  BMJragfiingen  (^113.  r.")  otk-r  (^li,").  c.*")  £fleicbzeitif  aunretende  Nenner  nutl  wml.  In 

dleeem  Falle  nehmen  niüiilich  die  in  jenen  Bedingungen  aniketenden  (^ottenten,  da  wo  --^7 
itt,  dtoFon»  L  uwl  dft  w»         irt,  die  Fm»  2  es»  «rieh*  MO»  Fannen  Jn  der  RmIk 


nuilg  unzuliissig  .sind,  und  eine  Wiedcrhoinng  deneften  unter  steter  Bentcksicirilgimg  der  diese 
Ausnahme  hcrbeirdhrendcn  Umslinde  \  erlunrren.   Nun  wird  aber  jener  Nenner  nur  unter  2\rci- 

«riei  UmmNMm  aat,  ealire^er  wenn  ^=4=4»  im,  und  dm  wabhängig  vea  deni  WeMhe^ 


wdchen  man  dem  Winket  t»  bdlegev  mqp,  odst  wen»  (lir  <»  der  Vloiief  genommeir  fpfrtf, 

1  1 
jr— - 

wcteber  («^'«»ss^p-*^  wesden  UesL  finnaeni  wir  uns^  des«  «Uc  von  Ht,  23&  m  eitat- 

leuvH  Reanitote  an  die  N  orauüsctzuug  gebunden  bvui,  int&a  das  £Uip8oid  urspruiigtich  an  einem 
fecMirinUigen  Coerdimlennfilene  gfgdMn'isI«  •»  msdcK  wir  fewebr,  desi  die  BeeeidertaB 

— r=4=4;  h»Cinini»  nkUs  andertveag^  eto  daef  dto  In Untesadtang  geoonnwMinipBeM 

«MWS  Kogel  sei.    Die  vordere  Gieichsng  (107.  d.^  gicbt  in  diesen)  Falle  -^—^ —^.—~,xiM 

nun  zeigt  die  Gleichung  i^iOl.  a}»  dass  unter  solchen  Uineländen  nwr  («^}=^=(«4')s: 
ie,=a;=a;'  sein  kann,  dn  we  die  aeoe  Gleiduuif  dtr  Kugel  vrletfer  Goeffiiianlen  vgp  emc^ 
lei  Grosse  aunelunen  soll ;  dadurch  aber  verwandeln  lieh  die  aHgeneiaff  CSteidwifnQ  (KK  a. 
fnd  b.^  nafer  den  jeteif en  Uinstifnden  in 

und        "  '  ' 

iP+A'»+A"»=3l ,  A?+A;»-»*Är=#t  iW+AP+Afj»t, 
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ind  da  wir 'bd'miem  g:egeinvarii(r<>ti  Bdrachiungcn  varMUselzeD,  dasi  die  Mugcl  un>pniuglicb 
un  einem  rechiwiukligcn  Coordinntctisysleme  gegeben  sei,  so  sind  die  letzten  drei  der  VOCfto» 
henden  Gleichungen  nichts  iitidcrs  uls  die  Richlungsgleichungen  der  irrsiitlitcn  ncnori  .Kxen 
AY,  AY',  AY"  an  den  iirsiirungliciirn  Axen  AX,  AX',  AX";  man  hat  daher  zur  HesUin- 
namg  aller  ProjectionMulileii,  wciclie  jene  Axen  an  diesen  geben,  aaaser  den  vorstellenden 
Gleichungen  keine  anderen,  woruuä  folgt,  dass  die  dri  i  iinii  ii  Am  h  liltks  lüc  in  den  vor^ti  ln-ii- 
dea  deichangen  aiugeiproolienei)  drei  ersten  Bediu^ungeo  einzuiwItcQ  brauclien,  welche,  da 
lie  auf  ein  reeblinnl^ges  Coordinatcnsyslem  bezogen  werden  nflssen,  nichts  anders  aasssgen, 
als  dass  die  drei  neuen  Axcn  paarweise  mit  einander  rechte  Winkel  bilden  müssen.  Uierauh  lH<:st 
sicli  der  Schluss  ziehen,  dass  ein«*  k'Tüfrl  an  jr'dcMn  Ix-Iii  bigen  rechlwinklichen  Co- 
ordinatcnsyslenie,  dessen  Spitze  in  ihrem  .tliltolpunct  liegt,  wieder  eine  (^Ici- 
cbang  mit  Unter  gleichen  Coeffizienten  liefert,  dagegen  nie  an  einem  acbief-  ^ 
winkligen  Coordinatensysteme. 

Es  bleibt  nun  noch  der  zweite  Umstand,  wo  der  Xenner  in  den  beiden  Bedingungen 
^113.  c.^  null  wird,  za  betrachten  Übrig«  welcher  da  eintritt,  wo  /tir  u  einer  von  den  Wia- 

J  i_ 

kein  genommen  wird,  welche  machen,  dass  cotg'wrr^ — y  wird.    l>a  indessen  solcher 

Werthe  von  o» ,  wddke  diese  Relation  einhalten,  doch  immer  mir  onendlich  weniger  vorhanden 

sind,  als  solcher  die  den  Torslehcadett  Eigebnisson  gemäas  (fie  beiden  ßedhignngen  (113.  c.) 
errüllen  künncn,  so  sieht  man,  dass  wenn  auch  die  Jetzigen  unter  den  vorigen  vttrkotnmen, 
und  von  ihnen  weggenonmicn  werden  miissten,  doch  iuimer  noch  unzählig  \iete  ubhg  bioibeo, 
durch  welche  jene  beiden  Bedingongen,  die  den  zwei  ersten  auf  das  El^psoid  sieb  beziehenden  ^ 
(11^.  a.)  entsprechen,  unr^vMffltmft  befriedigt  wrnlcr,  wcsshalb  man  ohne  alle  Piirrht  vor 
Irrthum  i^ehatipten  kann,  dass  beim  EUipsoid  uncndliüh  viele  reelle  Cuordinaten- 
aysteme  angegeben  werden  l(5nnen,  an  welchen  dasselbe  eine  Gleichnng  mit 
lauter  Coeffizicnten  von  einerlei  Grösse  liefert,  wobei  keine  Art  von  EUipsoid, 
and  selbst  die  Kugel  nicht,  eine  Ausnahme  macht,  da  alte  die  dritte  Bedingung 
(113.  a.)  stets  schon  vuu  selber  erfüllen. 

23'Jj  bleiben  nun  noch  die  ihntichen  Bestimmungen  in  fielreff  des  Hyperboloids  durdi- 
ranUirai  ttbrig,  in  Kezng  anr  wdcbes  wir  Nr.  287.  geftinden  haben,  daat  es  die  dritte  BediB- 

gnng  (tl3.  8.},  wekhe  bei  ihm  >->'^*^''*  >>0  ist,  nur  dann  beMedigl,  wem  X  dte  enlge- 

gengesetzle  Vorzeichen  von  demjenigen  der  drei  gegebenen  Coefflucntea  «r, ,  a't,  hat, 
dessen  Vorzeichen  von  dorn  der  beiden  andern  CoefTizienten  verschieden  ist,  oder,  wem  wir 
die  nrtiprüTtj'liche  Gleichung  di  s  Ilyperholoids  am  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  so  ange- 
ordnet voraussetzen,  dass  der  Coeffiztent  wird,  dessen  Vorzeichen  von  den  der  beiiton 
anden  Goeffizienten  verscUeden  bl,  wenn  —et,!  eine  posMve  Zahl  Kefeit,  unter  wrich«r 
Voraussetzung  dann  auch  x  immer  schon  von  selber  ein  reeller  Winkel  wird,  und  Gleichungen 
des  MjperbohHds  von  der  verlangten  Art  an  reellen  Coordinatensystemen  so  oft  vorhanden 
lind,  ab  deasen  urspribiglich  gegebene  Gleichung  noch  ausserdem  die  beiden  Bedingungen 
(lia  d.)  n  MUedlgan  fm  BlMide  ifli  Bs  bbaer  lUdi  atf  die«  ])edä|w«i«  giehl  aber  m 
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orketinen,  (lass  unter  tlcr  gcnuuiilon  Voraussclzung  sowohl  Uer  Ztihler,  welclier  in  <l<:r  zwt'ilen 
Bedinguop  C^^^-  ^)  tuftritl,  wie  der  in  beiden  erscheinende  gleiche  Nenner  yon  selber  stote 
positiv  wird,  so  wi«'  iimii  für  w  irgend  einen  reellen  Winkel  nimint ,'  denn  wenn  ~~u,X  eine 
positive  7ahl  ist,  also  ).  »•nt£f*'ffi'ni:i'>':'tzt{'  \'i»rzri<!icri  von  a,  hat,  so  liat  nollnvi'ddiß 
X  Ulli  a',  sowoiii  aia  u'^  einerlei  Vurzeiclicii,  lia  diese  leUterii  unserer  VurHU:>»el/uiig  geintiss 
das  cntgfegcngcselzte  Voneichen  von  et,  haben.  Es  erfiUlt  sich  denmach  unter  solchen  Cn- 
sHnden  die  hintere  Bedingung  (113.  d.^  stets  von  selbor,  und  die  vordere  wird  nnr  dann  be- 
friedigt, wenn  ihr  Zähler  —  + 1  eine  positive  Zahl  oder  null  wird,  wddies  Iiier,  wo  «r,  das 

entgegengesalile  Voraeidieii  von  i.  bat,  aur  Bedingung  madit,  das»  der  absolnte  Werth  von 
a,  niclit  unUT  dem  von  1  liege.  Diese  Bedingimg  in  Veibindiing  mit  der  vorigen  giebt  die 
eine  folgende: 

s 

voransgcseltt,  dass  a,  denjonifren  CocITizienlen  der  g^jipcbaiint  6iebllül%  VMsleilft»  dessen  V6l^ 
ziMclirK  sowohl  dem  in  et'.  hIs  Ji'iii  in  ti"  eiithaltenpn  rnfjTepengeselzl  isf.  Hiermis'  fnlpl,  drrss 
jedes  Hyperboloid,  an  welcliein  die  Eigenschaft  ^114.  a.)  getroffen  wird,  und 
ausserdem  keines,  an  unendlich  vielen  reellen  Coordinatensystemen  Diametral- 
gleiehungcn  liefert,  deren  drei  Coeffizicnten  Von  derselben  absoluten  GrOs'so 
sind,  und  es  itann  hierbei  für  e»  jodor  beliebige  reelle  Winkel  genommen 
werden.  '  ' 

Alls  clicsor  und  dor  vorijOfen  XtiiMincr  irclit  smiiirli  licrvor,  dass  da  wo  cfne  Millelpiincts- 
fluehc  dureh  eine  Diumelralgleichung  «in  rechtwinkligen  Coordinatensystcmc  gegeben  i^,  man 
mittelst  der  Gleiohuogen  (112.g.}  und  (112.b.  und  f.),  so  wie  der  zweiten  auf  erster  Reihe  ste- 
henden (IIQ.  hl.}  in  Verbindung  mit  denen  (106w  l.)  unendHcJi  viele  reelle  Coordhiatensysleme 
auffinden  künnc,  an  welchem  die  jjc^ebcnc  Mitte!punc(<;niulii'  Jurdi  eine  GIcidiung  mit  CorfTi-  " 
uenten  von  einerlei  alisuluter  (irüsse  sich  darstellen  lusst,  und  zwar:  a)  wenn  die  Mittet- 
punctsdflehe  ein  Ellipsoid  ist,  nur  in  so  lange  als  man  den  Winkel  »  imeriialb  des  in  voriger 
Kummer  angegebenen  ümfangs  wÜMt,  hingegen  b)  wenn  die  Hitlelpanelsflilche  eüt  HyperboloH 

ist,  nur  in  so  ferm;  als  dieses  die  Bedingung  — c.A^A'  wahr  macht,  dann  aber  immer,  wel- 
chen rtrellen  Werth  man  auch  dem  Winkel  (o  beilegen  inag.    Diese  Bedingung  gfhf  da  wo  k 

positiv  i^t  in  — a,^X,  und  wenn  k  negativ  ist  in  — ««^A  Uber,  weiche  beide  Bcdingui^n 

1   =1       .      1   —  i 

oder  ndt  BwMiaiohtlgmf  i»  Mrikm  Gloiebi^-  (Wt.  d.)  s*t 

schreiben  kann,  v<m  welchen  die  vordere  die  Bedingung  jC114  a.3  erselit,  so  lange 
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~+  ^,  +  K,  positiv  ist,  isl  aber  diese  Summe  negRtiv,  so  muss  die  biotere  Bedingung 
a,  a„ 

(114  k)  die  iii4.  ».}  evMtviiiL 

2403  Wir  wollen  noch  einige  besondere  Fülle  von  der  bisher  behandelten  Aufgabe  für 
sieb  betrachten,  da  die  allgemeine  Lösung  dieser  Aufgabe  eine  so  sehr  cigenthUmlii-lii'  Form 
angenommen  hat,  wobei  wir  wieder  voraussetzen  werden,  dass  die  MiltclpuucUfliiclie  ui:!^rufi^- 
Utk  aa  eioen  fecbtwJnldigeii  Coordmalensyslemc  gegeben  fei. 

hegtn  wir  nns  zuerst  den  besondem  FaU  vor,  wo  die  CocfBaienten  «»  nmt  der  gege- 
benen GlficliMnir,  wodnrch  flic  MittHinirictsflilche  »n  einem  recht^Wnkli|Jpn  Systoim^  (iBreestettl 
wird,  Zahlen  von  einerlei  Grösse  und  von  demselben  Vorzeichen  sind,  und  eben  desswe^en 
die  gegebene  HiltelpaiicbAlche  eine  Umwibingsliiicbe  wird,  so  hal,  wenn  dt^  UmwiAKniig»- 
llielM  ebl  EIli|JSoid  ist,  a,  mit  a,  und  k"  einerlei  Vor/eiclien,  hingegen  hat  das  entgegen- 
gesetzte Vorzcitlu'ii  von  und  a',' ,  wenn  die  rnnviilriingsflarbc  ein  Hyperboloid  ist ;  wir 
werden  indessen  von  diesen  beiden  Faiicu  hier  bloai  den  einen  weiter  verfolgen,  wo  die  gege- 
bene UmwIbEnngsliclie  ein  Bllipaohl  ist,  in  wabsheni  «1.  mit  «4  und  «C  cinorici  Yoneidien 
hat,  und  siels  Gleichungen  mil  lauter  Cocffizientcii  >on  tlcrsclbcn  (Irüüse  inüglicb  sind.  Weil 
jetzt  tt't=za't  ist,  so  fiillt  aus  dem  in  der  ;iweilen  Gcicbung  ^llO.  c.J  gegebenen  Ausdnicii 
Si,  die  Grüsse  a  von  Mlber  weg  nmt  u  wird  jetst: 

l 

CtM.  m,y  * 

DtdifvA  werden  die  GUcjungeit  (113>  Cund  gO>  von  denen  hier  bloi  die  obem  Voneklie» 
ganoonnen  werden  dBifen : 

k  weklwn  x  durdi  die  Gleicfamg  (Iii.  b.)  »1  besHuHne»  Ueibl,  die  hier,  wo  a^siC  irt, 
MignsOllerert,  www  sidi  acUteaien  tt«sl,  d«M  eea*J«s=|  nnd  >st,  so  daae 

die  GUdnwgen        1^)  «bntgeban  im 

i-l  1^4 


^-7, 

wei  aber  in  dem  gegenwärtigen  Falle,  wo  0i=s«^S  ial, 
Gleiflhung  (t07.  d.)  rar  Folge 


lyui. 


Google 


f.  18.  Mr.  940,    Binbclwte  eidahoBgan  4t»  Vttcliett  swdter  Ordnung^.  919 

Svlzl  man  diese  Wcrlbc  von  A',  A'  und  A]  in  <lic  (108.  Q  gegebenen  Ausilrückc  von  n  und 
F,  u»d  in  lUe  Gleichung  QlOH.  k.)  ein,  wobei  man  itnincr  uur  die  dem  Ellipüoid  cnlsprccbon» 
don  Voneiclieii  ndunen  darf,  w  fiadet  mn,  dms  jelzt 


■=ii  •  '■=äräg '^+^-"=«Ä  t"^-» 

wild,  md  di«  hier  «rhaUeiMD  Werdw  vod  n  qnd  F  «adem  die  QUUbmgtn  (iM-  L)  «m  1«: 


Iii  =  — 

1 

«1;=:- 

> 

«1' =+pg^ 

• 

CiM«  f*l 


Aa<  dima  Cieicbua|{eo  crgiebl  sich  mit  Ztiziebung  der  dfilten  tiicichung  (115.  e.), 

MM!i"f-iii  «1  s:rBH(+n  aUiSsniBt-hn,  Vtss— ^  Cttt* 

ist  En  i»l  über,  weil  wir  doii  Uuiwakungsollipsoid  am  rechtwinkligen  Coordinalensystcioo  ge- 
gcbea  vorausselua,  «b  wekhem  soUefe  wA  senkreohle  ProjecUonazahlen  in  einaader  UmT' 
fduM,  nadi  Anlidtiiiig  Ar  in  «nlaa  Altsdiiiitte  nilcelbdltM  GIcicinaf  (9.  b.): 

et»  Y  A  r=  A  A,  +  A'A;-^  A"Ar  ,  cot  Y  A TssA  A. + A'A; A"A;'  » 

coiY'AY"=A.A,H-A;A;+ArAr  , 

welche  Gleichung«»  iiMii  lalt  Zaztduiig  der  m  (106.  a.)  angefikhrtea  Beseidiiioiigea  aach  so 
sehreilwn  kann: 

OOS  Y  A  Y'=  A A,  (1  +  iii'iiil  +  iu;'iu;')  ,   cos  Y  A  Y"=  A  A,  (1  -|-  in'ati  +  m'iiii')  , 

cos  Y'A  Y"=  A,  A,  (1  +  m',  m\  -f-  inrni,'}  , 

und  selzl  iium  in  diese  Tür  A.  A, ,  A,  ihre  NVirthc  aus  den  Gleichunirpti  (iih.  d.) ,  so  wie 
ftir  in' in,' -f- m" mi',  m' rai -f~ 1  in« -f- uil' ni,  ihre  Wcrthe  aas  den  Gleichungen  {iib.  g.) 
ein,  so  getMüi  äc : 

+  cüsV  A  Y'=  +  cos  Y  A  Y"=  +  cos  Y'A  V"=  ^  A      — ,  lUA.  k.) 

wo  bei  jedem  dieser  Cosinuse  unabhHngig-  von  dem  andern  das  obere  oder  unIcrc  Vorzeichen 
genommen  werden  kann.  Hieraus  folgt,  <lass  man  aus  einem  Coordinalensyslemc,  an  wclehein 
das  Umwälzuags-£llipsoid  eine  Ctoichung  mit  gleichen  Coellizienten  annüiimt,  alle  übrigen  da- 
dmch  erhalt,  d$s»  uma  dio  drei  Goiadeo,  in  welchen  die  Axen  von  jenem  einen  Systeme  lio- 
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gen,  fest  unter  «ich  verbmiden  nn  den  Hittelpwict  des  BUpioids  w  Mrt,  da»  äe  atali  «af 

den  zwei  Kreisen  liegen  bleiben,  in  wclfhcn  das  Flllpsoid  von  der  Kugel  ifcstlmitlcn  wird,  die 
lun  seiaen  JUiUeipmict  mit  dem  U«U)me«ser  beschrieben  wird,  dessen  Öuadral  das  arithmeli«che 
Hiltei  Ton  den  OiMAnten  irgend  dreier  eonjugirter  Wlbmtater  des  RIKpsoidfl  ist.  Lisst  mm 
in  (lern  bisher  betrachteten  Umwälzungsollipsoid  mich  noch  «„  =  «1  winden,  wodurdi  rs  sich 
in  eine  Kugel  vennindelt,  so  werden  in  diesem  besonderu  Fiilie  die  Gleichiingen  (ilö.  iL): 

iUM,  I.)  cosYArssG08YAT"^coiY'Air=0  , 

und  zeigen  so,  dsss  «He  Cnerdhnlensysteue,  m  weichen  die  Kugel  eine  Gteidinng  mit  Coef- 
fizienicn  v4m  deiselbci»  Gfifwe  Herert,  fechtwiniMige  sind,  «m  muhoii  in  Nr.  tS6. 
worden  ist. 

Nachdem  wir  '^len  besondent  Psil  besprochen  haben ,  wo  von  einem  psriicularen  EIMpsoide 

alle  niögliilu'ii  Sy.stcnic  iiTiffi'<rc!>i'n  «crdi'ii,  mi  di'tit'ti  (li<'S(  S  piirliciilHrt'  EIIi[».N<)id  eine  Gl('icliiiiii|' 
mit  CoefGzicnten  von  dersctben  Grusse  lieifrl,  wulleu  wir  noch  den  besundem  Fall  vor  Augen 
legen,  wo  IQr  Jedes  beli(;bige  Ellipsoid  ein  [Mirlicalsros  von  denjenigen  Coordinalensystemcn 
angegeben  wird,  an  welchen  es  eine  Gleichung  mit  Cocflfatienten  von  derscltjen  Grösse  Uefeit. 
I'in  7.U  di(*S(>m  zu  gelangen,  verbinden  wir  mit  der  Vonnissofjrunir.  dnss  diis  I^lliiisoid  ursprHng- 
lich  durch  eine  DiauiütralgloicLung  an  einem  rechtwinkligen  Coordinalcnsyslcme  gegeben  sei,  noch 
die  iweile,  dass  die  positiven  Goeiitionten  dieser  Ghiidnuig  ,  «C  in  der  Ordnung,  wie  sie 
hier  gesdiriciien  stehen,  die  Eigenschaft  beiteen,  dass  hd*  fügender  gvtaer  als  der  ihm  vor- 
Stehendr,  nfimlidi  dass  f.',  ~  f^'-T^ ist.  Man  ist  zu  dieser  zweiten  Voraussetzung  unter  allen 
Umstünden  befugt,  da  sie  immer  durch  die  blose  Bezeichnung  der  ursprüngUcIten  Axen  berbei- 
gefuhrt  werden  kann,  und  man  erlangt  dnrdi  sie  die  Yorttieile,  von  weldien  Nr.  996.  mmdl« 
telbnr  nach  der  ieliten  m.  die  HedO  war.  Unter  dieser  Tonrnssetsong,  um]  wenn  nmi  des 

Fdl  gleicher  Coeflizienlen  ausser  Aigen  üssi,  hat  man  nkiht  nnr  siett  '  ^ 


at,    «,  u, 

es  ist  auch  beim  Ellipsoid,  der  vordem  Gleichung  (^107.  d.}  gemäss,  nothwcndigerwcise  --<:.- 

and  j  "^^^  •  daher  kann  jetzt  von  den  vielerlei  in  Nr.  238.  aufgeführten  Fällen  nur  entwoder 

der  U.  a.  oder  der  II.  c.  u.  einireton.  und  man  darf  den  in  der  cnvühnlen  Nummer  angestell- 
ten üetracblungcn  zur  Folge,  um  zu  einem  reellcu  Coordioatensysteme  zu  gelangen,  an  wei- 
diem  das  Ellipsohi  etaw  Gleicbung  mit  Imter  gleichen  Goelliiienten  Uereit,  Ittr  w  jeden  Werth 

nehmen,  da  wo  der  FaN  II.  a.  einiritt  und  \        ist,  hingegen  nmss  da  wo  der  FbU  D.  c.  «. 

HofUiuclit,  welches  geschieht,  wenn  ^"^^  "''t  iur  ta  ein  solcher  Werth  genommen  werden, 

a"  Ä 

welcher  macht,  dass  ootg*a»  nicht  über  j —  j  hinaableigL  Da  mm  dieae  irtitgenawile  CUrnn 
stets  positiv  ist,  —  weü,  •da  wo  sie  cur  Sprache  konunl,         ,  und  ausserdem  bei  der  hier 
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1  1 

g«lrolhiMa  AtMwdaiiqy  der  GoelBiieateii  immer  M|  —  >iMt        fibr  ootg*«  geMtii» 

potttbe  Werdi  m  wi«  Noll  la  reeDen  Wnllieii «»  Unftlhrt»  so  sieht  nm  ein,  dass  aidi  Imadi- 
btn  reelle  WerQie  für  o»  ergeben,  es  mag  j  kleiner  oder  grösser  ab  A  sein,  wenn  man  für 

cotg'o)  irgend  einen  der  vun  0  bis   ^  fortlaufenden  Warthe  nimmt,  wobei  die  Grenz- 

tt"  X 

werlbe  0  und  j — |-  selbst  nieht  anigesoUosseB  slad.  Do  aber  dieser  leUgenannle  Gteos- 

werlh  je  nach  der  Abstufungsweisc  der  Coeffizienten  ce, ,  von  veribiderlicher  Grüsse 

bt,  und  obwohl  stets  positiv  doch  der  0  so  mh>-  rücken  kann,  als  man  will,  so  üheaengt 
laan  sich,  dass  der  in  allen  Fällen  brauchbare  Werth  von  tu  blos  aus  der  Gleichung 


•nl^nndea  wenlen  könne,  da  ein  negativer  Werih  Ukr  eolg*«  gesellt,  einen  mmSglicken 

Werlh  (tar  «  Uefem  würde.  Ans  eotg*»=0  eiglebt  sich  cos*w=0  nnd  stai'wsl  and  die- 

1 

gendiss  wird  ji^ss^e,  wodnrdi  die  Oelchngen  (\Vt,  C  und  g.)  geben: 

len  EUipsoid  entsprechend  von  den  doppelten  Vurzetchen  blos  die  obem  genommen 
werden,  und  der  Winkel  x  ergiebt  sich  auf  die  gleiche  Weise  aus  der  Gleichung  (112.  b.) ; 
bedenkt  man  aber,  dass  hier,  wo  cosa>=0  isC,  auch  sin2a>=0  wird,  so  sieht  man  auf  <ter 
Stelle  ehi,  das»  hier,  wenn  nisht  elira  1  ~Afi,=0  d.  h.  ist, 

cotgx=0  (IM. «.) 

genovmen  werden  misse,  woldies  cos'^  x  =  sin*^x  =  ^  inr  Folge  ha^  wodnrdi  die  Glddmn- 
gen  C11<K>  ik)  Jelit  werden: 

Da  hier  colg'iu^zO  ist,  so  gtebt  die  Gleichung  (HO.  tü)  J'^=Of  und  hierattf  findet  man  aus 
der  leisten  Gleicfaang  (loa  f.):  , 
I.  73 
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wcDD  nm  sidi  erinnert,  da»  beim  EDipsoid  inner,  A*+A*+^=—  ond  den  Gleidiinigea 

(116.  dO  gemüss  '^]^y=^XT — r  diäter  Ar  ^  ond  j;  eihallenen  WnUto 

I  ~«,  _ 
aber,  und  weil  beim  Eltipsoid  allgcradn  KP  =  AA,  A,  J/  ^  ,  uisu  hier  wo  A*  =  A?  ist  Vf 

=sA*A,|/^  wd  »=^1  M»  «ie  «A'ssnA,*^!  nnd  a  Kr  s|A,)/^*,oderderleli. 

len  Glekbung  (116.  d.)  xur  Folge  nKP  =  ^(y — wird,  Üerera  die  Glddungen 

r  =-(20)*.  ----(ieI)»' 

1  _  1^ 


Ah  diesen  Gleidungm  mn  liMen  iieh»  die  Beiekfemngen  (108.  e.)  and  die  n»  (116.  dL) 
für  A ,  A, ,  At  steh  eigebenden  Werdw  iMrUduiGliligendf  alle  eimdoen  ProjedioniiiUen  wie 
fo%t  finden:  , 

11  "  ±  _  * 

("••*"•)  A  /Iii  w  A--^     ^  ^1  ^^4. 


%'t9,  nr:  SW.  SbilBoliat»  GleiAhNngm  Ut  fMdna  tmmUmr  OriKUf.  ITf 

Man  überzeugt  sich  lüiciil,  «lass  liei  den  «ur  einer  Zeile  stehenden  Gleichungen  (116.  f.)  nach 
Belieben  dHrchweg;  die  positiven  »der  n^etiven  Wnraelwerüie  nit  Beibdullnng  ilmr  Voraei- 

chfn  genommen  werden  kilnnen,  und  zwur  bei  jeder  Zeili-  unabhiin^fig  von  dcti  z>vei  andern 
Zeilen,  welclie  VeriadeniQgen  die  drei  aeuen  Axeo  Indexen  doch  stets  in  denselben  drei  Ge- 
ndni  liegen  Janen.  De  lyese  Gleidniiif  en  des  ursprüngliche  Ceordlnatensyslem  als  cm  recht- 
winUjges  voraussetzen,  und  desswegen  die  Projectiunszahlen  A,  A',  A";  A, ,  AI,  Ai';  A,, 
A't,  A"  in  ihnen  nichts  anders  bedeuten  als  die  Cosinuse  der  ^Vlnkel,  weklie  die  Avcn  des 
neuen  Systems  mit  den  ursprünglichen  A.\cn  bilden,  diese  aber  am  EUipsoid  die  drei  auf  cia- 
ander Mnkreeblen  oonjugirten  HelbmesBer  absdneiden»  «o  geben  die  Glekhnogen  (116.  Q 
bein  Noten  Hinblick  anf  lie  sn  eiiennen : 

I)  das«  iBe  neae  Axe  AY"  bi  der  Bbene  licgi,  die  durch  den  grOagten  und  Ueinilett  von 
den  drei  auf  einander  senkreofaten  eenjogiiten  Dordiniessem  des  Ellifaotds  geht; 

S}  dass  die  swei  andern  Axen  A  Y  und  A  Y'  sowohl  mit  dem  (prüssten  ala  kleinsten  der  drei  auf 
einander  senkrechten  conjugfrten  nurchines<;cr  Winkel  bilden*  din  eMweder  unter  aich 
gleich  sind,  oder  einander  zu  zwei  Recbteii  orgünzen; 

3}  dass  dieselben  zwei  Axcn  AY  und  AY'  mit  dem  tnilüem  der  drei  auf  einander  senk- 
rechten conjugirten  Halbmesser  Winkel  bilden,  die  sich  zu  zwei  Rechten  ergänzen,  wenn 

.  die  Mib  2.  genannten  einander  gleidi  sind,  und  die  dnander  gleieh  sind,  wenn  sich  die 
sab  2.  gemnntea  sn  iwei  Bediten  tq;ansett. 

Alle  diese  einzelnen  Bcslimumngen  sagen  indessen  nichts  weiter  aus,  als  dass  das  ge- 
suchte Coordinatensystcm  symmetrisch  (Ereppn  die  Ebene,  worin  der  grOsste  und  kleinste  von 
den  drei  auf  einander  senkrechte  conjngirtcn  Durchmessern  liegt,  gestellt  isU  Eine  Folge 
davon  Ist,  dass  die  Axen  AY  nnd  AT  mit  dnr  AY^  entweder  gidebe  Wfaikel  oder  sokdie 
bilden,  die  sich  zu  zwei  Rechte*  eigflnien.  In  derThat  da  bei  «iineni  rechtwinkligen  inprOng^ 
liehen  Conrdinntensysleme 

cfl#Y^Y'^AA,  +  A'AM-A"A;'  ,    cos  Y  AY"=A  A.  +  A'A;  +  A"A;' » 

cos  Y'A  Y  =  A,  A,  +  A;  ^  +  A;  A?  , 
Jst,  SO  wird  in  Gemiissbeit  der  Gleichungen  (116.  f.): 

^  V  >  v>  _  1^  ^'  ~  1^  ~  ~  ^1  ~  b  ~~  b 
±ooaYAY  11  T—  

l^iS^n/  V   iUM,m^J 

±cosYAy''=±ciirAr=Al/jc^-j3(J-l); 
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woiiB  sich  die  .'eben  mtgHfiwAme  Eifenschift  det  von  inis  M^jcilditai,  jedem  EOlpMiU 

sich  anbequemenden  particularcn  Syslenis  ausspricht,  wHI  in  jeden  eiRldoea  Fälle  Mdl  Bdie- 
ben das  obcrr  odrr  untere  Vorzeidteu  genommen  werden  darL 

Im  des  KIlipsoid  von  der  betondera  Art,  dus  in  ihn  A=a,  igt,  so  mliasle,  wie  bei  der 
Gleidiiiiig  (IIB.  c.)  bemerkt  worden  iat,  jclzt  nicht  noihwcndigerweiüe  cotg';<  — 0  ircnomincn 
werden;  uiü  -tliT  in  diesem  Falle  x  JimIimi  Wrrlh  imd  linrum  iiiuti  dciij  der  eolg'x  =  0  DMCht, 
annehmen  kuiiii,      sind  die  Gleichunge  n  (IK!.  r.)  tuuti  luich  nuf  iiui  anwendbar. 

B)  A«|'gi|ilatrnf;lelrhgaKfle. 

241)  Kachdeni  wir  gewichen  haben,  dass  alle  Ellipsoide,  so  wie  elliptische  Paraboloidc  an 
■Den  ihren  Puneien,  stets  durch  Diemotralgleicfaungen  darstellbar  sind,  deren  bei  den  Qvadra- 
ten  der  CoordinatCti  stehende  ('ocrTizienlen  siinunlllcb  1  werden,  das.s  hingegen  nur  gcwis.se 
Hyperboloide,  so  wie  hyperbolisclic  Paraboluide  nur  an  ppwissrn  ihrer  Siellen,  Diametralglei- 
cbuogcn  liefern  können,  deren  bei  den  Ouudratcn  ''er  Coordinalen  stehende  Cocllizienten  IbeUs 
^-1  and  theiU  — 1  werden,  wollen  wir  jelil  nodi  untersuchen,  ob  nicht  das  Hyperboloid, 
ähnlich  wie  es  sclinii  l)ei  der  Hyperbel  nachge\>ieseu  worden  i.sl,  durchweg  durch  Asyiiiplolen- 
gleichuogeu  darülcUbar  süi,  deren  bei  den  Producten  von  j«  awei  Coordinalen  üldicude  Coef- 
tiienten  der  pofittv  oder  negativ  genonmiMe«  Einheit  gleidi  sfaid.  Dobd  werden  wir  die 
FlMehe  der  sw«4Im  Onlnuni:  durch  ehie  Dtametralgleichung  in  schieren  ConnBnriM'  gnfAen 
voraussetzen ,  und  annelinicii .  das!^  aus  dieser  eine  Asymptolcngleichung  wieder  in  schiefen 
Coordinateu  hergeholt  werden  so^l,  womit  man  ausreicht,  da  alle  andern  Ucbertragungen  von 
IHamelnlgleldiungen  bi  Asyni|itolengteiehangen  auf  jene  ebie  dwreh  die  in  Nr.  213.  ang»- 
zeiglen  Mittel  zurückgeführt  werden  könnni.  Mnn  könnte  aiiili  noch  dns  AtittMli  ii  xm  Asymp- 
tolengleichungen  aus  Asymptotcngleichungen  zur  Spruche  bringen,  und  so  noch  zu  andern 
Formen  gelangen,  was  wir  jedoch  hier  nnterhssen  werden.  Eben  so  lassen  wir  uns  hei  die- 
len» des  Hyperboloid  am^elu-iuirn  Brinirlitiiii;^'«'ti  tiiclit  auP  die  AusRihrlichkeit  ein,  die  wir  der 
Aufsuchung  der  einfiichsien  Gleichungen  Jx  i  n  i:ili|isoi(l  zutrewandl  haben,  wie  wir  denn  über- 
haupt die  Asymplotenglcicbungeu  mit  yvcnigci  burgfalt  ols  die  Diamclraiglekhungen  in  Untcr- 
suchuDg  genonnnen  hahen.  Wir  werden  une  hier  damit  begnflgen,  das  Dnaeln  von  Asympto- 
•  leiiglriLhuiigen  von  der  Form  x  x'+ x  x"-f- x' x"  /<  bei  jedem  Hyperboloid  ausser  Zweifel  zu 
setzen  und  zugleich  die  Mittel  an  die  Hand  zu  geben,  eines  von  den  vielcu  Coordinatetisyste- 
uen,  an  welchen  das  Hyperboloid  eine  Gleichung  von  der  hier  angezeigten  Fora  anniuuni, 
vollkommen  zu  bestimmen. 

Wir  denken  nn»  dennKdi  das  Hypetboloid  dordi  eine  Gidckung  von  der  Ponn 

in  schiefen  Conrdinaten  gegeben,  suchen  aus  dieser  Piniuotrulgleichung  eine  AsyinplolengliM- 
chnng  in  schiefen  Coordinalen  Tür  dieselbe  Ftüciie  auf  die  in  Xr.  228.  beschriebene  Art  auf, 
woselbst  wir  gcsch<m  haben,  dass  die  vordere  Gleichung  (102.  c),  nämlich: 

(«M.  I».}  2  ß,  n  +  2  i%  y  y"+  2  ß':  y  y'=  (f.) 

entoleht,  in  welcher  y,  y',  die  sdiiefen  Coordioateo  der  Puncte  des  Hyperbuloids  an  den 
Axen  eines  mna  GoordhulensyitaaM  vMMilett,  wenn  die  vordem  Bedingungen  (102.  b.}^ 
nlmüA: 
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Ml 


tt,  A' + «;  Ä" + «;'A"'=o  ,  «.  A? 4- «;  a;'  +  a:Ar = o  ,  «.  a:  +  «;  s?  -\-  «;'a;" =o 

crrülit  werden,  worin  die  mit  dem  Grundzeichen  A,  A, ,  A,  beliarieieu  Gru.sscii  die  schieren 
PcoJccIIoiissaUea  der  iwiieo  Axen  m  de«  Axeo  des  vsprüngUdien  Systems  besekliiico,  vad 
man  den  vordem  Gleidnugen  (103^  d.^  fentbs  aiaunt: 

«iAAj+«VA'A;+«rA''Ar=«r ,  •<AA,+«;A'A;+«fA"Ars=Ä,i  (•«.«.> 

cf«A|A«'^<t*At  At*^4i^A|'Atr=|9'(  *  ' 

und  überlegen,  ob  wülircnd  dieses  UebtTgan^'S  stets  solche  Maassregeln  gelrolTen  werden  kön- 
nen, doss  (Üf  Hiirrh  die  zuletzt  angegebeneu  Gleichungen  zu  erhaltenden  Coeffizieiiten  (f,, 
ßt  in  der  zuletzt  miIi  ergebenden  Asymptotengleichuug  (117.  b.^  einerlei  absolute  Grösse  m~  , 
nekawa»  waraaf  sodana  die  Gleichung  (117.  b.^  durch  Dhiiion  arit  dieser  Grösse  die  ver- 
langte Fonn  annähme.  Bei  dieser  Untersuchung  ist  es  vorlhcilhaft  zur  Bedingung  zu  machen, 
diiss  alle  drei  Grüssen  ^, ,  Zthlen  mit  einem  and  demselben  Voraeiclien  werden,  wosa 

man  Siels  berectitigl  tat.  jHtm  IrUgen  diese  drei  GrOssea  Zaiileii  mit  versddMhMie«  Vonteielieii 
in  siciif  Sis  nrilSSten  doelt  Sivei  von  ihnen  dasselbe  Vorzeichen  haben  und  die  dritte  das  ent- 
gegengesetzte ;  anffenomnien  nun  (1,  und  (f,  hätten  einerlei  Vorzeichen  und  das  rntirc- 
gcngtiselzte  von  diesem ,  dann  kann  man  der  neben  uiid  in  den  beiden  Gliedern 
der  Gieielningr  (117.  Ii-)  gemdaaciiaftlichen  Goordtaate  y^,  die  bi  dem  GHede,  weldies  jST  in  ' 
sich  enthält,  nicht  vorkommt,  die  Eigcnscbnft  vcrieihcn,  (ln?s  y"  pescizt  werden  nittss,  wo 
zuvor  y"  stand,  dadurch  dass  man  stall  der  Ajlc  AY",  wuruof  sich  diese  Coordinate  beziehli 
die  nianat,  wdcli»  mH  Dir  in  dersdbmi  Genden  Hegt,  aber  «Mb  der  enigegcngesoMan  Seile 
des  Rtnmes  liiinietit  woranf  man  die  Ghiohnaf  (117.  k}  sebraflnrn  kann 

vad  diese  irlgl  nan  stall  der  CrSasen  |l,  and  ^  dieselken  Zahlen  aber  mit  enigegengeselaten 

Vorzeichen  in  sich,  >\iiliiend  die  drille  Grcisse  f^^  völlig  die  gleiche  geblieben  ist,  ko  dass  in 
dieser  neuen  Gleichung  alle  drei  CoefCzicnten  Zalücn  mit  etneriei  Vorzeichen  in  sich  tragen. 
Bs  folgt  Uerans,  dass  sick  unter  allen  UmslKnden  innner  drei  solche  nene  Axen  AY,  AY', 
AT"  angeben  lassen,  an  denen  die  in  derGleidmtg  (117.  b.)  aultretenden  CoelBzienten  jf, ,  ^ 
Zahlen  mit  einerlei  Vorzciehen  werden ,  d«<:s  man  sonach  schon  während  der  Aufsurimng  des 
Coordinatcnsystems,  an  welchem  eine  Asyutjju>teaglekhung  entsteht,  die  Forderung  an  dasselbe 
steOen  dsif,  dtsa  es  das  sei,  an  \relehem  die  GosMslealen  jf»,  /f.,  ZaUen  mit  ehierlei 
Voneidien  werden. 

242^  Erwiigl  man,  dass  hei  unserer  jetzigen  Aufgnhc,  wo  die  drei  durch  die  n!<'ichiiti?en 
(117.  d.}  bestimmten  Grössen  ,  ^, ,  fT,'  einander  gleich  werden  sollen,  zur  Bei>timnmng  der 
nam  Pnjeeüoasaahkm,  deraa -  Gmndxidabcni  A,  At,  At'sind,  «uaer  den  drei  Bedmgmtgen 
(117.  c.}  nur  noch  die  zwei  fH  i. Limgeri  vorhanden  sind,  welche  aus  der  Gleichsclzung  der 
anf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  (117.  d.)  stehenden  Ausdrucke  herrorgeben,  wenn  der 
Werdi,  de«  dtese  AnsdHteke  annehniin  -wi/Sm,  nhdrt  etwa  vorgesdvieben  wird,  and  dass  diese 
Hlnf  Gkicbnagen  in  Verbindung  mit  den  drei  RiEhtnngsgleichungen  der  gesocblen  neuen  Axen 
an  dem  ursprünglichen  Coordtnatunsysteme  nur  acht  Gldchangea  für  die  ncan  unbekannten 
Grössen  hergeben,  so  sieht  man,  dass  selbst  unsere  jetzige  AuTgabe  noch  eine  unbestimmte 
bleibt,  dasa  ci  also  nmlbll^  viele  Cooidmatensssteme  geben  werde,  in  wekben  die  drei 
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€h4)M9n  ßt,  ß",,  ßit  eiMndCT  gfeicb  wcrdcö  ^  wd  Am  ii6ImIi  dsn  eiwlhiitcn  Jfci  Udi— 

tun^rsj^l Rehungen  fünf  nndere  unter  sich  und  von  diesen  dreien  qimbhüngigo  Gleichungen 
zwischt-ri  obigi'ii  luun  ProjcctionszHlilcii  die  vollständige  Lösung  unserer  jetzigen  Aufj^iihe  in 
sich  tragen.  ISun  haben  wir  aber  oben  in  Nr.  230.  den  sechs  Gicichuogen  ^117.  c.  und  d.J, 
«tdere  in  (106.  c.  und  d.^  niedergelegte  Gertalten  gegeben,  nnd  w»  diesen  seelia  nene  Glei- 
chungen aJipeli'iU'f,  vvelclie  in  f  Ii  und  i.)  stehen,  vnn  welelieii  <!ie  /.wei  ersten  in  fl06.  h.) 
enthaltenen  hier,  wo  (>^~({^-=.[(^  aiigeuowmen  wird,  auf  foigemie  Art  sich  schreiben  lassen: 

A'  G   A  -hA,+AO+A:  CA-A,4- AO  +  A;  CA  +  A,-A0=0 

und 

A"  (-  A  +  A.  +  A,)  +  A;'  CA  -  A.  +  AO  +  A;'  (A  +  A.  -  A,) =0  *> 

Diese  zwei  Gicichniigen  nun  in  Verbindung  mit  den  drei  Bedingungen  (117.  c.)  und  iiiit  den 
drei  lUchlungsglcichungcn  werden  wir  zur  Li>sung  unserer  gegenwärtigen  Aufgabe  in  Bewe> 
gmg  Mtoen,  n  welohem  Ende  trir 

(IM.  a.)         A=m'A  ,  A"=m"A  ;  A;=ni;A,  ,  Ar=:nirA, ;  a;s=iii;a,  ,  ATrsnf  A, 


Mrtien  werden,  wie  sehMt  fitüier  von  luia  geadieben  iai,  wodiureli  ridi  die  drai  Bediogiu^cn 
CHT.  c.)  in 

Cff«*k>>      «ib  +  c4iii'*+«?ni"'=0  ,  «,+it;nir+<C  1^=0  »  «i4-Ä;m?+iC»Sf' =0  , 
«n  wie  die  iwei  TtmleheodeD  ileUvertretendeB  Gleicbungm  in 

Im'AC— A+A.+AO+»lA,(A-A,+AO+ntA,CÄ+A,-A.)=0 

«.1  <  und 

(  ni''A(-^A+ A,+ A,)+ bTAiCA- A»+ A.)+iH;rA.CA-f  A,-A.)s=0 

verwandeln.  Seist  man  in  die  letate  dn-  drei  BmSngungcn  b.}  lUr  nC  wd  la,  il»e  «na 
den  Gleicbungon  (ii^  &}  enlnomioenen  Wertbe  ein,  m  efhUt  nmm: 

^  .     [a'AQ-^A-t- A.  +  A,l  +  m;A,CA^At+A.}T 

«.  +  «r.  ^,  .A7::Äy 

rm"A  C-  A  4-  AH-  K^  +  n.:'A  CA  -  A.  +  AJJ 
T««  A;tA  +  A,  -A,y  — "  • 

welche  Gloicbung  sich  uüt  Berücksichtigung  der  zwei  ersten  in  (IIB.  b.}  ciUbaltenen  Bedingun- 
gen aA  nmlrilden  Iflaat: 


,  A'(~A+A.+-A,y-hA?CA--A.4-A,y^AiCA+A.^A,y  _ ,  .  .  .  ,  „ 

*  AC-A+A.+A,HCA-A.+A,)  =2«,mnv+2«.m  m. 

«dar,  wenn  man  nur  AMUlnnng 


*)  Dia  folgende  Unlcnuebiing  ll«it  liA  auch  noch  auf  eine  andere,  von  der  hier  gegebenen  »elir  verachi«» 
dei«  Art  ifaveUtUinw,  wma  man  ^laii  rfii-ser  GI«ic&iiiifCB  weftar  obea  aiilfsllteilte  sor  Halft  anuBl, 
M  dfB  IHMiiMrRlgUichuagea  fekniMlAMi  UaUdMir  iM. 
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A'(-A-HA.H-A,y  +  A?CA-A.-{-A.J  -AKA+A.--A,y         .  \ 
Ä  C-  A+  A,  +  A.)  A,  (A- A,  +  AO  — *^./ 

>  €•••• 

dt  ^« = M«  n'flii  ^  0«  n"!!!' •  / 
Di»  Sonne  der  swel  enieo  Glefdwiigm  (il9.  b.)  glebt 

luid  zieht  mau  vou  dieser  Gki  liLni^       untere  in  (^118.  lij  enthultene  doppeli  gonuniiueQ  «b, 
M  findet  Mit  > 

>./.    (i  .Amt'^.timJ't  lud- ■"^■r=5^' .  1 

seist,  sicti  verwaaddt  in:  >  iMM9*  •*) 

Is  lassen  sidi  die  VcrhtitnbssaMen  m',  m"  nnd  nf,,  uC  ditrcb  üe  Grüssen  und  hier 
■dT  Khnliche  Weise  'ausdrücken ,  wie  sdion  oben  bei  den  IManietrSlgleidnaigeii  bexQg^icii  der- 
scfbcn  Zciclicn  geschehen  ist.  FiiVirf  man  nJInilich  in  die  zweite  Gleichung  (118.  h.')  fitr  ml 
und  m',\  so  wie  io  die  erste  Gliüciiuiig  (118.  b.J  für  m'  und  m"  ihre  aus  den  ebera  Gleichun- 
gen (118.  c.)  zu  schupfenden  Werlbe  ein,  so  werden  sie  rnft  Zn^ehang  ihrer  selbst  nnd  der 
nniem  in  (IIB.  e>)  cnthellenen  61eiicfan^[en: 

Aas  der  ersten  dieser  Gleidumgen  ni^  der  ersten  is  (tlft  b.)  enlbalianen  Usst  sfaA  n*  und 
m",  so  wie  aus  den  nrellen  der  Mer  angeteigte»  flhiclhnigeB  i«;  oni  aT'üi-ij^  «nd  Jü  «ns- 
gedrtlclU  darstellen;  nun  findet  so  nach  einigen  gm  leichten  Umformangen : 


tu*»  tO 


nndtiCS.  drirf  TO»  da»  in  diesen  deirbaagcn  viwrhoninewien'  Owdndwmaln  .|adsr  ihrer  Imid^ 

Wurzrlwerthe',  jedoch  in  :illrn  slote  nur  derselbe  Wurzehverth  gonaramen  werden.  Dabei  er- 
giebt  sicli  sm  der  in  (^tli?.  d.)  ie^tgeselzten  Bedeuluiig  von  ui,  uboe  grosse  Mühe,  dass .der; 

1  — 

in  den  vorstehenden  Gleicliangen  auftretende  Ausdruck  nidits  anders  ist,  als 


Digitized  by  Google 


SM  ABAljtiHte  lieoBvtTte.     •  AM.  W. 

f-A(-A+A,+AJ4A.fA-VHW)'M.CA+*»-AJl  lA{.^h,^\,)-K,  (A^*H^)+A,(A+At-A,fl 
£A(-A+ft,4^-U,(A-A,+A,)^A,iA4A.-A0J  tA(-A+ArfAO+*.  fA-Atf+AJ+A,(A+A.-A,)J ' 

cinn  Form,  •,ul>!iiv       svir  rmifi  ^fif  von  ji,,  l'^'jitWi  l«^^»,  eine  eiobclw 
sehe  Auslegung  hindurch  2>chiiutiicrn  \as)A. 

243)  NwiMlem  «o  die  GrÜweD  o',  «"  and       mT  ui       ^  md  ^qp^S 

letztere  Ausdruck  Mos  von  rfcn  drei  Proj«  ti  n^zalilm  A,  A, ,  A«  abhän^fig  ist,  ausgcwerthpt 
sind,  iusen  sich  auch  n^,  iih'  inittelsl  der  Glcicliungen  c.}  durch  diefctben  drei  Werihe 
iomMckeit  Zur  Beittninung  der  Weilbe  ^  nnd  ^  doreb  den  y/,  hrt  ima  Mo«  di«  en«, 
untere  Gleicfemg  (11&  e.},  wcsshalb  fllr  diese  beiden  Wrrlhc  iinziilili^  >ielo  Psarc  zusuiii- 
mengchürigiT  genommen  werdm  kiinncn.  Setzt  ninn  U"^\  iss  c',  und  a,  die  iwei  ('üi'flizi- 
eaten  der  gegebenen  Gleichung  (,117.  «.}  sind,  weicbo  Zukicii  uut  ciocrltä  Voraetchen  in  sich 
tragen,  eine  Anoabme  ra  der  nin  itels  befwgt  ist,  wefl  sie  sich  inmMr  doTsdi  dncfc  die 
b!osi'  Hczeirlinun^  dor  ursjirUnglichen  AxeR  verwMdlehett  Hsst,  19  luMm  mm,  irie  seeh  bd 
den  Piftinclralglcicbuogen  geschehen  ist 

cti*.  ^:  V7;  =z  j",  Vä:  c«tg  <o 

setzen  und  unter  o  einen  voIIIl'  nnliostitnnit  bleibenden  reellen  Winkel  verstehen;  dann  lassen 
sich  uiitlelsl  dieses  beliebten  VVuikcls  aus  der  vorsteheodcji  und  der  intern  in  (li^  e.)  eol- 
haltaoee  Gleicbaiy  <Ue  Grüeseo      mA  ^  wie  fii^  beslimien  i 

«US  denen  own  sogteich  findet: 

-i:=»iii«  j/— JK»tH-^.)  «nd  ^=coe«»J/-.^KlO  +  ^}  t 
und  zufolge  dieser  Warthe  von  ^.  und       venvandeto  sich  die  Gktchnngen  (118.  f.)  in : 


(IM.  •.) 


so  wie  »ich  ans  diesen  Werthen  von  ni',  in,'  und  m",  in,"  audi  noch  die  von  ns^  und  u4'  init- 
IdM  der  Glefchongeii  (li&  e;)  Aurab  den  Winkel  si  nnd  die  Orteeen>A,  A.,  iw*llilMJt 
lassen.  Aus  den  so  eriialtenen  Werthen  von  m',  m";  m'  m";  m' ,  ni''  in  Vorbindoitg  mit  den 
drei  Richlungsgleichungen  der  SM  tiestinunenden  neuen  Axeu  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  an  den  Axen 
des  ursprünglichen  System  wlim  «Ml  eile  nenn  PvojeationinbieB  dnrek  den  evMu  beilidiv 
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bleilienden  Winkel  w  aoszadilickeii,  uid  fUr  (Üemn  Winkel  die  Grenzen  zu  bestimmen,  innere 
häb  der  er  genommen  werden  nnss,  wenn  das  gesodit«  Ceordäiatensystett  «Sa  meOes  werden 
soll;  üholich  \\'\o  es  vorhin  bei  den  Diametralgleichungen  geschehen  isU  Anstatt  dwr  lUMVB 
Aufgabe  in  dieser  Allgomeinlicit  weiter  fortzurührcn,  beschränken  wir  uns  darauf,  von  allen 
«uf  solche  Weise  zu  erhaltcndeu  Coordinatensyslemen  ein  einziges,  jedoch  ^ei  jedem  Hyper« 
bdoido  gleich  braocUiweir,  lieinr«nnlioleit  und  ToOsllndlig  m  healinmen. 

344)  Za  dieaen  Ibde  lassen  wir  «  dum  tnditedk  Winkel  gleich  sein ,  dann  wird 
cos (0—0  und  nnvd,  «nd  es  gehen  lllr  diew  beiondera  Werthe  die  Gleichungen 
(119.  c.)  über  in:   

n^=-.i/Z^j/i(i+^o.  »:=-|/=|Kää^ . 

v-n!ini  in  diesen  besondem  Gleichungen,  wie  in  den  aDgemeincn,  von  den  Quadratwurzdn  zwar  . 
die  einen  oder  andern  ihrer  beiden  Wurzelwerthe,  jedoch  in  allen  nur  die  gleichen  genommen 
werden  dürfen.  Um  nnn  die  dem  Iwiendetn  Werthen  von  m',  m"  und  n« ,  m','  entspredien- 

den  besondem  Wcrihc  von  A,  A,«  At  zu  erhalten,  nehmen  wir  div.  den  Axcn  AY,  AY', 
A  Y"  angehörigen  Rii  hlungsglcichungon  m  f!r  n  A\cn  A  V  ,  A\',  A  X"  zur  Hilfe,  wobei  wir, 
wie  schon  bei  den  Diametralgleichungen  ge:>cht  hen  ul,  und  mit  der  gleichen  BeAigniss,  vur- 
•QMetten  werden»  dam  das  Hypeilioloid  ursprünglich  durch  eme  Gteichmig  am  reditwinU^gen 
Coordinatcnsysleme  gegeben  worden  sei.  Weil  unter  dieser  VonMmlBnng  cosW=cosW' 
=OmW"=:0  ist,  so  nehinrTi  die  crvvUhnten  Jroi  Bichfung^pr'cichnnj^en,  mit  fier&dvidlÜgaqf 
der  fn  (Iis.  a.}  eingefulirlen  Bfzeichnungcn ,  liie  besnndem  Forinen: 

i  ==  A'  (1  +  m"  +  m'")  ,    1  =  A?  (1  -f-  in,'  +      j  ,    1  —  M (l  +  m','  +  m',")  («•.  ».) 

an,  von  welchen  die  zwei  ersten,  wenn  ouui  in  .sie  für  m',  m";  m|,  m','  ihre  in  (i20.  tu) 
angezeigten  Werlbe  einsetzt,  liefern: 

t 

and  M  »igen,  dan  A  =A}  md  in  Folg»  A=s^A^  werden  nillMe.  Vdnen  wfr  von  dheen 
beiden  gleich  »diusigen  Beelhnwnngen  die  etae  A=Ai,  lo  wird  in  fieniavheil  dereeiben: 

AC-A+A,+A,)=AA„  A,CA^A,+AO=AA„  A•(A+A,-A0=:A.C3A--^)  ,  ClM> 
nnd  diesen  Avtwerdinngen  gembs  Terwandebi  sich  die  ffleNhangcn  (118.  c.^ 

A  A,  (m'-f  mO  +  A,  (2  A  —  A.)  n»; = 0   und   A  A,  (m"+  ml')  +  A,  (2  A  —  A,)  m" = 0  , 
oder  mit  Zuziehung  der  in  (120.  a.)  erhaltenen  WerÜic  von  m',  m"  und  ni[,  m"  in: 

vurausgesotel,  dam  weder  A,  noch  2  A  —  A,  null  ist  Femer  verwandelt  sich  zufolge  der  in 
(laa  d.)  iqgeseiglen  besondem  Weilbe  die  eben  Gieicbung  (lia  d.)  in: 
l  74 
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1.      — 2A»  +  4AA,-A;  2A*-f2A-A,y 
 iP  =  SP  
md  hleraoi  fiadet  man: 

Setzt  man  den  UenW  Ar  2  (t  <—  w^,}  lieh  «tfAemka  Werfli  h  die  Untore  Glrfekoig  (IMiA^y 
so  Ueiert  (U«m   

wi    Folge  ättm  WmAm  von  ni'  «od  dn  in  4w  wdn  CariokH«  (IM*  e.)  «; 
|Mt  dfo  dritte  GMekiHqr  (tta  1».): 


(IM.  h.)  AJ= — ^-  * 

er« 

Besitzen  mm .  yvic  wir  in  der  vorig'cn  Nummer  voransf^clzt  haben  n'^  und  a"  cincriet  Vor- 
zeichen, i>u  hal  u,  das  enlgegengeselitc  von  diesem,  wenn  die  Fiatht  ein  Hyperboloid  ist; 

es  ist  daher  ^  nothwendigenveise  eine  negative  und  in  Folge  1  —  ^  eine  positive  Zahl,  so 

wie  nhon        •  DMriiilb  lladet  bhi  flir     j«leneit  einen  teeDen,  von  Null  veifeldedenen 

Werth  ee  wie  eneb  fkr  »C,  and  da  den  Bezeidmungoti  (116.  a.)  geroiss  A;  =  m;A,  und 
Ai'  =  nit  A,  ist,  von  denen  die  erst«  der  vordem  Gleichung  (120.  e.)  zur  Folge  A^=:0  gicfa^ 
SO  nduoee  die  drei  Projectionszahlen  A,,  A^,  A^'  iauter  reelle  Werthe  an,  d.  h.  man  findet 
die  Am  AT"  ile  «Ine  wfaUidt  im  Ranne  verinodene  Uchlniv.  8e«  mm  Jeirt  den  in 
C120  f )  tat  eiUkenott  Weilb  in  die  ente  Gtdtef  (laOi  e.)  ein,  ee  wiri 
Hiebst: 

oder 


4  » t  r*     1      -L  **•  1  _i_      —  4  AAt-hAj  fit»    tf«  ^-j 

t=A  £l~jCg+j^)+  (^-^)J 


«eirt  nnui  eher  b  dtane  «leitet  ^      ^  m><^  Veilk  aas  (120.  b.)  ein,  «»  wild  eto 


und  dieser  kann  mnn  d^diirrh ,  dass  man  niUelat  der  Giwifhiing  ^i2<X  k}  filr  A^  sainaB  Weitii 

seUl,  die  nach^teiieude  kotm  geben: 
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ff«    tt»       «.  cu 

1     ^* —  —  *^         j  1  c<» 

et,  Ä»* 

mkfee  in  Being  mf  ^  ^twlntisch  tat  md  filr  dleie  GriMs«  duni  Anfidiwnf  di»  swei  fol* 
genden  Weitlie  fiefart: 

Nun  babeu  wir  zwar  schon  in  der  vorigen  Kummer  die  Axe  AX  in  so  ferne  bestimmt,  als 
wir  dort  voransgeaelit  habea,  dus  en  die  Min  mO,  wddie  maclrt,  du«      nnd  ZaUeii 

mit    ii  i-lci  Vorzfiihi-n  sind;  nichts  desto  weniger  können  wir  aber  doch  noch  in  BctrefT  der 
Axca  AX'  und  AX"  eine  sokbe  Anordnung  treffen,  dass  von  den  zwei  CocfTizienten  und 
«Vi  folls  sie  nicht  unter  sich  gleich  sind,  d.  h.  falls  das  Hyperboloid  keioo  Uniwäbsungsflttcho 
nach  Bdieben  der  eine  oder  der  andere  die  dmlttt  grOasete  Zald  in  «idk  Irtgt  Aus  die- 
Grande  Idlnien  wir  es  inuner  dwcli  die  Ideie  Beseidunng  der  beiden  Axen  AX'  nnd  AX" 


ao  einridilan,  dt»       ^  »Mh  Bdieben  efoe  poaiHve  edw  Mgalive  Zabi  ntd.  Dieaa  wnU 

erwogen,  Ittsst  sich  dnrthnn,  dass  man  andi  für  <Be  Axen  AY  und  AY'  zwei  wirklieb  an 
Räume  vorhandene  Rkditnngnn  amretaen  baw;  et  liait  aicb  ninlicb  dunsb  bloae  Umforanuf 

zeigen,  dass 


ist,  so  dass  man 

±l^ci-§?-}a-S>Csi-&5=±[*-.-  Q+SJ + (»- 

setzen  und  unter  Z  eine  reelle  positive  Zahl  verstehen  darf,  wenn  lunn  hinsichtlich  der  Axen  ■ 

A  X'  und  A  X"  die  Anordnung  triflft ,  dass  ^  —  -%  eine  positive  Zahl  wird ,  wefl  dann  das 

zweite  Glied  des  Ausdruckes,  welcher  unter  fl  -in  nnf  di  r  rrrliifin  Seile  des  Gleichheitszeichens 
io  der  vorletzten  Glcicbuqg  vorkommenden  \\'urzekeichen  ütelit,  nolbweod^  eine  positive  Zahl 
liefert  MBerdnrdk  idnunt  die  Gleichung  (120.  i.),  wenn  man  an  iBe  SteB«  der  in  ibr  anilr»- 
tenden  Wurzel  ihren  so  eben  angezeigten  WertJi  setzt  und  dabei  von  den  doppellen  ViNici- 
eben  dieaea  Werlhea  inuner  nnr  daa  ebere  ninuat,  die  fo^;ende  Geatalt  an ; 

A=:A,C1  +  Z)*  CiMblu> 

In  dem  bnaondem  raüe.  w  ^       r=:0,  d.  L  daa  HypeibdoU  eine  Unnrttn^aftdie  id^ 


wird  ZsO,  io  den  nidit  ebnad  bi  dieaem  FaDe  Z  eine  ncydive  Zdd 
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AiMch.  IV. 


Aas  dem  Ümflnrie,  im  Z  vsr  nd  oder  pmiliY  fein  kmn,  bwea  eidi  am  die  folgeii- 

dtn  Srhliisi;*?  ziehen.  Die  Rclt.iion  (t20.  k.)  erit-bl  2 A  —  A,  =  A, (1  +  «Z)  und  4A  A,= 
AaC*^-j-4ZJ,  und  hierdurch  werden  diu  zwei  letzten  Gleichongcn  (120.  f.)  uBgeindert  in: 

woraus  hervorgeht,  dass  sowohl  i — wie  1  +  ^»  stets  iiosilive  von  Null  Tcrschicdene 
Zahlen,  und  daher  auch  m',  m"  und  mi,  m,"  den  Gleichungen  (120.  a.J  zur  Folge  stets  reeUe 
nad  von  Nidt  versdiiedene  ZaUen  «erden.  Da  mm  auch  die  eiaander  gtefehen  Wodie  A  «nd 
A,  dir  Rcliilioti  (120.  k.)  zur  Folge  stets  reell  und  von  iVuII  Tersdiieden  sind,  so  ergeben 
sich  auch  mittelst  der  Gleichungen  (118.  a.)  für  A',  A"  und  A' ,  A','  lauter  reelle  und  von 
KuU  verschiedene  Wcrthe;  man  findet  daher  Air  die  Axen  AY  und  AY'  zwei  Richtungen,  die 
saler  sich  verschieden  sind,  weil  A  =  A, ,  A'=  —  A|  und  A"=Ai'  ist  und  keine  von  dieses 
Projertionszalilon  null  wird,  ahcr  auch  ausscrhalli  iKt  drillt  i)  Axc  A  Y"  liegen,  da  man  in  Be- 
zug auf  diese  Aa  =  0  findet  Man  findet  sonach  unter  allen  Umständen  auf  obige  Weise  iouner 
ein  rodtcs  Coordinefensyslein,  an  wctchem  das  Hrpeiiiotoid  eine  GIcichniqp  von  der  Pom 
yy'  +  y  j"  +  y'y"=:jK  annimmt,  wobei  wir  noch  zum  Ucbcrflusse  darauf  hindeuten  wollen,  dass 
den  für  Ai  und  2  A  —  A,  erhaltenen  Ausdrucken  nach  keine  von  diesen  beiden  Grössen  je  null 
werden  kann,  dass  also  die  bei  der  Gleichung  (120.  e.}  gemachten  Voraussetzungen  bei  die- 
ser AnflOsang  wirklich  ttets  voirhandea  sind. 

.  8  e  I  I  ■  s  t. 

wir  beschliesscn  unser  langes  Tagewerk  mit  der  folgenden  Betrachtung.  Es  hat  sich  aus 
den  unter  A}  in  diesem  Paragraph  gepflogenen  Verhandlungen  ergeben,  dass  jedes  Ellip- 
•oid  an  nntihliff  vielen  CoordinalensTSteinen  dureli  «in«  6i«iclianf  von  d«r 
Form 

x»  +  x"  +  x"'  =  ^< 

darstellbar  ist,  und  aus  den  unter  H)  gepflogenen,  dass  eben  so  jedes  Hyperboloid 
na  nailhUg  violen  Co«rdinat«nsyst«raen  dareh  eine  Gleicfenng  von  der  form 

darstellbar  ist ;  wir  kSanen  daher  diese  zweierlei  Glddamgafonnen  att  die  das  Ellipsoid  and 
B^pcrboloid  charakterisirenden  aufstellen.  Denn  obglddi  arir  ualer  gefniuit-ri  haben ,  diiss 
auch  das  Ilypprboloid  zinvtilen  durch  eine  Gleichung  von  der  Fonn  x'-f-x  '  —  x"^  =  u,  die 
der  so  eben  dem  Ellipsoid  vindicirten  ähnlich  ist,  dargestellt  werden  kann,  so  haben  wir  doch 
dort  ngleiek  «udi  geadien,  dass  diess  nur  nnler  grossen  BescfarHokungen  gradidiea  kaan» 
dieae  letalere  Gleidning  also  nicht  aOgemehi  den  Hypefboloid  iMlgesdirieban  werden  daif. 

Femer  hahen  wir  sdmn  an  vorigen  Paragraphen  (Nr.  223.}  nnler  den  Bnehsiaben  e}  di« 
Udteneogwv  eriiaUen,  dass  jedes  «lltplJsdie  Paiaboloid  daroh  eine  (SIeiolmng  von  der  Fonn 
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in  Coordinatensystcmen,  deren  SpiUe  jeder  Pimct  dieser  FUlGhe  sein  kann,  dwäleUliar  isi,  und 
daMÜMl  0fr.  229.)  hab«  wir  geAnideit»  dm  eben  m  jedes  hyperiHdische  Pinlwlolil  duidi 
eine  CMdmiig  von  der  Fonn 

X  x'-j-  y  x"=;=0 

darsteflbor  ist;  man  kano  daher  diese  zweierlei  Gleicliungsfonneo  aU  die  das  cUipUschc  und 
dias  hyperbofiMihe  Panboloid  dMtahleriflrenden  anfslellen.  Oeim  ob^leidi  es  sieb  in  Nr.  223. 

lit  e.  i)eraii^Q:cstcllt  hat,  dass  aucli  das  liypcrbolischc  Paraboloid  an  gewissen  seiner  Pancle 
dun  Ii  oine  Gh  icliuiijr  von  der  Form  X*  —  x'^  y  x"  =  ü  ^  die  der  so  clicii  dem  elliptischen 
Paralioloid  vindicirtcn  ähnlicli  ist,  dargestelll  werden  kann,  so  hat  doch  diese  Gleicbong,  weil 
sidi  dieselbe  nidit  an  allen  Pvncten  des  Piraboloids  herstdicn  Hlsst,  mit  der  xji'+/"j^s=0 
nicfat  den  Reichen  Grad  der  Allgenirinheit 

Gehen  wir  von  diesen  <£e  TanMUndenen  Alten  der  Flächen  zweiter  Onbnng  charaUeii- 

gircndcn  Gleichungen  mis  nnd  setzen  wir  qx,  qx',  qx"  an  die  Stellte  von  x,  x',  x",  was 
ntchlä  anders  sagen  will,  als  dass  die  Coordinaten  an  einem  in  dem  Yerbältnisse  q  :  1  abge- 
indcrlen  Ibrnsslabe  gemessen  «erden  soDei»,  so  wird  die  Gfeidkmig  des  HUpMdds  jelil 

die  des  .  Hyperboloids 

die  des  eUfttscben  Faraboloids 

x«+x'»+  Jx"=0  , 

die  dos  hyperboUscbm  Paraboloids 

nnd  da  wir  in  den  twel  ersten  nUen  q  in  reelter  Weise  stets  so  wlUen  kSnnen,  dess  ^=^^^1 

wird,  so  wie  in  den  zwei  letzten  Füllen  immer  so,  dass  -  =  +1  wird  *'),  so  können  wir  am 
beliebigen  Parallel- Coordioateosysteme  als  ullgotneinste  Gleicbuog  des  £Ilipsoids  immer  die: 

als  aOgemeinrtn  CaeidNing  des  Hypeilioloids  ianwr  dfei 

ferner  als  aUgenMiiial«  GMchnng  des  e%ttsdien  Parabob^  immer  die: 

*)  Mm  wM  lUk  bei  einiger  AnfiserkMiBlMil  ieickt  tbeneagea  kOmnit  ^eii  doch  die  Tontckendca  >■  den 
GieidNnfeB  verfeM«iiien«i  VerlndenNffm  aichtt  anlen  geecfteka*  irt,      daw  der  petHir  fnuNnnmn 

Parameter  den  Br(r:i' h(uij:rrn  als  Miiasieinbeit  zu  Grund  gelegt  worden  ist,  und  zogteicfa  zci|;r  i,  -  <  .  '.\\r. 
inan  bio«  durclk  AiNiaUcrua^  der  Maatieinbeit  dem  Panmelcr  eiacn  beliebig  vorgnckriebeaen  ZaliJcowcrtb 
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und  tls  allgemoinstc  Gleichung  des  hyperboluchen  Pan^oloid«  immer  die 


xx'  +  x"=0 


auTstenen,  in  welchen  beim  Ellipsoid  nur  das  obere  von  den  doppelten  Vorzeichen  zu  einer 
recDen  Fläche  hinfUhrt,  während  die  doppelten  Vorzeichen  beim  Hyperboloid  seine  beiden  Arten 

verkündigen  *),  bei  den  Paraholoidcn  dagegen  von  den  doppellen  Vorzeichen  eben  sowohl  das 
eine  wie  das  andere  genouuuen  werden  kann.  Es  lüsst  sich  niilbin  die  Veränderlichkeit  der 
Parameter  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  ganz  und  gar  auf  die  Veränderlichkeit  der  Axen- 
winkd  im  beliebigen  Coordlnatensysteme  übertragen.  Auf  diese  Bemerkung  lässt  sich  eine 
sehr  eigcnlhUmliche  Behandlung  solcher  Flächen  im  schiefwinkligen  Coordinatensysleme  grün- 
den, wobei  der  Umstand  Bedeutung  hat,  dass  man  stets  an  das  Cüordinatenjsyslein  von  wel- 
chem die  Betrachtungen  ausgehen,  noch  eine  besondere  Bedingung  zu  stellen  berechtigt  ist; 
entweder  in  Betreff  der  Stellung  seiner  Axen  oder  in  BetrelT  der  Natur  seiner  Spitze,  das  cr- 
stere  bei  der  Hittelpunctsflöche,  das  letztere  bei  dem  Paraboloide. 


*)  D«53  die  Gteicfiontr  x  »'-4- "  +       =  + '         iweimanlclißen ,  die  xx'-f-x  »'+«'»"=  — 1  ^««> 

manteligen  Hypcrholoid  «ngeböre,  am  den  in  Nr.  211.  unter  •)  und  b)  dalllr  «ngr^ebeneB  Kem- 
leicbcn  «ogleich  bervor,  wenn  man  «ich  erinnert,  dau  bei  Gleichungen  dieaer  Art,  dl«  in  (67.  h.)  «uf- 
gefUlirte  Relation,  welche  hier  8  =  |A'  wird,  statt  findet,  sonach  da«  «Jen  boidrt«  Torctcbendcn  G!€^»- 
chnagen  anfebtrige  £  aa  ilvni  ri!«li  voriu*geaelil«a  Coordiaalemiyaleme  •tei«  eine  positive  Zakl  vor- 


Seite 32  mt  Zeile  1  voo  unten  itt  «'  W;  -  II«;  fBr  W  *[  —  %"  %[  ta  «etsen. 

a  35  i*l  auf  der  rechten  Seile  der  Gleicbnngen  (49.  b.)  u  Dir  x  su  »ctxen. 

,  ifi  auf  Zeile  3  v.  u.  iat  (9.  a.  oder  b.)  für  (17.)  lu  tetzen. 

.  fil  i«t  bei  den  Gleickangen  (87.)  am  Ende  der  mtcn  Zeile  (BJ  iBr  (B) ,  am  Ende  der  iweilen  (B^ 


a  B8  in  der  auf  die  Gleichungen  (106.  c.)  folgenden  Zeile  üt  a"  fOr  c"  und     fUr  c  in  aeUen. 

.  ^  und  22i  i*l  lUr  die  Gleichungraumner  (t}  und  die  darauf  beiOglicben  CiUI«  (4JÜ-)  au  «eisen, 

a  352  auf  Zeile  Ifi  v.  n.  i*t  an  einem  (tlr  an  riner  tu  «eisen. 

a  3SQ  i»t  bei  Gliithung  [7.  d.)  im  Xcnncr  diu  Coiffiiionlen  Von  V*    «c*  Ifir  s  SU  «etien. 

a  am  Ul  bei  Gleichung       d.)  im  Kenuur  dv»  CoeffUicntcn  von  y*  d*  (Ol  d  sa  ««Uca. 

a  ÜD  auf  Zeile  ä  v.  u.  iii  Polaraxe  für  Grundaxe  so  «eisen. 

„  513  aof  Zeile  Ii  v.  u.  i«l  Nr.  221.  fiir  Nr.  2LL  su  »eUen. 

B  ^  i«t  auf  Zeile  1  der  Gleichting  (III,  c.j  ia  der  letalen  Klammer  4-  Ar  ^  >■  «etsen. 

.  5fiZ  iat  im  Zlbler  de«  in  Abaats  c)  stehenden  Quotienten  a^'  f&r  a,  and  a,  fttr  m'^  an  ««Isen. 

a  5Ifi  auf  Zeile  1  nod  2  v.  n.  ist  du  Zeicbea  ^  (&r  das  •<  su  aetses. 


«teUt. 


Dniekrehler-  VencIchnlM« 


für  (B^  sn  aetsen. 
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